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I. El teorema 90 de Hilbert

Si G y A son grupos, y supongamos que G actúa sobre A por automorfismos de
grupos, de manera que tenemos una función

(g, a) ∈ G×A 7−→ g
a ∈ A

tal que para cada g, h ∈ G y cada a, b ∈ A es
g
(
h
a) =

gh
a,

1Ga = a,
g
eA = 1A,

g
(a · b) =

g
a · gb.

Decimos que una función φ : G→ A es un 1-cociclo de G con valores en A si
para cada g, h ∈ G se tiene que

φ(gh) = φ(g) · gφ(h),

y escribimos Z1(G,A) al conjunto de todos los 1-cociclos de G con valores en A.
Si φ, ψ ∈ Z1(G,A) son dos 1-cociclos, decimos que φ y ψ son cohomólogos si
existe a ∈ A tal que

φ(g) = a−1 · ψ(g) · ga

para todo g ∈ G, y en ese caso escribimos φ ∼ ψ.
Lema 1. La relación de cohomología es una relación de equivalencia en el conjun-
to Z1(G,A) de los 1-cociclos.
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Demostración. Que la relación es reflexia es evidente.
Si φ, ψ ∈ Z1(G,A) son dos 1-cociclos tales que φ ∼ ψ, de manera que existe

a ∈ A tal que φ(g) = a−1 · ψ(g) · ga para todo g ∈ G, entonces poniendo b = a−1

tenemos que ψ(g) = b−1 · φ(g) · gb para todo g ∈ G, esto eso, que ψ ∼ φ.
Finalmente si φ, ψ, ω ∈ Z1(G,A) son 1-cociclos tales que φ ∼ ψ y ψ ∼ ω, de

manera que existen a, b ∈ A tales que φ(g) = a−1 · ψ(g) · ga y ψ(g) = b−1 · ω(g) · gb,
entonces φ(g) = (ab)−1 · ω(g) · g(ab) para todo g ∈ G, esto es, vale que φ ∼ ω. �

En vista de este lema, podemos considerar el conjunto cociente Z1(G,A)/∼, al
que llamamos el primer conjunto de cohomología de G con valores en A

y escribimos H1(G,A). Es inmediato verificar que la función φ : G → A tal que
φ(g) = 1A para todo g ∈ G es un 1-cociclo, al que llamamos trivial; en particular,
Z1(G,A) nunca es un conjunto vacío y, en consecuencia, tampoco lo es H1(G,A).
A la clase de equivalencia en H1(G,A) de este 1-cociclo trivial la denotaremos
simplemente 0. Cuando sea ése el único elemento de H1(G,A) —es decir, cuando
todos los 1-cociclos son cohomólogos al 1-cociclo trivial— escribiremos H1(G,A) = 0.

Notemos que un 1-cociclo φ : G → A es cohomólogo al 1-cociclo trivial si y
solamente si existe a ∈ A tal que

φ(g) = a−1 · ga

para todo g ∈ G. La anulación de H1(G,A) es equivalente a que todos los cociclos
sean de esta forma.

El Teorema 90 de Hilbert describe este conjunto de cohomología en una situación
muy especial. Consideremos una extensión de cuerpos E/K finita y galoisiana, y
sea G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Para cada g ∈ G y cada x ∈ E escribimos
g
x = g(x). Obtenemos de esta forma una acción

(g, x) ∈ G× E× 7−→ g
x ∈ E×

de G sobre el grupo multiplicativo E×.

Teorema 2 (Teorema 90 de Hilbert). Si E/K es una extensión galoisiana y finita
de grupo de Galois G = Gal(E/K), entonces H1(G,E×) = 0.

En el caso en que la extensión es cíclica éste es, en un lenguaje moderno, el
Satz 90 del Zahlbericht [Hil98] de David Hilbert, y de ahí es que viene el nombre con
el que este resultado es universalmente conocido; ese caso era conocido, de todas
formas, por Ernst Kummer mucho tiempo antes [Kum55,Kum26]. El caso de una
extensión galoisiana arbitraria es debido a Emmy Noether [Noe33].

Demostración. Sea φ : G → E× un 1-cociclo. El teorema de Dedekind sobre la
independencia lineal carácteres [Art59, II.§F. Corollary] nos dice que G, visto como
un subconjunto del E-espacio vectorial de las funciones E× → E, es linealmente
independendiente. En particular, la combinación lineal σ =

∑
g∈G φ(g)g es un

elemento no nulo de ese espacio vectorial y existe entonces x ∈ E× tal que σ(x) 6= 0.
Pongamos y = σ(x).



COHOMOLOGÍA GALOISIANA 3

Si g ∈ G, entonces

g
y =

g
(∑
h∈G

φ(h) · hx

)
=
∑
h∈G

g
φ(h) · ghx

y, como φ es un 1-cociclo, esto es

=
∑
h∈G

φ(g)−1 · φ(gh) · ghx

= φ(g)−1 · y,

de manera que φ(g) = y · gy−1. Esto nos dice, precisamente, que φ es cohomólogo
al 1-cociclo trivial. �

Sea, como antes, E/K una extensión galoisiana finita y sea G = Gal(E/K) su
grupo de Galois. Fijemos n ≥ 1, sea Mn(E) el E-espacio vectorial de las matrices
n× n con entradas en E y sea GL(n,E) ⊂Mn(E) el subconjunto de las matrices
inversibles; recordemos que GL(n,E) es un grupo con respecto a la multiplicación
matricial.

Lema 3. Sea E/K una extensión galoisiana finita y sea G = Gal(E/K) su grupo
de Galois.

(i) El grupo G actúa sobre el grupo GL(n,E) de manera que para cada g ∈ G y
cada matriz m = (mi,j) ∈ GL(n,E) la matriz gm tiene entradas

(
g
m)i,j =

g
mi,j

para cada i, j ∈ {1, . . . , n}.
(ii) El grupo G actúa sobre el grupo abeliano En de manera que para cada g ∈ G

y cada vector x = (x1, . . . , xn) ∈ En es gx = (
g
x1, . . . ,

g
xn).

(iii) Estas acciones de G sobre GL(n,E) y sobre E son compatibles, en el sentido
de que para cada g ∈ G, u ∈ GL(n,E) y x ∈ En vale que

g
(m · x) =

g
m · gx.

Demostración. Hacer. �

En la situación del lema, el grupo GL(1, E) se identifica de manera obvia con
el grupo multiplicativo E×, y es claro que las acciones del grupo de Galois G
sobre GL(1, E) y sobre E× se corresponden. Esto muestra que el siguiente resultado
es una generalización del Teorema 2:

Teorema 4. Si E/K es una extensión galoisiana y finita de grupo de Galois
G = Gal(E/K) y n ≥ 1, entonces H1(G,GL(n,E)) = 0.

Demostración. Sea φ : G → GL(n,E) un 1-cociclo de G con valores en GL(n,K).
Consideremos la función σ : En → En tal que para cada x ∈ En es

σ(x) =
∑
g∈G

φ(g) · gx

y mostremos, para empezar, que
una función E-lineal λ : En → E tal que λ ◦ σ = 0 se anula
idénticamente.

(1) {eq:cl-90}
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Sea para eso λ : En → E una función E-lineal tal que λ ◦ σ = 0. Fijemos x ∈ En.
Para cada y ∈ E× es

0 = λ(σ(yx)) =
∑
g∈G

λ(φ(g) · g(yx)) =
∑
g∈G

λ(φ(g) · gx) · gy,

y esto nos dice que
∑
g∈G λ(φ(g) · gx)g es la función E× → E nula. El teorema

de Dedekind sobre la independencia lineal de carácteres implica entonces que
λ(φ(g) · gx) = 0 para todo g ∈ G. En particular, si z ∈ En podemos tomar
x = φ(1G)−1 · z y g = 1G en esta igualdad para ver que λ(z) = 0. Esto prueba (1).

Una consecuencia inmediata de esa observación es que la imagen de la función σ
genera a En como E-espacio vectorial y, en particular, que existen x1, . . . , xn ∈ En
tales que {σ(x1), . . . , σ(xn)} es una base de En como E-espacio vectorial. Hay
entonces una matriz m ∈ GL(n,E) cuyas columnas son, en orden, x1, . . . , xn,
y podemos considerar a =

∑
g∈G φ(g) · gm, que es un elemento de Mn(E).

Sea {e1, . . . , en} la base estándard de En. Si i ∈ {1, . . . , n} es

a · ei =
∑
g∈G

φ(g) · gm · ei =
∑
g∈G

φ(g) · g(m · ei) =
∑
g∈G

φ(g) · gxi = σ(xi).

Así, el conjunto {a ·e1, . . . , a ·en} es una base de En y, en consencuencia, la matriz a
es inversible, esto es, pertenece a GL(n,E).

Si g ∈ G, entonces

g
a =

g
(∑
h∈G

φ(h) · hm

)
=
∑
h∈G

g
φ(h) · ghm

y, como φ es un 1-cociclo, esto es

=
∑
h∈G

φ(g)−1 · φ(gh) · ghm

= φ(g)−1 · a,

de manera que, φ(g) = a · ga−1. Esto nos dice, precisamente, que φ es cohomólogo
al 1-cociclo trivial. �

II. Álgebras

§1. Álgebras y morfismos de álgebras

Sea K un cuerpo. Una K-álgebra es K-espacio vectorial A dotado de una función
K-bilineal µA : A×A→ A que hace del grupo abeliano subyacente a A un anillo
unitario. Si x, y ∈ A, escribimos x ·y o simplemente xy en lugar de µA(x, y). Usando
esta notación, las condiciones que imponemos sobre µA son las siguientes:

• la función µA es K-bilineal: para todo x, x′, y ∈ A y todo a ∈ K es

(x+ x′) · y = x · y + x′ · y,
y · (x+ x′) = y · x+ y · x′,
(ax) · y = a(x · y) = x · ay;
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• la función µA es asociativa: para todo x, y, z ∈ A es

x · (y · z) = (x · y) · z;

• el producto µA es unitario: existe un elemento 1A ∈ A tal que para todo
x ∈ A es

x · 1A = x = 1A · x.

Si A y B son K-álgebras, un morfismo de K-álgebras es una función K-lineal
f : A → B que es un homomorfismo de anillos unitarios. Explicitamente, esto
significa que se tiene

f(ax+ by) = af(x) + bf(y),

f(x · y) = f(x) · f(y),

f(1A) = 1B

cualesquiera sean x, y ∈ A y a b ∈ K. Si además la función f es biyectiva, decimos
que f es un isomorfismo de K-álgebras y si, más aún, las K-álgebras A y B son
la misma, que f es un automorfismo de K-álgebras.

§2. Constantes de estructura

Sea K un cuerpo, sea A una K-álgebra de dimensión finita y sea B = (xi)i∈I una
base de A como K-espacio vectorial. Si i, j ∈ I, entonces existe una única familia
(γki,j)k∈I de elementos de K tal que

xi · xj =
∑
k∈I

γki,jxj .

Llamamos a la familia CB(A) = (γki,j)i,j,k∈I de elementos de K la tabla de cons-
tantes de estructura de A con respecto a la base B.

Esta tabla CB(A) determina completamente a la función µA : A×A→ A. En
efecto, si x, y ∈ A son dos elementos y (ai)i∈I , (bi)i∈I son las coordenadas de x e y
con respecto a B, de manera que x =

∑
i∈I a

ixi e y =
∑
i∈I b

ixi, se tiene que

µA(x, y) = µA

(∑
i∈I

aixi,
∑
j∈I

bjxj

)
=
∑
i,j∈I

aibjµA(xi, xj) ya que µ es K-bilineal

=
∑
i,j,k∈I

aibjγki,jxk

en vista de la definición de las constantes de estructura. Como la multiplicación
de un álgebra queda determinada por su tabla de constantes de estructura, es
razonable esperar que las condiciones que impusimos sobre aquélla pudan expresarse
en términos de ésta —ése es el contenido de la siguiente proposición.

Proposición 5. Sean K un cuerpo, A un K-espacio vectorial de dimensión finita
y B = (xi)i∈I una base de A como K-espacio vectorial. Sea C = (γki,j)i,j,k∈I una
familia de elementos de K indexados por I×I×I. Entonces existe una multiplicación
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µA : A×A→ A que hace de A una K-álgebra y tal que CB(A) = C si y solamente
si

• para cada i, j, k ∈ I se tiene que∑
l∈I

γli,jγ
r
l,k =

∑
l∈I

γri,lγ
l
j,k (2) {eq:st-alg:1}

• y existe una familia (ui)i∈I de elementos de K tal que∑
i∈I

uiγki,j = δkj =
∑
i∈I

uiγkj,i. (3) {eq:st-alg:2}

para todo j, k ∈ I.

Demostración. Hacer. �

Dada una K-álgebra A, la tabla CB(A) de las constantes de estructura de A con
respecto a una base B depende efectivamente de B y no solamente del álgebra A.
Podemos describir esta dependencia de forma precisa:

Proposición 6. Sea K un cuerpo y sea A una K-álgebra de dimensión finita.
Sean B = (xi)i∈I y B′ = (x′i)i∈I dos bases de A como K-espacio vectorial y sea
(cji )i,j∈I ∈MI(K) la matriz de cambio de base de B a B′, de manera que para cada
i ∈ I es x′i =

∑
j∈I c

j
ixj. Si CB(A) = (γki,j)i,j,k∈I y CB′(A) = (γ′ki,j)i,j,k∈I son las

tablas de constantes de estructura de A con respecto a B y a B′, respectivamente,
entonces para cada i, j, k ∈ I se tiene que∑

r,s∈I
cri c

s
jγ
k
r,s =

∑
t∈I

γ′ti,jc
k
t

Demostración. Hacer. �

De la misma manera que podemos expresar las condiciones que determinan
a un álgebra en términos de sus constantes de estructura, podemos expresar las
condiciones que hacen que una función lineal entre dos álgebras sea un morfismo de
álgebras en términos de su matriz.

Proposición 7. Sea K un cuerpo, sean A y B dos K-álgebras de dimensión finita,
sean BA = (xi)i∈I y BB = (yu)u∈U bases de A y de B como K-espacios vectoriales.
Sean CBA

(A) = (γki,j)i,j,k∈I y CBB
(B) = (ηwu,v)u,v,w∈U las tablas de constantes de

estructura de A y de B respecto de BA y de BB, respectivamente, y sean (ri)i∈I
y (sj)j∈J las coordenadas de 1A y de 1B con respecto a BA y a BB, de manera
que 1A =

∑
i∈I r

ixi y 1B =
∑
u∈U s

uyu. Sea finalmente f : A → B una función
K-lineal y (fui )i∈I,u∈U ∈MI,U (K) la matriz de f con respecto a las bases BA y BB,
de manera que f(xi) =

∑
u∈U f

u
i yu para cada i ∈ I. Entonces la función f es un

morfismo de K-álgebras si y solamente si∑
u,v∈U

fui f
v
j η

w
u,v =

∑
k∈I

γki,jf
w
k

para cada i, j ∈ I y cada w ∈ U y∑
i∈U

rifui = su
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para cada u ∈ U .

Demostración. Hacer. �

Corolario 8. Sea K un cuerpo, sean A y B K-álgebras de dimensión finita, sean
BA = (xi)i∈I y Bb = (yi)i∈I bases de A y de B como K-espacios vectoriales
indexadas por el mismo conjunto I, y sean CBA

(A) y CBB
(B) las tablas de constantes

de estructura de A y de B con respecto a BA y a BB, respectivamente. La función K-
lineal f : A→ B tal que f(xi) = yi para todo i ∈ I es un isomorfismo de K-álgebras
si y solamente si CBA

(A) = CBB
(B).

Demostración. Hacer. �

§3. Extensión de escalares

Proposición 9. Sea E/K una extensión de cuerpos, sea A una K-álgebra de
dimensión finita, sea B = (xi)i∈I una base de A como K-espacio vectorial y sea
CB(A) = (γki,j)i,j,k∈I la tabla de constantes de estructura de A con respecto a B.
Sea B̄ = (x̄i)i∈I una familia de símbolos nuevos tales que x̄i 6= x̄j si i, j ∈ I son
distintos, y sea AEB el E-espacio vectorial que tiene a B̄ como base. Existe una
única estructura de E-álgebra sobre AEB tal que CB̄(AEB) = CB(A).

Notemos que lo que afirma esta proposición tiene sentido: como K ⊆ E, la tabla
de constantes de estructura CB(A) es una posible tabla de constantes de estructura
de una E-álgebra

Demostración. Basta que verifiquemos que se cumplen las condiciones de la Propo-
sición 5 y esto es inmediato, ya que K ⊆ E. �

Si E/K es una extensión de cuerpos, A una K-álgebra de dimensión finita y B

una base de A como K-espacio vectorial, decimos que la E-álgebra AEB construida en
este lema se obtiene de A por extensión de escalares de K a E con respecto
a B. Esta E-álgebra depende claramente de la base B usada para construirla, pero
cambiar la base no cambia la clase de isomorfismo del álgebra obtenida:

Proposición 10. Sea E/K una extensión de cuerpos y sea A una K-álgebra de
dimensión finita. Si B y B′ son dos bases de A como K-espacio vectorial, entonces
las E-álgebras AEB y AEB′ son isomorfas.

Demostración. Supongamos que las bases del enunciado del lema son B = (xi)i∈I
y B′ = (x′i)i∈I , que (cji )i,j∈I ∈MI(K) es la matriz de cambio de base de B a B′,
de manera que para cada i ∈ I es x′i =

∑
j∈I c

j
ixj , y que CA(B) = (γki,j)i,j,k∈I

y CA(B′) = (γ′ki,j)i,j,k∈I son las tablas de constantes de estructura de A con respecto
a B y a B′, respectivamente. Sean B̄ = (x̄i)i∈I y B̄′ = (x̄′i)i∈I las bases de AEB
y de AEB′ usadas para construir estas E-álgebras y sea f : AEB′ → AEB la función
E-lineal tal que para

f(x̄′i) =
∑
j∈I

cki x̄i
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para cada i ∈ I. Para probar el lema bastará que mostremos que f es un isomorfismo
de E-álgebras.

De la Proposición 6 sabemos que para cada i, j, k ∈ I es∑
r,s∈I

cri c
s
jγ
k
r,s =

∑
t∈I

γ′ri,jc
k
t . (4) {eq:wdf:1}

Por otro lado, si (ei)i∈I y (e′i)i∈I son las coordenadas de 1A con respecto a las
bases B y B′, respectivamente, de manera que 1A =

∑
i∈I e

ixi =
∑
i∈I e

′ix′i,
tenemos que para cada i ∈ I es∑

j∈I
e′jcij = ei.

En vista de esta ecuación y de (4), la Proposición 7 nos permite concluir que f es
un morfismo de E-álgebras. La matriz de f con respecto a las bases B̄′ y B̄ es la
matriz (cji )i,j∈I de cambio de base de B a B′, que tiene determinante no nulo: esto
implica que el morfismo f es, de hecho, un isomorfismo. �

Proposición 11. Sea E/K una extensión de cuerpos, sea A una K-álgebra de
dimensión finita, sea B = (xi)i∈I una base de A como K-espacio vectorial, sea AEB
la E-álgebra obtenida por extensión de escalares de K a E con respecto a B y sea
B = (x̄i)i∈I la base usada para construirla. La función K-lineal ι : A→ AEB tal que
ι(xi) = x̄i para cada i ∈ I es un morfismo inyectivo de K-álgebras.

Una situación importante en la que podemos describir la extensión de escalares
es la siguiente:

Proposición 12. Sea E/K una extensión de cuerpos, sea f ∈ K[X] un polinomio
no constante y sea A = K[X]/(f). Si B es una base de A, entonces hay un
isomorfismo AEB ∼= E[X]/(f).

Demostración. En vista de la Proposición 10 basta probar que tenemos un iso-
morfismo para alguna base B de A. Sea n = deg f , sea x la clase de X en A y
sea I = {0, . . . , n− 1}, y consideremos la base B = (xi)i∈I de A como K-espacio
vectorial. Sea B̄ = (xi)i∈I es la base usada para construir AEB y sea ι : A → AEB
el morfismo de la Proposición 11. Como ι es un morfismo de anillos, tenemos
que x̄i = ι(x)i = ι(xi) = xi para cada i ∈ I, y esto nos dice que x̄ genera a AEB
como E-álgebra. En particular, el morfismo de E-álgebras h : E[X]→ AEB tal que
h(X) = x̄ es sobreyectivo.

Como h(f) = f(x̄) = f(ι(x)) = ι(f(x)) = 0, el ideal (f) generado por f en E[X]

está contenido en el núcleo de h, de manera que este morfismo induce un morfismo
de E-álgebras h′ : E[X]/(f)→ AEB que es sobreyectivo porque h lo es. Como

dimE(E[X]/(f)) = deg f = dimE A = dimE A
E
B,

el morfismo h′ tiene que ser también inyectivo, así que es un isomorfismo. �

De la misma forma que podemos extender escalares en un álgebra, podemos
hacerlo con morfismos:
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Proposición 13. Sea E/K una extensión de cuerpos, sean A y B dos K-álgebras
y sean BA = (xi)i∈I y BB = (yu)u∈U bases de A y de B como K-espacios vecto-
riales. Sean B̄A = (x̄i)i∈I y B̄B = (ȳu)u∈U las bases de AEBA

y de BEBB
usadas

para construir estas E-álgebras. Si f : A → B es un morfismo de K-álgebras y
(fui )i∈I,u∈I ∈MI,U (K) es su matriz con respecto a las bases BA y BB, de manera
que f(xi) =

∑
u∈U f

u
i yu para cada i ∈ I, entonces existe exactamente un morfismo

fEBA,BB
: AEBA

→ BEBB
de E-álgebras tal que

fEBA,BB
(x̄i) =

∑
u∈U

f ii ȳu

para cada i ∈ I.

Demostración. Hacer. �

La extensión de escalares de morfismos interactúa de forma útil con la composición.

Proposición 14. Sea E/K una extensión de cuerpos.
(i) Si A es una K-álgebra de dimensión finita y B es una base de A como

K-espacio vectorial, entonces el morfismo

(idA)EB,B : AEB → AEB

que se obtiene por extensión de escalares del morfismo identidad

idA : A→ A

de la K-álgebra A, coincide con el morfismo identidad

idAE
B

: AEB → AEB

de la E-álgebra AEB.
(ii) Si A, B y C son K-álgebras de dimensión finita, BA, BB y BC son bases

de A, de B y de C como K-espacios vectoriales, y f : A→ B y g : B → C

son morfismos de K-álgebras, entonces el morfismo de E-álgebras

(g ◦ f)EBA,BC
: AEBA

→ CEBC

coincide con la composición

gEBB ,BC
◦ fEBA,BB

: AEBA
→ CEBC

.

Demostración. Hacer. �

Un corolario inmediato de esta última proposición es el siguiente:

Corolario 15. Sea E/K una extensión de cuerpos, sean A y B dos K-álgebras
de dimensión finita y sean BA y BB bases de A y de B como K-espacios vec-
toriales. Si f : A → B es un isomorfismo de K-álgebras, entonces el morfismo
fEBA,BB

: AEBA
→ BEBB

obtenido por extensión de escalares de K a E es un isomor-
fismo de E-álgebras.
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Demostración. Sea g : B → A el isomorfismo de K-álgebras inverso de f y sea
gEBB ,BA

: BEBB
→ AEBA

el morfismo de E-álgebras obtenido de g por extensión de
escalares. Entonces

gEBB ,BA
◦ fEBA,BB

= (g ◦ f)EBA,BA
por la parte (ii) de la Proposición 14

= (idA)EBA,BB
porque f y g son inversos

= idAE
BA

por la parte (i) de la Proposición 14

y, de manera similar, fEBA,BB
◦ gEBB ,BA

= idBE
BB

. Esto nos dice que losmorfismos

de E-álgebras fEBA,BB
y gEBB ,BA

son isomorfismos inversos. �

§4. Formas de un álgebra

Si E/K es una extensión de cuerpos yA es una E-álgebra, decimos que unaK-álgebra
A es una K-forma de A si existe una base B de A como K-espacio vectorial tal
que hay un isomorfismo de E-álgebras A ∼= AEB. De acuerdo a la Proposición 10, si
es éste el caso entonces de hecho hay un isomorfismo de E-álgebras AEB′ ∼= A para
toda base B′ de A como K-espacio vectorial.

Lema 16. Sea E/K una extensión de cuerpos. Sean n, m ≥ 0, M ∈Mn,m(K) una
matriz de n por m con entradas en K y b ∈ Kn un vector columna.

(i) Si existe x ∈ Em tal que Mx = b, entonces existe y ∈ Km tal que My = b.
(ii) Si existe un único x ∈ Em tal que Mx = b, entonces x ∈ Km.

Demostración. Sea M ′ =
(
M b

)
la matriz de n por m + 1 cuyas primeras m

columnas son las de M y cuya última columna es el vector b.
(i) Sean X1, . . . , Xm variables distintas y sea X = (X1, . . . , Xm). Como existe

x ∈ Em tal queMx = b, el sistema de n ecuaciones lineales no homogéneasMX = b

con coeficientes en E admite soluciones en Em, así que es compatible y el rango
de la matriz M coincide con el de la matriz extendida M ′ o, equivalentemente, el
tamaño del menor cuadrado más grande de M con determinante no nulo coincide
con el tamaño del menor cuadrado más grande de M ′ con determinante no nulo.

Como tanto M como b tienen todas sus entradas en K, podemos considarer el
sistema de n ecuacionesMX = b pero ahora buscando soluciones en Km. El sistema
es compatible porque M y M ′ tienen el mismo rango —ya que la anulación de los
determinantes de los menores de estas matrices es independiente del cuerpo en el
que busquemos las soluciones del sistema— y esto prueba lo que queremos.

(ii) Esta afirmación sigue inmediatamente de la primera, ya que Km ⊆ Em. �

Proposición 17. Sea E/K una extensión de cuerpos y sea A una E-álgebra de
dimensión finita. Existe una K-forma de A si y solamente si existe una base B

de A como E-espacio vectorial tal que la tabla CB(A) de constantes de estructura
de A con respecto a B tiene todas sus entradas en K.

Demostración. Supongamos primero que existe una base B = (xi)i∈I de A como
E-espacio vectorial tal que todas las entradas de CB(A) = (γki,j)i,j,k∈I están en K.
Sea n = dimE A y sea (ui)i∈I la familia de coordenadas de 1A en la base B, de
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manera que 1A =
∑
i∈I u

ixi. En principio, sólo sabemos que ui ∈ E para cada i ∈ I.
Sin embargo, de acuerdo a la Proposición 5, para cada j, k ∈ I se tiene que∑

i∈I
uiγki,j =

∑
i∈I

uiγkj,i = δkj ,

y esto significa que la familia (ui)i∈I es una solución de un sistema de 2n2 ecuaciones
lineales no homogéneas con coeficientes en K: como ese sistema tiene exactamente
una solución, el Lema 16 nos dice que, de hecho, ui ∈ K para cada i ∈ I.

Fijemos una familia B′ = (yi)i∈I de símbolos nuevos tales que yi 6= yj si i 6= j y
sea A el K-espacio vectorial que tiene a B′ como base. Como A es una E-álgebra,
sabemos que la tabla (γki,j)i,j,k∈I y el vector (ui)i∈I satisfacen las ecuaciones (2) y (3)
de la Proposición 5. Como además tienen sus entradas en K, esa misma proposición
nos dice que hay una estructura de K-álgebra sobre A tal que CB′(A) = CB(A).

Consideremos ahora el álgebra AEB′ obtenida por extensión de escalares de K
a E a partir de A con respecto a la base B′ y sea B̄′ = (ȳi)i∈I la base de AEB′
usada en su construcción. Sea f : AEB′ → A la función E-lineal tal que f(ȳi) = xi
para todo i ∈ I. Como (ȳi)i∈I y (xi)i∈I son bases del dominio y del codominio de f ,
respectivamente, es claro que f es un isomorfismo de E-espacios vectoriales y, más
aún, de acuerdo al Corolario 8 se trata de un isomorfismo de E-álgebras, ya que
CB̄′(AEB′) = CB(A). Así, vemos que A es una K-forma de A.

Recíprocamente, supongamos que la E-álgebra A posee una K-forma A. Sea
B′ = (yi)i∈I una base de A como K-espacio vectorial, sea B̄′ = (ȳi)i∈I la base de
AEB′ como E-espacio vectorial usada para construir esta E-álgebra y sea f : AE

B̄′
→ A

un isomorfismo de E-álgebras. Si para cada i ∈ I ponemos xi = f(ȳi), entonces
B = (xi)i∈I es una base y, de acuerdo al Corolario 8, es CB(A) = CB̄′(AEB′). En
particular, la tabla de constantes de estructura de A con respecto a la base B tiene
todas sus entradas en K. �

La siguiente observación es útil:

Lema 18. Sea E/K una extensión de cuerpos y sea A una E-álgebra de dimensión
finita y positiva. Si A posee una base B como E-espacio vectorial tal que la tabla
de constantes de estructura CB(A) tiene todas sus entradas en K, entonces tiene
una base B′ con la misma propiedad y que incluye a 1A.

Demostración. Hacer. �

Si E/K es una extensión de cuerpos, no toda E-álgebra admite una K-forma.
Veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 1. Supongamos que A/K es una extensión de cuerpos cíclica de grado 4.
Existen α, β ∈ A tales que A = K(α) y E = K(β) es el único subcuerpo de A
que contiene a K y tal que [E : K] = 2. Supongamos que la E-álgebra A tiene
una K-forma A. De acuerdo a la Proposición 17 y el Lema 18, existe entonces
una base B de A como E-espacio vectorial de la forma {1, x} tal que la tabla de
constantes de estructura de A con respecto a B tiene todas sus entradas en K. En
particular, existen a, b ∈ K tales que x2 = ax+ b. El cuerpo K(x) es entonces una
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extensión cuadrática de K contenida en A, así que debe ser K(x) = E y esto es
imposible porque 1 y x son linealmente independientes sobre E.

Un ejemplo concreto puede obtenerse considerando el cuerpo A de descomposición
del polinomio f(X) = X4 + 4X2 + 2 ∈ Q[X] sobre Q. En efecto, es fácil verificar
que si α ∈ C es una raíz de f , entonces A = Q(α) es una extensión cuártica cíclica
de Q.

Por otro lado, cuando un álgebra posee formas sobre un subcuerpo de su cuerpo
de base, puede ser que tenga muchas no isomorfas entre sí.

Ejemplo 2. Consideremos la extensión de cuerpos C/Q y la C-álgebra A = C× C.
Si n ≥ 2 es un número entero libre de cuadrados y ponermos x =

√
n, enton-

ces A = Q(x) es una Q-álgebra que es una forma de A sobre Q. En efecto,
B = {1, x} es una base de A como Q-espacio vectorial, así que la C-álgebra AC

B

tiene una base B̄ = {1̄, x̄} tal que 1̄ es la identidad y x̄2 = n. Se sigue de esto
que hay un morfismo de C-álgebras f : C[X] → AC

B tal que f(X) = x̄, que este
homomorfismo es sobreyectivo, y que su núcleo contiene al ideal (X2 − n). Así,
tenemos un morfismo sobreyectivo de C-álgebras F : C[X]/(X2 − n)→ AC

B. Como
X2 − n = (X − i

√
n)(X + i

√
n) y los dos factores son coprimos en C[X], el teorema

chino del resto nos dice que hay un isomorfismo de C-álgebras
C[X]

(X2 − n)
∼=

C[X]

(X − i
√
n)
× C[X]

(X + i
√
n)
.

Finalmente, como C[X]/(X − λ) es isomorfa como C-álgebra con C cualquiera sea
λ ∈ C, vemos que AC

B
∼= A, como dijimos.

Así, para cada entero n ≥ 2 libre de cuadrados la Q-álgebra Q(
√
n) es una Q-forma

de la C-álgebra C× C, y es fácil verificar que Q(
√
n) y Q(

√
m) son Q-álgebras no

isomorfas si n 6= m. Por otro lado, es inmediato verificar que la Q-álgebra Q×Q
también es una Q-forma de C× C y que no es isomorfa a ninguna de las anteriores.

§5. Formas torcidas de un álgebra

Sea E/K una extensión de cuerpos. Decimos que dos K-álgebras A y A′ son
E-isomorfas, o que A′ es una forma torcida de A con respecto a la exten-
sión E/K, si hay bases B y B′ de A y de A′ en tanto K-espacios vectoriales tales
que las E-álgebras AEB y A′EB′ son isomorfas como E-álgebras. De acuerdo a la
Proposición 10, esta condición depende solamente de A y de A′ y no de las bases B

y B′ elegidas, así que esto tiene sentido.
Por otro lado, si A, A′ y A′′ son K-álgebras tales que A y A′ son E-isomorfas y A′

y A′′ son isomorfas como K-álgebras, entonces A y A′′ son E-isomorfas. Esto implica
que el hecho de que dos K-álgebras A y A′ sean E-isomorfas depende solamente
de las clases de isomorfismo de A y de A′. Si A es una K-álgebra, podemos
en consecuencia considerar el conjunto TE/K(A) de las clases de isomorfismo de
K-álgebras que son E-isomorfas a A.

Nos proponemos obtener una descripción del conjunto TE/K(A) en el caso en
que la extensión E/K es galoisiana.
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Proposición 19. Sea E/K una extensión finita y galoisiana de cuerpos y sea
G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Sea A es una K-álgebra de dimensión finita,
sea B = (xi)i∈I una base de A como K-espacio vectorial y sea B̄ = (x̄i)i∈I la base
de AEB usada para construir esta E-álgebra. Hay una única acción del grupo G

sobre AEB por automorfismos de K-álgebra tal que
• el morfismo canónico η : E → AEB es G-equivariante y
• para cada g ∈ G y cada i ∈ I es gx̄i = x̄i.

Demostración. Supongamos que tenemos una acción de G sobre AEB que satisface
esas dos condiciones. Si g ∈ G y x ∈ AEB, de manera que existe (ui)i∈I tal que
x =

∑
i∈I u

īx̄i, entonces
g
x =

∑
i∈I

g
(uix̄i) =

∑
i∈I

g
(η(ui)x̄i) =

∑
i∈I

g
η(ui) · gx̄i

y aquellas dos condiciones nos dicen que esto es

=
∑
i∈I

η(
g
ui) · x̄i =

∑
i∈I

g
uix̄i.

Vemos así que hay a lo sumo una acción de G sobre AEB que satisface las condiciones
del enunciado y, de hecho, nos dice que si existe una entonces es tal que

g(∑
i∈I

uix̄i

)
=
∑
i∈I

g
uix̄i.

Como
g
x =

1G
(∑
i∈I

uix̄i

)
=
∑
i∈I

1Guix̄i =
∑
i∈I

uix̄i = x,

y
g
(
h
x) =

g(h(∑
i∈I

uix̄i

))
=
g(∑

i∈I

h
uix̄i

)
=
∑
i∈I

g
(
h
ui)x̄i =

∑
i∈I

gh
uix̄i

=
gh(∑

i∈I
uix̄i

)
=
gh
x

para cada g, h ∈ G, esto efectivamente define una acción de G sobre AEB. Si v ∈ K,
entonces

g
(vx) =

g(
v
∑
i∈I

uix̄i

)
=
g(∑

i∈I
vuix̄i

)
=
∑
i∈I

g
(vui)x̄i =

∑
i∈I

v
g
(ui)x̄i

= v
∑
i∈I

g
(ui)x̄i = v

g(∑
i∈I

uix̄i

)
= v

g
x,

así que esta acción es K-lineal. Finalmente, si B = (γki,j)i,j,k∈I es la tabla de
constantes de estructura de A con respecto a la base B e y =

∑
i∈I v

ix̄i es otro
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elemento de AEB, entonces
g
(xy) =

g(∑
i∈I

uix̄u ·
∑
j∈I

vj x̄j

)
=
g(∑
i,j∈I

uivj x̄i · x̄j
)

=
g(∑

k∈I

( ∑
i,j,k∈I

uivjγki,j

)
x̄k

)
=
∑
k∈I

g( ∑
i,j,k∈I

uivjγki,j

)
x̄k

=
∑
k∈I

( ∑
i,j,k∈I

g
(uivjγki,j)

)
x̄k =

∑
k∈I

( ∑
i,j,k∈I

g
ui

g
vj γki,j

)
x̄k

y
g
x · gy =

g(∑
i∈I

uix̄i

)g(∑
j∈I

vix̄i

)
=
∑
i∈I

g
uix̄i ·

∑
j∈I

g
vix̄i

=
∑
i,j∈I

g
ui

g
vix̄i · x̄j =

∑
i,j,k∈I

g
ui

g
viγki,j x̄k,

de manera que g(xy) =
g
x
g
y, y la acción es por morfismos de anillos. �

Es importante observar que —salvo en el caso en que la extensión E/K es
trivial— la acción del grupo G sobre AEB construida en la Proposición 19 no es por
automorfismos de E-álgebras.

Proposición 20. Sea E/K una extensión finita y galoisiana de cuerpos y sea
G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Sean A y A′ dos K-álgebras de dimensión finita
que son E-isomorfas, sean B y B′ bases de A y de A′ como K-espacios vectoriales,
y sea f : AEB → A′EB′ un morfismo de E-álgebras. Para cada g ∈ G consideremos la
función αA(g) : x ∈ AEB 7→

g
x ∈ AEB y similarmente para A′.

(i) Para cada g ∈ G, la aplicación g
f dada por la composición

AEB
αA(g−1) // AEB

f // A′EB′
αA′ (g) // A′EB′

es un morfismo de E-álgebras.
(ii) Esto determina una acción de G sobre homE-alg(AEB, A

′E
B′),

(g, f) ∈ G× homE-alg(AEB, A
′E
B′) 7−→

g
f ∈ homE-alg(AEB, A

′E
B′).

Así, es 1Gf = f y h
(
g
f) =

hg
f si f ∈ homE-alg(AEB, A

′E
B′) y g, h ∈ G.

(iii) Si A′′ es otra K-álgebra, B′′ es una base de A′′ como K-espacio vectorial y
f ′ : A′EB′ → A′′EB′′ es un isomorfismo de E-álgebras, entonces

g
(f ′ ◦ f) =

g
f ′ ◦ gf.

(iv) Finalmente, si idAE
B

: AEB → AEB es el morfismo identidad, entonces
g
(idAE

B
) = idAE

B
.

Demostración. Supongamos que B = (xi)i∈I y B′ = (x′u)u∈U , y sean B̄ = (x̄i)i∈I
y B̄′ = (x̄′u)u∈U las bases usadas para construir las E-álgebras AEB y A′EB′ . Sea, por
otro lado, (fui )i∈I,u∈U la matriz de f con respecto a las bases B̄ y B̄′.

Como G actúa sobre AEB y sobre A′EB′ por automofismos de K-álgebra y f es
un morfismo de E-álgebras, la composición αA′(g) ◦ f ◦ αA(g−1) es un morfismo
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de K-álgebras. Resta ver que es E-lineal. Si x =
∑
i∈I u

ix̄i es un elemento de AEB
y v ∈ E, tenemos que

g
f(vx) =

g
(
f

(
g−1(∑

i∈I
vuix̄i

)))
=
g
(
f

(∑
i∈I

g−1

v
g−1

uix̄i

))

=
g
(
f

(∑
i∈I

g−1

v
g−1

uix̄i

))
=
g
(∑
i,j∈I

g−1

v
g−1

uif ji x̄
′
i

)
=
∑
i,j∈I

vui
g
f ji x̄
′
i = v

∑
i,j∈I

ui
g
f ji x̄
′
i.

Notemos que este mismo cálculo pero hecho con v = 1 muestra que
g
f(x) =

∑
i,j∈I

ui
g
f ji x̄
′
i,

así que gf(vx) = v
g
f(x). Vemos así que gf es E-lineal; esto prueba (i).

Si f ∈ homE-alg(AEB, A
′E
B′) y g, h ∈ G, entonces

1Gf = αA′(1G) ◦ f ◦ αA(1−1
G ) = idA′E

B′
◦ f ◦ idAE

B
= f

y
g
(
h
f) =

g
(αA′(h) ◦ f ◦ αA(h−1))

= αA′(g) ◦ αA′(h) ◦ f ◦ αA(h−1) ◦ αA(g−1)

= αA′(gh) ◦ f ◦ αA((gh)−1)

=
gh
f,

de manera que tenemos una acción de G sobre homE-alg(AEB, A
′E
B′), como se afirma

en (ii). Finalmente, en la situación de (iii) tenemos que para cada g ∈ G
g
(f ′ ◦ f) = αA′′(g) ◦ f ′ ◦ f ◦ αA(g−1)

= αA′′(g) ◦ f ′ ◦ αA′(g−1) ◦ αA′(g) ◦ f ◦ αA(g−1)

=
g
f ′ ◦ gf.

y
g
(idAE

B
) = αA(g) ◦ idAE

B
◦ αA(g−1) = αA(g) ◦ αA(g−1) = idAE

B
,

así que (iii) y (iv) valen. �

Corolario 21. Sea E/K una extensión finita y galoisiana de cuerpos de grupo
de Galois G = Gal(E/K). Sea A una K-álgebra de dimensión finita, sea B una
base de A como K-espacio vectorial y sea AutE-alg(AEB) el grupo de automorfismos
de AEB como E-álgebra.

(i) Hay una acción de G sobre AutE-alg(AEB) por automorfismos de grupos dada
por

(g, f) ∈ G× AutE-alg(AEB) 7−→ g
f ∈ AutE-alg(AEB).
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(ii) Sean n = dimK E e I = {1, . . . , n} y supongamos que B = (xi)i∈I y que
B̄ = (x̄i)i∈I es la base de AEB como E-espacio vectorial usada para construir
esta álgebra. Hay un morfismo de grupos

mB : AutE-alg(AEB)→ GL(n,E)

tal que si f ∈ AutE-alg(AEB) y mB(f) = (f ji )i,j∈I , es f(x̄i) =
∑
j∈I f

j
i x̄j

para cada i ∈ I. Más aún, este morfismo es G-equivariante con respecto
a las acciones de G sobre AutE-alg(AEB) y sobre GL(n,E) definidas en la
parte (i) y en el Lema 3, respectivamente.

Demostración. Hacer. �

En general, si E/K es una extensión, un morfismo de E-álgebras obtenidas por
extensión de escalares de K-álgebras no proviene de la extensión de escalares de un
morfismo de K-álgebras. La siguiente proposición da una condición suficiente para
que sea ése el caso cuando la extensión de cuerpos es galoisiana.

Proposición 22. Sea E/K una extensión finita y galoisiana y sea G = Gal(E/K)

su grupo de Galois. Sean A y A′ dos K-álgebras de dimensión finita, sean B y B′

bases de A y de A′ como K-espacios vectoriales y supongamos que f : AEB → A′EB′
es un isomorfismo de E-álgebras.

(i) Si para cada g ∈ G es gf = f , entonces existe un isomorfismo F : A→ A′

de K-álgebras tal que FEB,B′ = f .
(ii) Si además f es un isomorfismo de E-álgebras, entonces F es un isomorfismo

de K-álgebras.

Demostración. Hacer. �

Proposición 23. Sea E/K una extensión finita y galoisiana de cuerpos y sea
G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Sean A y A′ dos K-álgebras de dimensión
finita que son E-isomorfas, sean B y B′ bases de A y de A′ como K-espacios
vectoriales, y sea f : AEB → A′EB′ un isomorfismo de E-álgebras. La función
φf : G→ AutE-alg(AEB) tal que para cada g ∈ G es

φf (g) = f−1 ◦ gf

es un 1-cociclo de G con valores en AutE-alg(AEB), esto es, para cada g, h ∈ G vale
que

φf (g) ◦ gφf (h) = φf (gh).

Si f ′ : AEB → A′EB′ es otro isomorfismo de E-álgebras y ponemos u = f ′−1 ◦ f ,
entonces vale que

φf (g) = u−1 ◦ φf ′(g) ◦ gu

para cada g ∈ G. Así, los 1-cociclos φf y φf ′ son cohomólogos.

Demostración. Hacer. �
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Proposición 24. Sea E/K una extensión finita y galoisiana de cuerpos y sea
G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Sea A una K-álgebra de dimensión finita,
sea B una base de A como K-espacio vectorial y sea AutE-alg(AEB) el grupo de
automorfismos de la E-álgebra AEB dotado de la acción de G descripta en el Corola-
rio 21. Si a ∈ TE/K(A) es la clase de isomorfismo de una forma torcida A′ de A,
B′ una base de A′ como K-espacio vectorial y f : AEB → A′EB′ un isomorfismo de
E-álgebras, entonces la función φf : G→ AutE-alg(AEB) construida en la Proposi-
ción 23 es un 1-cociclo de G con valores en AutE-alg(AEB) y su clase de cohomología
[φf ] ∈ H1(G,AutE-alg(AEB)) depende solamente de a y no del álgebra A′ ni del
isomorfismo f elegido. En particular, podemos escribirla χ(a). Esto define una
función

χ : a ∈ TE/K(A) 7−→ χ(a) ∈ H1(G,AutE-alg(AEB)).

Demostración. Hacer. �

Teorema 25. Sea E/K una extensión finita y galoisiana de cuerpos de grupo de
Galois G = Gal(E/K). Sea A una K-álgebra de dimensión finita, sea B una base
de A como K-espacio vectorial y sea AutE-alg(AEB) el grupo de automorfismos de la
E-álgebra AEB dotado de la acción de G descripta en el Corolario 21. La función

χ : TE/K(A)→∈ H1(G,AutE-alg(AEB))

construida en la Proposición 24 es una biyección.

Si A′ es una forma torcida de A con respecto a la extensión E/K y [A′] es su
clase de isomorfismo, llamamos a χ([A′]) la clase característica de A′.

Demostración. Supongamos primero que A′ y A′′ son dos K-álgebras, que B′

y B′′ son bases de A′ y de A′′ como K-espacios vectoriales, que f : AEB → A′EB′
y f ′ : AEB → A′′EB′′ son isomorfismos de E-álgebras, y que los 1-cociclos corres-
pondientes φf , φf ′ : G → AutE-alg(AEB) son cohomólogos, de manera que existe
u ∈ AutE-alg(AEB) tal que para cada g ∈ G es

φf (g) = u−1 ◦ φf ′(g) ◦ gu

o, equivalentemente,

f ′ ◦ u ◦ f−1 =
g
(f ′ ◦ u ◦ f−1).

Esto significa precisamente que la función f ′ ◦ u ◦ f−1 : A′EB′ → A′′EB′′ , que es un
isomorfismo de E-álgebras, satisface las condiciones de la Proposición 22 y, entonces,
que existe un isomorfismo F : A′ → A′′ de K-álgebras tal que FEB′,B′′ = f ′ ◦u ◦ f−1.
En particular, las K-álgebras A′ y A′′ son isomorfas. Esto prueba que la función χ
del enunciado es inyectiva.

Veamos ahora que se trata de una suryección. Sea φ : G → AutE-alg(AEB) un
1-cociclo de G con valores en AutE-alg(AEB). Sea n = dimK A, supongamos que es
B = (xi)i∈I con I = {1, . . . , n}, sea CB(A) = (γki,j)i,j,k∈I la tabla de constantes de
estructura de A con respecto a B, y sea 1A =

∑
i∈I e

ixi la expresión del elemento
identidad de A en la base B. Sea finalmente B̄ = (x̄i)i∈I la base de AEB como
E-espacio vectorial usada para construir esta álgebra.
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Sea mB : AutE-alg(AEB)→ GL(n,E) el morfismo de grupos de la parte (ii) del
Corolario 21. Como φ es un 1-cociclo con valores en AutE-alg(AEB), es inmediato
verificar que la composición m ◦ φ : G → GL(n,E) es un 1-cociclo con valores
en GL(n,E). De acuerdo al Teorema 4, sabemos que H1(G,GL(n,K)) = 0 y,
entonces, que existe u = (uji )i,j∈I ∈ GL(n,E) tal que para todo g ∈ G es

mB(φ(g)) = u−1 · gu.

Esto nos dice que para cada g ∈ G es
g
u = u ·mB(φ(g)),

g
u−1 = mB(φ(g))−1 · u−1. (5) {eq:gu}

Si ponemos u−1 = (ûji )i,j∈I y, para cada g ∈ G,

mB(φ(g)) = (gji )i,j∈I , mB(φ(g))−1 = (ĝji )i,j∈I

las ecuaciones (5) implican que
g
uji =

∑
k∈I

uki g
j
k,

g
ûji =

∑
k∈I

ĝki û
j
k. (6) {eq:guv}

Por otro lado, como φ(g) es un automorfismo de la E-álgebra AEB, para cada i, j, k
tenemos que∑

i,j,k∈I

γki,jg
i
rg
j
s ĝ
t
k = γtr,s (7) {eq:mor}

y ∑
k∈I

ekĝik = ei. (8) {eq:mor:1}

Para cada i, j, k ∈ I consideremos el elemento de E

ηki,j =
∑
r,s,t∈I

γtr,su
r
iu
s
j û
k
t . (9) {eq:eta}

Si g ∈ G, entonces
g
ηki,j =

g( ∑
r,s,t∈I

γtr,su
r
iu
s
j û
k
t

)
que, ya que las constantes de estructura de A están en K, es igual a∑

r,s,t∈I
γtr,s ·

g
uri ·

g
usj ·

g
ûkt .

En vista de (6), podemos reescribir esto como∑
r,s,t∈I
p,l,m∈I

γtr,s · u
p
i g
r
p · uljgsl · ĝmt ûkm =

∑
r,s,t∈I
p,l,m∈I

γtr,sg
r
pg
s
l ĝ
m
t · u

p
i u
l
j û
k
m

que, gracias a las igualdades (7), es lo mismo que∑
r,s,t∈I
p,l,m∈I

γmp,lu
p
i u
l
j û
k
m = ηkj,k.

Así, la tabla (ηki,j)i,j,k∈I tiene todas sus entradas en el cuerpo fijo EG, que es
precisamente K.
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Sea B′ = (yi)i∈I un nuevo conjunto de símbolos tales que yi 6= yj si i 6= j, y sea
A′ el K-espacio vectorial que tiene a B′ como base. Hay una función K-bilineal
µA′ : A′ ×A′ → A′ tal que µA′(yi, yj) =

∑
k∈I η

k
i,jyk para toda elección de i, j ∈ I.

Veamos que esto hace de A′ una K-álgebra asociativa.
Si i, j, l, m ∈ I, entonces∑

k∈I

ηki,jη
m
k,l =

∑
r,s,t∈I
a,b,c∈I

γtr,su
r
iu
s
j û
k
t γ

c
a,bu

a
ku

b
l û
m
c

y, como ûkt uak = δat , esto es lo mismo que

=
∑
r,s,t∈I
b,c∈I

γtr,su
r
iu
s
jγ
c
t,bu

b
l û
m
c =

∑
r,s∈I
b,c∈I

(∑
t∈I

γtr,sγ
c
t,b

)
uriu

s
ju
b
l û
m
c (10) {eq:ass-1}

Por otro lado, procediendo de la misma forma vemos que∑
k∈I

ηmi,kη
k
j,l =

∑
r,s,t∈I
a,b,c∈I

γtr,su
r
iu
s
kû

m
t γ

c
a,bu

a
ju
b
l û
k
c =

∑
r,s,t∈I
a,b∈I

γtr,su
r
i û
m
t γ

s
a,bu

a
ju
b
l

=
∑
r,t∈I
a,b∈I

(∑
s∈I

γtr,sγ
s
a,b

)
uriu

a
ju
b
l û
m
t . (11) {eq:ass-2}

Como la tabla (γki,j)i,j,k de constantes de estructura de A satisface la ecuación 2 de
la Proposición 5, es inmediato ver que las expresiones (10) y (11) son iguales. Esto
implica que la multiplicación µA′ es asociativa.

Por otro lado, para cada i ∈ I ponemos hi =
∑
j∈I e

j ûij . Si g ∈ G, entonces
g
hi =

g(∑
j∈I

ej ûij

)
=
∑
j∈G

g
ej · gûij

y, como ej ∈ K para cada j ∈ I y usando (6), esto es∑
j,k∈G

ej · (g−1)ki û
i
k

que, en vista de la ecuación (8), es simplemente∑
k∈I

ekûik = hi.

Así, tenemos que hi ∈ EG = K para cada i ∈ I y podemos, entonces, considerar el
elemento 1A′ =

∑
i∈i h

iyi de A′, que resulta ser una identidad para µA′ : en efecto,
si i ∈ I tenemos que

µA′(1A′ , yi) =
∑
j∈I

hjµA′(yj , yi) =
∑
j,k∈I

hjηkj,iyk =
∑
j,k,l∈I
r,s,t∈I

elûjl γ
t
r,su

r
ju
s
i û
k
t yk

=
∑
j,k,l∈I
s,t∈I

elγtl,su
s
i û
k
t yk =

∑
j,k∈I
s∈I

usi û
k
syk =

∑
j,k∈I
s∈I

δki yk = yi.

porque elγtl,s = δts y, de manera similar, que µA′(yi, 1A′) = yi.
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Sea ahora B̄′ = (ȳi)i∈I la base de A′EB′ usada para construir esta E-álgebra
y consideremos la función E lineal f : AEB → A′EB′ tal que f(x̄i) =

∑
j∈I û

j
i ȳj ;

la matriz de f con respecto a las bases B̄ y B̄′ de su dominio y su codominio
es precisamente u−1, un elemento de GL(n,E), así que f es un isomorfismo de
E-espacios vectoriales. Si i, j ∈ I, es

f(x̄i · x̄j) =
∑
k∈I

γki,jf(x̄k) =
∑
k,m∈I

γki,j û
m
k ȳm

y

f(x̄i) · f(x̄j) =
∑
k,l∈I

ûki û
l
j ȳk · ȳl =

∑
k,l,m∈I

ûki û
l
jη
m
k,lȳm,

y esas dos expresiones son iguales porque de la ecuación (9) que define a ηki,j se
deduce inmediatamente que∑

i,j∈I
ηki,j û

i
rû
j
s =

∑
r,s,t∈I

γtr,sû
k
t .

Vemos así que f es un isomorfismo de E-álgebras.
Sea finalmente φf : G→ AutE-alg(AEB) el 1-cociclo que corresponde al isomorfis-

mo f como en la Proposición 23, de manera que para cada g ∈ G es φf (g) = f−1 ◦gf .
Terminar. �

§6. Algunos ejemplos

Sea K un cuerpo, sea n ≥ 1 y consideremos la K-álgebra

Kn = K × · · · ×K.

Nos proponemos describir sus formas torcidas. Pongamos I = {1, . . . , n} y para
cada i ∈ I sea ei = (0, . . . , 1, . . . , 0), con el 1 en la posición i-ésima. La familia
B = (ei)i∈I es una base de Kn como K-espacio vectorial y la tabla de constantes
de estructura CB(Kn) = (γi,j,k)i,j,k∈I tiene

γki,j =

{
1, si i = j = k;
0, en cualquier otro caso.

Proposición 26. Sea E/K una extensión de cuerpos, sea (Kn)EB el álgebra obtenida
de Kn por extensión de escalares de K a E con respecto a la base B y sea B̄ = (ēi)i∈I
la base usada para construirla.

(i) Hay un isomorfismo de E-álgebras (Kn)EB
∼= En.

(ii) Hay un isomorfismo de grupos α : Sn → AutE-alg((Kn)EB) tal que

α(π)(ēi) = ēπ(i)

para cada π ∈ Sn y cada i ∈ {1, . . . , n}.
(iii) Si la extensión E/K es galoisiana y finita y G = Gal(E/K) es su grupo de

Galois, la acción de G sobre AutE-alg((Kn)EB) es trivial.

Demostración. Hacer. �
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Consideremos, por simplicidad, el isomorfismo α de la segunda parte de esta pro-
posición como una identificación. Para describir las formas torcidas del álgebra Kn

con respecto a una extensión galoisiana E/K de grupo de Galois G = Gal(E/K)

tenemos que calcular H1(G,Sn). Como la acción de G sobre Sn es trivial, el siguiente
resutado hace precisamente eso.

Proposición 27. Sea G un grupo y sea A un grupo sobre el que G actúa de manera
trivial.

(i) Una función φ : G→ A es un 1-cociclo si y solamente si es un morfismo de
grupos. Así, Z1(G,A) = homGrp(G,A).

(ii) Dos morfismos de grupos φ, ψ : G→ A son cohomólogos en tanto 1-cociclos
si y solamente si son conjugados, esto es, si existe un elemento a ∈ A tal
que φ(g) = a−1ψ(g)a para cada g ∈ G.

(iii) Es H1(G,A) = homGrp(G,A)/conj, el conjunto de clases de equivalencia
de morfismos de grupos G→ A bajo la relación de conjugación conj.

Demostración. Hacer. �

Como consecuencia de esta proposición, si E/K es una extensión galoisiana
y finita, tenemos una biyección TE/K(Kn) ∼= homGrp(G,Sn)/conj. Así, a cada
clase de conjugación de morfismos de grupos G → Sn corresponde una clase de
isomorfismo de formas torcidas del álgebra Kn y esta correspondencia es biyectiva.

Proposición 28. Sea E/K una extensión galoisiana y finita, sea G = Gal(E/K)

su grupo de Galois e identifiquemos a AutE-alg(En) con Sn, con su acción trivial
de G. Si φ : G → Sn es un morfismo de grupos cuya imagen es un subgrupo
transitivo de Sn y N = {g ∈ G : φ(g)(1) = 1}, que es un subgrupo de G, entonces
el subcuerpo EN de E es una forma torcida de Kn con respecto a E/K y su clase
característica χ([EN ]) ∈ H1(G,Sn) es la clase de cohomología [φ].

Demostración. (i) Como EN/K es una extensión finita y separable, el teorema del
elemento primitivo nos dice que existe α ∈ EN tal que EN = K(α). El grado de
esta extensión es

[EN : K] = [G : N ] = [φ(G) : φ(N)] = n,

ya que φ(G) actúa transitivamente sobre I = {1, . . . , n} y el estabilizador de 1

en φ(G) es precisamente φ(N). Sea f ∈ K[X] el polinomio minimal de α sobre K,
de manera que hay un isomorfismo de K-álgebras K(α) ∼= K[X]/(f) y deg f = n.
Como f es irreducible y tiene una raíz en E, que es una extensión normal y separable
de K, las tiene todas y son simples.

Para cada i ∈ I existe gi ∈ G tal que φ(gi)(1) = i, y podemos elegir g1 = 1G. El
conjunto {g1, . . . , gn} es un sistema completo de representantes para las coclases
izquierdas de N en G, de manera que G =

⊔n
i=1 giN , y esto implica que las raíces

de f son α = g1α, g2α, . . . , gnα.
Se sigue de la Proposición 12 que si B es una base de EN como K-espacio

vectorial, entonces hay un isomorfismo (EN )EB
∼= E[X]/(f) de E-álgebras. Ahora

bien, como la extensión E/K es normal y separable, el polinomio f ∈ K[X] es
separable y tiene todas sus raíces en E; así, existen α1, . . . , αn ∈ E distintos dos a
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dos tales que f(X) =
∏N
i=1(X − αi). El teorema chino del resto nos dice entonces

que
E[X]

(f)
=

E[X]∏n
i=1(X − αi)

∼=
E[X]

(X − α1)
× · · · × E[X]

(X − αn)
∼= En.

Así, la K-álgebra EN es una forma torcida de Kn con repecto a E/K y podemos
considerar su clase de isomorfsmo [EN ] en TE/K(Kn).

�

Proposición 29. Sea E/K una extensión galoisiana y finita, sea G = Gal(E/K) su
grupo de Galois y sea Sn = AutE-alg(En) con su acción trivial de G . Si φ : G→ Sn
es un morfismo de grupos, existen r ≥ 1, n1, . . . , nr ≥ 1 y un morfismo de grupos
ψ : G→ Sn1

× · · · × Snr
tal que tales que n = n1 + · · ·+ nr,

• la composición de ψ con la inclusión estándar Sn1 × · · · × Snr → Sn es
conjugada a φ, y
• para cada j ∈ {1, . . . , r} la composición πj ◦ ψ : G → Snj

de ψ con la
proyección j-ésima πj : Sn1 × · · · × Snr → Snj tiene imagen transitiva.

Si para cada j ∈ {1, . . . , r} ponemos Nj = {g ∈ G : πj(ψ(g))(1) = 1}, entonces la K-
álgebra EN1×· · ·×ENr es una forma torcida de Kn con respecto a la extensión E/K
y su clase característica en H1(G,Sn) es la clase de cohomología [φ].
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