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I. EL TEOREMA 90 DE HILBERT

Si G y A son grupos, y supongamos que G actia sobre A por automorfismos de
grupos, de manera que tenemos una funcién

(g,0) eGx Ar—9a€ A
tal que para cada g, h € G y cada a, b € A es
I(ha) = 9, 19 = a, Yeqa =14, Ya-b)="7% .

Decimos que una funcion ¢ : G — A es un 1-cociclo de G con valores en A si
para cada g, h € G se tiene que

o(gh) = ¢(g) - “o(h),
y escribimos Z!(G, A) al conjunto de todos los 1-cociclos de G' con valores en A.

Si ¢, ¥ € Z1(G, A) son dos 1-cociclos, decimos que ¢ y 1 son cohomdlogos si
existe a € A tal que

$g) =a"' - (g)-’a
para todo g € G, y en ese caso escribimos ¢ ~ 1.

Lema 1. La relacion de cohomologia es una relacion de equivalencia en el conjun-
to Z*(G, A) de los 1-cociclos.

Date: 22 de agosto, 2014.



COHOMOLOGIA GALOISIANA 2

Demostracion. Que la relacion es reflexia es evidente.
Si ¢, ¥ € Z1(G, A) son dos 1-cociclos tales que ¢ ~ 1), de manera que existe
a € A tal que ¢(g) = a=! - 9(g) - Ya para todo g € G, entonces poniendo b = a~!
tenemos que (g) = b~ - ¢(g) - b para todo g € G, esto eso, que ¥ ~ ¢.
Finalmente si ¢, ¥, w € Z1(G, A) son 1-cociclos tales que ¢ ~ 1 y 1 ~ w, de
manera que existen a, b € A tales que ¢(g9) = a~!-9(g)-Yay ¥(g) =b"1-w(g) -,
entonces ¢(g) = (ab)™1 - w(g) - Y(ab) para todo g € G, esto es, vale que ¢ ~w. O

En vista de este lema, podemos considerar el conjunto cociente Z!(G, A)/~, al
que llamamos el primer conjunto de cohomologia de G con valores en A
y escribimos H!(G, A). Es inmediato verificar que la funciéon ¢ : G — A tal que
#(g) = 14 para todo g € G es un 1-cociclo, al que llamamos trivial; en particular,
ZY(G, A) nunca es un conjunto vacio y, en consecuencia, tampoco lo es H'(G, A).
A la clase de equivalencia en H'(G, A) de este 1-cociclo trivial la denotaremos
simplemente 0. Cuando sea ése el tinico elemento de H'(G, A) —es decir, cuando
todos los 1-cociclos son cohomoélogos al 1-cociclo trivial— escribiremos H!(G, A) = 0.

Notemos que un 1-cociclo ¢ : G — A es cohomdlogo al 1-cociclo trivial si y
solamente si existe a € A tal que

#(g)=a""’a
para todo g € G. La anulacién de H*(G, A) es equivalente a que todos los cociclos
sean de esta forma.

El Teorema 90 de Hilbert describe este conjunto de cohomologia en una situacién
muy especial. Consideremos una extension de cuerpos F/K finita y galoisiana, y
sea G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Para cada g € G y cada x € E escribimos
92 = g(z). Obtenemos de esta forma una accion

(9,2) € Gx B — 92 € EX
de G sobre el grupo multiplicativo E*.

Teorema 2 (Teorema 90 de Hilbert). Si E/K es una extension galoisiana y finita
de grupo de Galois G = Gal(E/K), entonces H*(G, E*) = 0.

En el caso en que la extension es ciclica éste es, en un lenguaje moderno, el
Satz 90 del Zahlbericht [Hil98] de David Hilbert, y de ahi es que viene el nombre con
el que este resultado es universalmente conocido; ese caso era conocido, de todas
formas, por Ernst Kummer mucho tiempo antes [Kumb5, Kum26]. El caso de una
extension galoisiana arbitraria es debido a Emmy Noether [Noe33].

Demostracion. Sea ¢ : G — E* un 1-cociclo. El teorema de Dedekind sobre la
independencia lineal caracteres [Art59, IL.§F. Corollary| nos dice que G, visto como
un subconjunto del E-espacio vectorial de las funciones E* — E, es linealmente
independendiente. En particular, la combinacion lineal o = 3 9€G ?(g)g es un
elemento no nulo de ese espacio vectorial y existe entonces € E* tal que o(x) # 0.
Pongamos y = o(x).
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Si g € G, entonces

y=" (Z o(h) - hx) = %6(h) "z

heaG head
y, como ¢ es un 1-cociclo, esto es

=> 69" dlgh) - "x

heG
= ¢(g)_1 Y,
de manera que ¢(g) =y - ‘y~1. Esto nos dice, precisamente, que ¢ es cohomdlogo
al 1-cociclo trivial. (]

Sea, como antes, F/K una extension galoisiana finita y sea G = Gal(E/K) su
grupo de Galois. Fijemos n > 1, sea M,,(E) el E-espacio vectorial de las matrices
n x n con entradas en F y sea GL(n, E) C M,,(E) el subconjunto de las matrices
inversibles; recordemos que GL(n, E) es un grupo con respecto a la multiplicacion
matricial.

Lema 3. Sea E/K una extension galoisiana finita y sea G = Gal(E/K) su grupo
de Galois.
(i) El grupo G actiia sobre el grupo GL(n, E) de manera que para cada g € G y
cada matrizm = (m; ;) € GL(n, E) la matriz m tiene entradas

(“m)i; = ‘ma
para cada i, j € {1,...,n}.
(i) El grupo G actia sobre el grupo abeliano E™ de manera que para cada g € G
y cada vector & = (x1,...,2,) € E" es Yz = (Yz1,...,%,).
(#11) Estas acciones de G sobre GL(n, E) y sobre E son compatibles, en el sentido
de que para cada g € G, u € GL(n, E) y x € E™ vale que

Ym-x)=9m .

Demostracion. Hacer. O

En la situacién del lema, el grupo GL(1, F) se identifica de manera obvia con
el grupo multiplicativo E*, y es claro que las acciones del grupo de Galois G
sobre GL(1, E) y sobre E* se corresponden. Esto muestra que el siguiente resultado
es una generalizacion del Teorema 2:

Teorema 4. Si E/K es una extension galoisiana y finita de grupo de Galois
G = Gal(E/K) yn > 1, entonces H'(G,GL(n, E)) = 0.

Demostracion. Sea ¢ : G — GL(n, E') un 1-cociclo de G con valores en GL(n, K).
Consideremos la funcién o : E™ — E™ tal que para cada z € E™ es
o(x) = 3 6(g) - %a
geG
y mostremos, para empezar, que
una funcion E-lineal A : E™ — FE tal que Ao o = 0 se anula (1)
idénticamente.

{eq:cl-90}
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Sea para eso A : E™ — FE una funcién E-lineal tal que A oo = 0. Fijemos = € E".
Para cada y € E* es

0=Ao(yz)) = D Melg) - “(yx) = D A(o(g) - *2) - Uy,
geG geG
y esto nos dice que > o A(¢(9) -92)g es la funcion EX — E nula. El teorema
de Dedekind sobre la independencia lineal de caracteres implica entonces que
Mo(g) - %x) = 0 para todo g € G. En particular, si 2 € E" podemos tomar
r=¢(lg)"! 2y g = 1g en esta igualdad para ver que A(z) = 0. Esto prueba (1).
Una consecuencia inmediata de esa observacion es que la imagen de la funcion o

genera a K™ como F-espacio vectorial y, en particular, que existen x1, ..., x, € E"
tales que {o(z1),...,0(zn)} es una base de E™ como E-espacio vectorial. Hay
entonces una matriz m € GL(n, F) cuyas columnas son, en orden, Ty, ..., Tpn,

y podemos considerar a = > 5 ¢(g) - 9m, que es un elemento de M,,(E).
Sea {e1,...,e,} la base estandard de E™. Sii € {1,...,n} es

aei=30(g) meei= 3 6lg) Um-e) = 3 6lg) - “as = a(ay).
geG geG geG

Asi, el conjunto {a-e1,...,a-e,} es una base de E™ y, en consencuencia, la matriz a
es inversible, esto es, pertenece a GL(n, E).
Si g € G, entonces

9q =" (Z $(h) hm) => " 9¢(h)-"m

heG heq@
y, como ¢ es un 1-cociclo, esto es

=> " l9)" - blgh) - "m

heG
= ¢(g)71 - a,
de manera que, ¢(g9) = a-%a~!. Esto nos dice, precisamente, que ¢ es cohomoélogo
al 1-cociclo trivial. O

I1. ALGEBRAS

§1. Algebras y morfismos de algebras

Sea K un cuerpo. Una K-dlgebra es K-espacio vectorial A dotado de una funcion
K-bilineal 14 : A x A — A que hace del grupo abeliano subyacente a A un anillo
unitario. Siz, y € A, escribimos -y o simplemente xy en lugar de pa(x,y). Usando
esta notacion, las condiciones que imponemos sobre p4 son las siguientes:

e la funcion p4 es K-bilineal: para todo z, 2/, y € Ay todo a € K es
(z+a)-y=z-y+a'y,
y-(a+a)=y-aty-o,
(az) -y =a(z-y) =z -ay;
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e la funciéon pa es asociativa: para todo z, y, z € A es

- (y-z)=(z-y) 2
e ¢l producto 14 es unitario: existe un elemento 14 € A tal que para todo
x € Aes
z-lag=ax=14" 2.

Si Ay B son K-algebras, un morfismo de K -dlgebras es una funcion K-lineal
f : A — B que es un homomorfismo de anillos unitarios. Explicitamente, esto
significa que se tiene

flaz +by) = af(x) + bf(y),
flx-y) = fx)- fy),
f(la) =1p
cualesquiera sean x, y € Ay a b € K. Si ademaés la funcion f es biyectiva, decimos

que f es un isomorfismo de K -dlgebrasy si, mas aun, las K-algebras A y B son
la misma, que f es un automorfismo de K-dlgebras.

§2. Constantes de estructura

Sea K un cuerpo, sea A una K-algebra de dimension finita y sea % = (z;);er una
base de A como K-espacio vectorial. Si i, j € I, entonces existe una tnica familia
(’yf;j)kef de elementos de K tal que

Tj+Tj = Z’yf’jﬂ?j.
kel
Llamamos a la familia Cg(A) = ('Y,ﬁj)i7j7kej de elementos de K la tabla de cons-
tantes de estructura de A con respecto a la base £.
Esta tabla Cz(A) determina completamente a la funcion g : A x A — A. En
efecto, si x, y € A son dos elementos y (a%);cs, (b%);cr son las coordenadas de = e y
con respecto a %, de manera que x = ), ; ariey=>

pa(z,y) = pa (Z a'w;, ij%')

iel jel

;o1 b'w;, se tiene que

= Z a't? pa(zi, ;) va que p es K-bilineal
i,j€l

S

i5,kel

en vista de la definicién de las constantes de estructura. Como la multiplicacién
de un algebra queda determinada por su tabla de constantes de estructura, es
razonable esperar que las condiciones que impusimos sobre aquélla pudan expresarse
en términos de ésta —ése es el contenido de la siguiente proposicion.

Proposicion 5. Sean K un cuerpo, A un K-espacio vectorial de dimension finita
y B = (x;)ier una base de A como K-espacio vectorial. Sea C' = (yﬁj)i,j7k€1 una
familia de elementos de K indexados por I x I x 1. Entonces existe una multiplicacion
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pa:Ax A— A que hace de A una K-dlgebra y tal que Cx(A) = C si y solamente
St
e para cada i, j, k € I se tiene que
! l
D Wk = Dk (2)
lel lel
e y eriste una familia (u');c; de elementos de K tal que
D uyly =8 =3 u 3)
iel icl
para todo j, k € 1.

Demostracion. Hacer. O

Dada una K-algebra A, la tabla C(A) de las constantes de estructura de A con

respecto a una base % depende efectivamente de Z y no solamente del algebra A.

Podemos describir esta dependencia de forma precisa:

Proposicion 6. Sea K un cuerpo y sea A una K-dlgebra de dimension finita.
Sean % = (xi)ier y #' = (7;)icr dos bases de A como K-espacio vectorial y sea
(c)ijer € Mi(K) la matriz de cambio de base de BB a B', de manera que para cada
ielesa;=3 ¢z SiCzg(A) = (v )ijker y Ca(A) = (/%)ijrer son las
tablas de constantes de estructura de A con respecto a B y a B', respectivamente,
entonces para cada i, j, k € I se tiene que

§ r sk _§ : 1tk
G Cj’YT’,S - ’Yi,jct

r,sel tel

Demostracion. Hacer. O

De la misma manera que podemos expresar las condiciones que determinan
a un algebra en términos de sus constantes de estructura, podemos expresar las
condiciones que hacen que una funcion lineal entre dos algebras sea un morfismo de
algebras en términos de su matriz.

Proposicion 7. Sea K un cuerpo, sean A y B dos K-dlgebras de dimension finita,
sean Ba = (zi)icr Y B = (Yu)ucv bases de A y de B como K -espacios vectoriales.
Sean Cg,(A) = ('ygfj)i7j7k61 Yy Czp(B) = (i) y)uwwev las tablas de constantes de
estructura de A y de B respecto de B4 y de Bp, respectivamente, y sean (r);cr
Y (sj)jEJ las coordenadas de 14 y de 1 con respecto a B4 y a B, de manera
que 1a =Y, o e y1p =3 ey $“Yu. Sea finalmente f : A — B una funcion
K-lineal y (f*)icrucv € M1y (K) la matriz de f con respecto a las bases B4 y Bg,
de manera que f(x;) =, f{'Yu para cada i € I. Entonces la funcion f es un
morfismo de K-dlgebras si y solamente si

SO, =) Ak

u,velU kel
para cada i, j € I y cadaw €U y

g

icU

{eq:st-alg:1}

{eq:st-alg:2}
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para cada u € U.
Demostracion. Hacer. O

Corolario 8. Sea K un cuerpo, sean A y B K-dlgebras de dimension finita, sean
Ba = (x)ier y By = (Yi)ier bases de A y de B como K-espacios vectoriales
indezadas por el mismo congunto I, y sean Cg ,(A) y Ca,, (B) las tablas de constantes
de estructura de A y de B con respecto a B4 y a Bpg, respectivamente. La funcion K -
lineal f : A — B tal que f(x;) = y; para todo i € I es un isomorfismo de K-dlgebras
si y solamente si Cg,(A) = Czy(B).

Demostracion. Hacer. O

§3. Extension de escalares

Proposicion 9. Sea E/K una extension de cuerpos, sea A una K-dlgebra de
dimension finita, sea B = (x;)ic; una base de A como K-espacio vectorial y sea
Cx(A) = (’yffj)i%ke] la tabla de constantes de estructura de A con respecto a AB.
Sea B = (T;)icr una familia de simbolos nuevos tales que T; # Z; si1, €1 son
distintos, y sea Agg el E-espacio vectorial que tiene a % como base. Existe una
unica estructura de E-dlgebra sobre A% tal que Cz(AL) = Cx(A).

Notemos que lo que afirma esta proposicion tiene sentido: como K C E, la tabla
de constantes de estructura Cz(A) es una posible tabla de constantes de estructura
de una FE-algebra

Demostracion. Basta que verifiquemos que se cumplen las condiciones de la Propo-
sicion 5 y esto es inmediato, ya que K C F. ([

Si E/K es una extension de cuerpos, A una K-algebra de dimension finita y %
una base de A como K-espacio vectorial, decimos que la F-algebra Agg construida en
este lema se obtiene de A por extension de escalares de K a E con respecto
a A. Esta E-algebra depende claramente de la base % usada para construirla, pero
cambiar la base no cambia la clase de isomorfismo del algebra obtenida:

Proposicion 10. Sea E/K una extension de cuerpos y sea A una K-dlgebra de
dimension finita. Si B y B’ son dos bases de A como K-espacio vectorial, entonces
las E-dlgebras A% y AL, son isomorfas.

Demostracion. Supongamos que las bases del enunciado del lema son & = (z;);crs
y B = (2))ic1, que ()i jer € M(K) es la matriz de cambio de base de Z a %/,
de manera que para cada i € I es x; = ), cij, y que Cs(A) = (’yﬁj)m,kej
Y Ca(#') = (7}%)i j.ker son las tablas de constantes de estructura de A con respecto
a By a B, respectivamente. Sean B = (7;)ic; vy B' = (Z})icr las bases de A%,
y de AL, usadas para construir estas E-algebras y sea f : AY, — AL la funcion
FE-lineal tal que para
f@) ="z

jel
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para cada ¢ € I. Para probar el lema bastaré que mostremos que f es un isomorfismo
de E-algebras.
De la Proposicién 6 sabemos que para cada i, j, k € I es

Yoyt =) el (4)

r,sel tel

Por otro lado, si (ei)iel y (e/i)iej son las coordenadas de 14 con respecto a las
bases % y %', respectivamente, de manera que 14 = >, ; elx; = Y el el
tenemos que para cada i € I es

Z e cé =’

jeI
En vista de esta ecuacion y de (4), la Proposiciéon 7 nos permite concluir que f es
un morfismo de E-algebras. La matriz de f con respecto a las bases &' y 4 es la
matriz (¢! ); jer de cambio de base de % a %', que tiene determinante no nulo: esto
implica que el morfismo f es, de hecho, un isomorfismo. O

Proposicion 11. Sea E/K una extension de cuerpos, sea A una K-dlgebra de
dimension finita, sea B = (x;);cr una base de A como K -espacio vectorial, sea Af%
la E-dlgebra obtenida por extension de escalares de K a E con respecto a $ y sea
PB = (Zi)ier la base usada para construirla. La funcion K-lineal v : A — AgE3 tal que
u(x;) = T; para cada i € I es un morfismo inyectivo de K -dlgebras.

Una situacién importante en la que podemos describir la extension de escalares
es la siguiente:

Proposicion 12. Sea E/K una extension de cuerpos, sea f € K[X] un polinomio
no constante y sea A = K[X]/(f). Si B es una base de A, entonces hay un
isomorfismo AZ = E[X]/(f).

Demostracion. En vista de la Proposicién 10 basta probar que tenemos un iso-
morfismo para alguna base & de A. Sea n = deg f, sea x la clase de X en A y
sea I = {0,...,n — 1}, y consideremos la base & = (z%);c; de A como K-espacio
vectorial. Sea % = (x);c; es la base usada para construir A% y sea t: A — AL
el morfismo de la Proposiciéon 11. Como ¢ es un morfismo de anillos, tenemos
que 7' = 1(2)? = 1(a’) = 2 para cada i € I, y esto nos dice que 7 genera a A%
como E-ilgebra. En particular, el morfismo de E-algebras h: E[X]| — AL tal que
h(X) = T es sobreyectivo.

Como h(f) = f(Z) = f(e(x)) = (f(x)) =0, el ideal (f) generado por f en E[X]
esté contenido en el nicleo de h, de manera que este morfismo induce un morfismo
de E-algebras b’ : E[X]/(f) — AL que es sobreyectivo porque h lo es. Como

dimp(E[X]/(f)) = deg f = dimg A = dimg AL,
el morfismo A’ tiene que ser también inyectivo, asi que es un isomorfismo. [

De la misma forma que podemos extender escalares en un algebra, podemos
hacerlo con morfismos:

{eq:wdf:1}
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Proposicion 13. Sea E/K una extension de cuerpos, sean A y B dos K -dlgebras
y sean B = (x;)icr Y B = (Yu)uecv bases de A y de B como K -espacios vecto-
riales. Sean Ba = (%i)icr Y B = (Ju)uecv las bases de A%A y de Bg%B usadas
para construir estas E-dlgebras. Si f : A — B es un morfismo de K-dlgebras y

(f¥)ieruer € M1u(K) es su matriz con respecto a las bases B4 y Bp, de manera

que f(x;) =Y, cp fi'Yu para cada i € I, entonces existe evactamente un morfismo
jgm%g : A%A — BgB de E-dlgebras tal que

uelU
para cada i € 1.

Demostracion. Hacer. (]
La extension de escalares de morfismos interacttia de forma util con la composicion.

Proposicion 14. Sea E/K una extension de cuerpos.
(i) Si A es una K-dlgebra de dimension finita y & es una base de A como
K-espacio vectorial, entonces el morfismo

()5, A - 45
que se obtiene por extension de escalares del morfismo identidad
ida:A— A
de la K-dlgebra A, coincide con el morfismo identidad
idA% cAZ 5 AD
de la E-dlgebra AL,
(i) Si A, B y C son K-dlgebras de dimension finita, Ba, Bp y PBc son bases

de A, de B y de C' como K -espacios vectoriales, y f : A— B yg: B—C
son morfismos de K-dlgebras, entonces el morfismo de E-dlgebras

(go f)%m%c : A%A - C%c
coincide con la composicion
ggEgB,@c ° fggA,@B : AEZ’A - Q%@
Demostracion. Hacer. ([
Un corolario inmediato de esta ultima proposicién es el siguiente:

Corolario 15. Sea E/K una extension de cuerpos, sean A y B dos K-dlgebras
de dimension finita y sean B4 y $p bases de A y de B como K-espacios vec-
toriales. Si f : A — B es un isomorfismo de K-dlgebras, entonces el morfismo
ng,%B : A%A — BgB obtenido por extension de escalares de K a E es un isomor-
fismo de E-dlgebras.
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Demostracion. Sea g : B — A el isomorfismo de K-algebras inverso de f y sea
gng By BgB — A%A el morfismo de E-algebras obtenido de g por extension de
escalares. Entonces

g{%B“@A o ng,@B =(go f)%A“@A por la parte (ii) de la Proposicion 14

= (idA)l%Av%B porque f y g son inversos

= idAgg por la parte (i) de la Proposicion 14
A

. . E E _ . .
y, de manera similar, f%A,@B 9%y, Ba = |dB§;B. Esto nos dice que losmorfismos

de E-algebras ng By Y 9533 2, Son isomorfismos inversos. O

§4. Formas de un algebra

Si E/K es una extension de cuerpos y A es una E-algebra, decimos que una K-algebra
A es una K -forma de A si existe una base Z de A como K-espacio vectorial tal
que hay un isomorfismo de E-algebras A = AZ. De acuerdo a la Proposicion 10, si
es éste el caso entonces de hecho hay un isomorfismo de E-algebras Agg, = A para
toda base £’ de A como K-espacio vectorial.

Lema 16. Sea E/K una extension de cuerpos. Seann, m >0, M € M,, ,,(K) una
matriz de n por m con entradas en K y b e K™ un vector columna.
(i) Siexiste x € E™ tal que Mz = b, entonces existe y € K™ tal que My =b.
(i) Si existe un dnico x € E™ tal que Mz = b, entonces x € K™.

Demostracion. Sea M’ = (M b) la matriz de n por m + 1 cuyas primeras m
columnas son las de M y cuya ultima columna es el vector b.

(i) Sean X!, ..., X™ variables distintas y sea X = (X1!,..., X™). Como existe
x € E™ tal que Mx = b, el sistema de n ecuaciones lineales no homogéneas M X = b
con coeficientes en E admite soluciones en E™, asi que es compatible y el rango
de la matriz M coincide con el de la matriz extendida M’ o, equivalentemente, el
tamano del menor cuadrado més grande de M con determinante no nulo coincide
con el tamano del menor cuadrado méas grande de M’ con determinante no nulo.

Como tanto M como b tienen todas sus entradas en K, podemos considarer el
sistema de n ecuaciones M X = b pero ahora buscando soluciones en K™. El sistema
es compatible porque M y M’ tienen el mismo rango —ya que la anulacién de los
determinantes de los menores de estas matrices es independiente del cuerpo en el
que busquemos las soluciones del sistema— y esto prueba lo que queremos.

(i) Esta afirmacion sigue inmediatamente de la primera, ya que K™ C E™. O

Proposicion 17. Sea E/K una extension de cuerpos y sea A una E-dlgebra de
dimension finita. Existe una K-forma de A si y solamente si existe una base B
de A como E-espacio vectorial tal que la tabla Cz(A) de constantes de estructura
de A con respecto a B tiene todas sus entradas en K.

Demostracion. Supongamos primero que existe una base # = (z;);e;r de A como
E-espacio vectorial tal que todas las entradas de Cg(A) = (%ij)i,j’ke] estan en K.
Sea n = dimg A y sea (u');cr la familia de coordenadas de 14 en la base %, de
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manera que 14 =, ; u'z;. En principio, s6lo sabemos que v € E para cada i € I.
Sin embargo, de acuerdo a la Proposicion 5, para cada j, k € I se tiene que
S, = S = o,
iel i€l
y esto significa que la familia (u’);c; es una solucién de un sistema de 2n? ecuaciones
lineales no homogéneas con coeficientes en K: como ese sistema tiene exactamente
una solucién, el Lema 16 nos dice que, de hecho, u* € K para cada i € I.

Fijemos una familia %’ = (y;);cr de simbolos nuevos tales que y; # y; sii¢ # j y
sea A el K-espacio vectorial que tiene a %’ como base. Como A es una E-algebra,
sabemos que la tabla (’yf’j)iyj,ke[ y el vector (u');es satisfacen las ecuaciones (2) y (3)
de la Proposicion 5. Como ademaés tienen sus entradas en K, esa misma proposicion
nos dice que hay una estructura de K-algebra sobre A tal que C (A) = C»(A).

Consideremos ahora el algebra AL, obtenida por extensién de escalares de K
a E a partir de A con respecto a la base %' y sea &' = (;)ics la base de AZ,
usada en su construccién. Sea f: A%, — A la funcion E-lineal tal que f(y;) = z;
para todo i € I. Como (9;)icr ¥ (x;)ier son bases del dominio y del codominio de f,
respectivamente, es claro que f es un isomorfismo de F-espacios vectoriales y, mas
aun, de acuerdo al Corolario 8 se trata de un isomorfismo de E-algebras, ya que
Cz (AE,) = Cx(A). Asi, vemos que A es una K-forma de A.

Reciprocamente, supongamos que la E-dlgebra A posee una K-forma A. Sea
%' = (y;)ier una base de A como K-espacio vectorial, sea %' = (9;)icr la base de
AL, como E-espacio vectorial usada para construir esta E-algebray sea f : AL, — A
un isomorfismo de E-algebras. Si para cada i € I ponemos x; = f(¥;), entonces
% = (z;)ier es una base y, de acuerdo al Corolario 8, es Cz(A4) = Cg (AL,). En
particular, la tabla de constantes de estructura de A con respecto a la base 4 tiene
todas sus entradas en K. |

La siguiente observacion es tutil:

Lema 18. Sea E/K una extension de cuerpos y sea A una E-dlgebra de dimension
finita y positiva. Si A posee una base B como E-espacio vectorial tal que la tabla
de constantes de estructura Cg(A) tiene todas sus entradas en K, entonces tiene
una base B’ con la misma propiedad y que incluye a 14.

Demostracion. Hacer. O

Si E/K es una extension de cuerpos, no toda E-algebra admite una K-forma.
Veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 1. Supongamos que A/K es una extension de cuerpos ciclica de grado 4.
Existen «, f € A tales que A = K(a) y E = K(8) es el tnico subcuerpo de A
que contiene a K y tal que [E : K| = 2. Supongamos que la E-algebra A tiene
una K-forma A. De acuerdo a la Proposicion 17 y el Lema 18, existe entonces
una base % de A como FE-espacio vectorial de la forma {1,z} tal que la tabla de
constantes de estructura de A con respecto a # tiene todas sus entradas en K. En
particular, existen a, b € K tales que 2 = ax + b. El cuerpo K () es entonces una
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extension cuadratica de K contenida en A, asi que debe ser K(x) = E y esto es
imposible porque 1 y x son linealmente independientes sobre E.

Un ejemplo concreto puede obtenerse considerando el cuerpo A de descomposicion
del polinomio f(X) = X* +4X?2 4 2 € Q[X] sobre Q. En efecto, es facil verificar
que si a € C es una raiz de f, entonces A = Q(a) es una extension cuértica ciclica

de Q.

Por otro lado, cuando un algebra posee formas sobre un subcuerpo de su cuerpo
de base, puede ser que tenga muchas no isomorfas entre si.

Ejemplo 2. Consideremos la extension de cuerpos C/Q y la C-algebra A = C x C.
Si n > 2 es un namero entero libre de cuadrados y ponermos x = /n, enton-
ces A = Q(z) es una Q-algebra que es una forma de A sobre Q. En efecto,
% = {1,z} es una base de A como Q-espacio vectorial, asi que la C-algebra .A%
tiene una base & = {1,Z} tal que 1 es la identidad y 72> = n. Se sigue de esto
que hay un morfismo de C-dlgebras f : C[X] — A tal que f(X) = Z, que este
homomorfismo es sobreyectivo, y que su niicleo contiene al ideal (X2 —n). Asf,
tenemos un morfismo sobreyectivo de C-dlgebras F : C[X]/(X? —n) — AS. Como
X? —n = (X —iyn)(X +iy/n) y los dos factores son coprimos en C[X], el teorema
chino del resto nos dice que hay un isomorfismo de C-algebras

Cx] . _ Cix] Cx]
X2—n) - (X—ivm) (X +iva)
Finalmente, como C[X]/(X — \) es isomorfa como C-algebra con C cualquiera sea
A € C, vemos que AG = A, como dijimos.

Asi, para cada entero n > 2 libre de cuadrados la Q-algebra Q(1/n) es una Q-forma
de la C-algebra C x C, y es facil verificar que Q(v/n) y Q(v/m) son Q-algebras no
isomorfas si n # m. Por otro lado, es inmediato verificar que la Q-algebra Q x Q
también es una Q-forma de C x C y que no es isomorfa a ninguna de las anteriores.

§5. Formas torcidas de un algebra

Sea F/K una extension de cuerpos. Decimos que dos K-algebras A y A’ son
E-isomorfas, o que A’ es una forma torcida de A con respecto a la exten-
ston E/K, si hay bases Zy #' de Ay de A’ en tanto K-espacios vectoriales tales
que las E-algebras Ag y Afg‘?/ son isomorfas como FE-élgebras. De acuerdo a la
Proposicion 10, esta condicion depende solamente de A y de A’ y no de las bases %4
y A’ elegidas, asi que esto tiene sentido.

Por otro lado, si A, A’ y A” son K-algebras tales que Ay A’ son E-isomorfasy A’
y A” son isomorfas como K-algebras, entonces Ay A” son E-isomorfas. Esto implica
que el hecho de que dos K-algebras A y A’ sean E-isomorfas depende solamente
de las clases de isomorfismo de A y de A’. Si A es una K-algebra, podemos
en consecuencia considerar el conjunto T,k (A) de las clases de isomorfismo de
K-algebras que son E-isomorfas a A.

Nos proponemos obtener una descripcién del conjunto Tz, (A) en el caso en
que la extension E/K es galoisiana.
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Proposicion 19. Sea E/K wuna extension finita y galoisiana de cuerpos y sea
G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Sea A es una K-dlgebra de dimensidon finita,
sea B = (z;)icr una base de A como K -espacio vectorial y sea B = (%;)ic1 la base
de A% usada para construir esta E-dlgebra. Hay una unica accion del grupo G
sobre A% por automorfismos de K-dlgebra tal que

e el morfismo candnico n: E — AL, es G-equivariante y

e para cada g € G y cada i € I es IT; = ;.

Demostracion. Supongamos que tenemos una acciéon de G sobre AE, que satisface
esas dos condiciones. Sig € Gy x € Agg, de manera que existe (u');er tal que
_ =,
r =), ;u'r;, entonces
9., _ 9o im ) — g o) 9000y . 9
p=Y fuE) = Yn)E) = n’) -z
iel il i€l
y aquellas dos condiciones nos dicen que esto es
_ 9,0 g, i~
= E n(fu*) - z; = E u'z;.
il iel
Vemos asi que hay a lo sumo una accién de G sobre Ag que satisface las condiciones
del enunciado y, de hecho, nos dice que si existe una entonces es tal que

! (Z ui:f,) = Z guio_:i.

el i€l
Como
ji¥e]
- 1 i~ -
Igp = (E ulxi) = E Culz; = E u'z; =,
iel iel iel
y
h g
h 9 i h - h_ iy~ h i~
o) =" (S wa)) =" (3 wim) = >z = - '
i€l el el el
gh B gh
= u'z;) ="z
iel

para cada g, h € G, esto efectivamente define una acciéon de G sobre AZ. Siv € K,

entonces
g , g , , ,
I(vx) = (v Z u’fi) = (Z vulfi> = Z I(vu")z; = Z v (u')z;
il iel iel iel
, g ,
= vzg(ul)a’;i = (Zula’;i) =09z,

icl icl
asi que esta accién es K-lineal. Finalmente, si & = (vfj)i%ke] es la tabla de
constantes de estructura de A con respecto a la base B e y = Ziel v'ZT; es otro
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elemento de A%, entonces

Yag) =" (Dwz, - Yviz) =" ( wiviz 2,

el jel igEl
9 o g o
— i, ik \= _ i ik =
- (E ,( E uv 71',3‘)3%) = E ( E uv *yi,j)xk
kel i,j kel kel ijkel
_ J 9,19,7] =
=3 (X twhd)m= Yo (X ok
kel i,5,kel kel i,5,kel
y
g Ny _
Ig . Iy = (E uzii) ( E vlfi) = E w'z; - E 90z,
el jel el jel
_ 9,09, in 9,09, ik ~
= E u T T = E u v vi’jxk,
ijel i kel
de manera que ?(zy) = Yo%, y la acciéon es por morfismos de anillos. O

Es importante observar que —salvo en el caso en que la extension E/K es
trivial— la accion del grupo G sobre A% construida en la Proposicién 19 no es por
automorfismos de E-algebras.

Proposicion 20. Sea E/K wuna extension finita y galoisiana de cuerpos y sea
G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Sean A y A’ dos K -dlgebras de dimension finita
que son E-isomorfas, sean B y %A’ bases de A y de A’ como K -espacios vectoriales,
y sea f: AL — AL un morﬁsmo de E-dlgebras. Para cada g € G consideremos la
funcion aA(g) cx € AL, — 92 € AL y similarmente para A’.

(i) Para cada g € G, la aplicacion ? f dada por la composicion

aalg™) f ayr(9)

AZ A AE,

A%
es un morfismo de E-dlgebras.
(i) Esto determina una accion de G sobre homp_, (A%, A'L)),
(9,f) € G x homE—alg(A%Agg/) — 7f € homp_ alg(Auga %)

. h h :
Ast,es Cf=fy"(°f)="f si f € homE_a|g(A@,AK@,) yg, h€eQqG.

(iii) Si A" es otra K-dlgebra, 2" es una base de A” como K-espacio vectorial y
AL — AYE es un isomorfismo de E-dlgebras, entonces

(frof)="f 0"
(iv) Finalmente, si idAg : AL — AL es el morfismo identidad, entonces

Demostracion. Supongamos que B = (z;)ic; v B' = (2!)ucv, y sean B = (T;)icr
y B = (z))uev las bases usadas para construir las E-dlgebras AL y AL, Sea, por
otro lado, (f#)icr.uer la matriz de f con respecto a las bases Z y %'.

Como G actta sobre AL y sobre A%, por automofismos de K-algebra y f es
un morfismo de E- algebras, la composicion aar(g) o f o aa(g™!) es un morfismo
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de K-algebras. Resta ver que es E-lincal. Siz =3, ; u'Z; es un elemento de A%
y v € E, tenemos que

If(vr) = ! (f <g1(z vuZ@))) _7 (f <Z glvglui@))
el i€l

= g(f <Z glvgluiiti>> = g(Z glvgluifija_:;>
iel i,J€1

= E vuzgffili:vg u' iz,

ijel i,j€l
Notemos que este mismo calculo pero hecho con v = 1 muestra que
)= 3 s,
ijel
ast que Y f(vr) = v f(z). Vemos asi que Y f es E-lineal; esto prueba (7).
Sife homE_a|g(Ag,Af9€,) v g, h € G, entonces

W =an(le)o foaa(lgh) =idys o foidsy = f

9"f) = aar(h)o foaa(h™))
= ax(g)oan(h)ofoas(h™)oaa(g™)
= a(gh)o foaa((gh)™h)
=1,

de manera que tenemos una acciéon de G sobre hom E_a|g(A%7 A'E)), como se afirma
en (). Finalmente, en la situacion de (74) tenemos que para cada g € G

‘(frof)=aar(g)of ofoaalg™)
=aar(g)ofoan(g ) oan(g)ofoanlg™)

=9f09f.
y
Y(idsz) = aalg) oidaz 0o aa(g™h) = aalg) oaalg™) =idas,
asf que (éii) y (iv) valen. O

Corolario 21. Sea E/K una extension finita y galoisiana de cuerpos de grupo
de Galois G = Gal(E/K). Sea A una K-dlgebra de dimensidn finita, sea B una
base de A como K -espacio vectorial y sea AutE_a|g(A§3) el grupo de automorfismos
de AL, como E-dlgebra.
(i) Hay una accion de G sobre AutE_a|g(A%) por automorfismos de grupos dada
por

(ga f) €GXx AUtE—aIg(AEB) — gf € AUtE—aIg(Agé’)'
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(1) Seann =dimg E eI = {1,...,n} y supongamos que B = (x;)ic1 Y que
B = (Z;)icr es la base de A% como E-espacio vectorial usada para construir
esta dlgebra. Hay un morfismo de grupos

ma : Autg-aig(AZ) — GL(n, E)

tal que si f € Autg-aig(AD) y ma(f) = (] )ijer, es f(7:) = X,c; 1%,
para cada i € 1. Mds ain, este morfismo es G-equivariante con respecto
a las acciones de G sobre Autp_ig(AL) y sobre GL(n, E) definidas en la
parte (i) y en el Lema 3, respectivamente.

Demostracion. Hacer. O

En general, si E/K es una extensiéon, un morfismo de E-algebras obtenidas por
extension de escalares de K-dlgebras no proviene de la extension de escalares de un
morfismo de K-algebras. La siguiente proposiciéon da una condicion suficiente para
que sea ése el caso cuando la extension de cuerpos es galoisiana.

Proposicion 22. Sea E/K una extension finita y galoisiana y sea G = Gal(E/K)
su grupo de Galois. Sean A y A’ dos K -dlgebras de dimension finita, sean B y B’
bases de A y de A’ como K -espacios vectoriales y supongamos que f : AL, — AL
es un isomorfismo de E-dlgebras.
(i) Sipara cada g € G es 9f = f, entonces existe un isomorfismo F : A — A’
de K-dlgebras tal que Fgg"@, = f.
(i) Siademds f es un isomorfismo de E-dlgebras, entonces F' es un isomorfismo
de K-dlgebras.

Demostracion. Hacer. O

Proposicion 23. Sea E/K una extension finita y galoisiana de cuerpos y sea
G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Sean A y A’ dos K-dlgebras de dimension
finita que son E-isomorfas, sean B y %' bases de A y de A’ como K-espacios
vectoriales, y sea f : Agg — A’g?/ un isomorfismo de E-dlgebras. La funcion
o5 :G— AutE_a|g(A§5) tal que para cada g € G es

¢p(g) = [t f
es un 1-cociclo de G con valores en AutE_a|g(A§33), esto es, para cada g, h € G vale
que

¢r(9) o 0p(h) = ¢y (gh).
Si ' AE — A'E es otro isomorfismo de E-dlgebras y ponemos u = f'~1o f,
entonces vale que

¢7(g) =u o ds(g)ou

para cada g € G. Asi, los 1-cociclos ¢y y ¢y son cohomdlogos.

Demostracion. Hacer. O
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Proposicion 24. Sea E/K wuna extension finita y galoisiana de cuerpos y sea
G = Gal(E/K) su grupo de Galois. Sea A una K-dlgebra de dimension finita,
sea B una base de A como K-espacio vectorial y sea AutE_a|g(A%) el grupo de
automorfismos de la E-dlgebra Agg dotado de la accion de G descripta en el Corola-
rio 21. Sia € T/ (A) es la clase de isomorfismo de una forma torcida A" de A,
B’ una base de A’ como K -espacio vectorial y f : AL, — AL, un isomorfismo de
E-dlgebras, entonces la funcion ¢y : G — AutE_a|g(A%) construitda en la Proposi-
cion 23 es un 1-cociclo de G' con valores en AutE_a|g(A%) y su clase de cohomologia
(0] € H'(G,Autp_ag(AL)) depende solamente de a y no del dlgebra A’ ni del
isomorfismo [ elegido. En particular, podemos escribirla x(a). FEsto define una
funcion
X 10 € Tpyr(A) — x(a) € H'(G, Autp_aig(AZ)).

Demostracion. Hacer. (]

Teorema 25. Sea E/K una extension finita y galoisiana de cuerpos de grupo de
Galois G = Gal(E/K). Sea A una K-dlgebra de dimensidn finita, sea & una base
de A como K-espacio vectorial y sea AutE_a|g(A§3) el grupo de automorfismos de la
E-dlgebra A% dotado de la accion de G descripta en el Corolario 21. La funcion

X TE/K(A) —€ Hl(Ga AUtE—alg(AEZ))
construida en la Proposicion 24 es una biyeccion.

Si A" es una forma torcida de A con respecto a la extension E/K y [A'] es su
clase de isomorfismo, llamamos a x([A']) la clase caracteristica de A’.

Demostracion. Supongamos primero que A’ y A” son dos K-algebras, que %’
y %" son bases de A’ y de A” como K-espacios vectoriales, que f : AL, — AL,
y f+ AL, — AL, son isomorfismos de E-algebras, y que los 1-cociclos corres-
pondientes ¢f, ¢y 1 G — AutE_a|g(Af@) son cohomoélogos, de manera que existe
u € AutE_a|g(A£3) tal que para cada g € G es

$r(9) =u"" 0 ¢p(g) 0 u
0, equivalentemente,

frowo f7t=9(fouo f1).
Esto significa precisamente que la funcién f/ owo f=1 : Afgg, — A’g’ﬁ, que es un
isomorfismo de F-algebras, satisface las condiciones de la Proposicion 22 y, entonces,
que existe un isomorfismo F : A" — A” de K-algebras tal que F, 4, = f ouo f~'.
En particular, las K-algebras A’ y A” son isomorfas. Esto prueba que la funcion y
del enunciado es inyectiva.

Veamos ahora que se trata de una suryeccion. Sea ¢ : G — Autp_aig(AL) un
1-cociclo de G con valores en Autp_,g(A%). Sea n = dimg A, supongamos que es
PB = (xi)ier con I ={1,...,n}, sea Cpx(A) = (’Y,ﬁj)id,kej la tabla de constantes de
estructura de A con respecto a %, y sea 14 =) ,; e‘x; la expresion del elemento
identidad de A en la base Z. Sea finalmente & = (Zi)ier la base de Ag como
FE-espacio vectorial usada para construir esta algebra.
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Sea mg : Autp_aig(AL) — GL(n, E) el morfismo de grupos de la parte (ii) del
Corolario 21. Como ¢ es un 1-cociclo con valores en AutE_a|g(A§g), es inmediato
verificar que la composicion m o ¢ : G — GL(n, E) es un 1l-cociclo con valores
en GL(n,FE). De acuerdo al Teorema 4, sabemos que H'(G,GL(n,K)) = 0y,
entonces, que existe u = (ug)mg € GL(n, F) tal que para todo g € G es

ma($(g)) =u" - Tu.

Esto nos dice que para cada g € G es
u=u-mz(d9)), fuh =mg(9(g)) "t uh (5) {ea:gu}
Si ponemos u~! = ()i jer v, para cada g € G,

ma($(9) = (9])ijer: ma(®(9) ™" = (9])ijer

las ecuaciones (5) implican que

Z gk, gﬁg = ngﬁi (6) {eq:guv}
ke

kel

g9

Por otro lado, como ¢(g) es un automorfismo de la E-algebra AL, para cada i, j, k
tenemos que

Z ’yf’jgfngggz = %t«,s (7) {eq:mor}
i,5,kel
y
Z ek.@?c = e, (8) {eq:mor:1}
kel

Para cada i, j, k € I consideremos el elemento de F
k .
M = Z ’y, Sur M1 (9) {eqeta}
r,s,tel
Si g € G, entonces
k N
niy = ( Z Vr,s U5 U )
r,s,tel
que, ya que las constantes de estructura de A estan en K, es igual a
S g vus ik
r,s,tel

En vista de (6), podemos reescribir esto como

§ t p.r l A k: _ § r_sam k
’y'r',s s Uy gp : ujgl 9 Um 77’ Sgpgl 9t Uy,

r,s,tel r,s,tel

p,lmel p,l,mel

que, gracias a las igualdades (7), es lo mismo que

m p l
Z Tp, 1 ; Uy _77],

r,s,tel
p,l,mGI

Asi, la tabla (néfj)i7j7k€1 tiene todas sus entradas en el cuerpo fijo E¢, que es
precisamente K.
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Sea B’ = (yi)ier un nuevo conjunto de simbolos tales que y; # y; si i # j, y sea
A’ el K-espacio vectorial que tiene a %’ como base. Hay una funcion K-bilineal
par s A x A" — A" tal que par(yi,¥5) = Dker néijk para toda eleccion de ¢, j € I.
Veamos que esto hace de A’ una K-algebra asociativa.

Sii, j, 1, m €1, entonces

Soubmi =)0 Ak suusafyg yuupal

kel r,s,tel
a,b,cel

y, COMO &fu% = J7, esto es lo mismo que

_ t r s.c ,bam __ t c r s bam

- E Vr,suiujlyt,buluc - E E fYr,sP)/t,b uiujuluc (10)
r,s,tel r,sel \tel
b,cel b,cel

Por otro lado, procediendo de la misma forma vemos que

m k t T SAmM_C a,brk t rAaMm S a, b
§ ni,knj,l - E ’Vr,suiukut A/a,bujul U = § PYT,sui Uy ’Ya,bujul

kel r,s,tel r,s,tel
a,b,cel a,bel
_ t s r,a,bs~m (11)
- ,YT,S’Ya,b U; uj UpUy
ritel \s€el
a,bel

Como la tabla (v} ;)i.gk de constantes de estructura de A satisface la ecuacion 2 de
la Proposicion 5, es inmediato ver que las expresiones (10) y (11) son iguales. Esto
implica que la multiplicacién w4/ es asociativa.

Por otro lado, para cada i € I ponemos h' =3, e’a’. Sig € G, entonces

. g . . .
9pi _ AR 9.5 .92
h* = (Ze%&é) = Z el Tl
jeI jea
y, como ¢/ € K para cada j € I y usando (6), esto es
ke

Z el (g77)ity

j,keG
que, en vista de la ecuacion (8), es simplemente

> ek = n'.

kel
Asi, tenemos que h* € E¢ = K para cada i € I y podemos, entonces, considerar el

elemento 14 =, ., hiy; de A’, que resulta ser una identidad para j4:: en efecto,
si ¢ € I tenemos que

par(Lansys) =Y Wpa(yu) = > Wnfage = elalrf ujuiafy

Jjel J.kel j.k,lel
r,s,tel
_ It s~k _ s~k _ k _
= > ey aifys = wiakys = oFye = ui.
J.k,lel j,kel J,kel
s, tel sel sel

porque e/ ;= 6t y, de manera similar, que par(y;, 1a) = ;.

{eq:ass-1}

{eq:ass-2}
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Sea ahora %' = (§;)icr la base de A’ usada para construir esta E-algebra
y consideremos la funcion E lineal f : Az% —>7A’g§/ tal que f(Z;) = > c; 07953
la matriz de f con respecto a las bases B y %’ de su dominio y su codominio
es precisamente !, un elemento de GL(n, E), asi que f es un isomorfismo de
F-espacios vectoriales. Sii, j € I, es

f(Z;-25) = Z’sz,gf(jk) = z ’Yﬁjﬂzﬁb?m

kel k,mel

y esas dos expresiones son iguales porque de la ecuacion (9) que define a nﬁ ; se
deduce inmediatamente que
Z mk,g@:«ﬁi = Z Vi,sﬁf'
i,j€1 r,s,tel
Vemos asi que f es un isomorfismo de E-algebras.
Sea finalmente ¢ : G — Aut E_a|g(A§5) el 1-cociclo que corresponde al isomorfis-
mo f como en la Proposicion 23, de manera que para cada g € G es ¢¢(g) = f~1of.
Terminar. (Il

§6. Algunos ejemplos

Sea K un cuerpo, sea n > 1 y consideremos la K-algebra

K'=Kx---xK.
Nos proponemos describir sus formas torcidas. Pongamos I = {1,...,n} y para
cada i € I sea e; = (0,...,1,...,0), con el 1 en la posicion i-ésima. La familia
P = (e;)ics es una base de K™ como K-espacio vectorial y la tabla de constantes
de estructura Cg(K™) = (Vij,k)i,j,ker tiene

)L osii=g= k;
Yij = .
0, en cualquier otro caso.

Proposicion 26. Sea E/K una extension de cuerpos, sea (K”)% el dlgebra obtenida
de K™ por extension de escalares de K a E con respecto a la base B y sea B = (&;)icr
la base usada para construirla.
(i) Hay un isomorfismo de E-dlgebras (K™)% =~ E™.
(i) Hay un isomorfismo de grupos o : S,, — /—\utE_a|g((K")%) tal que
a(m)(&i) = €x)
para cada ™ € Sy, y cada i € {1,...,n}.

(#1) Si la extension E/K es galoisiana y finita y G = Gal(E/K) es su grupo de
Galois, la accion de G sobre Autp_aig((K™)5) es trivial.

Demostracion. Hacer. O
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Consideremos, por simplicidad, el isomorfismo « de la segunda parte de esta pro-
posicién como una identificacion. Para describir las formas torcidas del algebra K™
con respecto a una extension galoisiana F/K de grupo de Galois G = Gal(E/K)
tenemos que calcular H'(G, S,,). Como la accién de G sobre S, es trivial, el siguiente
resutado hace precisamente eso.

Proposicion 27. Sea G un grupo y sea A un grupo sobre el que G actia de manera
trivial.
(i) Una funcion ¢ : G — A es un 1-cociclo si y solamente si es un morfismo de
grupos. Ast, Z*(G, A) = homg, (G, A).
(ii) Dos morfismos de grupos ¢, 1 : G — A son cohomdlogos en tanto 1-cociclos
si y solamente si son conjugados, esto es, si existe un elemento a € A tal
que ¢(g9) = a~'9(g)a para cada g € G.
(i) Es H'(G, A) = homg,(G, A)/conj, el conjunto de clases de equivalencia
de morfismos de grupos G — A bajo la relacion de conjugacion conj.

Demostracion. Hacer. O

Como consecuencia de esta proposicion, si E/K es una extension galoisiana
y finita, tenemos una biyeccion Ty x(K™) = homg,,(G, S,)/conj. Asi, a cada
clase de conjugacién de morfismos de grupos G — S,, corresponde una clase de
isomorfismo de formas torcidas del dlgebra K™ y esta correspondencia es biyectiva.

Proposicion 28. Sea E/K una extension galoisiana y finita, sea G = Gal(E/K)
su grupo de Galois e identifiquemos a Autg_,ig(E™) con Sy, con su accion trivial
de G. Si¢: G — S, es un morfismo de grupos cuya imagen es un subgrupo
transitivo de S,, y N = {g € G : ¢(9)(1) = 1}, que es un subgrupo de G, entonces
el subcuerpo EN de E es una forma torcida de K™ con respecto a E/K vy su clase
caracteristica x([EN]) € HY(G, S,) es la clase de cohomologia [¢].

Demostracion. (i) Como EV /K es una extension finita y separable, el teorema del
elemento primitivo nos dice que existe a € EV tal que EY = K(«). El grado de
esta extension es

[BY 1 K] =[G : N] = [¢(G) : ¢(N)] = n,

ya que ¢(G) acttia transitivamente sobre I = {1,...,n} y el estabilizador de 1
en ¢(G) es precisamente ¢(N). Sea f € K[X] el polinomio minimal de « sobre K,
de manera que hay un isomorfismo de K-algebras K(«) = K[X]/(f) y deg f =n.
Como f es irreducible y tiene una raiz en E, que es una extensiéon normal y separable
de K, las tiene todas y son simples.

Para cada i € I existe g; € G tal que ¢(g;)(1) =4, y podemos elegir g1 = 1. El
conjunto {gi,...,gn} es un sistema completo de representantes para las coclases
izquierdas de N en (G, de manera que G = |_|;L:1 g; N, y esto implica que las raices
de f son a = g1, g2, ..., gpQ.

Se sigue de la Proposicion 12 que si % es una base de EV como K-espacio
vectorial, entonces hay un isomorfismo (E™V)% = F[X]/(f) de E-algebras. Ahora
bien, como la extension E/K es normal y separable, el polinomio f € K[X] es
separable y tiene todas sus raices en F; asi, existen ag, ..., a, € F distintos dos a
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dos tales que f(X) = Hij\il(X — ;). El teorema chino del resto nos dice entonces
que
BX)_BX) . B BX) o,
(f)  IoX —a) (X —o) (X —an) '
Asi, la K-algebra EVV es una forma torcida de K™ con repecto a E/K y podemos
considerar su clase de isomorfsmo [EV] en Ty, i (K™).

O

Proposicion 29. Sea E/K una extension galoisiana y finita, sea G = Gal(E/K) su
grupo de Galois y sea Sy, = Autp_,1g(E™) con su accion trivial de G . Si¢: G — S,
es un morfismo de grupos, existen r > 1, ny, ..., n. > 1 y un morfismo de grupos
Y:G— Sy, X - xSy, tal que tales quen =n1 +---+n,,

o la composicion de ¢ con la inclusion estindar Sp, X --- X S, — S, es
conjugada a ¢, y

e para cada j € {1,...,7} la composicion wjo1) : G — S, de ¥ con la
proyeccion j-€sima mj 1 Sy, X -+ X Sp — Sy, tiene imagen transitiva.

St para cada j € {1,...,r} ponemos N; = {g € G : m;(¥(g9))(1) = 1}, entonces la K-
dlgebra ENt x - - x EN* es una forma torcida de K™ con respecto a la extension E /K
y su clase caracteristica en H'(G,S,) es la clase de cohomologia [¢).
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