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§1. EL PRODUCTO TENSORIAL DE ESPACIOS VECTORIALES

€ Fijemos en toda esta secciéon un cuerpo k. Todos los espacios vectoriales que

consideramos son k-espacios vectoriales.

§ SiV esun espacio vectorial, escribimos V* a su espacio dual. Si .S C V', denotamos
S° C V* al conjunto de elementos de V* que se anulan en todos los elementos de S.

Si B = (v;)icr es una base de V, escribimos * = (9;);cs a la familia de elementos
de V* determinada por la condicién de que sea 0;(v;) = d; ; para cada i, j € I. Si
V tiene dimensién finita, entonces %* es una base de V*, a la que llamamos la base
dual de #. En este caso se tiene que para cadav € Ves v =, ; 0;(v)v;.

q Si V, W, U son espacios vectoriales, entonces una funcion bilineal es una
funcién f: V x W — U tal que

flav +bv',w) = af(v,w) + bf (v, w),
fw,aw+bw") = af(v,w) + bf(v,w')

para cada v, v € V, w, w' € Wy a, b € k. Escribimos Bil(V, W;U) al conjunto de
todas las funciones bilineales V' x W — U; se trata de un subespacio del espacio
vectorial de todas las funciones V- x W — U.

Una forma de construir funciones bilineales, enteramente analoga a la forma usual

de construir funciones lineales fijando sus valores en una base, es la siguiente:

Lema 1.1. Sean V, W y U espacios vectoriales y sean (v;)icr y (w;);cs bases
de V y de W, respectivamente. Si (u; j)icrjes es una familia de elementos de U
indexada por I x J, existe exactamente una funcion bilineal f : V x W — U tal que
fvi,wj) =u; ; para cada i € I y cada j € J.

Demostracion. Definimos la funcion f : VxW — U de la siguiente manera. Siv € V
y w € W, existen familias de escalares (a;)icr y (bj)jes tales que a; = 0 para casi
todo i € I, bj =0 para casi todo j € J, v =), ;a;v, y w= ZjeJ bjw;. Ponemos
entonces
flv,w) = Z a;bju; ;.
iel,je

Notemos que esto tiene sentido porque hay un namero finito de términos no nulos.
Es inmediato verificar que la funciéon f asi definida es bilineal: esto establece la
afirmacion sobre existencia del enunciado.

Para ver la uniciadad, alcanza con que mostremos que si g : V x W — U es una
funcion bilineal tal que g(v;, w;) = 0 para cada i € I y cada j € J, entonces g = 0.
Pero si g satisface esa condicion y v € V' 'y w € W, existen como antes familias de
escalares (a;)icr v (b;);es tales que a; = 0 para casi todo ¢ € I, b; = 0 para casi
todo j € J, v =73 ,craivu y w= 3. ;bjw;y

g(v,w) = Z aibjg(vi, w;) = 0.
i€rjed
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Esto prueba lo que queremos. ([

§ Si V y W son dos espacios vectoriales, decimos que un par (T, ¢) en el que T
es un espacio vectorial y ¢ : V x W — T es una funcion bilineal es un producto
tensorial para V y W si para cada funcion bilineal f: V x W — U con valores
es un espacio vectorial U existe exactamente una funcién lineal f : T — U tal que
conmuta el diagrama

Proposicion 1.2. SiV y W son espacios vectoriales y (T, @) y (T", ¢') son productos
tensoriales para V. y W, entonces hay un tnico isomorfismo f: T — T que have

conmutar el diagrama
UxV

Demostracion. Como (T,¢) y (T’,¢’) son productos tensoriales para V.y W y
@ VW =T y¢:V xW — T son funciones bilineales, tenemos funciones
lineales ¢ : T —T'y ¢: T — T tales que ¢’ op = ¢' y po ¢ = ¢.
Se sigue de esto que
pogop=¢od =4,
y entonces si la flecha punteada en el siguiente diagrama es ¢ o ¢’ el diagrama
conmuta
I
/
UxV
e

Como el diagrama también conmuta si la flecha punteada es idr/, vemos que
¢ o @ = idp. Procediendo de la misma forma, podemos concluir que también
@ o ¢ =idp. Asi, las funciones ¢ y ¢’ son isomorfismos inversos. Basta entonces
poner f = ¢’ para probar la proposicion. O

Proposicion 1.3. Si V y W son espacios vectoriales, entonces existe un producto
tensorial (T, ¢) para V y W. O

Dejaremos la prueba de esta proposiciéon para mas adelante —mas que nada
porque todo lo que sigue depende solamente de la existencia y no de los detalles de
la demostracion.

{prop:otimes:uniq}

{prop:otimes:exist}
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€ Si V y W son espacios vectoriales, la Proposicién 1.3 nos dice que existe un
producto tensorial (T, ¢) para V' y W. Escribimos V @ W en lugar de T y para
cada v € V y cada u € U escribimos v ® w al elemento ¢(v,w) de T'; de esta forma
no necesitaremos méas mencionar al par (T, ¢). Si en lugar de (T, ¢) consideramos
otro producto tensorial (7", ¢') para V y W, sabemos que existe un tnico isomorfis-
mo f: T — T’ tal que ¢/ = f o ¢, y entonces f(v® w) es el mismo elemento que
denotariamos v ® w en T”: vemos asi que esta notacién no introduce ambigiiedades.

Como ¢ es una funcion bilineal, sabemos que para cada v, v' € V, w, w' € Wy
a, b € k se tiene que

(av+ W) @a-v@w+b-v @w, (1)
v (aw+bw')=a-v@w+b-vw. (2)
Llamamos a los elementos de la forma v @ w de V ® W tensores elementales.

Proposicion 1.4. Si V y W son espacios vectoriales, entonces los tensores ele-
mentales de V@ W generan a V ® W como espacio vectorial y, de hecho, como
grupo abeliano.

Demostracion. Probemos primero la primera afirmaciéon. Basta mostrar que si
A: V®W — k es una funciéon lineal que se anula sobre los tensores elementales
de V@ W, entonces A es idénticamente nula. En efecto, si S C V@ W es el conjunto
de los tensores elementales, esto implica que S° = 0 y entonces que el subespacio
generado por S es (S) =5°=0"=VW.

Sea entonces A : V ®@ W — k una funcion lineal que satisface esa condicion, de

manera que conmuta el diagrama

o VOW

Como (V ® W, ¢) es un producto tensorial, se sigue de esto que A = 0.

Si ahora x € VW, entonces lo que acabamos de probar implica que existen n > 0,
Vi, ooty Up €V, wy, ..., wy, €W yag, ..., ay ektalesquex:Eie[[n]]ai-vi@)wi.
Pero entonces ¢ = Zie[n]] (aivi) ® w; es una suma de tensores elementales: esto
nos dice que el conjunto de tensores elementales genera a V' ® W como grupo
abeliano. [

Los elementos mas manejables de un producto tensorial son sus tensores ele-
mentales, pero no todo elemento es un tensor elemental. Esto nos lleva a tratar
de reducir todas las cuestiones relativas a un producto tensorial a condiciones que
podamos verificar sobre sus tensores elementales. Una observacion til para ello es

el siguiente lema.

Lema 1.5. Sean V y W dos espacios vectoriales y sea f: V — W un morfismo de
grupos abelianos. Si S CV es un subconjunto tal que todo elemento de V es suma

{eq:otimes:dist-I}

{eq:otimes:dist-r}

{prop:otimes:span}
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de elementos de S y f(x-s) =x- f(s) para cada x €k y s € S, entonces f es una
funcion lineal.

Demostracion. Sean v € V y x € k. Por hipotesis, existen n >0y s1, ..., s, € S
tales que v = Zie[[n]] S;, y entonces

f(w-v)=f<:c- Z&-) =f<2x-si> =D flasi)

i€n] i€[n] i€n]
porque f es un morfismo dde grupos abelianos, y usando ahora la hipotesis, vemos
que esto es igual a

i€[n] i€n] i€n]

La funcion f es entonces lineal. O

Proposicion 1.6. Sea V' y W espacios vectoriales y sea B = (v;)icr una base de V.
Sixz eV ®W, entonces una unica familia (w;)iecr tal que w; = 0 para casi todo
ielyxr=7 ;0 ®@w.

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 1.4, existen n > 1, v}, ..., v}, € V,

wy, ..., wh € Wyay, ..., a, €k tales quex:Zje[[n]]aj ~v; @ wj. Como & es

una base de V, para cada j € [n] existe una familia (a; ;);cr tal que a; ; = 0 para
. . ;L

casi tododi € [y vy =3, ;
Para cada i € I sea w; =} cp,) @i,jwj. Como para casi todo i € I el conjunto

;i V5.

{j € [n] : a;; # 0} es vacio, es w; = 0 para casi todo i € I. Podemos entonces

considerar la suma

dview =Y v® (Z ai,jw;> =y (Zamvl) ® w)

i€l i€l j€n] j€[n] \iel
_ 2 : / -
= v; & w; = .
jeln]

Esto prueba la existencia que se firma en el enunciado.
Sea #B* = (0;)icr la familia de elementos de V* tal que 9;(v;) = d; ; para cada
i, j € I. Siig € I, entonces la funcion A, : (v,w) € VW — 0;,(v)w € W es bili-
neal, asi que existe una tinica funcién \;, : VoW — V tal que \;, (v@w) = ;, (v)W
para cada v € V y cada w € W. En particular, se tiene que
Xio (@) =D Nig (v @ w;) = i (v5)wy = wy,.
iel i€l
Como el primer miembro de esta igualdad depende solamente de = y de la base A,
esto muestra que la familia (w;);er que satisface la s condiciones del enunciado esta
bien determinada. (]

{prop:otimes:xvw}
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Proposicion 1.7. SeanV y W espacios vectoriales y sean {v; : i € I} y{w; : j € J}
bases de V' y de W, respectivamente. El conjunto = {v;, @w; :i € I,j € J} es
una base de V@ W y, en particular, tenemos que

dimV oW =dimV -dimW.

Demostracion. Sabemos que los tensores elementales generan a V ®@ W como espacio
vectorial, asi que para ver que A genera a V ® W es suficiente que mostremos que
todo tensor elemental es una combinacion lineal de elementos de 4. Sean entonces
veVyweW,ysean (a;)icr y (bj);ecs familias de elementos de k tales que a; =0
para casi todo i € I, b; = 0 para casi todo j € J, v =3, av; y w =}, ;bjwy;
estas sumas tienen sentido porque sus términos son casi todos nulos. En vista de
las ecuaciones (1) y (2), es u®v = >, .y a;bj - v; ® w;. Esto prueba lo que
querfamos.

Para terminar, tenemos que mostrar que & es un conjunto linealmente indepen-
diente de V' ® W. Supongamos entonces que tenemos escalares a; ; € k para cada
i1 €1y je€J, casitodos nulos, tales que

Z a; ;- v; @w; = 0. (3)
iel,jet
Seanig € 'y jo € J,ysean A: V — ky p: W — k las funciones lineales tales
que A(v;) = &;,; para cada i € I y p(w;) = 6;,,; para cada j € J. La funcién
e (v,w) € Vx W — A(v)p(w) € k es bilineal, asi que tenemos una funcion lineal
gV eW —ktal que fi(v; ® w;) = d;,,:0;,,;. De acuerdo a (3), es
0= ﬂ( Y aigui® wj) = Y aigi(v ®wy) = agg -
ieljeJ iel,jeJ

Asi, todos los coeficientes que aparecen en (3) son nulos. O

€ La siguiente observacion es frecuentemente tutil:

Tranformar esto en un corolario de la Proposicion 1.6.

Lema 1.8. Sean V y W espacios vectoriales.
(i) Siwo € W es no nulo, entonces la funcion f:v €V i v@wy € VAW es
nyectiva.
(i) Si {ws,...,w,} CV es linecalmente independiente y vy, ..., v, € V son
tales que Y-, vi @ w; =0 en V@ W, entonces v; = 0 para todo i € [n].

Demostracion. (i) Como wy # 0, existe una funcion lineal A : W — k tal que
Awp) = 1. Como la funcion g : (v,w) € VX W = A(w)v € V es bilineal, existe una
funcion lineal g : V@ W — V tal que g(v ® w) = A(w)v para cada v € V y cada
weW. Siv eV, entonces

(Go f)(v) =g(f(v)) = g(v @ wo) = Mwo)v = v,

de manera que go f = idy. Esto implica que la funcion f es inyectiva.

{prop:otimes:dim}

{eq:base-1}

{lema:w0}
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(i) Sea ig € [n]. Como {w1,...,w,} es linealmente independiente, existe una
funcién lineal A : W — k tal que A(w;) = d;,,; para cada i € [n]. Como la funcién
g:(v,w) € VW — Aw)v € V es bilineal, existe una funcién lineal g : VoW — V
tal que g(v ® w) = A(w)v para cada v € V' y cada w € W. Ahora bien, la hipotesis

es que Zie[n]] v; @ w; = 0, asi que

0= Z g(v; ® ’U)l) = Z )\(wi)vi = Vj,-

i€[n] i€[n]

Esto prueba el lema. O

€ El producto tensorial de espacios vectoriales es asociativo y conmutativo, en el

siguiente sentido preciso:
{prop:otimes:ass-comm}

Proposicion 1.9. Sean U, V, W espacios vectoriales.
(i) Hay un dnico isomorfismo

a:(UV)eaW UV eW)

tal que a((u V) @w) =u® (VR w) para cadau €U, v eV yw e W.
(4) Hay un dnico isomorfismo

c: VW WV

tal que o(v @ w) = w Qv para cada v €V y cada w € W.

Demostracion. (i) La funciéon
a:(u@u,w)e URV)xWir—wu®(vew)eU(VeW)

es bilineal, asi que existe una tnica funcién lineal
a:(UeV)eW s U (VeWw)

tal que a((u® V) Qw) =u® (v w) paracadau € U,v € Vyw € W. Dela

misma forma, la funcién
b:(u,v@w) eUX(VW)r— (uv)@we(UV)eW
es bilineal, de manera que existe una tnica funcién lineal
B:UQ(VeW)-UV)eW

tal que f(u® (V@ w)) = (u®v) @w paracadau e U, v e Vywe W.
Ahora bien, siu € U,v € Vyw € W, es claro que (foa)(u®v)@w) = (u®v)Qw
yque (@oB)(u®@ (v@w)) =u® (v®w). Como los conjuntos

{u@v)@w:uelUveV,we W}

{u®(veow):uel,veV,we W}
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generan a (UQ V)W yaU® (V@ W) como espacios vectoriales, esto implica
que foa = id(U®V)®W y aof = idU®(V®W). Concluimos asi que a y 8 son
isomorfismos inversos, y esto prueba la primera parte de la proposicion.

(#) Como las funciones

s:(vw) eVXWiwueWV

r:(w,v) EWXVir—ovuweVeWw

son bilineales, existen funciones lineales 0 : VW - WV yp: WV - VW
tales que c(v @ w) =w vy p(w®v) =v®w para cada v € V y cada w € W.
Se sigue inmediatamente de esto que (poo)(v@w) =vRw Yy (dop)(wv) =w W
para cada v € V y cada w € W. Como los conjuntos {v @ w : v € V,w € W}
y{w®v:weW,veV}generana VW yaW®V como espacios vectoriales,
esto es suficiente para concluir que oo p = idygy y que poo = idygw. Esto
prueba la segunda parte de la proposicion. ([l

§ Si V y W son espacios vectoriales y x € V ® W, sabemos que existe r > 0 tal
que hay vy, ..., v, €V ywy, ..., w, GWconx:Z:ﬂvi@wi. El menor r con
esta propiedad es el rango de x. El rango del elemento nulo es cero y es el tnico
que tiene ese rango.

La eleccion del nombre esta motivada por la siguiente observacion:

Proposicion 1.10. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea V* su espa-
cio dual. Hay una funcion lineal f : V @ V* — End(V) tal que f(v @ X\)(u) = Mu)v
para cada v, w € V y cada X € V*. Esta funcion es biyectiva, y siz € V Q V*,
entonces el rango de x es igual al rango de f(x) en tanto funcion lineal V. — V.

Demostracion. Sea g : V xV* — End(V) la funcion tal que g(v, A)(u) = A(u)v para
cada v, u € V 'y A € V*. Se trata de una funcion bilineal, asi que existe una funciéon
lineal g: V @ V* — End(V) tal que g(v ® A) = g(v,\) para todov € V y A € V*.

Sea h € End(V) y supongamos que su rango es s = rgh. Sea {v1,...,v,} una
base de V elegida de manera que {v1,...,vs} es una base de la imagen h(V), y
sea {01,...,0,} la base dual correspondiente de V*. Si h € End(V) y ponemos
T =32 iegng 0i(A(vi)) - vj ® O, entonces para cada v € V' tenemos que

f@) )= Y (hv)) - flo;@0)(w) = D 8(h(v)) - b:(v) - v

i,j€[n] i,j€[n]

Z 0;(v) - h(v;) = h( Z 0 (v) - vz-) = h(v),

i€n] i€[n]

de manera que f(z) = h. Esto nos dice que f es sobreyectiva; como tanto su dominio

dominio como su codominio tienen dimension n?, esto implica que, de hecho, se trata
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de un isomorfismo. Mas atn, notemos que si j € {s+1,...,n} es 0;(h(v;)) =0,
y entonces
2= vy (Z @j(h(vi))@i).
j€ls] i€[n]
Vemos asi que rgz < s = rg f(x).
Seax € V®V™* un elemento no nulo. Sir>1,vy,...,v. € VyA, ..., A\ €V*
son tales que z = Zie[[rﬂ v; ® A, entonces la funcion

f@)y:veV Z i), €V
i€[r]
tiene imagen contenida en el subespacio de V generado por {vy,...,v,.}. En particu-

lar, es rgz > rg f(z). Esto y la desigualdad anterior prueban la segunda afirmacion
del enunciado. O

La minimalidad que define al rango de un elemento de un producto tensorial

tiene la siguiente consecuencia:

Proposicion 1.11. Sean V y W dos espacios vectoriales y sea x € V. W un
elemento no nulo de rango r. Si vy, ..., v, € V ywy, ..., w, € W son tales
que T = Zie[r]] v; ® w;, entonces las familias (vi)iefr] ¥ (Wi)iepr) son linealmente
independientes en V y en W, respectivamente.

Demostracion. Supongamos que, por ejemplo, (v;);e[,] es linealmente dependien-
te. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer entonces que existen escalares
as, ..., ar € k tales que v; = Y., a;v;, y entonces

T = v1®w1—|—z V; QW; = Zaivi@)wl +Z V; QW; = Zvi@)(aiwl—i—wi).
i=2 i=2 i=2 i=2

Esto es absurdo, porque contradice la minimalidad de 7. O

€ Terminamos esta seccion describiendo la forma en que el producto tensorial de
espacios vectoriales interactia con las funciones lineales.

Proposicion 1.12. Sean V, V', W, W' espacios vectoriales. Si f : V — V' y
g: W — W' son funciones lineales, existe una tnica funcion lineal

feg: VoW sV oW
tal que (f ® g)(v@w) = f(v) ® g(w) para cada v €V y cada w € W.

Demostracion. Como la funcion b : (v,w) €V x W = f(v) @ g(w) € V' @ W' es
bilineal, sabemos que hay exactamente una funcion lineal f®g: VW — V' @ W’
tal que (f ® g)(v @ w) = f(v) ® g(w) para cadav € V y cada w € W. O

Las siguiente proposicién enuncia las dos propiedades basicas de esta construccion.

Proposicion 1.13. Sean V, V', V" W, W' y W' espacios vectoriales.

{prop:rank:li}

{prop:otimes:maps}

{prop:otimes:functor}
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(Z) Esidy @ idy = idV®W.
(i) Si f: V=V, [V =V g W—=>W yg W — W son funciones
lineales, entonces

ffeogofog=(fof)o(d®g).

Demostracion. Par aprobar ambas afirmaciones, tenemos que probar la igualdad
de dos funciones lineales definidas sobre V ® W. Para ello basta ver que esas dos
funciones coinciden sobre los tensores elementales de V ® W, ya que éstos generan
a V ® W como espacio vectorial, y esto es inmediato. ([l

Corolario 1.14. Sean V, V', W y W espacios vectoriales. Si f : V. — V' y
g : W — W’ son isomorfismos, entonces f @ g : VOW — V' @ W es un
isomorfismo.

Demostracion. Sean r : V. — V' y s : W' — W los isomorfismos inversos de f y
de g. La Proposicién 1.13 implica que
r@sof®g=(rof)®(sog)=idy ®idy =idvew

y, de manera similar, que f ® gor ® s = idy/gw. Vemos asi que f ® g y r ® s son

isomorfismos inversos. O

{coro:otimes:isos}
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§2. EL PRODUCTO TENSORIAL DE ALGEBRAS

€ Fijemos otra vez un cuerpo k. Todos los espacios vectoriales y, en particular,
todas las algebras que consideramos son k-espacios vectoriales y k-algebras.
La siguiente observacion seré usada muchas veces en lo que sigue:

Lema 2.1. Sean A y B dos dlgebras y sea f : A — B una funcion lineal. Si
f(1a) =1p y existe un subconjunto S C A que genera a A como espacio vectorial
y tal que cada vez que s, t € S se tiene que f(st) = f(s)f(t), entonces [ es un

morfismo de dlgebras

Demostracion. Sean a, b € A. Como S genera a A como espacio vectorial, existe
familias finitas (s;)icr y (t;)jes en Sy (ai)icr y (bj)jes enk talesquea = 3, a;s;
yb= Zje] b;t;. Entonces ab = Ziel’jeJ a;bjs;t;, asi que

f(ab) = Z aibjf(sit;) = Z aibjf(s:) f(t;)

iel,jeJ iel,jeJ
= (D af(s0) (Db f () = F(@)f0).
il jeJ
Como f(14) = 1p, esto nos dice que f es un morfismo de algebras. O

§ Sean A y B dos algebras. Como se trata en particular de espacios vectoriales,
podemos considerar el espacio vectorial A ® B. La siguiente proposicion afirma que
hay una estructura de algebra natural sobre este espacio.

Proposicion 2.2. Si A y B son dos dlgebras, existe exactamente una estructura
de dlgebra sobre A ® B tal que

a®b-a @b =ad @b (4)
para cada a, a’ € A y cada b, b’ € B. Su elemento identidad es 1, ® 1.

De ahora en adelante, cada vez que consideremos el producto tensorial de dos
algebras, lo consideraremos dotado de esta estructura de algebra.

Demostracion. Como los tensores elementales de A® B generan a A® B como espacio
vectorial, es claro que hay a lo sumo una multiplicacién bilineal sobre A® B que satis-
face a condiciones del enunciado. Sila hay, entonces su elemento identidad es 1 4 ®15:
en efecto, como los tensores elementales generan a A ® B como espacio vectorial,
para verificar esto alcanza con mostrar que 1, ® lp-a®b=a®b=a®b-1,®1p,
lo que es inmediato en vista de (4). De la misma forma, si existe una multiplicacion
bilineal que satisface esa condicién, entonces es asociativa: para verlo hay que
mostrar que z - (y - z) = (x - y) - z para cada z, y, x € A® By, como los tensores
elementales generan a A ® B como espacio vectorial y la multiplicaciéon es bilineal,
es suficiente verificar esto cuando x, y y 2z son tensores elementales —y en ese caso

{lema:alg:map}

{eq:alg-otimes:1}
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es inmediato. Queda, entonces, probar que hay una multiplicacion bilineal en A ® B
que satisface la condicion (4)
Sia€ A sea )} :x€ A ar € A, que es una funcién lineal. De la misma
forma, si b € B, tenemos la funcion lineal )\bB :x € B—bx € B.
Siae Aybe B, podemos considerar la funcion lineal
MeMN.:A2B - Ae9B
y tenemos, de hecho, una funcion
A:(a,b) € Ax B— A2 @\ € hom(A® B,A® B)
que es bilineal. Existe entonces una funcién lineal

A:A® B — hom(A® B,A® B)

tal que A(a ® b)(a’ ® b') = aa’ @ bb' para cada a, ' € Ay cada b, b € B. Podemos
entonces definir una funcion u: (A® B) x (A® B) — A ® B poniendo para cada
a,a’ € Aycadab, b/ € B

ula®bd @) =Aa®b)(d V).

Es inmediato verificar que esta funciéon p es bilineal. Esto muestra que existe una
multiplicacion bilineal en A ® B que satisface la condicion (4) y, entonces, prueba
la proposicién. O

Esta construcciéon es compatible con los morfismos:
Proposicion 2.3. Sean A, A’, B, B’ algebras. Si f: A — A" yg: B — B’ son
morfismos de dlgebras, entonces la funcion lineal
f®g: A B— A B
es un morfismo de dlgebras.

Demostracion. Tenemos que mostrar que es un morfismo de anillos. Para eso

alcanza con que mostremos que si a1, as € Ay by, bo € B se tiene que

(f@g)a1®@br-az@b2) = (f@g)(a1 @) - (f ®g)(az @b),

ya que los tensores elementales generan a A ® B como espacio vectorial, y esto es
inmediato. u

€ La asociatividad y la conmutatividad del producto tensorial de espacios vectoriales
tiene su correlato en el producto tensorial de algebras.

Proposicion 2.4. Sean A, B y C tres dlgebras.
(i) Hay un dnico isomorfismo de dlgebras a: (A® B)®@ C - A® (B® C) tal
que a((a®b)®@c)=a® (b®c) para cada a € A, be B yce C.
(i) Hay un tnico isomorfismo de dlgebras o : A® B — B ® A tal que
o(a®b) =b®a para cada a € A y cada b € B.

{prop:otimes:alg-map}

{prop:otimes:alg:ass}
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Demostracion. En vista de la Proposicion 1.9 sabemos que hay un dnico isomorfismo
a: (A®B)®C — A®(B®C) de espacios vectoriales tal que a((a®b)®c) = a®(b®c)
paracadaa € A, b€ By cé€ C,y un tnico isomorfismo o0 : A B — B® A de
espacios vectoriales tal que o(a ® b) = b ® a para cada a € Ay cada b € B. Para
probar esta proposicion basta entonces mostrar que estos isomorfismos son, de hecho,
isomorfismos de algebras. Como los conjuntos {(a ®b)®@c:a€ A, be B,ce C}y
{a®b:a€ A bec B} generan a los dominios de « y de o como espacios vectoriales,
para esto basta que mostremos que

a((a@b)®c) a((d@b)od)=a((a®@b) ®c- (' @) )
para cada a, a’ € A, b, b € B, ¢, d € C, y que
ola®b)-o(@-b)=cla®b-a’ @)

para cada a, a € A y cada b, b’ € B. Esto es inmediato, usando la ecuacion (4). O

9 Recordemos que si A es un élgebra, el centro de A es el subespacio
Z(A)={a € A:ad" =daparatodo a’ € A}.

Se trata, de hecho, de una subélgebra de A que es conmutativa; en particular,
tenemos que k1l C Z(A).

Lema 2.5. Sea A un dlgebra. Si S C A es un subconjunto que genera a A como
dlgebra, entonces

Z(A)={a € A:as=sa para todo s € S}.

Demostracion. Denotemos Z’(A) al conjunto que aparece a la derecha en la igualdad
que queremos probar. Es claro que Z(A) C Z'(A), asi que bastara que probemos la
contencion reciproca. Sea a € Z'(A).

Sea Sy = {1} y para cadar > 1sea S, = {st : s € S,t € S,_1}. Como S
genera a A en tanto algebra, el conjunto Sec = J,~, Sr genera a A en tanto espacio
vectorial. Es evidente que at = ta para cada t € 3’0. Supongamos inductivamente
que r > 1y que at = ta para cada t € S,_;. Sis € Syt € S._1, entonces
ast = sat = sta porque a € Z/(A) y vale la hipétesis inductiva: esto nos dice que
at = ta para cada t € S,. Concluimos de esta forma, de hecho, que at = ta para
todo t € S.

Si ahora @’ € A, sabemos que existen n > 1, t1, ...,t, € Seo y b1, ..., by €k
tales que a’ = Zie[[n]] b;t;, y entonces aa’ = Zie[[n]] bat; = Zie[[n]] bit;a = a’a. Asi,
es a € Z(a), como queriamos. O

9 Decimos que un &algebra A es central si Z(A) =k14.

Proposicion 2.6. Sean A y B dos dlgebras. Si B es central, entonces hay un
isomorfismo de dlgebras f : Z(A) — Z(A ® B) tal que f(a) = a ® 1 para cada
a€”Z(A).

{lema:center:S}

{prop:otimes:central}
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Demostracion. La funcion f:a € Z(A) — a®1p € A® B es lineal. Sia € Z(A),
a' € Ayl € B, entonces

ad @b - fla)=d @V -axlp=da®l =ad @V =ax1p-d @V
= f(a)-d' ®V.

Como el conjunto {a’ @' : a’ € A, € B} genera a A® B como algebra, esto, junto
el Lema 2.5, nos permite concluir que f(a) € Z(A® B).

Se sigue del Lema 1.8 que la funcién f es inyectiva. Para terminar, queda que
mostremos que su imagen en Z(A ® B).

Sea entonces v € Z(A® B). Existen n > 0, un conjunto linealmente independiente
{a1,...,an} en Ay by, ..., b, € Btalesque z =) " a; ®b;. Sibe B, entonces
como x es central en A ® B es

0=1®b-z—z-10b= Y a;® (bb; — b;b).
i€n]

Como {ay,...,a,} es linealmente independiente, esto implica que bb; = b;b para
cada i € [n]. Como b es arbitrario, vemos asi que by, ..., b, € Z(B) = klg. Existen
entonces escalares A1, ..., A, € k tales que b; = Alp para cada i € [n] y, en
consecuencia,

T = Zai®b¢=(z )\,»az-)@l,g.

i€[n] i€[n]
Asi, existe a € A tal que v = a ® 1. Si ahora a’ € A, entonces como z es central
en A® B es

0=d®lp-z—2-d®@1g=(da—ad)®1p,

de manera que a’a = aa’. La arbitrariedad de a’ en A, ahora, implica que a € Z(A).
Concluimos de esta forma que x = a ® 15 = f(a), como queriamos. O

Corolario 2.7. Si A y B son dos dlgebras centrales, entonces A ® B también es
central.

Demostracion. De acuerdo a la proposicion, la funcion a € Z(A) — a®1p € Z(A®B)
es un isomorfismo porque B es central. Por otro lado, como A es central, la funcion
A€k A1y € Z(A) es un isomofismo. Componiendo estas funciones vemos que
A€k Alagp € Z(A® B) es un isomorfismo. O

{coro:otimes:central}
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§3. ALGEBRAS CENTRALES SIMPLES

€ Un algebra es simple si no tiene ideales bilateros no nulos propios.

€ En general, el producto tensorial de dos algebras simples no es simple. Hay un
caso especial e importante en el que si podemos concluir eso:

Proposicion 3.1. Si A es un dlgebra central y simple y B es un dlgebra simple,

entonces el producto tensorial A @ B también simple.

Demostracion. Sea I C A ® B un ideal no nulo; queremos probar que I = A ® B.
Sea x un elemento no nulo de I de rango minimo n. Sean a1, ..., a, € Ay
b1, ..., b, € B tales que z = Zie[[n]] a; ® b;; de la Proposicién 1.11 sabemos que
podemos suponer que la familia (by,...,b,) es linealmente independiente.

De la definicién del rango de x se sigue que a; # 0, asi que el ideal bildtero Aa; A
de A es no nulo. Como A es simple, esto implica que 14 € Aa; A y entonces existen

m>1yly,r, ..., by, T € Atalesque 14 =5 Liair;.

J€lm]
Seay =3 icfm)(li ®1p -2 7;®1p), que es un elemento de /. Para cada i € [n]
ponemos a; =Y

lja;rj, de manera que es y =y, 1 a; ® b;. Notemos que es

j€lm] i€[n

ay =14. Sia € A, entonces el elemento
a®@lp-y—y-a®lg= Z(aag—a;a)@)bi
i€[n]
tiene rango menor que n —ya que el término que corresponde a i = 1 se anula—
y pertenece a I: esto solo es posible si es nulo, en vista de la forma en que elegimos

a z. Como la familia (by,...,b,) es linealmente independiente, la segunda parte del
Lema 1.8 nos dice que aa) = aia para cadai € [n]. Asi,esal, ..., al, € Z(A) =kla,
y existen entonces Aq, ..., A, € k tales que a} = A\;14 para cadai € [n]. Observemos

que Ay =1, ya que aj = 14.

Vemos asi que y = Zie[[n]] Ala®b; =14®0bconb = Zie[n]] Aib;. Como
(b1,...,b,) es linealmente independiente y A1 # 0, es b # 0 y en consecuencia el
ideal bilatero BbB de B es no nulo. Como B es simple, esto significa que existen
k>1y sy, ty, ..., sk, trp € B tales que Zje[[k}] s;bt; = 1p, y entonces

lagp=1a@1p= > (la®s; y-la®t;) €l
Jelk]

Asi, el ideal I no es un ideal propio de A® B, que es lo que teniamos que mostrar. [

Ejemplo 3.2. Sea p un ntimero primo, sea k = F,(t) el cuerpo de funciones racionales
en una variable ¢ con coeficientes en el cuerpo de Galois IF, sea t1/P una rafz p-ésima
de t en una clausura algebraica de k y sea A = k(t'/?), que es una k-algebra de
dimension p. Como se trata de un cuerpo, A es un algebra simple. Sin embargo, el
algebra algebra A ® A no es simple. En efecto, sea z = t'/? @ 1 — 1 @ t'/7. Se trata
de un elemento no nulode A® Ay

2 =t®1-10t=0

{prop:simple:otimes}
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ya que t € k. Como zx es nilpotente, el ideal () de A ® A es propio. Por supuesto,
el algebra A no es central, ya que es conmutativa de dimensién mayor que 1. [

§ Si A es un algebra, el dlgebra opuesta a A es el dlgebra A°P que concide con A
en tanto espacio vectorial y cuyo producto -op es tal que

a-opb=ba
para cada a, b € A.

Proposicion 3.3. Si A es un dlgebra central y simple, entonces A°P también es

central y simple. Si A tiene dimension finita, hay un isomorfismo de dlgebras
A® A°° 2 End(A).

Demostracion. Es inmediato verificar que el centro de A°P es el mismo que el
de A —esto tiene sentido, ya que ambas algebras tienen el mismo espacio vectorial
subyacente— y que los ideales bilateros de A°P son los mismos que los de A. Esto
prueba la primera afirmacion.

Supongamos ahora que A tiene dimension finita. La funcion f : Ax A°?P — End(A)
tal que f(a,b)(z) = abx para cada a € A, b € A°P y x € A, es bilineal, asi que
existe una funcion lineal f : A® A° — End(A) tal que f(a ®b)(x) = axb para cada
a€ A be AP yxe A

Esta funciéon f es un morfismo de &lgebras. Para verlo, alcanza con verificar que
fla®b)of(d@V) = fla®b-a’ @) para cada a, a’ € Ay b, b’ € A°P, ya que los
tensores elementales generan al algebra A ® A°P como espacio vectorial, y esto es
inmediato, teniendo en cuenta que a @ b-a’ @ b’ = aa’ @ b'b en el adlgebra A ® A°P.

Como A y A°P son centrales y simples, la Proposicion 3.1 nos dice que A ® A°P
es un algebra simple y, en consecuencia, el morfismo de algebras f tiene que ser
inyectivo. Se trata por lo tanto de un isomorfismo, ya que su dominio y su codominio
tienen la misma dimension: en efecto, es dim A® A°P = (dim A)? = dimEnd(4). O

{prop:aaop}
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§4. ALGEBRAS DE MATRICES

9 Si A es un algebra y n > 1, escribimos M,,(A) al algebra de las matrices n-por-n
con coeficientes en A. Sii, j € [n] y a € A, escribimos e; j(a) a la matriz de M,, (k)
que tiene todas sus componentes nulas, salvo por la (4, j)-ésima, que es igual a a; si
a = 14, escribimos simplemente e; ; en lugar de e; j(14). La familia (e; ;); jefn] s
una base de M, (A) como A-mddulo izquierdo, es

M, (a) = Z €ii,

i€n]

ysii, j, k, 1 €[n]ya,be A, se tiene que
eij(a) - ex(b) = d;keii(ab).

Proposicion 4.1. Si A es un dlgebra y n, m > 1, entonces hay un isomorfismo de
dglgebras M, (k) ® A = M,,(A).

Demostracion. Sea f: M, (k) x A — M, (A) la funcion tal que si m = (m;;); je[n]
es un elemento de My, (k) y a € A es f(m,a) = 3, ;cp, ™ e (a). Es inmedia-
to verificar que se trata de una funcion bilineal, asi que determina una funcién
f:M,(k)® A — M, (A) tal que f(e;; ® a) = e; ;(a) para cada i, j € [n] y cada
a € A. Consideremos, por otro lado, la funcién g : M, (4) = M,,(k) ® A tal que si
M = (M; ;)i jefn] € M, (A) es g(M) = Zi,je[[n]] ei,j ® M; j. Veamos que fy gson
isomorfismos de algebras inversos.
Si M = (M; ;)i jeln] € Mn(A), entonces
o) = Y fle;@Miy) = > e;(Mij) =M,
i,j€[n] i,j€[n]

y esto nos dice que fog= idm,, (a). Por otro lado, para ver que g o f es la funcién
identidad de M, (k) ® A basta ver que coincide con ella en los elementos de la
forma e; ; ® a con i, j € [n] y a € A, ya que estos generan a su dominio como
espacio vectorial. Sean entonces i, j € [n] y a € A, y calculemos: es

9(f(eij ®a)) = glei;(a)) = ei; D a,
en vista de la definicion de la matriz e; ;(a).
Nos queda mostrar que f y g son isomorfismos de algebras, y para ello alcanza
a esta altura con mostrar que f es un morfismo de algebras. Si i, j, k, | € [n]
v a, b € A, entonces

fleij®a-ap, ®b) = fle;jen, ® ab) = & f(eiy @ ab = §; e (ab)

fleij®a)- flexy @b) =e;j(a) - eri(b) = 0;reii(a,b).

Que estas dos expresiones sean iguales completa la prueba. ([

{prop:otimes:ma}
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Proposicion 4.2.
(i) Sin, m > 1, hay un isomorfismo de dlgebras

M., (k) @ M, (k) = M,,,,, (k).
(i) Si A es un dlgebra y n, m > 1, entonces hay un isomorfismo
M., (M, (A)) =2 M,,,,,(4).

Demostracion. (i) Hay una funcion bilineal f : M, (k) x M,,(k) = M,,,(k) tal que
para cada i, j € [m] y cada k, I € [n] es f(ei,er1) = en(im1)+kn(i—1)+1> asi que
hay una funcién lineal f : M,, (k) ® M,,(k) — M,,,,(k) tal que para cada i, j € [m]
y cada k, | € [n] es f(e;; @ €x) = €nim1)+kn(j—1)+-

Como 1|V|m(k) = Zie[[m]] €ii Y 1MT,,(lk) = Zie[[n]] Ciyiy €8

FOM0eM,0) = FAM,0 @ Imm) = Y flei®ejy)
i€[m],j€n]

= Z Cn(im1)+jn(im1)+j = Z ekl = 1M, (k)- (5)
i€[m],j€n] ke[mn]

Por otro lado, si i, ¢, 7, 7 € [m] y cada k, k', [, I € [n], entonces

fleij ®eki- ey @ew ) = fleijeijr @ exier i)

= 0j,i 01, f €157 @ €)= 01,01k €n(im1)4hn (5 —1)+1/

fleij®ery) - flewj @ ep 1) = en(iz1)+kn(i—1)41 * €n(i'—1)+k' ,n(j'—1)+1

= Op(G—1),n (i —1)+k' En(im1)+k,n(j’ —1)+1'>
y es facil ver que estas dos expresiones son iguales. Como el conjunto
#={eij®@epy i, j € [m], k1€ [n]}

es una base de M,,, (k)®@M,, (k) como espacio vectorial, esto junto con (5) nos permite
concluir que que f es un morfismo de &lgebras gracias al Lema 2.1. Finalmente,
como la imagen del la base 2 es la base {e; ; : i,j € [mn] de My, (k), la funcion f
es un isomorfismo.

(#) Usando la Proposicion 4.1 y la primera parte de la Proposicion 2.4, obtenemos

isomorfismos de algebras
M:n(My(4)) = My, (k) @ My, (A) = My, (k) @ (M (k) © A)
= (M (k) ® My (k) @ A

M,n(A) = My, (k) @ A,

asi que el resultado buscado es consecuencia de la existencia del isomorfismo
M., (k) ® M,, (k) = M,,,,(k) probada en la primera parte. O

{prop:alg-otimes:nm}

{eq:mm:1}
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Proposicion 4.3. Sin > 1, entonces el dlgebra de matrices M, (k) es central.

Demostracion. Sea m = (my ;)i jen] € Z(My(k)). Sean ig, jo € [n]. Sii, j € [n],
la componente (7, j)-esima del producto me;, ;, €s d;,,;Miq, Mmientras que la del
producto e;, j,m es d;, ;m;j, ;. Como m es central, concluimos que es

Oy ,jaMiz,iv = i, i Mo, ja
para cada i1, i2, j1, j2 € [n]. Tomando j; = jo =1, vemos que m; ; =0sii j € [n]
son distintos, y que m; ; = my 1 cualquicra sea i € [n]. Esto nos dice que m = mq 11,
con I € M,,(k) la matriz identidad. |

Corolario 4.4. Sea A es un dlgebra, sea n > 1. Hay una funcion
ac Z(A) — aan(A) S Z(Mn(A))

y es un isomorfismo de dlgebras. En particular, si A es un dlgebra central, entonces
M,,(A) también es central.

Demostracion. La proposicién nos da un isomorfismo

ac€Z(A)—~ M, ®a € Z(M, (k) ® A) (6

~~

mientras que la Proposicién 4.1 y su prueba nos da un isomorfismo
h:M,(k)® A— M,(A)

tal que h(lM"(A) ® a) = al para cada a € A, que se restringe a un isomorfismo
hz : Z(M,, (k) ® A) = Z(M,,(4)).

La composicion de éste con el isomorfismo de (6) es la funcion del enunciado, que
es entonces un isomorfismo. Esto prueba la primera afirmacion del colorario, y la
segunda sigue inmediatamente de ésta. O

Proposicion 4.5. Sea A un dlgebra y sea n > 1. El dlgebra de matrices M,,(A) es

simple si y solamente si A es simple.

Demostracion. Supongamos primero que A es simple y mostremos que M, (A4)
también lo es. Sea I un ideal no nulo de M,,(A): hay que probar que I = M, (A).

Sea m € I un elemento no nulo. Como m # 0, existen iy, jo € [n] tal que
la componente (ig, jo)-ésima de m es m;, j, # 0. Como Am;, j, A es un ideal
bilatero no nulo del algebra A, que es simple, no puede ser propio y, en particular,
contiene a 14. Esto significa que existe m > 1y Iy, r1, ..., Iy, 7 € A tales que
14 = Zke[[m]] lgma 17,. Observemos que para cada s € [n] tenemos que

€s,s = Z €s,io (lk)mej, s(ri) € 1,
ke[m]

de manera que Im, ) = Zse[[n]] es,s € I, como queriamos.

{prop:center:mk}

{coro:ma:central}

{eq:zma:1}

{prop:simple:ma}
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Para probar la afirmacion reciproca, supongamos que A no es simple y sea I C A
un ideal propio no nulo. Es inmediato verificar que el conjunto M,,(I) de todas las
matrices de M, (A) que tiene todas sus componentes en I es un ideal propio no nulo
de M,,(A): esto muestra que esta algebra no es simple. ]
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§5. EL GRUPO DE BRAUER DE UN CUERPO

9§ Si Ay B son dos algebras, decimos que A es similar a B, y escribimos A ~ B,

si existen n, m > 1 y un isomorfismo de algebras M,,(4) = M,,(B). Observemos

que es inmediato que dos algebras isomorfismas son similares.
Proposicion 5.1. La relacion de similaridad es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Que es reflexiva y simétrica es evidente, asi que alcanza con mostrar
que es transitiva. Supongamos que A, B y C son tres algebras y que A ~ B
y que B ~ C, de manera que existen n, m, r, s > 1 tales que hay isomorfis-
mos M, (A) 2 M,,(B) y M,.(B) = M,(C). Es claro entonces que hay isomor-
fismos M,.(M,,(4)) = M,.(M,,,(B)) y M,,(M,.(B)) 2 M,,,(Ms(C)). La segunda
parte de la Proposiciéon 4.2 nos dice que hay isomorfismos M,.,(4) = M,.(M,,(A)),
Mm(MS(C)) = Mms(C) y Mr(Mm(B)) = Mrm(B) = Mm(MT(B))7 asi que compo-
niendo obtenemos un isomorfismo M,.,(4) = M,,,,(C'). Resulta entonces que A ~ C,
que es lo que queriamos mostrar. O

Proposicion 5.2. Sean A y B dos dlgebras. Si A es central y simple y A ~ B,

entonces B es central y simple.

Demostracion. La hipotesis es que existen n, m > 1 tales que hay un isomorfismo
de algebras M,,(A) = M,,(B). Como A es central y simple, el Corolario 4.4 y la
Proposicion 4.5 nos dicen que M,,(A) es central y simple, asi que M,,,(B) tiene las
mismas dos propiedades. Esos resultados, entonces, nos permiten concluir que B
también las tiene. O

9 Denotamos Br(k) al conjunto de las clases de similaridad de 4lgebras centrales
simples. Si A es un &lgebra central simple, escribimos [A] a la clase de similaridad
de A en Br(k).

Proposicion 5.3. Hay una tnica estructura de grupo abeliano sobre Br(k) tal que
para cada par de dlgebras centrales simples A y B es

[4]-[B] = [A® B].

Llamamos a Br(k), dotado de esta estructura de grupo, el grupo de Brauer del
cuerpo k.

Demostracion. Sean A, A’, B y B’ algebras centrales simples tales que A ~ A’
y B ~ B’, de manera que existen n, m, v, s > 1 tales que hay isomorfismos de
algebras f: M, (A) = M, (4") y g : M,.(B) = M4(B’). De acuerdo al Corolario 2.7
y a la Proposicion 3.1, las algebras A ® B y A’ ® B’ son centrales y simples.
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Sabemos que

M, (A® B)=M,,(k)® A® B
n(k) @M, (k)@ A® B
n(k)® A M, (k)® B

n(4) @ M,.(B)

1
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M,,
M
M
M

y, de la misma forma,

Myns (A’ @ B') 2 M,.,(A') @ M, (B')

Como f®g¢g: M,(A) @ M,.(B) = M,,(4") @ Mg(B’) es un isomorfismo de algebras,
tenemos que M,,,.(A® B) y M,,,s(A’ ® B’) son algebras isomorfas y, en consecuencia,

que AR B~ A'"® B'.

Hay entonces una funcion - : Br(k) x Br(k) — Br(k) tal que [4] - [B] =

21

[A® B]

para cada par de dlgebras centrales simples A y B. Veamos que esta funcién hace

de Br(k) un grupo abeliano.

e El élgebra trivial k es central y simple, asi que determina una clase

k] € Br(k). Si A es un &lgebra central y simple, es inmediato que las
funciones a € A —- 1®a e k®Aya€ A—a®l e A®k son iso-
morfismos de algebras, asi que, en particular, es k@ A ~ A ~ ARk y
[k] - [A] = [A] = [A] - [k]. Esto significa que [k] es un elemento neutro
en Br(k).

Si A, By C son élgebras centrales y simples, sabemos de la Proposicion 2.4
que hay un isomorfismo de algebras (A® B)®@ C =2 A® (B ® C), de manera
que (A®B)®C ~ A®(B®C) y, por lo tanto, ([4]-[B])-[C] = [A]-([B]-[C]).
La multiplicacion de Br(k) es entonces asociativa.

Finalmente, si A es un &lgebra central y simple, sabemos de la Proposi-
cion 3.3 que A°P también es central y simple y que hay un isomorfismo
A ® A°P =~ End(A4). Sin = dim A, entonces End(A) = M, (k), asi que
vemos que A ® A°P ~ k, esto es, que [A] - [A°P] = [k]. Concluimos asi que la
clase [A] tiene a [A°P] como inverso a derecha en Br(k). En vista de lo ya
probado, se trata también, de hecho, de un inverso a izquierda.

Esto completa la prueba. ([
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§6. ALGEBRAS DE DIVISION

€ El objetivo de esta seccion es explicitar la relacion que hay entre el grupo de
Brauer y el problema de clasificar las algebras de division.

Empezamos por un resultado auxiliar.

Lema 6.1. Sea A un dlgebra.
(i) Hay un isomorfismo de dlgebras End4(A) =2 A°P.
(ii) Si M es un A-mddulo izquierdo y n > 1, hay un isomorfismo de dlgebras

Ends(M™) = M, (End4(M)).

En el primer punto, End 4(A) denota el algebra de endomorfismos de A visto como
A-modulo izquierdo; en la segunda, M™ es el A-mddulo suma directa M & --- & M
de n sumandos iguales a M.

Demostracion. (i) Consideremos la funcion ¢ : f € Enda(A4) — f(14) € A, que
es lineal. Si f € End4(A) es tal que ¢(f) = f(14) = 0, entonces para cada
a € A tenemos que f(a) = f(a-14) = a- f(1la) = 0, de manera que f es
idénticamente nula: esto muestra que ¢ es inyectiva. Por otro lado, si b € A, la
funcion fy : a € A — ab € A es un elemento de End4(A) y ¢(f) = b: vemos asi
que ¢ es sobreyectiva. Se trata, entonces, de un isomorfismo de espacios vectoriales.

Si f, g€ Enda(A), es
d(fog)=flg(la)) = flg(la)-1a) = g(1a) - f(1a) = &(g) - &(f),

asi que ¢ : End4(A) — A°P es un isomorfismo de algebras.

(i) Sii € [n] sean ¢ : M — M™ y p; : M™ — M los morfismos de A-
modulos tales que ¢;(m) = (0,...,0,m,0,...,0), como el elemento m ocupando
la i-ésima coordenada, para cada m € M, y p;(mi,...,m,) = m; para cada
(mq,...,my) € M™. Es inmediato verificar que para cada i, j € [n] es

idM, sii= j;
Diogq; = .
0, en caso contrarior;

y que

> giopi =idyn.

ie[n]
Sea @ : End4(M™) — M,,(End4(M)) la funcion tal que ®(f) = (pi © f © ¢;)i jen]
para cada f € Ends(M™). Es inmediato verificar que se trata de una funcion
lineal. Es inyectiva: si f € End4(M™) no es nulo, existe un elemento no nulo
(my,...,myp) € M™ con imagen (m},...,m,) = f(m,...,my) no nula, asi que
existen i, j € [n] tales que m; # 0y m} # 0, y entonces el morfismo g; o f o p; no
es nulo, ya que manda m; a m}: esto nos dice que ®(f) # 0.

{lema:end}
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Por otro lado, ® es sobreyectiva. Si (fi ;)i je[n] €s un elemento de M,,(End 4 (M)),
entonces f =3, .,
que ®(f) = (fij)ijen], ya que para cada k, [ € [n] es

14 © fij opj es un elemento de End 4 (M™) para el que se tiene

profoq= > Progiofijop;oq=pkoqko fiiopioq = frr
.jeln]
Finalmente, si f, g € End4(M™), entonces
pio(fog)ogi=piofoidyrogog =Y (piofoqs)o(pkogog)
ke[n]

y esto implica que ®(f o g) = ®(f) - P(g). Asi, ® es un morfismo de algebras. O

§ El siguiente resultado es un caso especial de un célebre teorema de Wedderburn.

Proposicion 6.2. Si A es un dlgebra simple de dimension finita, existen un dlgebra

de division D yn > 1 tal que hay un isomorfismo de dlgebras
A= M,(D).
Si A es central, entonces D es central.

Demostracion. Sea A un algebra simple de dimension finita. El conjunto de los
ideales izquierdos de A no es vacio y cada uno de ellos es un subespacio vectorial
de A: podemos entonces elegir un ideal izquierdo I minimal. El subespacio A de A
es un ideal bilatero y no nulo, asi que IA = A porque A es simple. Esto significa
que existen n > 1y x1, ..., x, € A tales que 14 € Zie[[n]] Iz;, y podemos suponer
que n fue elegido de manera que sea el menor entre los nimeros que tienen esa
propiedad; en particular, esa minimalidad implica que Iz; # 0 para cada i € [n].
Como la suma es un ideal izquierdo, esto nos dice que, de hecho, A =" iln] Ix;.

La funciéon x € I — zx; € Ix; es claramente un morfismo sobreyectivo de
A-modulos izquierdos y, como I no contiene submédulos —es decir ideales— propios
no nulos, esa funcion es inyectiva. Vemos asi que para cada i € [n] el subespacio
Ix; es un ideal izquierdo minimal de A.

Si ig € [n], entonces Iwi, N3, fio) [2i €8 un subideal de Ix;,. Sino es cero,
entonces coincide con Iz;, y, en consecuencia, Zie[[n]]\{io} Iz; = Zie[[n]] Iz, = A:
esto es imposible, por la forma en que elegimos a n. Concluimos de esta forma que
A= ®ieﬂnﬂ Ix;. Como todos los ideales Ix; son isomorfos a I en tanto A-mo6dulos
izquierdos, esto nos dice que hay un isomorfismo de A-modulos izquierdos A = I™.

Sea f: I — I un endomorfismo de I como A-médulo. Tanto el nicleo como la
imagen de f son submoédulos de I y, como [ es no tiene submodulos propios no
nulos, cada uno de ellos es o bien nulo o bien coincide con I. Esto nos dice que o
bien f es un isomorfismo o bien es nulo. En consecuencia, el algebra D = End4(I)
es un algebra de division.

Usando las dos partes del Lema 6.1, tenemos isomorfismos de dlgebras

A% = End4(A) = End4(I") 2 M,,(End 4(I)) = M,.(D)

{prop:wedd}
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asi que A = M,,(D°P); por supuesto, D es un algebra de division, ya que D lo
es. Esto prueba la primera afirmacion de la proposicién. La segunda afirmacion es

consecuencia inmediata del Corolario 4.4, que implica que hay un isomorfismo de
algebras Z(D°P) = Z(M,,(D°P)) =2 Z(A). O

El algebra de divisiéon D y el niimero n que aparecen en esta proposicion estéan uni-
vocamente determinados por el dlgebra A. Esto es consecuencia de la Proposicion 6.4
que probamos mas abajo. Para hacerlo, necesitamos el siguiente lema.

Lema 6.3.
(i) Todos los ideales izquierdos minimales de un dlgebra simple de dimension
finita son isomorfos en tanto mddulos izquierdos.
(ii) Mds generalmente, dos mddulos izquierdos simples sobre un dlgebra simple
de dimension finita son isomorfos.
(4i) Si D es un dlgebra de division y n > 1, entonces para cada ideal izquierdo
minimal I de My, (D) hay un isomorfismo de dlgebras Endw,, (4)(I) = DP.

Demostracion. (ii) Sea A un algebra simple de dimension finita y sean I C A un
ideal izquierdo minimal y J un A-moédulo izquierdo simple. Como vimos en la
prueba de la Proposicion 6.2, existen n > 1y x1, ..., z, tales que para cada i € [n]
el ideal Iz; es isomorfo a I como A-modulo izquierdo y A = ®ieﬂlﬂ Iz;. Por otro
lado, si y € J es un elemento no nulo, entonces la funcion f:a € A ay € J es un
morfismo sobreyectivo de A-moédulos izquierdos. Como J #0y A = @ie[[ 1 Ix;, es
claro que existe ig € [n] tal que la restriccion f|rs, : Ix;, — J no es nula. Como
tanto Iz;, como J no poseen submoédulos no nulos propios, esta restriccion tiene
que ser un isomorfismo, asi que Iz;, = J. Como sabemos ya que I = Iz, , esto
prueba el lema.

(i) Como todo ideal izquierdo minimal en un algebra es en particular un modulo
izquierdo simple, esto es consecuencia directa de la parte (ii) del lema.

(#1) En la primera parte probamos que todos los ideales minimales de A = M,,(D)
son isomorfos en tanto A-modulos izquierdos, asi que todos tienen algebras de
endomorfismos isomorfas. Bastara que probemos la parte (i), entonces, para un
ideal minimal especial.

Sea I = Ae; 1, que es un ideal izquierdo de A; sus elementos son las matrices
que tienen todas sus columnas nulas, salvo posiblemente la primera. Se trata de
un ideal izquierdo minimal: para verlo, basta ver que cualquiera de sus elementos
no nulos lo genera en tanto ideal izquierdo. Si z € I\ 0, existe ¢ € [n] tal que la
componente (i, 1)-ésima de x es x;1 # 0, y entonces e 1 = elvi(xi_)ll)x € Ax: esto
implica que = genera a I.

Sea ahora f : I — I un morfismo de A-moédulos izquierdos y sea u = f(e1,1).
Como ej,; = ey 1e1,1 en A, es

U = f(el,l) = f(€1,1€1,1) = 61,1f(€1,1) = €114,

{lema:wedd}
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y esto nos dice que todas las columnas de u, salvo posiblemente la primera, son

nulas. Asi, existe d € D tal que u = ey,1(d). Vemos de esta forma que existe una

funcién ¢ : End4(I) — D tal que para cada f € End (1) es f(e1,1) = e1,1(o(f)).
Si f, g: I — I son morfismos de A-mo6dulos izquierdos, por un lado tenemos que

(fo 9)(61,1) = f(g(el,l)) = f(€1,1(¢(9))) = f(61,1(¢(9)) : 61,1)
=e1,1(¢(9)) - flern) = e11(#(9)) - er1(d(f))
=e1,1 (¢(9) : ¢(f))

¥, por otro, que (f o g)(e11) = e11(6(f 0 9)), ast que es ¢(f 0 ) = 6(g) - 6(f). Esto
nos dice que ¢ : End4(I) — D°P es un morfismo de algebras. En la prueba de la

Proposicion 6.2 vimos que End 4 (1) es un 4lgebra de division, asi que ¢ es necesa-
riamente inyectiva. Por otro lado, si d € D, entonces la funcion fy:x € I — xd € 1
es claramente un elemento de End;(A) tal que ¢(f4) = d, asf que ¢ es sobreyectiva.
El morfismo ¢ es entonces un isomofismo, y esto prueba lo que queremos. O

Proposicion 6.4. Sean D y D’ dlgebras de division de dimension finita y sean
n, m > 1. Si hay un isomorfismo de dlgebras M,,(D) = M,,,(D’), entonces D = D’
yn=m.

Demostracion. Supongamos que ¢ : M, (D) — M, (D) es un isomorfismo de
algebras y sea I' C M,,(D’) un ideal izquierdo no nulo minimal. Es claro que ¢(I")
es un ideal izquierdo no nulo minimal de M,,(D) y que ¢ induce un isomorfismo de
4lgebras

Endwm,, 0y (1) = Endm, (p)(6(1')). (7)
De acuerdo a la Proposicion 4.5, las algebras M,,(D) y M,,,(D’) son simples, asi
que la segunda parte del Lema 6.3 implica que hay isomorfismos de algebras
D = Endw, (p)(¢(I")) y D' = Endw,, (p/y(I"). Componiendo con el isomorfismo (7),
vemos que D y D’ son algebras isomorfas. En particular, estas dos algebras tienen
la misma dimensiéon y entonces de la igualdad

m?dim D’ = dimM,,,(D’) = dimM,,(D) = n*dim D,

que se deduce de que ¢ es un isomorfismo, podemos concluir que n = m. O

Proposicion 6.5. Sea Z(k) el conjunto de clases de isomorfismo de dlgebras de
division centrales; si D es una tal dlgebra, escribamos (D) € 2(k) a su clase. La
funcion

(D) € 2(k) — [D] € Br(k)
es una biyeccion.

Demostracion. Llamemos ¢ a la funcion del enunciado.
Sea primero o € Br(k). Si A es un algebra central simple tal que o = [A],
sabemos, de la Proposicién 6.2, que existen un algebra de division D y n > 1 tal

{prop:wedd:uniq}

{eq:wedd:uniq}

{prop:brauer:div}
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que hay un isomorfismo A = M,, (D). Esto implica que A ~ D y, en consecuencia,
que ¢((D)) = [4] = a. La funcion ¢ es, por lo tanto, sobreyectiva.

Sean ahora D y D’ dos algebras de division, y supongamos que [D] = [D'],
de manera que existen n, m > 1 tales que hay un isomorfismo de algebras
M, (D) = M,,(D’). La Proposicion 6.4 nos dice entonces que D y D’ son ellas
mismas isomorfas como algebras. Esto prueba que la funcién ¢ es inyectiva y
completa la prueba de la proposicion. ([

€ Usando esta conexién del grupo de Brauer con las algebras de division, podemos

calcular algunos ejemplos. Empezamos, sin embargo, por un lema auxiliar.

Lema 6.6. Sea D un dlgebra de dimension finita y sea v € D. Si f : k[X] — D
es el morfismo de dlgebras tal que f(X) = x, entonces existe un tinico polinomio
ménico, no constante e irreducible p € k[X] tal que ker f = (p).

Como es natural, llamamos a p el polinomio minimal de x en D.

Demostracion. Como D tiene dimension finita y k[X] no, el ntcleo de f es no
trivial. Como k[X] es un dominio de ideales principales, existe un tnico polinomio
monico p € k[X] tal que ker f = (p). Como f(lxx)) = 1p #0, es p # lyx] ¥, en
consecuencia, p no es constante.

Supongamos que p es reducible, de manera que existen polinomios p1, p2 € K[X]
no constantes tal que p = p1p2. Se sigue de esto que 0 = f(p) = f(p1)f(p2) y, como
D es un 4lgebra de division, que alguno de f(p1) o f(p2) es cero, es decir, que o p;
o py esta en ker f. Esto es imposible. O

Proposicion 6.7. Sik es algebraicamente cerrado, entonces Br(k) = 0.

Demostracion. En vista de la Proposicién 6.5, basta que mostremos que todas las
algebras de divisién de dimension finita son isomorfas a k.

Sea D, entonces, un algebra de divisiéon de dimensién finita y sea € D. Hay
un morfismo de algebras f : k[X] — D tal que f(X) = «. El Lema 6.6 implica que

hay un polinomio p € k[X] moénico, no constante e irreducible tal que ker f = (p).

Como el cuerpo k es algebraicamente cerrado, esto implica que p tiene grado 1
y existe entonces o € k tal que p = X — a. Como p(z) = 0, esto nos dice que
x—alp =0, esto es, que z = alp € klp. Concluimos de esta forma que D = klp,

como querfamos. (Il

Proposicion 6.8. Fs Br(R) & Z/2Z. La clase no trivial es la del dlgebra H de
cuaterniones.

Demostracion. Sea D una R-algebra de divisién de dimension finita y supongamos
que dim D > 1, de manera que existe z € D \ Rlp. El nicleo del morfismo de
algebras f : R[X] — D tal que f(X) = x esta generado por un polinomio p € R[X]
no constante, monico e irreducible: sabemos que esto implica que degp = 2 vy,

{lema:minimal}

{prop:br:closed}

{prop:br:rr}
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entonces, que la imagen de f es una subalgebra C' de D isomorfa a R[X]/(p) que es,
a su vez, isomorfa a C. Existe, en particular, un elemento i € D tal que i2 = —1.
Sean ahora Dy ={y € D:iy =yi} y D_ = {y € D : iy = —yi}; se trata de
subespacios vectoriales de D. Si z € D, entonces %(z —izi)e Dy y %(z +izi) € Dy,
de manera que z = 3(z—iz2i)+ 3 (z+izi) € Dy +D_. Por otrolado, si z € Dy ND_,
entonces zi = iz = —zi y, en consecuencia, 2iz = 0; como 2i # 0 in D, porque i # 0,
esto implica que z = 0. Vemos asi que D = D, @& D_. Es claro que 1p, i€ D,.

Siu, v € Dy, entonces
i(uv) = iuv = wiv = wvi = (wv)i,

asi que uv € Dy. Como 1p € Dy, esto implica que Dy es una subalgebra de D. Si
u € Dy \ 0, entonces

1

il = L 1 —1: -1 —1,

wu~ T =u tuu =u 4,

y esto nos dice que u~! € D,. Vemos de esta forma que D, es una subalgebra de
divisién de D. Como contiene a C' en su centro, se trata, de hecho, de una C-algebra
de divisién de dimensioén finita y como C' es un cuerpo algebraicamente cerrado, la
Proposicion 6.7 nos dice que Dy = C. En particular, {1,i} es una base de D, como
espacio vectorial sobre R.

No puede ser que sea D_ = 0: en ese caso serfa D = D, y, en consecuencia,
i € Z(D) = Rlp y, por hipotesis, D es central. Existe entonces un elemento no nulo
y € D_. Es inmediato ver quesiz € Dy esyz€ D_yquesize€ D_esyz € D,y
esto implica que tenemos funciones z € Dy —yz € D_y z € D_— yz € Dy, que
claramente son lineales. Como y no es un divisor de cero en D, estas dos funciones
son inyectivas y, entonces, dim D, = dim D_ y {y,yi} es una base de D_ sobre R.

Sea ¢ € R[X] el polinomio minimal de y en D, que no es constante. Como
y € Rlp, g no es lineal y, como es irreducible sobre R, su grado es necesariamente 2.
Existen a, b € R tales que ¢ = X2 +aX + b= 0. Se sigue de esto que

0=iq(y) = i(y> + ay +b) = (y* — ay + b)i

y, en conscuencia, y también anula el polinomio X2 — aX + b. Esto implica que
a =0. Como ¢ = X2 + b es irreducible sobre R, debe ser b > 0, y entonces existe
¢ >0 tal que b = c%. Si ponemos j = y/c, entonces y € D_ y j? = —1.

Concluimos de esta forma que D tiene a {1,i,7,ji} como base sobre R, que
i2 = j2 = —1, y que ij = —ji. Es evidente ahora que D = H.

Hemos probado que hay exactamente dos algebras de divisién reales centrales de
dimension finita: R y H. Como evidentemente no son isomorfas, Br(R) tiene dos
elementos. La proposici6 sigue ahora inmediatamente. (|
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§7. EXTENSION DE ESCALARES

9 Sea E/k una extension de cuerpos. En esta seccion y las siguientes consideraremos
espacios vectoriales y algebras sobre k y sobre E. Convendremos en que los términos
«espacio vectorialy y «algebray, sin calificar, se refieren a espacios vectoriales y
algebras sobre nuestro cuerpo base k, mientras que para referirnos a los conceptos
correspondientes sobre E diremos «FE-espacio vectorialy y «F-algebray». Usaremos
la misma convencién para todos los otros conceptos relativos a un cuerpo; asi, por
ejemplo, haremos una diferencia entre «funciones lineales» y «funciones E-lineales».

¥ Empezamos con una construccién que produce E-espacios vectoriales a partir de
espacios vectoriales.

Proposicion 7.1. Si V es un espacio vectorial, entonces el espacio vectorial
VE = E®V es de una tnica forma un E-espacio vectorial de manera que para
cada e, e € Eycadav eV ese-e @v=ce Q.

Decimos que el E-espacio vectorial VF se obtiene del espacio vectorial E por
extension de escalares; si es necesario poner de maniefiesto el cuerpo k lo escri-
biremos VE/E. De ahora en adelante, cada vez que mencionemos a VE lo veremos
como un F-espacio vectorial de esta forma.

Demostracion. Como el conjunto de los tensores elementales de V¥ genera a V¥
como grupo abeliano, es claro que hay a lo sumo una estructura de F-espacio
vectorial que satisface la conficién del enunciado. Bastara entonces que probemos la
existencia de una tal estructura.

Sie € E,lafuncion \F : ¢/ € E + ee’ € E es lineal, asi que hay una funcion
lineal \f @ idy : VE — VF tal que \F(¢’ ® v) = ee’ ® v para cada ¢’ € E y cada
v € V. Podemos entonces considerar la funciéon

Ni(e,2) € ExVE = \E(z) e VE,

que da una acciéon de E sobre V. Es inmediato verifica que esta acciéon hace del
grupo abeliano subyacente a V¥ un E-espacio vectorial. Sie, ¢ € Eyv €V,
entonces e - €/ ® v es, para esta accion, igual a A(e,e’ @ v) = A\E(e/ @ v) = ec’ @ v,

como queremos. O

Proposicion 7.2. Sea V un espacio vectorial. El conjunto {1g®v : v € V'} genera
a VE como E-espacio vectorial. Si % es una base de V como espacio vecorial,
entonces el conjunto BY = {1gp @ v :v € B} es una base de VE como E-espacio
vectorial y, en particular, es

dimg VEF =dimV.

Demostracion. Sea % una base de V. Si 2 € V| de la Proposiciéon 1.6 sabemos
que existe una tnica familia (e;);e; de elementos de E tal que e; = 0 para casi todo
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ielyr=3,,60v=> 6" lp®uv. Vemos asi que B~ es una base de
a VE como E-espacio vectorial.

Como % es un subconjunto de {1z ® v : v € V'}, esto en particular prueba la
primera afirmaciéon de la proposiciéon. Por otro lado, la igualdad de las dimensiones
de V sobre k y de V¥ sobre E es ahora inmediata. (Il

Proposicion 7.3. Sean V' un espacio vectorial y W un E-espacio vectorial. Si
f:V =W es una funcion lineal, entonces existe exactamente una funcion E-lineal
f:VE W tal que f(1g ®v) = f(v) para todo v € W.

Demostracion. La funcion (e,v) € E X V e f(v) € W es bilineal, asi que existe
una funcién f : V¥ — W que satisface la condicién del enunciado y, como el
conjunto {1 ® v : v € V} geenera a V¥ como E-espacio vectorial, esta funcion f
es la tnica que la satisface. (I

La extension de escalares también puede hacerse con las funciones lineales, con
las propiedades esperables:

Proposicion 7.4.

(i) SiV y W son espacios vectoriales y f : V. — W es una funcion lineal.
entonces la funcion f¥ =idp @ f: VE - WF es E-lineal.

(ii) SiV es un espacio vectorial, entonces la funcion (idy)? : VE — VE es la
funcion identidad de VF.

(i) Si 'V, W, U son espacios vectoriales y f : V = W yg: W — U son
funciones lineales, entonces (go f)F = g¥ o fF.

(iv) Si 'V y W son espacios vectoriales y f : V. — W es un isomorfismo de
espacios vectoriales, entonces fF : VE — WE es un isomorfismo de E-
espacios vectoriales.

Si es necesario poner de manifiesto el cuerpo k, escribiremos fZ/* en lugar de
simplemente f%.
Demostracion. Las partes (4i) y (ii1) son consecuencias directas de la primera y la

segunda parte de la Proposicion 1.13. Mostremos la parte (i). Sie, e’ € Eyv eV,

entonces
fPe-e ®v)=(idp @ f)(ee’ @0v) =ee’ @ f(v) =e-€ @ f(v)
=e-(idp®@ f)( @v)=e- fE( ®v).
Como el conjunto de los tensores elementales de V¥ genera a V¥ como grupo
abeliano, esto es suficiente para concluir que f¥ es E-lineal.
Veamos finalmente la veracidad de la dltima afirmaciéon. Si f: V — W es un

isomorfismo de espacios vectoriales, entonces existe una funcién lineal g : W — V'
tal que go f =idy y f o g = idy, en consecuencia

g¥ o fFP=(go /)F = (idv)" =idys

{prop:ext:adj}

{prop:ext:functor}
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en vista de lo que ya probamos. De la misma forma es f¥ o g = idyy =, de manera
que f¥ es un isomorfismo de E-espacios vectoriales. ([l

Finalmente, la construcciéon de la extension de escalares y la del producto tensorial
son compatibles:

Proposicion 7.5.

(i) Si V y W son espacios vectoriales, entonces existe un isomorfismo de
E-espacios vectoriales nyw : VE @p WE — (V@ W) tal que para cada
veVycdoweW esnyw((lp®v)®@ (lg@w)) =1 ® (v w).

(i) SiV, V', W, W’ son espacios vectoriales y f:V =V yg: W — W’ son
funciones lineales, entonces conmuta el diagrama

VE‘ ® WE fE®gE V/E ® W/E

nv,wl lnvl,wl
)E

WV ew)E L g wnyE

Demostracion. (i) Siv € V, tenemos una funcion lineal I, : w € W — v@w € VW,

asi que podemos considerar la funcion E-lineal (I,)¥ : W¥ — (V @ W)F. Hay

entonces una funcion L : v € V = (I,)¥ € homg(WE (V@ W)F). Sia, o’ €k

vy v, v' € V, entonces para cada w € W es

L(av + d'v)(1g @ w) = (lavsar )P (1 @ w) = 15 ® ((av + a'v') @ w)

=a-lp@@Wew)+d- 1p (O @w)
=a-(I,)(lg@w) +d- (1,)¥(1lg®@w)

(a-L(v)+d - L)) (lg @ w).

Como el conjunto {1 ® w : w € W} genera a W¥ como E-espacio vectorial, esto

es suficiente para probar que L(av + a’v') = aL(v) + a'L(v’) y, en consecuencia, que
la funcion L es lineal. La Proposicion 7.3 nos dice entonces que existe una funciéon
E-lineal L : VE — homg(WE (V @ W)F) tal que L(1g ® v) = L(v) para todo
v € V, y podemos definir una funcion

evw : (z,y) e VEXxWE = L(z)(y) € (Vo W)E.

La E-linealidad de L implica inmediatamente que ey es E-bilineal, y entonces
existe una funcién E-lineal ny, w : VEQpWE — (Ve W)F tal que para cadav € V
y cada w € W es

v (1l ©v) @ (1 @w)) = Llp @v)(1g ® w) = L) (1g © w)
= (L) P(lr@w) =15 @1, (w)
=lp®(vew). (8)

La funcién r : (v,w) € VW = (1g®0)® (1g®@w) € VE @ WE es bilineal, asi
que existe una funcion 7 : VoW — VE@pWFE tal que F(vew) = (1p@0)®(1pQw)

{prop:ext:otimes}

{eq:ext:1}
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paracadav € V y cadaw € W. Usando la Proposiciéon 7.3, concluimos que existe una

funcion R : (V@W)? — VEQ WP tal que para cadax € VW es R(1p®z) = 7(x).

En particular, siv e Vyw eWes R1p® (v@w)) =(lg ®@v) @ (1g @ w).

Usando ésto y la expresion (8), es inmediato verificar que las composiciones
Ronyw y nv,w o R coinciden con las identidades de los E-espacios vectoriales
VE@pWE y (Ve W)E en los elementos de {(1p ®v) ®@ (1 @w) : v € V,w € W}
v{lg® (v®w):v € V,we W}, respectivamente. Como estos conjuntos generan
aVEopWFE ya (Ve W)EF como E-espacios vectoriales, esto nos permite concluir
que 1y, y R son isomorfismos de E-espacios vectoriales inversos. Esto completa la
prueba de la primera parte de la proposicion.

(i) Como el conjunto {(1p®v) @ (1g@w) : v € V,w € W} genera a VE g WF
como FE-espacio vectorial y todas las funciones que aparecen en el diagrama son
E-lineales, para ver que el diagrama conmuta es suficiente con ver que conmuta
sobre los elementos de aquél conjunto. Esto es inmediato. ([l

Proposicion 7.6. Sea F'/E una extension de cuerpos.
(i) Si'V es un espacio vectorial, hay un isomorfismo 1 : (VE/®)F/E 5 /% ge
F-espacios vectoriales tal que T(1p @ (1g ® v)) = 1p ® v para todo v € V.
(ii) Si'V y W son espacios vectoriales y f : V. — W es una funcion lineal,
entonces las funciones F-lineales (fE/k)F/E y fE/% son iguales.

Demostracion. Hacer. O

{prop:ext:trans}



EL GRUPO DE BRAUER DE UN CUERPO 32

§8. EL GRUPO DE BRAUER RELATIVO
DE UNA EXTENSION DE CUERPOS

9 Como en la seccion anterior, sea F/k una extension de cuerpos. El cuerpo FE
es, de manera natural, un algebra y entonces para cada algebra A el E-espacio
vectorial A¥ = F ® A es una k-algebra. La funcién lineal e € E+— e® 14 € AF es
un morfismo de k-algebras y es inmediato verificar que su imagen esté contenida en
el centro Z(AF). Asi, el anillo A¥ es, de manera natural, una E-algebra.

Proposicion 8.1.

(i) Si f : A — B es un morfismo de dlgebras, entonces la funcion E-lineal
f¥: AE — BE es un morfismo de E-dlgebras.

(i) Siida : A = A es el morfismo identidad de un dlgebra A, entonces
(ida)? : AP — AP es el morfismo identidad de la E-dlgebra AF.

(iit) Sif:A— Byg:B — C son morfismos de dlgebras, entonces se tiene que
(gof)e=9gpo fe:Ar — Cg.

(iv) Si f: A— B es un isomorfismo de dlgebras, entonces f¥ : A¥ — BF es
un isomorfismo de E-dlgebras.

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 2.3, la funcién f¥ : AF — BF es un
morfismo de k-algebras; como es E-lineal, es, de hecho, un morfismo de E-algebras.
Esto prueba la afirmacion (¢). Por otro lado, las afirmaciones (i), (i) y (iv) son
consecuencia inmediata de la primera, segunda y tercera parte de la Proposicion 7.4,
respectivamente. [

¥ Queremos determinar de qué manera el proceso de extension de escalares interac-
tda con la construccion del grupo de Brauer. Un primer paso es el siguiente:

Proposicion 8.2. Si A y B son dos dlgebras, hay un isomorfismo de E-dlgebras
nap: AP @ BY - (A® B)F tal que nap(lg®a)®@ (1g®@b) = 1p® (a®@b)
para cada a € A y cada b € B.

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 7.5 sabemos que hay un isomorfismo de
FE-espacios vectoriales 4 5 : A¥ ® BE — (A® B)¥ tal que para cada a € A y cada
beBesnap(le®a)® (lg®b)) =15 ® (a ®b). Basta, entonces, que mostremos
que se esta funcién es un morfismo de E-algebras. Como es E-lineal y el conjunto
{(lp®a)®@ (1 ®@b):a€ Abec B} genera a AQBF como E-espacio vectorial, es
suficiente que mostremos que

nas(lg®a)®@(lp®b)-(lg@d)® (1g @ b))
=nap((lp®a)®@(1p®b)) nap((lp®ad)® (1g@b))
para cada a, a’ € Ay cada b, b’ € B. Esto es inmediato. O

{prop:ext:alg-otimes}
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El siguiente resultado nos dice que la clase de algebras que intervienen en la
construcciéon del grupo de Brauer es preservada por la extension de escalares.

Proposicion 8.3. Si A es un dlgebra central y simple, entonces A es una E-dlgebra
central y stmple.

Demostracion. Supongamos que A es un algebra central y simple. Como E es
un algebra simple, la Proposiciéon 3.1 implica que A¥ = E ® A es un algebra

simple, y se sigue de esto trivialmente que es también una FE-algebra simple.

Por otro lado, la Proposicién 2.6 nos dice que hay un isomorfismo de algebras
ecE=2ZE)—e®1lycZ(E®A) =2Z(AF), y esto significa precisamente que
AF es una E-algebra central O

Finalmente, la relaciéon de similaridad se comporta de la manera correcta al

extender escalares:
Proposicion 8.4.
(i) Si A es un dlgebra y n > 1, entonces hay un isomorfismo de E-dlgebras
(M,.(A))F = M,,(AF).

(ii) Si dos dlgebras A y B son similares, entonces las E-dlgebras A¥ y BE son
similares.

Demostracion. Hacer.

Proposicion 8.5. Hay una tnica funcion kg : Br(k) — Br(E) tal que para cada
dlgebra central simple A es

rex([A]) = [AP].
Esta funcion es un homomorfismo de grupos.
Demostracion. Que hay una funcion kg : Br(k) — Br(E) tal que r gk ([A]) = [A¥]
para cada algebra central y simple A es consecuencia inmedita de la Proposicion 8.3
y de la segunda parte de la Proposicion 8.4. Que se trata de un morfismo de grupos

se deduce de la Proposicién 8.2 y de la definicion del producto en un grupo de
Brauer. (]

Proposicion 8.6. Sean E/k y F/E extensiones de cuerpos.

(i) Si A esun dlgebra, entonces hay un isomorfismo de F-dlgebras (Ag)p =& Ap.

(ii) Conmuta el diagrama

KE/k

Br(k) —— Br(FE)

KRF/E
o

Br(F)

Demostracion. Hacer. O

{prop:ext:cs}

{prop:ext:sim}

{prop:kappa}



EL GRUPO DE BRAUER DE UN CUERPO 34

§ Si E/k es una extension de cuerpos y gy : Br(k) — Br(E) es el homomorfismo
construido en la Proposiciéon 8.5, llamamos grupo de Brauer relativo de la
extension E/ky escribimos Br(E /k), al nicleo de kg /i. Sivgy : Br(E/k) — Br(k)
es la inclusién, tenemos una sucesion exacta

LE [k KE/k

0 —— Br(E/k) —— Br(k) —— Br(E)

Proposicion 8.7. Si E/k y F/E son extensiones de cuerpos, entonces Br(E/k) es
un subgrupo de Br(F/Kk) y conmuta el diagrama

Br(E/k)—> Br(F/k)

LF/k
LE/k

Br(k)

Demostracion. Hacer. O
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§9. DESCENSO GALOISIANO

9 Fijemos una extension finita de cuerpos F/k y supongamos que es galoisiana y
que G = Gal(E/k) es su grupo de Galois.

9 El cuerpo E es, en particular, un E-espacio vectorial, pero el grupo G actia
sobre E por automorfismos de k-espacio vectorial pero no de espacio vectorial: en
efecto, sie, v € Eyge G,esg-(e-v) = (g-e)-(g-v), precisamente porque G
actia por automorfismos de anillo. Esto motiva la siguente definicion.

Decimos que una accién de G sobre un E-espacio vectorial por automorfismos de
k-espacios vectoriales es E-semilineal si

g-(e-v)=(g-¢)-(g-v)
paracadag € G,e € Eyv € V. Por ejemplo, la accién de G sobre E es E-semilineal.

Proposicion 9.1. Sea {u, : g € G} un conjunto de simbolos tal que ug # up si
g, h € G son distintos y consideremos el E-espacio vectorial E X G que tiene a
(ug)gea como base.

(i) Hay una dnica estructura de k-dlgebra sobre el E-espacio vectorial E X G tal
que ug-e = g(e)-ug Y Ug-Up = Ugp para cada e € E, g, h € G. Su elemento
identidad es uy .

(ii) SiV es un E-espacio vectorial sobre el que G actia de manera E-semilineal,
eriste exactamente una estructura > de E x G-mddulo izquierdo sobre V' tal
que para cadae € B, g€ Gyv eV es

eugbv=e-(g-v).

(#ii) Reciprocamente, si V es un E x G-mddulo izquierdo con accion 1>, entonces
hay una Unica estructura de E-espacio vectorial sobre V' y una tnica accion
E-semilineal de G' sobre V' tales que e -v = euy, >v u g-v = uy>v para
cadae€e E, ge GyveV.

Por ejemplo, como E es un F-espacio vectorial sobre el que G actiia de forma
E-semilineal, E es de manera natural un £ x G-moédulo izquierdo, con accién tal
que euy >e’ = eg(e’) para cada e, e € E'y g € G. Sera dotado de esta accion que
lo consideraremos siempre un £ x G-moédulo izquierdo.

Demostracion. Hacer

Proposicion 9.2. La k-dlgebra E x G es central y simple. Todo E x G-mddulo
izquierdo simple es isomorfo a E.

Demostracion. Sea z = 3 g equg un elemento del centro de £ x G, con eg € E
para cada g € G. Si h € G es distinto de 1, existe e € E tal que h(e) # 0. Como
z es central, 0 = ez — ze = > (ee; — egg(e))ug y, como (ug)gec es una base
de E x G como FE-espacio vectorial, vemos que en particular el coeficiente de uy,
que es (e — h(e))en, se anula: esto solo es posible si, de hecho, e, = 0.

{prop:cross}

{prop:90:1}
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Concluimos de esta manera que z = euj, para algin e € E. Si g € GG, entonces
como z es centrales 0 = zg — gz = (e — g(e))u, y debe ser g(e) = e. La arbitrariedad
de g implica que e € E¢ =k: asi, 2 € kl gy ¥, en consecuencia, el algebra E x G
es central.

Sea ahora I C E x G un ideal bilatero no nulo, de manera que existen n > 1,
€1, ..., e, € Enonulosy gy, ..., gp € G distintos tales que z = Zie[n]] eiug, € I;
sin pérdida de generalidad podemos suponer que n es el minimo niimero para el que
existe un tal elemento en I. Reemplazando a = por el_lxu gt podemos suponer
ademéas que ey = 1g y que g1 = 1g. Sea j € {2,...,n}. Como g; # lg, existe
e € E tal que gj(e) # e; el elemento ex — ze = Y . ,(e — gi(e))ejugy, esta en Iy
en vista de la forma en que fue elegido n, el coeficiente de u,, en esta expresion
tiene que ser nulo: se sigue que e; = 0. Concluimos de esta forma que z = 1gug y;
entonces, que I = F x G. El élgebra E x G es por lo tanto simple.

Del Lema 6.3 sabemos que todos los E x G-modulos izquierdos simples son
isomorfos, asi que para probar la segunda afirmacion de la proposiciéon bastara que
mostremos que E es un E x G-modulo izquierdo simple. Esto es inmediato: todo
submoédulo es, en particular, un E-subespacio, y E no posee E-subespacios propios
no nulos. O

Una consecuencia inmediata de la segunda afirmacion de la Proposicion 9.1 es el
siguiente resultado, conocido como el Teorema 90 de Hilbert.

Corolario 9.3. Si ¢ : G — E* es una funcion tal que ¢(gh) = g(¢(h))e(g) para
cada g, h € G, entonces existe y € E* tal que ¢(g) = y/g(y) para todo g € G.

Demostracion. Consideremos el E-espacio vectorial V = E dotado de la accion
de G tal que g-v = ¢(g)g(v) para cada g € Gy v € V. Es inmediato verificar
que se trata de una accién E-semilineal, asi que V es, como en la Proposicién 9.1,
un F x G-modulo izquierdo de manera natural. Como dimgV = 1, se trata
de un F x G-mdédulo simple, y la Proposicion 9.2 nos dice que existe un isomorfismo
de E x G-modulos f: E— V. Seay = f(1g), que es un elemento no nulo de E.
Como f es E x G-lineal, si g € G es

y=f(lp) = flug-1g) =ug - f(1g) =ug -y = &(g) - 9(y),
asi que ¢(g) = y/g(y). Esto prueba el corolario. O

Si V es un E-espacio vectorial sobre el que G actiia por funciones k-lineales, el
subconjunto V& es un k-subespacio de V', asi que si 7 : V¢ — V es la funcion inclu-
sioén, que es k-lineal, la Proposicion 7.3 nos da una funcién E-lineal 7 : (V) — V
tal que 7(1g ® v) = v para todo v € V&, Poco podemos decir de esta funcién salvo
en un caso especial:

Proposicion 9.4. SiV es un E-espacio vectorial sobre el que G actia E-semilineal-
mente, entonces la funcion 7 : (VE)P — V es un isomorfismo de E-espacios
vectoriales.

{coro:90:2}
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Demostracion. Supongamos que la funciéon 7 no es inyectiva. Esto implica que
existen n > 1, elementos vy, ..., v, € V¢ linealmente independientes sobre k y
escalares eq, ..., e, € E tales que Zie[[n]] e;v; = 0 en V; podemos suponer, ademas,
que n es el menor namero con esta propiedad y, en consecuencia, que e; # 0 para
todo i € [n].

Sea g € GG distinto de 1. Como la acciéon de G sobre V' es E-semilineal, tenemos
que Zie[[n]] g(e;)v; =0, y entonces

Z (ei—g(ei)el)vizo.

ic[n] g(e1)

Como el término de esta suma correspondiente a i = 1 es nulo, la elecciéon de n
implica que, de hecho, e; = g(e;)e1/g(e1) = 0 para todo i € [n], de manera que el
cociente g(e;)/e; € E* depende solamente de g y no de i. Consideremos la funcion
¢:9€G—gler)/er € E*. Sig, h € G, entonces

otan) = 280 — g (MO 2Dy 500))01)

€1 €1 €1

Vemos asi que la funcién ¢ satisface la condicion del Corolario 9.3, éste nos dice que
existe y € E* tal que ¢(g) = y/g(y) para todo g € G. Si i € [n], esto implica que
g(ye;) = ye; para cada g € G, asi que ye; € k. Como

Z yeiv; =0

i€[n]
y los coeficientes de esta combinacion lineal estan en k, la hipotesis de que los
vectores vq, ..., v, son linealmente independientes sobre k nos permite concluir
que e; = 0 para todo i € [n]. Como esto es absurdo, vemos de esta forma que la
funcion 7 es inyectiva. O
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