TALLER DE CALCULO AVANZADO
Primer Cuatrimestre — 2013

Prdctica 3: La topologia de los espacios euclideos

1. Decida si los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados, acotados:
(@ Q.

(b) N.

© {xeR:x>0}

@ (o,1].

(e {1+1+3++5:neN}

" {1+3+31+---+i:neNh

2. Sean S y T subconjuntos de R. Muestre que:

(@) SiSCT,entoncesS°C T °.

(b) (SNT)>=S8°NT°. {Se puede generalizar esta igualdad al caso de una interseccion infinita?
(© (SUT) 2S8°UT°. ¢Vale la igualdad?

(d SUT =SUT. {Se puede generalizar esta igualdad a una unién infinita?
() SNT CSNT. iVale la igualdad?

(A (R\S)=R\S.

3. En cada uno de los siguientes casos encuentre S°, S y 3S.

(@ S=[0,1];

® s=Qn[o,1];

(© S=[-1,00u{l};

(d S={i:neN}

(e) Sz{%:neN};

H S=z.

4. Sea S CR.

(a) S es abierto si y solo si es disjunto con J8S.

(b) S escerradosiysolosidScCS.

() SescerradosiysolosiS=S8°UdS.

5. Si S CR, entonces 3S =SNR\S.

6. Si S CR, escribimos con S’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de S.

(a) Determine S’ para cada uno de los conjuntos del Ejercicio 3.

(b) Un punto p € S es un punto aislado de S si existe € > 0 tal que (p—¢,p+¢€)NS = {p}. Muestre
que S = S’ U {puntos aislados de S}.

7. Encuentre los puntos de acumulacién del conjunto S = {% + % :n,m € N}L

8. Determine todos los subconjuntos no vacios de R que son a la vez abiertos y cerrados.
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9. ¢(Son abiertos, cerrados, acotados los siguientes conjuntos?

(@ {(x,y)€eR?:x>1}.

® {(x,y)eR*:x>y}.

© {(x,y)eR?:y>0}.

@ {(x,y)eR*:x=y}.

10. Decida si las propiedades del Ejercicio 2 siguen siendo validas si S y T son subconjuntos de R?.

11. Encuentre los puntos de acumulacién del conjunto

S={3,3)eR*:n,meN}

n>m
y la clausura S.

12. Si U, := {(x,y) € R?/||(x,y)—(0,n)|| < n} para cada n > 1, muestre que U, en Un €s el semi-
plano superior abierto.

13. Siparacadane€ Nconn > 2es [, = (%, %) C R, muestre que (0,1) = Unzz I,. (Existe un

conjunto finito & C Ny, tal que (0,1) = [ J I,,? ¢Es compacto el conjunto (0, 1)?
neg

14. (Cuales de los siguientes conjuntos son compactos?

(@ Q.

® Qn[o,1].

© R.

(d [0,1]U[100,1000].

(e) {% :n €N}

f) {Vn:neN}L

15. Si K es un subconjunto compacto de R, entonces tiene minimo y maximo.

16. Sea (x,),ey una sucesion acotada y sea P el conjunto de sus puntos limite.

(a) El conjunto P es compacto.
(b) El limite inferior de (x,,),en €s €l minimo de P y el limite superior de (x,),ey €l maximo.

17. Si S, T € R son dos conjuntos compactos, entonces SUT y SN T son compactos. éQué ocurre si
se toman uniones o intersecciones infinitas?

18. Un conjunto S € R es compacto siy sélo si toda sucesién contenida en S contiene una subsucesién
que converge a un punto de S.

19. SiK es compacto y F es cerrado, entonces K N F es compacto.

20. Si K € R es compacto, entonces los conjuntos

S={x+y:x,y €K}

P={x.y:x,y €K}

son compactos.
21. Una norma en R" es una funcién ||| : R" — R tal que

e ||x|| = 0 para todo x € R" y ||x|| = 0 si y solamente si x = 0.
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o ||Ax|| = |Alllx|| para todo x e R" y A € R.
* |lx+yll <llx|l+llyll para todo x, y € R".

(@)

)

©

(d)

Muestre que las funciones |||/, [||l2, |||leo : R™ — R dadas por

n
D il
i=1

n
>
i=1

llx|loo = max{|x;| : 1 <i<n}

llxll,

llxll, =

para cada x = (xq,...,x,) € R", son normas.
Muestre que hay constantes positivas c, ¢/, d, d’ tales que

cllxlly < llxlly < c/llxlly,
dlixlloo < llxlly < d’llxlloo

para todo x € R".

Si ||]] : R* — R es una norma, para cada x € R" y cada ¢ > 0, llamamos bola centrada en x de
radio € al conjunto

B.(x)={y:llx—yll <e}

Decimos que un conjunto A € R" es un abierto con respecto a ||-|| si para todo x € A existe € >0
tal que B,(x) C A.

Muestre que un conjunto es abierto con respecto a ||-||; sii es abierto con respecto a ||-||, sii
es abierto con respecto a |||/ oo -

Si|||| : R" — R es una norma, decims que una sucesion (x;);>; en R" converge con respecto a
||-|| a un punto x € R" si

lim ||x; —x||=0.
k— oo

Muestre que una sucesién (x; )1 converge a un punto x € R" con respecto a la norma ||-||; sii
lo hace con respecto a la norma |||, sii lo hace con respecto a la norma ||| o -
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