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§1. Limites superiores y limites inferiores

1.1. Definiciones

1.1. Sea (a,),>1 una sucesién de numeros reales que es acotada superiormente. Si para
cada n > 1 ponemos <, = {a, : m > n}, que es un conjunto no vacio y acotado
superiormente, y A, = sup .27, obtenemos una nueva sucesion (Ay)y>1. Esta sucesion
es decreciente: si n > 1, entonces .27, O /,,1, asi que A, = sup <, > sup 11 = Ant1.

Si la sucesion (A,),>1 estd acotada inferiormente, entonces converge y llamamos
a su limite el limite superior de la sucesion (ay,),>1, y 1o escribimos limsup,,_,, a,. Si, en
cambio, la sucesion (A, ),>1 no estd acotada inferiormente, convenimos en decir que el
limite superior de la sucesion (a,),>1 es limsup,, o a4y = —00.

Finalmente, si (a,),>1 es una sucesion de nameros reales que no es acotada superior-
mente, convenimos en que limsup,,_,, 4, = +00.

1.2. De manera similar, si (4,),>1 es una sucesiéon de nimeros reales inferiormente
acotada, para todo n > 1 ponemos &, = {a,, : m > n}y A;, = inf.<,. La sucesién
(A}, )n>1 es creciente; si es acotada superiormente, de manera que converge, llamamos
limite inferior de la sucesion (a,),>1 a su limite, y si no lo es decimos que el limite inferior
de la sucesion (a,),>1 es +o0. Finalmente, si la sucesion (a,),>1 no es inferiormente
acotada, convenimos en poner liminf, e 2, = —o0.

1.2. Propiedades basicas

1.3. Proposicion. Si (a,),>1 es una sucesion de niimeros reales, entonces

liminf a,, < limsupa,, 1)

=0 n—co
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y vale la igualdad si y solamente si la sucesion converge. En este iiltimo caso, el limite inferior, el
limite superior y el limite de la sucesion coinciden.

Demostracién. Supongamos primero que la sucesién es acotada. Para cada n > 1 sea
como antes &, = {a, : m > n}, de manera que las sucesiones A = (A,)n>1y
A" = (A})y>1 definidas arriba tienen A, = sup ., y A), = inf .o/, paratodon > 1
Es claro quesin > 1es A}, = inf @, < sup o, = A,, asi que
liminfa, = lim A/, < lim A, = limsupa,.
n—o0 n—oc0 n—oo H—s00
Si, por el contrario, la sucesién no es acotada, o bien no es acotada inferiormente y
liminf, e a4, = —oco 0 bien no es acotada superiormente y limsup,, ., 4, = +00: en
cualquiera de estos dos casos la desigualdad (1) del enunciado es inmediata.
Esto prueba la primera parte de la proposiciéon. Ocupémonos ahora de la segunda.
Supongamos primero que liminf,_ a, y limsup,,_,, 4, son iguales, y llamemos « a

su valor comtn. Tenemos que considerar tres casos, segin « sea un nimero real, +o0 o
—00.

¢ Pongdmonos primero en el caso en que & € Ry sea ¢ > 0. La hipétesis es que
& = limy_e Ay = limy,_,00 A}, y existe entonces N > 1 tal que

n>N = |[A,—a|<e |A,—a|<e
En particular, sin > N, vemos que
a—e< A, =infa <a, <supy = A, <a+eg,
de manera que |a, — | < &. Tenemos en consecuencia que
n>N = |a,—a| <e

y —en vista de la arbitrariedad de e— la sucesion (a,),>1 converge a «.

* Siliminf, & a, = +o0, entonces la sucesion (a,,),>1 estd acotada inferiormente y
la sucesion (A},),>1 con A}, = inf o, para cada n > 1 (notemos que estos infimos
tienen sentido , porque los conjuntos 7, estan acotados inferiormente) no es
acotada superiormente. Si K € RR, entonces existe N > 1 tal que A}, > Ky esto
nos dice que

n>N — a, > K.

Vemos asi que lim;, s 4, = +00.
¢ Finalmente, tenemos que considerar el caso en que limsup,_,,, 4, = —oo. Este
puede ser manejado de manera similar al anterior.

Reciprocamente, supongamos que la sucesion (a,),>1 es convergente y sea a su
limite, que es o un ntimero real, 0 +00 0 —o0.

2



¢ Consideremos primero el caso en que a es un ntimero real y sea ¢ > 0. Como
limy 00 4y = &, existe N > 1 tal que

n>N — a—e<a, <a-+e.

Sin > N, entonces esto nos dice que &« — € y a + € son, respectivamente, una cota
inferior y una cota superior para el conjunto .27,, y en consecuencia

a—¢e<infa =A),

x+e>supy, = A,
Estas desigualdades implican inmediatamente que

a—e< lim A}, = liminfa, <limsupa, = lim A, <a+e¢
n—oo n—oo n—00 n—oo

Concluimos asi que para todo & > 0 es

0 < limsupa, — liminfa, < (x+¢) — (a —¢) = 2¢,

n—o0 n—
limsupa, — uc‘ <e liminfa, —a| < e.
n—00 n—oo

Esto es s6lo posible si limsup,,_,, 44 = liminf,_, a4, = &, como queriamos.

* Supongamos ahora que lim,_,. 4, = +00. Existe entonces Ny > 1 tal que a, > 0
sin > Np y entonces la sucesion estd acotada inferiormente, ya que el ntimero
min{0,a1,...,an,} es una cota inferior.

Sea, como siempre, <7, = {a,, : n > n}, que es un conjunto acotado inferio-
remente, y Aj, = inf o/, para cadan > 1.Si K € R, entonces existe N > 1 tal
que

n>N — a, > K,

de manera que K es una cota inferior de .27y, y en consecuencia A}\, > K. Vemos asi
que la sucesion (A, ),>1 no estd acotada superiormente y que liminf,_,c a, = +oo0.
En vista de la desigualdad (1) se sigue de esto que también limsup,, ., 4, = +00.

¢ Finalmente, si # = —o0, un razonamiento analogo al que acabamos de hacer
muestra que liminf, . a, = limsup, _,,, 4, = —o0.
Esto completa la prueba de la proposicion. ]

1.4. Proposicién. Sea (a,),>1 una sucesion de niimeros reales.
(i) Eslimsup,_,, a4y = « € R siy solamente si para todo € > 0

e el conjunto {k € N : ap > a — €} es infinito y



* el conjunto {k € N : ap > « + €} es finito.

(ii) Eslimsup,_,o a4y = 00 siy solamente si para todo K € R
* el conjunto {k € N : a, > K} es infinito.

(iii) Es limsup,,_,. a4y = —o0 si y solamente si para todo K € R
* el conjunto {k € N : aj > K} es finito.

(iv) Esliminf, e a, = & € R si y solamente si para todo € > 0

e el conjunto {k € N : ay < a + €} es infinito y
* el conjunto {k € N : a, < « — ¢} es finito.

(v) Esliminf, e a, = 400 si y solamente si para todo K € R
e el conjunto {k € N : a, < K} es finito.

(vi) Esliminf, e a, = —oo si y solamente si para todo K € R
e ¢l conjunto {k € IN : a; < K} es infinito.

Demostracién. Probaremos solamente las afirmaciones (i)—(iii), ya que las afirmacio-
nes (iv)—(vi) pueden probarse de forma enteramente similar. Como siempre, para todo
n > 1ponemos <, = {ay, :m >n}.’

(i) Supongamos primero que limsup,,_,, 4, = & € Ry sea € > 0. La sucesion (a,),>1
es entonces superiormente acotada, estdn definidos los ndmeros A, = sup <7, para todo
n>1,yeslim,_ A, = «. En particular, existe N > 1 tal que

n>N —= a—e< A, <a+e 2)

Sin > N, entonces como a, € 4, es a, < supay, = A, < a + ¢,y esto nos dice que
{keN:ap >a+e} C{l,...,N—1}: en particular, el conjunto {k € N : a, > a + ¢}
es finito. Por otro lado, supongamos, para llegar a un absurdo, que el conjunto

C={keN:ag>a—c¢}

es finito, de manera que podemos considerar el niimero ¢ = maxC. Es claro que sin > ¢
entonces 2, < x — ¢, asi que & — € es una cota superior para <7, siempre que n > c y, en
consecuencia, A, < x — ¢ para todo n > c. Esta desigualdad y la implicacién (2) nos
dicen que &« — & < Anic+1 < & — €,y esto es por supuesto imposible. Esta contradiccion
prueba que el conjunto C debe ser infinito, como querfamos.

Probemos ahora la implicaciéon reciproca. Sea ¢ > 0. Si k > 1, entonces <% y
{a : ar > a — €} tienen interseccién no vacia, porque {k € N : g > a — ¢} es in-
finito por hipétesis: esto nos dice que a — £ no es una cota superior para .27 y entonces
que Ay = sup % > a — & podemos concluir de esto que

limsup = lim A, > a —e¢.
n—co n—oo



Por otro lado, como el conjunto {k € IN : a; > « + ¢} es finito, existe N > 1 tal que
n>N — a, <a+g,

y entonces, sin > N el nimero & + € es una cota superior para el conjunto .«7,, de manera
que A, = sup o7, < «a + e. Esto implica que

limsupa, = Iim A, <a+e.
n—00 n—oo

Asi, hemos probado que para todo € > 0 es

a—e<limsupa, < a+e¢,
n—00
y esto solo es posible si, de hecho, limsup,,_,, 2, = «. Esto es lo que queriamos probar.

(i) Para cada K € R sea Ck = {k € N : gy > K}. Supongamos primero que
limsup,, o 4n = +00, de manera que la sucesion (a,),>1 no es acotada superiormente.
Sea K € R. Si el conjunto Ck fuese finito, entonces max{K} U {a; : k € Cx} seria una
cota superior para (a,),>1, lo que es absurdo: esto implica que Ck es infinito.

Reciprocamente, supongamos que la sucesion (a,),>1 es tal que para todo K € R el
conjunto Ck es infinito. En particular, para todo n € IN existe n, € C,, y entonces a,, > n.
Esto claramente nos dice que (a,),>1 no estd acotada superiormente y, en consecuencia
que limsup,, ., 4, = +00.

(iii) Otra vez, sea Cx = {k € IN : gy > K} para cada K € R. Supongamos primero
que limsup,,_,, 4, = —0co, de manera que la sucesion (a,),>1 estd acotada superiormente
y la sucesion (A, ),>1 con A, = sup .47, no estd acotada inferiormente. Sea K € R. Como
K no es una cota inferior para (Ay)i>1, existe N > 1 tal que sup @y = Ay < K: esto nos
dice que a, < K paratodon > N, asi que el conjunto C estd contenidoen {1,...,N —1}
y, en particular, es finito .

Reciprocamente, supongamos que para todo K € RR el conjunto Ck es cualquiera.
Si K € R, el conjunto Cx_1 es finito, asi que existe N > 1 tal que n ¢ Cx_1 para todo
n > N,y entonces

n>N — g, <K-1<K.

Esto nos dice que lim;,_s 4, = —0coy, de acuerdo a la Proposicion 1.3, esto implica que
limsup,,_ye Ay = —00. O

1.5. Lema. Sean (a,)y>1 Y (bn)n>1 dos sucesiones de niimeros reales. Si a, < by, para todo
n > 1, entonces

limsupa, < limsup by, liminf a,, < liminf b,,.
n—00 n—00 n—o0 n—o0

Demostracién. Probemos la desigualdad de los limites superiores; la prueba de la otra

es similar. Notemos que si limsup,,_,,, by = +00 no hay nada que probar, asi que po-

demos suponer que no es este el caso. Entonces la sucesion (by,),>1 es superiormente



acotada y, en consecuencia, también lo es la sucesion (ay)n>1. Para cada n > 1 sean
Ay ={am :m>n}ty B, ={by:m>n},ypongamos A, = sup <, y B, = sup B,.

Sean > 1.Sim > n, entonces a,, < by, < B, porque b,, € %,, asi que B, es una cota
superior para <7, y entonces A, = sup <7, < B,. Vemos asi que

limsupa, = lim A, < lim B, = limsup b,,.

n—00 n—oo n—oo n—00
Esto prueba la afirmacién de la proposicion relativa a los limites superiores. Aquella
referida a los limites inferiores puede probarse de manera similar. O

1.6. Lema. Si (a,,),,>1 es una sucesién de niimeros reales y (an, )x>1 es una subsucesion, entonces
limsup,, e @n = limsupy_,o a4y, y liminf, oo a, < liminfi_,o ay,.

Demostracién. Otra vez, probamos solamente la afirmacién sobre los limites superiores.
Si limsup,,_,« @y = +00 no hay nada que probar, asi que podemos suponer que no es este
el caso, y entonces la sucesion (a,),>1 es superiormente acotada. Por supuesto, que la
subsucesion (a,, )r>1 también lo es.

Sin > 1,sean o, = {ay : m > n}y By, = {an, : k > n}, y sean A, = sup <,
y By = sup %,; es entonces lim, o Ay = limsup, o a, y lim, 0 B, = limsup, . ay,.
Como la sucesion (ny)x>1 es estrictamente creciente, es ny > k para todo k > 1,y
entonces @7, D %, para todo n > 1, de manera que A, = sup <%, > sup %, = B,. Esto
implica que

limsupa, = lim A, > lim B, = limsupa,,,
Nn—00 n—o0 n—oo k—s00

que es lo que querfamos probar. O

1.7. Lema. Una sucesién de niimeros reales que no es acotada superiormente posee una substce-
sién estrictamente creciente y no acotada superiormente.

Demostracion. Sea a = (a,),>1 una sucesion de niimeros reales que no es acotada supe-
riormente. Para cada ntimero real x escribamos x* = max{0, x}. Construimos inductiva-
mente una sucesion (71 ),>1 de enteros positivos de la siguiente manera:

¢ Como 0 no es una cota superior de la sucesion, existe n; > 1 tal que 0 < ay,.

e Supongamos que k > 1y que construimos el entero 1. Como la sucesion (a,),>1
no es acotada, el nimero Z?L 1 af no es una de sus cotas superiores y existe entonces

Ny > 1talque 1+ 3% af <ay, ..

Por construccion, la sucesion (ny)x>1 es tal que a,, >0y 1+ Z?i 1 ai+ < ap,,, para todo
k > 1. Una simple induccién a partir de esto muestra, por un lado, que (1;),>1 es una
sucesion estrictamente creciente, asi que (4, )i>1 €s una subsucesion de (ay),>1 y, por
otro, que la sucesion (a,, )k>1 es estrictamente creciente y que a,, > k para todo k > 1:
esto prueba el lema. O



1.8. Proposicién. Sea (a,),>1 una sucesion de niimeros reales.

(i) Si(an,)k>1 es una subsucesion convergente de (a,),>1, entonces

liminfa, < lim a, < limsupa,.
n—o0 k—oo n—o00

(ii) Existe una subsucesion de (a,),>1 que converge a limsup,,_,«, ay.

(iii) Existe una subsucesion de (a,),>1 que converge a liminf,_,c ay,.

Demostracion. Probaremos solamente las afirmaciones relativas al limite superior; las
restantes, relativas al limite inferior, se prueban de manera similar.
(i) Si (ay, ) es una subsucesion convergente de (a,),>1, entonces

k“j;oa”k = Il'lr{nj;pank < If,?]j;pa"
en vista de la segunda parte de la Proposicién 1.3 y de la Lema 1.6.

(ii) Si limsup, o, 4y = 400, entonces la sucesion (a,),>1 es no acotada superiormente,
asi que el Lema 1.7 nos dice que posee una subsucesion (a,, )x>1 estrictamente creciente
y no acotada superiormente: entonces limy_,o 45, = 400, que coincide con limsup,, ,, 5.

Si limsup,,_, ay = —00, entonces necesariamente liminf,_, a, = —oo, de acuerdo a la
Proposicién 1.3, y entonces por esa misma proposicion vemos que limy, ;o a, = —00: co-
mo la sucesion (a,),>1 es una subsucesion de si misma, otra vez en este caso alcanzamos
la conclusién que buscamos.

Nos queda entonces solamente considerar el caso en que & = limsup,,_,, 4, €s un
namero real. Para cada n > 1sean &, = {a,, : m > n} y A, = sup #,, de manera que
« = limy 00 Ay. Esta dltima igualdad implica que para cada k > 1 existe Ny > k tal que

n>Ny = a— 1 <A, <a+i.

Sik > 1, entonces esto nos dice que & — % <Ay, <a+ % y, como Ay, = sup @\,, vemos
que existe 1 > N tal que & — % <y <o+ % Es inmediato de esto que lim_, a,,, = «.
Por otro lado, como 1y > Ny > k para todo k > 1, la sucesion de enteros (1 )x>1 no es
acotada y entonces —de acuerdo al Lema 1.7— posee una subsucesién (7, );>1 que es
estrictamente creciente. Esto significa que (ay, )i>1 es una subsucesién de (4, )>1; como
es al mismo tiempo una subsucesién de (a,, )r>1, su limite es «. O

1.9. Corolario. Sea (ay,),>1 una sucesién de niimeros reales y sea £ el conjunto de los limites
de las subsucesiones convergentes de (a,),>1. Entonces el conjunto £ es no vacio y acotado, y
es limsup,,_,, 4y = max.Z y liminf,, 00 4, = min Z.

Demostracién. Esto es una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.8 O



1.3. Algebra de limites

1.10. Proposicion. Si (a,),>1 Y (by)y>1 son dos sucesiones acotadas de niimeros reales, enton-
ces la sucesion (a, + by,),>1 es acotada, y

liminf a, + liminf b, < liminf(a, + b,) < liminf a, + limsup b,
n—c0 n—c0 n—o0 n—co H—00

< limsup(a, + b,) < limsupa, + limsup b,,.

n—oo n—oo n—oo
Demostracion. ]
1.11. Notemos que en general no valen las igualdades en la Proposicién 1.10

1.12. Proposicion. Si (a,),>1 es una sucesion acotada de niimeros reales y A € R, entonces
(Aay)y>1 es una sucesién acotada de niimeros reales y

(i) si A > 0, entonces

limsup Aa, = Alimsupay,, liminf Aa,, = Aliminfa,;
n—co n—eco =00 n—roo

(ii) ysi A < 0, entonces

limsup Aa, = Aliminf a,, liminf Aa,, = Alimsup ay;
n—co =00 =0 n—oo

Demostracion. O

1.13. Proposicion. Si (a,),>1 Y (bn)n>1 son dos sucesiones acotadas de niimeros reales positi-
vos, entonces la sucesion (a,by,),>1 es acotada, y

liminf a, - liminf b,, < liminfa,b, < liminfa, - limsup b,

n—sco n—sco n—soo n—co n—00
< limsup a,b, < limsupa, - limsup by,.
n—oo n—oo n—oo
Demostracion. ]
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