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§1. Funciones continuas

1.1. Sea A C Ry f : A — R una funcién. Si xg € A, decimos que f es continua en xg si
para todo & > 0 existe 6 > 0 tal que

x €A |x—x <d = [f(x) — f(x0)] <e.
Si f es continua en cada punto de A, decimos que f es continua.

1.2. Proposicién. Sean A C R, f : A — R una funcién y xo € A. La funcién f es continua
en x sii para cada € > 0 existe &y tal que f(A N Bs(xo)) € Be(f(x0))-

Demostracién. Esto es simplemente una reescritura de la definicién. O

1.3. Proposicién. Sean A C Ry f : A — R una funcién. La funcién f es continua sii para
cada abierto U C R existe un abierto V C R tal que f~1(U) = ANV.
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Demostracién. Supongamos primero que f es una funcién continua y sea U C R un
abierto. Si x € f~1(U), entonces —porque U es abierto y f(x) € U— existe ¢, > 0 tal
que B (f(x)) € Uy, porque f es continua en x, existe 6, > 0 tal que

f(Bs, (x) N A) € Be,(f(x))-

Consideremos ahora el conjunto V = U, ¢-1(y) Bs, (x), que es un abierto de R porque
es una unién de abiertos. Notemos que

oo (a0 Y min) oo Y anao)

xef~1(U) xef~1(U)
= U flAnBs(x))c U B.(x)CU,

xef~H(U) xef~1(U)

asique ANV C f~1(U). Por otro lado, si x € f~1(U), entonces x € Ay x € Bs (x) CV,
de manera que x € AN V. Vemos asi que f~}(U) = ANV, como queriamos. Esto
prueba la necesidad de la condicién del enunciado.

Reciprocamente, supongamos que esa condicién se satisface, sea xo € A y mostre-
mos que f es continua en x(. Sea € > 0. Como el conjunto B(f(xg)) es un abierto de R,
la hipétesis nos dice que existe un abierto V' C R tal que

fH(Be(f(x0))) = ANV. (1)

Claramente xp € f~!(B:(f(x0)), de manera que xy € V, y entonces existe 6 > 0 tal que
Bs(x) C V, ya que V es abierto. Usando esto y (1), vemos que

f(ANBs(x0)) © F(ANV) C Be(f(x0))-
La Proposicién 1.2, entonces, nos dice que f es continua en xy. ]

1.4. Proposicién. Sean A CR, f : A = Ry xg € A. La funcion f es continua en x sii para
cada sucesion (x,),>1 con valores en A que converge a xo, la sucesion (f(xy))n>1 converge

a f(xo).

Demostracién. Veamos primero la necesidad de la condicién. Supongamos que la fun-
cién f es continua en xp y sea (x,),>1 una sucesién con valores en A que converge a Xj.
Sea ¢ > 0. Como f es continua en xy, existe 6 > 0 tal que

x €A |x—x<d = |f(x)— f(x)| <e (2)
Por otro lado, como la sucesién (x,),>1 converge a xo, existe N € N tal que
nzN = |xn_x0‘<5- (3)

Si ahora n € N es tal que n > N, de (3) vemos que |x, — xo| < J, asi que (2) nos dice
que |f(xn) — (x0)| < €. Esto muestra que la sucesion (f(x,)),>1 converge a f(xp).



Supongamos ahora, reciprocamente, que la condicién del enunciado se satisface
y, para llegar a un absurdo, supongamos que f no es continua en x,. Existe entonces
e > 0 tal que para todo n > 1 existe un punto x, € A tal que

|xn — x0| < % 4)

|f(xn) = f(x0)| Z & ()

Es inmediato de (4) que la sucesion (x,,),>1 converge a xo, asi que la hip6tesis nos dice
que la sucesion (f(x,))>1 converge a f(xg) y, en particular, que existe ny € N tal que
|f(xn,) — f(x0)| < e. Esto es imposible, ya que contradice a (5). O

§2. Algunas propiedades basicas

2.1. Proposicién. Sea A C R un conjuntoy f : A — R una funcion continua. Si X C A es
un subconjunto, entonces la restriccion f|x : X — R es continua.

Demostracién. Sea xo € By sea ¢ > 0. Como f es continua en xo, existe § > 0 tal que
f(ANBs(xg)) C Be(f(x0)). Ahora bien, como X N Bs(xg) € AN Bs(xg), es

flx(X N Bs(x0)) = f(X N Bs(x0)) € f(ANBs(x0)) € Be(f(x0)) = Be(flx(x0))
y esto nos dice que f|x es continua en x. O

2.2. Proposicién. Sea A C R un conjuntoy f : A — R una funcion.
(i) Siexiste una familia {U, };c; de conjuntos abiertos de R tal que A C U;c; U; y para cada
i € I la restriccion f|anu, : AN U; — R es continua, entonces f es continua.
(ii) Siexiste una familia finita {F;, ..., F,} de conjuntos cerrados de R tal que A C \Jl_; F;
yparacadai € {1,...,n} la restriccion f|anr, : ANF; — R es continua, entonces f es
continua.

Demostracién. (i) Basta mostrar que, bajo la hipétesis, la funcién f es continua en
cada punto de A. Sea entonces xp € A y sea ¢ > 0. Como A C J;c; U;, existe
j € Ital que xo € U; y, como U, es abierto, existe 59 > 0 tal que Bs (xo) € U;.
Por otro lado, como la restriccién f| ANy ANU; — R es continuay xo € ANU,,
existe & € (0,d9) tal que f(ANU;N Bs(x0))) S Be(f(x0)). Como elegimos & < dy, es
ANU;NBs(xo) = AN Bs(xo), y entonces f(A N Bs(xo))) € Be(f(x0)): vemos asi que
la funcién f es continua en x.

(ii) Supongamos primero que n = 2. Sea xg € Ay ¢ > 0. Como A C F; U F, sabemos
que xp € F; 0 xg € F,. Consideramos dos casos:

e Primero, supongamos que xo € F; N F,. Como las restricciones f|anp, : ANF — R
Yy flane, : ANF, — R son continuas por hipétesis, existe § > 0 tal que



f(A N Fl N B(;(X())) g Bg(f(X())) y f(A N Fz N Bg(Xo)) Q Bg(f(X())) \ en conse-
cuencia, tenemos que

f(A N Bfg(xO)) = f<(A NEN B(S(XO)) U (A NEN Bg(XQ)))
= f(ANF NBs(x0)) Uf(ANF NBs(x))
C Be(f(x0))-

* En segundo lugar, supongamos que por el contrario xg ¢ F; N F; sin pérdida
de generalidad podemos suponer que xp € F; y x9 ¢ F. Como F, es un con-
junto cerrado, existe 6y > 0 tal que B;,(xo) N F, = @y, como de acuerdo a la
hipétesis la restriccion f|anp, : AN F; — R es continua, existe 6 € (0,Jp) tal que
fF(ANF NBs(x0)) € Be(f(x0)). Como A C FyUF,, es

AN BJ(X()) = (A N Fl N B(;(xg)) U (A N Fz N B(;(xo))
y, por otro lado, AN F, N Bs(xp) = @, asi que

f(ANBs(x0)) = f(ANF N Bs(x0)) C Be(f(x0))-

Asi, en cualquiera de los dos casos encontramos un nimero 6 > 0 tal que

f(ANBs(x0)) C Be(f(x0))

y, entonces, podemos concluir que la funcién f es continua en xo. O

2.3. Proposicién. Sean Aj, A, C R dos conjuntosy f : Ay — Ry g: Ay — R dos funciones
tales que g(Az) C Aj.
(i) Sea xo € Ay. Si g es continuaen xo y f es continua en (xo), entonces la composicién
f o g es continua en x.
(ii) Si fy g son continuas, entonces la composicion f o g es continua.

Demostracion. Basta mostrar la primera parte, ya que la segunda es consecuencia
inmediata de aquella. Sea xg € A, y mostremos que f o g es continua en xj. Sea € > 0.
Como la funcién f es continua en g(xp), existe 7 > 0 tal que

f(A1N By(g(x0))) € Be(f(g(x0))).

Por otro lado, la funcién g es continua en x( asi que existe > 0 tal que
8(A2N Bs(x0)) € By(g(x0))-

Como por hipétesis también es g(A, N Bs(xp)) C Aj, tenemos entonces que

f(8(A2N Bs(x0))) € f(A1 N By(g(x0))) S Be(f(g(x0))),

es decir, que (f 0 g)(A2 N Bs(x0)) C Be((f ©g)(x0)). Esto muestra que f o ¢ es continua
en xp, como queriamos. O



2.4. Proposicién. Sea A C R un conjunto y sea xg € A.
(i) Toda funcion constante f : A — R es continua.
(ii) Si f, g: A — R son dos funciones continuas en xg, entonces las funciones f +gy f - g
son funciones continuas en x.
(iii) Si f : A — R es una funcion continua en xo y f (x0) # 0, entonces existe &y > 0 tal que
f(x) # 0 para todo x € By, (x0) y la funcién 1 7 : Bs,(x0) — R es continua en xj.

Demostracion. (i) Sea f : A — R una funcién constante. Si xo € X y € > 0, entonces si
ponemos ¢ = 1 tenemos que f(A N Bs(x0)) = {f(x0)} € Be(f(x0))- Esto nos dice que
f es continua en xy.

(ii) Sea primero s = f + g. Sea ¢ > 0. Como f y g son continuas en xj existe § > 0
tal que

x€ A, [x—x0| <8 = |f(x)— f(x)| < be, |g(x) —glxo)| < e
Entonces, six € Ay |x — xp| < 6 tenemos que

(f( x0)) + (g(x) — g(x0)|
f() f(xO)\Jrlg() 8(xo)|

‘s(x —s(xo ‘ ‘
\

<
<e

y esto significa que s es continua en xo.
En segundo lugar, consideremos la funcién p = f - g. Sean

. 5o 1
2lf(xo)l’  2(Ig(x0) + ae])’

Como g es continua en x, existe 7 > 0 tal que

x €A |[x—x| <y = |g(x) —g(x0)| < ae (6)
y, en particular, tenemos que

x €A |x—x| <y = |gx)| <[g(xo)] +ae (7)
Por otro lado, como f es continua en x, existe 6 € (0,7) tal que

x€A |x—x <5 = |f(x)— f(x0)| < Be. (8)

Entonces, six € Ay |x — xg| < J, tenemos que

p(x) = p(xo0)| = [f(x)8(x) = f(x0)g(x0)]
< [f(x)g(x) = f(x0)g(x)[ + [ f(x0)g(x) = f(x0)g(x0)]|
= [f(x) = f(x0)[[8(x)] + [ £ (x0)[Ig(x) = &(x0)]



y, usando (8), (7) y (6), vemos que esto es

< B(Ig(x0)| + ae)e + | f(xo)|me
< &

en vista de la forma en que elegimos a « y a . Asi, la funcién p es continua en xo.
(iii) Como f es continua en xg y 1| f(xo)| > 0, existe & > 0 tal que

x €A, [x—x0| <do = [f(x) = f(x0)] < 31f(x0)].
Esto nos dice quesix € Ay |x — xg| < dp es

£ (xo)| = f ()] < £ (x) = f(x0)| < 31f(x0)],

de manera que

()] > 31f(x0)] )

y, como f(xp) # 0, vemos que f(x) # 0. Podemos entonces considerar la funcién
h:xEBgo(Xo)—)ﬁeR.
Sea ahora ¢ > 0. Como f es continua en xo, existe 6 € (0,0p) tal que

2
x €A, [x—x) <6 = [f(x)— f(x0)| < V(J;O)‘e. (10)

y entonces para cada x € AN Bs(xg) tenemos que

1 1 f(x) — f(x0)|
h(x) —h = — = ]
1) =600 = | 75 = 7| = et <
en vista de (9) y (10). Esto prueba que la funcién h es continua en xo. O

§3. Los teoremas de Weierstrass y Bolzano

3.1. Proposicién. (Weierstrass) Si A C R es un conjunto compactoy f : A — R es una
funcién continua, entonces f(A) es un conjunto compacto.

Demostracion. Sea (y,),>1 una sucesion en f(A). Para cada n € N existe x, € A tal
que f(x,) = yn y, como A es compacto, la sucesion (x,),>1 posee una subsucesion
(X, )k>1 que converge a un punto xg € A. Como f es continua en xy, la Proposicién 1.4
nos dice que la sucesion (f(xy,))k>1 converge a f(xp) y, como esta sucesioén coincide
con (Y, )k>1, vemos que la sucesion (y,),>1 posee una subsucesién que converge a un
punto de f(A). Concluimos que f(A) es compacto, como queriamos. O

3.2. Corolario. Sea A C R un conjunto compactoy f : A — R una funcién continua. Existen
m, M € A tales que f(m) < f(x) < f(M) para todo x € A.



Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 3.1, el conjunto f(A) es compacto, asi que
es cerrado y acotado. En particular, inf A y sup A son elementos de f(A), asi que
existen m, M € A tales que f(m) = inf f(A) y f(M) = sup f(A). El corolario sigue
inmediatamente de esto. 0

3.3. Proposicién. (Bolzano) Sean A C R un conjuntoy f : A — R una funcién continua.
Sia, b € R son tales que a < by [a,b] C A, entonces el intervalo cerrado con extremos f(a)
y f(b) estd contenido en f([a, b]).

Demostracion. Supongamos que f(a) < f(b), de manera que el intervalo cerrado con
extremos f(a)y f(b) esI = [f(a), f(b)]; si tuviésemos, por el contrario, que f(a) > f(b),
el razonamiento seria completamente similar.

Seat € [f(a), f(b)] y consideremos el conjunto L = {x € [a,b] : f(x) < t}. Como
L es claramente acotado y no vacio —ya que contiene a a— podemos considerar el
numero ¢ = sup L, que es un elemento de [a, b].

Sabemos que existe una sucesion (x,),>1 con valores en L que converge a £. Como
f es continua en ¢, esto implica que la sucesion (f(x,)),>1 converge a f(¢). Para todo
n>1esx, € L, de manera que f(x,) <ty entonces f(¢) = limy_e0 f(x5) < t.

Supongamos que f(¢) < t. En particular, esto nos dice que ¢ # b, asi que existe
p > 0 tal que [(,¢+ p) C [a,b]. Mas atn, como en ese caso ¢ =t — f({) >0y f es
continua en /¢, existe 6 € (0,p) tal que para cada x € AN Bs(¢) es f(x) € Be(f(¢)). Es
U'=10+16€ ANB;(£), asi que f(¢') < f(£) + & =t y, en consecuencia, ¢’ € L: esto es
absurdo porque ¢/ > ¢ = sup L.

Concluimos asi que debe ser f(¢) = t y, entonces, que t € f([a, b]). O

3.4. Proposicién. Sea A C R un conjunto y sean f, g : A — R dos funciones continuas. Si
existe un conjunto D C A tal que D 2O Ay f|p = g|p, entonces f = g.

Demostracién. Sea x € A y sea ¢ > 0. Como las funciones f y g son continuas en xo,
existe 6 > 0 tal que

x €A, [x—x| <& = |f(x) - f(xo0)| < z& [g(x) —g(x0)| < e (11)

Por otro lado, como xp € A C D, existe x; € D tal que |x; — xp| < 6. De (11), entonces,
vemos que

|f(x0) — g(x0| < |f(x0) — f(x1)| +[f(x1) — g(x1)] + [g(x1) — g(x0)| <&,

ya que f(x1) = g(x1) por hipétesis. Como esto vale cualquiera sea ¢, podemos concluir
que f(x0) = g(x0) y, en definitiva, que f = g. O

3.5. Una aplicacién importante de este resultado es la siguiente:



Proposicion. Sea f : R — R una funcion tal que para cada x, y € R se tiene que
fx+y) = f(x)+ fv), (12)
flx-y) =f(x)- f(y). (13)
Entonces o bien f es idénticamente nula o bien f = idg.

Demostracion. Notemos que f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1), asi que f(1) =00 f(1) = 1.
En el primer caso tenemos que f(x) = f(x-1) = f(x) - f(1) = 0 para todo x € R, de
manera que f es idénticamente nula. Podemos suponer entonces que

f1)=1. (14)
Como f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), tenemos que
f(0)=0. (15)

De hecho, es cierto que si z € R entonces
f(z) =0 < z=0. (16)

Ya probamos que f(0) =
z-w =1y como f(z)- f(w
Observemos que

0. Por otro lado, si z # 0 entonces existe w € R tal que
)= f(z-w) = f(1) =1, debe ser f(z) # 0.

f(—x) = —f(x) para todo x € R. (17)

En efecto, si x € R, entonces f(x) + f(—x) = f(x+ (—x)) = f(0) = 0, de acuerdo
a (15), asi que f(—x) = —f(x), como afirma (17).
Afirmamos que

f(n) = n para todon € N. (18)

En efecto, la ecuacién (14) nos dice que esto es cierto si n = 1; si, por otro lado,
suponemos que es cierto para n € N, entonces f(n+1) = f(n) 4+ f(1) = n + 1 usando
primero la hipétesis (12) y después la hipétesis inductiva y (14).
Mostremos ahora que
f(1) =1 paratodon € N. (19)

n n

Para ello, notemos que si n € N es

nef(3) = Fon) F(D) = fln ) = F(1) =1,

usando (18), (13) y luego (14), y que (19) sigue inmediatamente de esto. De (13), (18) y
(19) vemos, a su vez, que si m, n € N entonces

fOD =flm-3) = f(m)- f(3) =m- 5 =1



En otras palabras, si r € QN (0, +0c0), entonces f(r) = r. Si en cambio r € Q N (—o0,0),
usando (17) tenemos que f(r) = —f(—r) = —(—r) = r, ya que —r € QN (0, +0).
Concluimos de esta forma que, de hecho,

f(r) = r para todo r € Q.

La funcién f es estrictamente creciente: si x, y € R son tales que x < y, entonces
existe z # 0 tal que y = x + z? y se sigue de esto que f(y) = f(x +22) = f(x) + f(z)?
y, como f(z) # 0 por (16), que f(x) < f(y).

Mas atn, f es continua. Para verlo, sea xp € R y sea ¢ > 0. Existe n € N tal que
% < e Six € Res tal que xg — % < x < X+ %, entonces como f es estrictamente
creciente tenemos que

flxo) = f(3) = flxo—35) < f(x) < flxo+3) = f(x0) + f(3),

de manera que |f(x) — f(xo)| < f(2) =1 <.
Sabemos a esta altura que la funcion f : R — R es continua y que f|g = idr|q,
y la Proposicién 3.4 nos dice entonces que f = idg. O

§4. Funciones uniformemente continuas

41. Sea A CRy f:A— R una funcién. Decimos que f es uniformemente continua si
para todo & > 0 existe 6 > 0 tal que

vy eA |x—yl<é = |f(x) - fy)l <e
4.2. La uniforme continuidad es una condicién mads fuerte que la continuidad:

Proposicion. Sean A C R un conjuntoy f : A — R una funcion. Si f es uniformemente
continua, entonces f es continua.

Demostracion. Sea xo € A y mostremos que f es continua en xq. Sea ¢ > 0. Como f es
uniformemente continua, existe § > 0 tal que

xy€eA |[x—yl<é = |f(x) - f(y)| <e

En particular, si x € Ay |x — xo| < J tenemos que |f(x) — f(x0)| < e. Esto prueba lo
que queriamos. ]

4.3. En general, una funcién continua no es uniformemente continua. Por ejemplo, la
funcién f : x € R — x? € R es continua pero no es uniformemente continua. Para
verlo, es suficiente con observar que para cada 6 € (0,1) los ntimeros y = + — 10y
x=y+ 30 sontales que |[x —y| <Jy [x?—y? > 1.

Si suponemos que el dominio de la funcién es compacto, sin embargo, podemos
probar la implicacién reciproca a la de la Proposicién 4.2:



4.4. Proposicion. Sea A C R un conjunto compacto y f : A — R una funcion. Si f es
continua, entonces f es uniformemente continua.

Demostracién. Supongamos, para llegar a un absurdo, que f no es uniformemente
continua, de manera que existe ¢ > 0 tal que para todo n € N existen x,, y, € A tales

que |x, —yu| < 3y
|f(xn) = fyn)| > e (20)

La sucesioén (x,),>1 toma valores en A, que es un conjunto compacto, asi que existe una
subsucesion (xy, )k>1 de aquélla que converge a un punto xgp € A. Como f es continua
en xo, existe 6 > 0 tal que

x € ANBs(xg) = [f(x) — f(x0)] < 3e. (21)
Por otro lado, como (nlk) k>1 converge a 0y (X, )k>1 a Xo, existe K € N tal que

k>K = nik < %5, |4, — Xo| < %(5.
Notemos que |x,, — Xo| <Jy

Y — %ol < [V — X + X — %0| < 7+ 36 <9,

asi que de (21) podemos deducir que | f(xn) — f(x0)| < 3y |f(yne) — f(x0)] < 3¢, de
manera que

|f Cenie) = f(yme) | < 1f (i) = f(x0) [+ [f (yne) = f(x0)| <.

Esto contradice (20). O

4.5. Sif :t € (0,00) — 1 € R, entonces la imagen de la sucesi6n (1),>1, que claramente
satisface la condicién de Cauchy, es la sucesion (n),>1 que no la satisface. Esto muestra
que una funcién continua no preserva la propiedad de satisfacer esa condicién. La
continuidad uniforme, en cambio, si lo hace:

Proposicién. Sean A C R un conjuntoy f : A — R una funcién uniformemente continua.
Si (an)n>1 es una sucesion con valores en A que satisface la condicion de Cauchy, entonces la
sucesion (f(an))n>1 también satisface la condicién de Cauchy.

Demostracion. Sea (a,),>1 una sucesion con valores en A que satisface la condiciéon de
Cauchy. Sea ¢ > 0. Como f es uniformemente continua, existe § > 0 tal que

vyed, |x—yl <d = [f(x) - fly)l <e (22)
Por otro lado, como (a,,),>1 satisface la condicién de Cauchy, existe N € N tal que
nm>N = |a, —ay| <9.

Si ahora n, m € N son tales que n, m > 1, esta tltima implicacién nos dice que
|an — am| < 'y entonces (22) nos permite concluir que |f(a,) — f(an)| < €. Vemos asi
que la sucesion (f(ay)),>1 satisface la condiciéon de Cauchy. O

10



4.6. Proposicion. Sean A C R un conjuntoy f : A — R una funcion. Si f es uniformemente
continua, entonces existe una funcion f : A — R que es uniformemente continua y tal que

fla=F.
Demostracién. Empecemos observando que

si (an)n>1 €s una sucesion convergente con valores en A, entonces la sucesion

(f(an))n>1 converge. (23)

En efecto, si (4,),>1 €s una una sucesién con valores en A converge, entonces satisface
la condicién de Cauchy y la Proposicion 4.5 nos dice que la sucesion (f(a,)),>1 también
la satisface: esto implica que (f(a,))n>1 €s una sucesién convergente.

Mostremos, en segundo lugar, que

si (an)u>1 Yy (a))n>1 son dos sucesiones con valores en A que convergen
al mismo punto a € R, entonces las sucesiones (f(a))n>1y (f(a)))n>1 (24)
tienen el mismo limite.

Para verlo, escribamos a y & a los limites de (f(a,))n>1 y de (f(a),))n>1, respectiva-
mente, y sea ¢ > 0. Existe N; € N tal que

m>N; = |f(an) —a| <3le, |f(a,)—a|<ie
Como f es uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que
vy €A |x—yl<é = |f(x) - fy)| < 3e. (25)
Finalmente, como las sucesiones (a,),>1 y (4},),>1 convergen a a, existe N, € N tal que
n>Ny = |a,—a| <35, |a,—al< 30 (26)
Sea N = max{Nj, N2 }. Como N > N, de (26) vemos que
lay —ay| < lay —a| +|a—ay| < 36+156=35,
Como ademds ay, ay € A, de (25) deducimos que |f(an) — f(a}y)| < 3¢, y entonces
&~ o] < |~ Fla)| + [Flan) — fla)| + |flak) — '] < Je+ de+ Je =,

porque N > Nj y en vista de (25). Esta desigualdad vale cualquiera sea ¢ > 0, asi que
podemos concluir que & = a’ como queriamos mostrar.

Podemos definir ahora una funcién f : A — R de la siguiente manera. Si a € A4,
entonces existe una sucesion (a,),>1 con valores en A que converge a a. De acuerdo
a (23), la sucesion (f(ay,))n>1 converge y de acuerdo a (24) el limite de esta sucesion
depende tnicamente de a y no de la sucesion (a,),>1 elegida: podemos entonces poner

f(a) = limy 00 f(ﬂln).
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Sia € A, entonces la sucesion (a,),>1 que tiene a, = a para todo n > 1 es una
sucesion con valores en A que converge a a. En vista de la forma en que fue definida la
funcién f, tenemos que

f(a) = lim f(a,) = lim f(a) = f(a).

= li
n—oo
Vemos asf que f|4 = f. Probemos ahora que f es una funcién uniformemente continua.
Sea ¢ > 0. Como f es uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que

xyeA |x—yl < = |f(x)— f(y)| < 3¢ (27)

Sean ahora x, y € A tales que |x —y| < §; nos proponemos mostrar que

f(x) = fy)l <e. (28)

Como x e y estdn en A, existen sucesiones (x,),>1 € (¥n)y>1 con valores en A que
convergen a x y a y, respectivamente. En particular, como 17 = § — |x — y| es un namero
positivo, existe N € N tal que

n>N = |x,—x| <31, |yn—y| <37
Se sigue de esto que sin > N es

0 = Yul < [ — x|+ x—y[+ ]y —yal < +x—yl+37 =9,
de manera que (27) implica que

£ (xn) = fyn)] < 32 (29)

Por la forma en que la funcién f fue definida, las sucesiones (f(x1))n>1 Y (f(¥n))u>1
convergen a f(x) y a f(y), respectivamente. Tomando limite cuando n — oo en (29) ve-
mos entonces que | f(x) — f(y)| < 3¢, y esto implica la desigualdad (28) que querfamos
obtener.

Finalmente, para probar la unicidad supongamos que g : A — R es otra funcién
continua tal que g4 = f: que es f = g es entonces una consecuencia inmediata de la
Proposicién 3.4 aplicada a nuestra a las funciones f y g con D = A. O

4.7. Una aplicaciéon importante de la nocién de continuidad uniforme y, en particular,
de la Proposicién 4.4, es el siguiente resultado:

Proposicioén. Si f : [a,b] — R es una funcion continua definida sobre un intervalo compacto,
entonces f es integrable en el sentido de Riemann.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como f es uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que

vy €labl |x—yl <é = |f(x) - f(y)| < e (30)
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Sea P = {x¢,x1,...,X,} una particién del intervalo [a,b] de malla menor que ¢, de
manera que 4 = X9 < x1 < -+ <X, =by0<x; —xj_1 <dparacadaie {1,...,n}.
Siie {1,...,n}, ponemos F; = {f(x) : x € [x;,x;-1]}, m; = infF; y M; = supF;;
notemos que M; > m;.. Como la restriccién f ’[xi,xifﬂ : [xi, xi-1] — R es continua, existen
ai, Pi € [xi,xi,l] tales que m; = f(ﬂc,‘) y M; = f(‘BI) Como ’0(1‘ — ‘Bl‘ < xi—xi_1 <9,
de (30) deducimos que M; —m; = |f(a;) — f(B:i)| < 7.
Se sigue de esto que

n n n

Yol —xi )M=Y (i —xi)my =Y (x — xi1) (Mi — my)

y entonces para las integrales inferior y superior de Darboux tenemos que

b n n b
/ f§ Z(xi—xi,l)Mi < Z(x,-—xi,1)m,-+s§ / f+€.
? i=1 i=1 Ja
Como siempre vale que | ab f< fab f, concluimos que

OS/abf—/abf<s.

La arbitrariedad de ¢ implica que, de hecho, es fab f=1 ab f v esto nos dice que f es
integrable en [a, b]. O

13



	Funciones continuas
	Algunas propiedades básicas
	Los teoremas de Weierstrass y Bolzano
	Funciones uniformemente continuas

