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. VARIEDADES

{sect:variedades}

§1. Atlas

1.1.1. Si M es un espacio topoldgico, un atlas sobre M de dimensién n es una familia {p:def-atlas}
o ={¢; : Uy = R"}ieq

de funciones, a las que llamamos cartas, tal que
e el conjunto % = {U; }icr es un cubrimiento abierto de M,
e para cada i € I la imagen ¢;(U;) es un abierto de R” y ¢, : U; — ¢;(U;) es un homeo-
morfismo, y
e paracadai, j € I, la composicién

—1

(,Zsz(Ul n UJ)LUl N U]L(ZS](UZ N Uj)

es diferenciable.
Notemos que la funcién ¢; o ¢; ! del tercer punto es biyectiva y que su funcién inversa es ¢; o q&;l.
Se sigue de esto que, de hecho, ¢; o qS;l es un difeomorfismo.

1.1.2. Es inmediato que si &/ es un atlas sobre un espacio topolégico My &’ C &/ es un subcon- 1. patlas)
junto tal que los dominios de sus elementos cubren M, entonces ¢/ también es un atlas sobre M
de la misma dimensién; en esta situacion decimos que <’ es un subatlas de </

1.1.3. Una carta global es una carta de un atlas sobre un espacio cuyo dominio es el espacio
completo. Es claro que un espacio admite un atlas con una carta global sii es homeomorfo a un
abierto de un espacio euclideo. En efecto, sin > 1y M C R™ es un abiertoy ¢ : M — R" es la
inclusion, & = {¢} es un atlas sobre M.

1.1.4. Un atlas & sobre un espacio M es maximal si siempre que <’ es otro atlas de dimensién n
sobre M tal que &/ C </’ se tiene que de hecho &/ = &7,

S5i tenemos una familia {7 } xea de atlas sobre M totalmente ordenada para la inclusion, es
inmediato verificar que | AEA o/, también es un atlas. El lema de Zorn, entonces, nos permite
concluir que todo atlas estd contenido en un atlas maximal. De hecho, trabajando un poco més

podemos mostrar que ese atlas maximal estd univocamente determinado: ( }
ema:max

Proposicién. Si M es un espacio topolégico, todo atlas </ sobre M estd contenido en un iinico atlas
maximal &/™* sobre M de la misma dimension.

Demostracion. Sea o = {¢; : U; — R"};cr un atlas sobre M de dimensién n y sea o/™ el
conjunto de todas las funciones ¢ : U — R" tales que &7 U {¢} es un atlas sobre M. Todo atlas
que contiene a &/ estd contenido en .27™*, asi que para probar el lema bastard que mostremos
que /™ es un atlas. Las dos primeras condiciones de la definicién 1.1.1 se satisfacen por la
forma en que construimos a &/™, asi que solo nos queda verificar la tercera y, para esto, que

sig:V =Ry : W — R” son funciones tales que o7 U {¢} y o/ U{¢} son atlas sobre M,
entonces la composicion o ¢~ : (VNW) =V NW — (V N W) es diferenciable.
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Sean entonces ¢ y v funciones que satisfacen esa condiciéon. Como se trata de homeomorfismos y

V NW es un abierto tanto de V como de W, la composicién o=t : ¢(VNW) — (VW) esun

homeomorfismo entre abiertos de R™, asi que bastara que probemos que 1) o ¢! es diferenciable.
Sea i € I. Por hipétesis son difeomorfismos las composiciones

) ¢t ?i

oV NU; VU 6:(V N ;)

-1
6:(W A U) -2 W 1 Ui— Ly (W A 1)
La primera se restringe a un difeomorfismo ¢(V N W NU;) — ¢;(V N W NU;) y la segunda
auno o;(VNWNU) - vy(VNWNU), y la composicién de estos es un difeomorfismo
d(VNWNU;) = »(VNWNU;) que es la restricciéon a ¢(V N W N U;) de la composicién

SV AW) oV AW —L o (V A W)

Vemos asi que esta tltima composicién es diferenciable sobre cada uno de los abiertos del
cubrimiento {VNW NU, :i € I} de VN, asi que es ella misma diferenciable. O

1.1.5. El siguiente criterio es ttil al comparar atlas:
{lema:comp}

Lema. Dos atlas sobre un espacio topolégico estdn contenidos en el mismo atlas maximal si y solamente si
su union es un atlas.

Demostracién. Sean </ y o/’ dos atlas sobre un espacio topoldgico M. Si ambos estdn contenidos
en un atlas maximal, este contiene a la unién .7 U <’ y es claro, entonces, de la observacién 1.1.2
que esta unién es un atlas, ya que los dominios de sus elementos cubren M. La implicacién
reciproca es inmediata. O

1.1.6. Un atlas maximal es, en cierto sentido, un atlas que contiene todas las funciones que podria

contener. Un ejemplo ttil de esto es el del siguiente lema:
{lema:restriccion}

Lema. Sea M un espacio y </ un atlas maximal sobre M. Si ¢ : U — R™ es una cartade o/ yV C U es
un abierto, entonces ¢|y : V- — R™ es un elemento de <7 .

Demostracion. Es suficiente que mostremos que <7 U {¢|y } es un atlas. Como ¢ es un homeo-
morfismo a su imagen y V' es un abierto de U, la restriccién ¢|y es un homeomorfismo a su
imagen, que es abierto de R". Las dos primeras condiciones de la definicién son entonces in-
mediatas, y para verificar la tercera alcanza con mostrar que si ¢ : W — R" es una carta de &/
entonces ¢ o g1 1 (VW) = b(VAW)ydly o™ : p(VNW) — ¢(V N W) son diferen-
ciables: esto es claro, porque se trata de restricciones de ¥ o ¢! : (UNW) — H(UNW)y
popt o p(UNW) — ¢(UN W), respectivamente. O

1.1.7. Este lema que acabamos de probar permite mostrar facilmente la existencia de cartas sobre
una variedad que satisfacen diversas condiciones. Por ejemplo, se sigue facilmente de él que todo
atlas maximal contiene un subatlas tal que los dominios de las cartas que contienen son conexos.
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1.1.8. Proposicion. Si M es un espacio topoldgico y con base numerable y </ es un atlas maximal sobre M,
entonces existe un atlas <, contenido en <7 que es numerable.

Demostracion. Si o7 = {¢; : Ur — R"},c1, entonces {U; }ier es un cubrimiento abierto de M y la
hipétesis hecha sobre M implica que existe un subconjunto numerable J C I tal que {U; }ics
también es un cubrimiento de M. Podemos poner entonces < = {¢; : U; — R"}ics, ya que
satisface las condiciones deseadas. O

§2. Variedades

1.2.1. Una variedad de dimension n es un par (M, </) en el que M es un espacio topoldgico
Hausdorff y con base numerable y </ es un atlas maximal de dimensién n sobre M. En general,
escribiremos M en lugar de (M, <7), dejando a o7 sobreentendido.

La Proposicion 1.1.4 implica que para especificar la segunda componente de una variedad
(M, /) alcanza con dar un atlas %% contenido en .7, ya que 2/ queda univocamente determinado
por 4. Es en este contexto que el criterio del Lema 1.1.5 se torna ttil.

1.2.2. Proposicién. Sea (M, o7 ) una variedad de dimension n y sea N C M un abierto. El conjunto <7’
de cartas de <7 cuyo dominio estd contenido en N es un atlas sobre N de dimension n y el par (N, o7/'™2)
es una variedad diferenciable.

De hecho, el atlas <’ es él mismo maximal, pero no necesitaremos esto. Siempre que veamos a
un abierto de una subvariedad como una variedad serd con respecto a la estructura de variedad
construida en este lema. En particular, usando el lema anterior, hemosdotado de una estructura
canodnica de variedad a los abiertos de los espacios vectoriales reales de dimensién finita.

Demostracién. El abierto N es claramente un espacio Hausdorff y con base numerable cuando lo
dotamos con la topologia inducida por M, asi que tenemos que probar solamente que <7’ es un
atlas. Como &/ es un atlas, para ver que </’ es un atlas alcanza con mostrar que los dominios de
las cartas de &/’ cubren a N. Ahora bien, sabemos del Lema 1.1.6 que si ¢ : U — R™ estd en o7
también lo estd ¢|yny : U NV — R, asi que lo que queremos sigue inmediatamente de que los

dominios de las funciones de 7 cubren M. )
{prop:cartesiano}

1.2.3. Proposicién. Sean (M, <) y (N, 2/’) dos variedades de dimensién m y n, respectivamente, y
supongamos que &/ = {¢; : U; - R™} y o/’ = {¢; : V; = R"}. El conjunto

d// = {(]5Z X ’l/)j : Uz X V} — R™ x Rn}(i7j)ej><(]

es un atlas de dimension m + n sobre el espacio topoldgico producto M x N y el par (M x N, o/""™**) es
una variedad.

Por supuesto, este resultado se generaliza sin problemas a productos cartesianos de un ntimero
arbitrario de variedades.
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Demostracion. Es claro que {U; x U;}(; j)erxs €s un cubrimiento abierto del espacio produc-
to M x N. Ademads, como el producto cartesiano de dos homeomorfismos es un homeo-
morfismo, las funciones de 27"’ son homeomorfismos sobre abiertos de R”* x R™. Finalmente, si
(i,7), (¢',j") € I x J, claramente

(Ui x V3) N (Ui x Vi) = (Us N Ug) x (V; N V),

(¢i X ) ((Us x Vi) N (Uir x V1)) = ¢i(Us N Uy ) x b5 (V; N Vo)

(9 x ) (Ui x V) 0 (Uy x Vyr)) = ¢ (Us N Uyt ) x 5 (V; N Vi),
y la composicién

(Gsr xWpjr)o(dixap;) ™"

(6i x 1;) (Ui x V3) N0 (Uir x V) (6ir x ;) (Ui x V3) 0 (U x Vyr))

es la funcién

(¢irod; V)X (o)
¢:(Us N Uy) x 4 (V; N V) ¢ (Ui N Ui ) X 9 (V5 N Vyr),

que es evidentemente diferenciable. Esto prueba que /" es un atlas sobre M x N de di-
mension n + m. Como M x N es un espacio Hausdorff y con base numerable, vemos que
(M x N,o/""™) es una variedad. O

1.2.4. La siguiente proposicién codifica un procedimiento extremadamente ttil para contruir

variedades. {prop:construccion}

Proposicién. Sea X un conjunto, sea n > 1, sea % = {U, }ier un cubrimiento de X y consideremos
una familia o = {¢; : U; — R"};c de funciones. Supongamos que:

e para cada i € I la funcién ¢, es inyectiva y su imagen es un abierto de R™;

e paracada i, j € I el conjunto ¢;(U; N U;) es un abierto de ¢;(U;) y la composicion

1

¢1(Uz n (]J)¢4L>UvZ n U]L¢3(Ul N U])

es un diferenciable;
e paracada i, j € I el conjunto

A ; ={(a,b) € 6:(U3) x ¢;(U;) : ¢ *(a) = ¢ (b)}

es un cerrado de ¢;(U;) x ¢;(U;);
e 9 contiene un subcubrimiento numerable.
Entonces existe exactamente una topologia sobre el conjunto X que hace de él un espacio Hausdorff y con
base numerable y para la que </ es un atlas.

Demostracién. Para cadai € I seaY; = ¢,(U;), dotado de su topologia de subespacio de R”, y sea

fi la composicién

-1
R
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Sid € I, la funcidn f; es inyectiva y U; es su imagen. Si i, j € I, entonces f[l(Uj) =¢;(U;NU;)y
esto es, por hipétesis, un abierto de Y;. Por otro lado, la composicién

_ fi fj_l _
[N U)—=Ui N Uj——f;1(U;)
es la funcién ¢; o ¢>;1 1 0; (Ui NU;) = ¢,(U; N Uj), que es un homeomorfismo.

La Proposicién 1.0.19 nos dice que hay sobre X una tnica topologia que hace de % un
cubrimiento abierto de X y de los elementos del conjunto .% = {f;};,c; homeomorfismos con sus
imagenes. Si i, j € I, entonces el conjunto

{(a,b) € Yi x Y : fi(a) = f;(0)}

coincide con el conjunto A; ; del enunciado, que es un cerrado de Y; x Yj, asi que la Proposi-
cién 1.0.20 implica que la topologia de X es Hausdorff. Como estamos suponiendo que % contiene
un subcubrimiento numerable, de la Proposicién 1.0.21 sabemos que X tiene una base numerable.
Finalmente, para ver que el conjunto & es un atlas sobre X queda solamente verificar la tercera
condicién de la definicién 1.1.1, pero ésta es parte de nuestra hipétesis. O

§3. Ejemplos
Espacios vectoriales

1.3.1. Sea V' es espacio vectorial real de dimension finita n. Si B = (v1,...,v,) es una base (yecy
ordenada de V, sea B* = (A1,...,A,) labase dual y

dpp:x €V (A(x),..., \(x)) € R

Sea 4 el conjunto de las bases ordenadas de V'y & = {¢p}pecs.

Lema. Hay una tinica topologia sobre V' que hace que todas las funciones de <7 sean homeomorfismos y
para esa topologia el conjunto 7 es un atlas de dimension n.

Si dotamos a V' de esa topologia, que es claramente Hausdorff y tiene una base numerable,
entonces (V, &™) es una variedad. Decimos que esta estructura de variedad sobre V' es su
estructura canénica y siempre que veamos a V como variedad serd con respecto a ella.

Demostraciéon. Como todas las funciones de &/ son biyectivas, hay a lo sumo una topologia
sobre V' que hace que todas ellas sean homeomorfismos. Para ver que hay al menos una alcanza
con mostrar que si B, B’ € % entonces la composicién ¢p o ¢5' : R — V — R" es un
homeomorfismo, y esto es claro ya que se trata de una funcioén lineal biyectiva. Méds atn, como
esta composicién es lineal es diferenciable, y entonces la tercera condicién de la definicién 1.1.1
se cumple. Las dos primeras son inmediatas, asi que %/ es un atlas. O
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Esferas
1.3.2. Sean > 1y consideremos el subespacio 5™ = {z € R"*" : |lz|| = 1}, que es Hausdorff (;.ecteras:1)
y tiene una base numerable. Si x = (z1,...,2,) € S™, escribimos ' = (x1,...,2,) € R" e

identificamos, por comodidad, a = con el par (z/,2,,41). Sean I = {+1,—1} y,sii € I, sean
P, =(0,...,0,i) e 5", U;=S"\{P}y

CC/

¢i : (2!, 2p41) €Uy — —— € R™.
1 —izn
Es claro que ¢; es continua, porque es la restriccién a U; de la funcién continua dada por la misma
expresién pero definida sobre el abierto {x € R™ : iz,41 < 1}. Por otro lado, consideremos la

funcion

2
vy e R 2 Wl =1
lyl*+ 17 Jlyl® +1

Siy € R", es ||9i(y)]| =1y HZHiE # i, asi que la imagen de v; estd contenida en U;, y en

consecuencia 1); estd bien definida; es claro, ademads, que se trata de una funcién continua. Un

célculo directo muestra que ¢; y 1; son funciones inversas, asi que se trata de homeomorfismos.
Para ver que &/ = {¢41,¢_1} es un atlas resta entonces verificar la tercera condicién de la
definicién. Seai € I. EsU; NU_; = S\ {P;, P_;} y ¢;(U; NU_;) = ¢;(U;) \ {¢s(P—s)} = R™\ 0,
y, calculdndola explicitamente, vemos que

$_iod;:y € ¢i(U NU_1) —s ﬁ €6, (UinU_y),

que es claramente diferenciable, como querfamos.

En conclusion, &7 es un atlas sobre S™ y (5™, &/ ™) es una estructura de variedad sobre S™.
Siempre que vamos a S™ como variedad sera con respecto a esta estructura.
Espacios proyectivos

1.3.3. Sean > 1,sea X = R"*!\ 0y consideremos sobre el conjunto X la relacién ~ tal que si
z,y€ X, es

x~y <= INERN\O: Az =y.

Se trata de una relacién de equivalencia, asi que podemos considerar el conjunto cociente

RP" = X/~. Siz = (z0,...,%,) € X, escribimos (zp : --- : z,) € RP™ ala clase de equi-
valencia de z. Pongamos I = {0,...,n}.
1.34. Seai€ I.Sixz = (zg,...,%n), ¥ = (Yo,---,Yn) € R™ son tales que = ~ y, entonces

;=0 <~ y;, =0,
asf que tiene sentido el conjunto

U ={(zg: - :2,) € RP": z; #0}.
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Consideremos la funcién ¢; : U; — R tal que para cada (zg : -+ : ) € RP" es
Gi(wg i ) = (%"”;xx“%”)
Esto esta bien definido: si z = (xo, ..., %), ¥y = (Yo, - - -, Yn) € R" son tales que x ~ y, entonces
o Ti—1 Ti41 Tn\ _ (Yo Yi—1 Yit+1 Yn
(Fo. ftmen By (I e ger ey

Un célculo directo muestra que
(1,...,xn) ER" — (1 1+ iy i liayqq oo i xy) € RPT

es la funcién inversa de ¢;, asi que, en particular, ¢; es una biyeccion.

1.3.5. Sean ahora i, j € I y supogamos que i < j.
e EsU,NU; ={(zo:--:2,) € RP" : z;z; # 0} y entonces

¢i(UiﬂUj) = {(xl,...,a:n) eR": T #* 0}

¢j(Ui N Uj) = {($1, R ,xn) c R™: Tit1 #* 0},

que son abiertos de ¢;(U;) = R" y de ¢;(U;) = R", respectivamente.
e La composicién ¢; o ¢; = ¢;(U; NU;) — ¢;(U; NU;) es

(T1,. ., Xp) —

— yeeey B geeey

(2.2 L T o Tin o)
A ) ) )
Zj Tj Tj  Xj Zj Zj Zj

que es un difeomorfismo entre abiertos de R”. Lo mismo es cierto de la composicién
¢; o ¢j_1 20 (U NU;) — ¢,(U; N Uy ), que es

T Ty  Tiy2 X5 1 Tj41 Tn )

($177xn) ( AR | b PR ) ) ) bR ]
Ti41 Tit1 Ti41 Ti41 Ti41l Ti41 Tit1

¢ Six=(r1,...,2n), Y= (Y1,---,Yn) ER", €8
¢; H(x) = ¢; ()

= (w1 limigrran) =Wyt Lyt Yn)
Ax; =y, sil<l<iosij+1<1<m;
Az = , sii<i<y;
<= JAeR\O0: LT J
A= Y
)\lL’j:].
Yit1T1 = Yi, sil<i<iosij+1<I<m

= (Yit1Z = Y1, sii<I<y;
Yir1z; =1
y esta tiltima condicién es cerrada, asi que el conjunto
Aij = {(2,y) € i(Ui) x 65(U;) : 67 (@) = &5 ()}

es un cerrado de R™ x R™.
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1.3.6. Estamos en las condiciones de la Proposicién 1.2.4. Existe entonces una tinica topologia
Hausdorff y con base numerable sobre RP" que hace que las funciones {¢; ' : R” — RP"} ;< sean
homeomorfismos sobre sus imagenes, que resultan abiertos de RP”, y para la que el conjunto el
conjunto &7 = {¢; : U; = R"},cs es un atlas sobre RP™ de dimensién n. Llamamos a la variedad
(RP™, o/™) el espacio proyectivo real de dimensién n.

Variedades grassmanianas

1.3.7. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, sea k € {1,...,n} y sea Gri(V) el
conjunto de todos los subespacios de V' de dimensién k. Nos proponemos dotar a Gri (V') de una
estructura natural de variedad usando, otra vez, la Proposicién 1.2.4. En detalle, construiremos un
conjunto / y una familia de funciones inyectivas .% = {¢; : My n—(R) — Grp(V)}icr definidas
en el espacio de las matrices reales k x (n — k) tales que

e si para cada i € I ponemos U; = im¢;, el conjunto % = {U,};csr es un cubrimiento

de Gri (V') que contiene subcubrimientos finitos;
e sii, j € I, entonces ¢[1(Ui NU,) es un abierto de M}, ,,—(R) y la funcién

915;1 o¢i: ¢y H(U;NU;) — ¢j_1(Ui NU;)

es un difeomorfismo; y
e paracadai, j € I, el conjunto

Ajj={(Ap) € Mg p—i(R) x My n1(R) : ¢i(N) = ¢ (1)}

es un cerrado de My, ,,—(R) x My n—i(R).
La familia &/ = {¢; LU= M, & n—k(R)}icr, entonces, satisfard las condiciones de la Proposi-
cién 1.2.4 y, en consecuencia, habremos probado que Gri (V') puede hacerse de una tinica forma
un espacio topolégico de manera que </ sea un atlas sobre él y (M, /™) una variedad, a la que
llamamos grassmaniana de subespacios de dimension k en V.

1.3.8. Sea I el conjunto de bases ordenadas de V. Sii = (vy,...,v,) € I, consideramos los
subespacios C; = (v1,...,05) Y D; = (Vg41, - - ., Up), de manera que V = C; @ D;, y denotamos
mi1 V= Cyymo: V. — D;alas proyecciones candnicas correspondientes a esta descomposi-
cionde V. Si ademds A € My ,,_(R), sea \' : C; — D; la tinica funcién lineal cuya matriz con
respecto a las bases ordenadas (vi,...,v;) ¥ (Vg41,...,v,) de C; y de D;, respectivamente, es
precisamente \; sabemos que la funcién A € My, ,—(R) — At € hom(C;, D;) es un isomorfismo
lineal.

1.3.9. Fijemos i € I. Para cada A € Mj, ,—(R) la funcién {p:phii}
ido, + X v eCim v+ N (v) eV

es inyectiva (porque la composicion m; 1 o (ide, + A) es la identidad de C;) asi que su imagen
im(idc, + A%) es un elemento de Gri (V). Tenemos asi definida una funcién

¢i i X € My i (R) — im(idc, + \') € Gri(V).
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Esta funcion ¢; es inyectiva. En efecto, si A\ € My ,,—;(R), es claro que para cada v € C; el
vector A'(v) € D; es el tinico elemento w de D; tal que v + w € ¢;()), asi que el subespacio ¢;()\)
determina a \* y, entonces, a .

1.3.10. Escribamos U; a la imagen de ¢;. Afirmamos que
Ui ={S € Grp(V):SND; =0} 1)

En efecto:

e Si\ € My, ,(R)eim(idc, +A*)ND; # 0, hay un vectornonulov € C; tal que v+ (v) € D;,
lo que es imposible. Esto nos dice que U; estd contenido en el miembro derecho de la
igualdad (1).

e Para probar la inclusién reciproca, sea S € Gri(V) tal que SN D; = 0. Como D; = kerm; 1,
la restriccion m;1|s : S — C; es inyectiva y entonces — como su dominio y codominio
tienen la misma dimensién — es, de hecho, un isomorfismo. Hay exactamente una matriz
A € M.k (R) tal que \' = ;2 0 (m;1]s)™" : C; — D;. Laimagen de idc, + A\ contiene
a S:sis € Syponemos v =m;1(s), entonces (idc, + A\')(v) = m;1(s) + mi2(s) = s; como
im(idc, + A%) y S tienen la misma dimension, vemos que son iguales y, en definitiva, que
S esta en Uj.

Notemos que este tltimo punto muestra que la funcién inversa de ¢; es tal que

(67(9)" = mia o (mials)™! @
paracada S € U;.

1.3.11. El conjunto % = {U, };cs es un cubrimiento de Gr(V): si S € Gr(V), existe una base
ordenada i = (vy...,v,) de V talque S = (v, ..., vg), y entonces S = ¢;(0) € U;.

Fijemos una base ordenada (vy,...,v,) de V y para cada permutacién = € S,, pongamos
ir = (Vr(1),- > Vn(n)) € I. Queremos probar que {U;, : m € S, } también cubre a Gri (V) y, en
particular, que % contiene subcubrimientos finitos.

Sea S € Gry(V)yseap: V — V/S la proyeccién canénica. El conjunto {vy,...,v,} ge-
nera a V, asi que su imagen {p(v1),...,p(v,)} genera a V/S. Como dimV/S = n — k, hay
indices i1, ..., in—r € {1l...,n} tales que {p(v;,),...,p(vi,_,)} es una base de V/S y, enton-
ces, SN (viy,...,v;,_,) = 0. Si® € S, es cualquier permutacién tal que 7(t) = i,_j para
cadat € {k+1,...,n}, entonces tenemos que SN D, = 0y, en consecuencia, S € U;_. Que
Gri(V) = U,es, Ui, sigue inmediatamente de esto.

1.3.12. Sean i = (v1,...,v,), j = (w1,...,w,) € I, y supongamos que v, = Y ._, ;. W, para
cadar € {1,...,n}. De acuerdo a (1), es

UiNnU; ={S€Grp(V):SND; =SND; =0}
Si A € My, n—i(R), entonces
A€ o HUNTY)
< D;nim(idg, + X)) =0
<= kerm;1Nim(idc, +\") =0

< ;10 (ide, +A') : C; — C; es un isomorfismo,

10

{eq:grui}

{eq:gr-inv}

{p:grinv}
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asi que

o7 (U;NU;) = {\ € My i(R) : ;1 0 (ide, + \Y) : C; — C; es un isomorfismo} (3) {eqgrtt}

Sea A = (\5) € My —x(R). La funcién \* : C; — D; es tal que \'(v,) = Zz;lk Ar.sVUk+s para

todor € {1,...,k}, asi que para esos valores de r es
] n—~k
(mj,1 0 (ide, + A1) (vr) = 751 (vr +> Ar,svk+s)
s=1

n n—k n

= 77]',1(2 Briwi + E Ars E 5k+s,twt>
t=1 s=1 t=1
n

=Tj1 (Z [5r,twt + "z_f“ Ar,sﬁk-‘rs,t} wt)
s=1

t=1
n—=k
= Z [ﬂr,t + Z )\r,sﬁk+s,t:| We.
t=1 s=1
La matriz de ;1 o (id¢, + \?) : C; — C; con respecto a las bases (vy, ..., vx) de C; y (wr, ..., wg)

de C; es, entonces,

n—Fk
(ﬁr,t + E )\r,sﬁkJrs,t) 1<r<k
s=1 1<t<k
yen conscuencia

mj10 (ide, + AY) : C; — C; es un isomorfismo

n—k
< det (ﬁm + Z /\T,S,B;g+s7t)1gr<k #0. (4) {eq:gr-cond}
s=1

1<t<k

Como el determinante de una matriz es un polinomio en sus coeficientes, es una funcién continua
de ellos, y como los coeficientes de la matriz que aparece en (4) dependen continuamente de A,
podemos concluir de (3) que el conjunto ¢; *(U; N U;) es un abierto de Mj, ,,_1.(R).

1.3.13. Afirmamos que la funcién qﬁj_l o : ¢y HUNU;) — qﬁj_l(Ui N Uj) es tal que para cada
AE ¢:1(U7 N U]) es

1

((qs;l ° qﬁi)()\))j = 720 (ide, + ) o (1 0 (ide, + A1) () {eqphili

En efecto, usando directamente la definiciéon de ¢; y la expresién (2) para la inversa de ¢;,
calculamos que

((ﬁb;l o ¢i)()\))] =m0 (7Tj,1|im(idvo+k))71~ (6)  {eq:phiji:1}

Ahora bien, es inmediato que

. i . iy —1
im(ide, +a1) © (id, +X%) o (71 0 (ide, + A7)

idcj =Tj1

11
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o L -1 . .
y, multiplicando a izquierda por 72 o (7 1|im(ide. +1i))  ambos miembros de esta igualdad,
vemos que

-1 -1

7Tj72 [¢] <7Tj,1|im(idci+>\i)) = 7Tj’2 o (Idcl + )\'L) o (7'(']"1 o (Idcl + )\Z))

Usando esto para reescribir el miembro derecho de (6), obtenemos (5), como querfamos.

SiA € ¢; ' (U; NUj), la matriz de (m;,1 o (idc, + )\i))_l : C; — C; con respecto a las bases
(w1,...,w)y (v1,...,vx) de C; y de C;, respectivamente, es, de acuerdo a lo que hicimos en 1.3.12,

1

(&rs)1<r<k = (ﬂrt + Z Ar,sBr+ts, t>1<7<k

1<t<k 1<t<k

y entonces son coeficientes son funciones diferenciables de A € ¢;'(U; N U;). Para cada
ref{l,...,k}es

;10 IdC ‘f')\2 frsvs
(w0 i Z

asi que

[(ide, + %) o (mj1 0 (ido, + X)) ] (wr) = (ide, + x)(i £504)
n—k

fr,s (vs + Z )\s,tkart)

1 t=1

k n—k
[Z 7505514'2267“5 tak+tl] wy

=1 s=1 t=1

N

S

~

Il
I M:

[Trj 20 (ido, + ) o (mj1 0 (ide, + /\i))_l} (wy)

k n—k
Z measz-i-ZZﬁre @tak+tl‘|

I=k+1 Ls=1 s=1 t=1

De acuerdo a (5), esto nos dice que

k
(¢; <Z gr sQg Jk—+1 + Z

s=1 t=

n—

k
fr sAs t k4t k41
1 <k

1515
e implica que la funcién qu_l ogi : ¢ 1 (UiNT;) — ¢j_1 (U;NU;) es diferenciable. Como su inversa
es ¢; ! o ¢;, vemos que de hecho es un difeomorfismo.

1.3.14. Sean A, p € My, (R). Sir € {1,...,k}, es

n—=k n n—=k
(idC,i + )\2)(”7) = Up + Z A7'75’Uk:-‘,-8 = Z |:a7',t + Z AT',Sak+S,t:| Wy
s=1 t=1 s=1

12
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n—k
(ide, + 1) (wy) = w, + Z Hor,s Wkt

s=1

asi que los subespacios im(id¢, + A?) e im(id¢, + p/) estan generados por los conjuntos

n n—k
{Z {am + Z /\r,sak+s,t] wp:1<r< k} (7)  {eq:graa}

t=1 s=1

n—k

{w,, + Z P sWhts 1 1 <7 < k} (8) {eq:grbb}
s=1

respectivamente. Los dos subespacios tienen la misma dimensién k, asi que coinciden si y

solamente si la unién de estos dos subconjuntos genera un espacio de dimensién k. Si definimos

una matriz f = (f;,) € My, 2, (R) poniendo

n—k
Qi+ Z ArsQhist, Si1<s<j;
=1
.ﬁﬂ‘: ® )
Otr—k sil<t<kyk+1<r<n;
Mo — ket —k sik+1<t,r<n,

entonces las primeras k& columnas de f son las coordenadas en la base j de los vectores del
conjunto (7), las dltimas & son las coordenadas en esa misma base de los vectores del conjunto (8),
y es claro que la unién de los dos conjuntos (7) y (8) genera un subespacio de dimensién & si
y solamente si el rango de la matriz f es exactamente k. Como sabemos que las primeras k
columnas de f son linealmente independientes, el rango de f es k si y solamente si se anulan
todos los menores de tamarfio £ + 1, y esta tltima condicién es equivalente a la anulacién de
(*F) () polinomios en los coeficientes de f. Como claramente los coeficientes de f dependen
continuamente de A y de y, vemos que el conjunto

‘AiJ ::{(Aaﬁﬁ € Alkﬂr—k(RQ X A4kﬂ1—kGR): ¢i(A):: ¢j(ﬂ)}

es un cerrado de My, ,,—(R) x M n—r(R).

13
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Il. FUNCIONES DIFERENCIABLES

{sect:funciones}
§1. Funciones reales

2.1.1. Si M es un espacio topoldgico y </ es un atlas sobre M, una funcién f : M — Res (541
diferenciable con respecto a </ si para cada carta ¢ : U — R" de &/ es diferenciable la composicién
-1 ¢! f
¢~ (U)—=U——R
Si (M, <7) es una variedad, decimos que una funcién f : M — R es diferenciable si f es diferen-
ciable con respecto al atlas <7, y escribimos C*° (M) al conjunto de todas las funciones reales

sobre M que son diferenciables. Dejamos al lector la sencilla verificacién de que C*° (M) es una
subdélgebra del R-algebra C'(M) de las funciones continuas sobre M a valores reales.

2.1.2. Proposicién. Si M es un espacio topoldgico y <71 y /5 son atlas sobre M de dimension n tales que
oty C gy, una funcion f : M — R es diferenciable con respecto a <7, si y solamente si lo es con respecto
a ots.

Un corolario inmediato de esta proposicién es que para que una funcién f : M — R definida
sobre una variedad (M, <7) sea diferenciable alcanza con que para cada = € M exista una carta
¢z : Uy — R"en o tal que f o ¢! : ¢,.(U,) — R es diferenciable. En efecto, en esa situacion el
conjunto {¢ }zenr es un subatlas de .o y podemos aplicar la proposicién.

Demostracién. Sea f : M — R. Basta probar quesi f es diferenciable con respecto a .7 entonces
es diferenciable con respecto a .73, ya que la reciproca es inmediata.

Sea entonces ¢ : U — R™ una carta de 2% y supongamos que <% = {¢; : U; — R"};cr. Sii € I,
son diferenciables las composiciones

¢; ! L
6:(U)——U,—L >R $(U N U)—2—U N U—20,(U N Uy),

asi que tamPlién lo es su composicion ¢(U N UZ-)£>U NnU; *f>R, que es la restricciéon a ¢(UNU;)
de ¢(U)L>U*f>R. Como {¢; (U NU;)}ier es un cubrimiento abierto de ¢(U), esto implica
que esta tltima composicién es diferenciable y, entonces, que f es diferenciable con respecto
a . O

2.1.3. Un corolario inmediato de esta proposicién es que, si U es un abierto de R", no hay
ambigiiedad en el significado de la frase «la funcién f : U — R es diferenciable».

Lema. Sea U C R™ un abiertoy f : U — R™ una funcion. Entonces f es diferenciable sii es diferenciable
en el sentido de la definicion 2.1.1.

Demostracion. Sii: U — R™ es la inclusion, entonces .o/ = {i} es un subatlas del atlas & que da la
estructura de variedad a U, asi que proposicién anterior nos dice que la funcién f es diferenciable
en el sentido de la definicién 2.1.1 sii es diferenciable con respecto al atlas 7, y esto dltimo
es claramente lo mismo que decir que f es una funcién diferenciable en el sentido usual del
célculo. O

14
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{lema:bump}
2.1.4.Lema.Sin > 1y e > 0, existe una funcion no-negativa ¢ : R™ — R de clase C*°, con soporte
contenido en la bola B de radio € centrada en 0 y que toma el valor 1 sobre todo un entorno de 0 contenido
en B.

Demostracion. Sea f : t € (0,00) — exp(—1) € R. Una induccién prueba que existe una sucesién
(Pn)n>0 de polinomios reales tales que para todo n > 0 es

FU ) = 7" p (t) exp(—1),

lim £ () /¢ = 0.

Usando esto, es facil ver que es de clase C*° la funcién g : R — R tal que

f@t), sit>0;
0, sit <O.

g(t) =

Claramente g es no-negativa y tiene a [0, c0) como soporte. La funcién b : R — R tal que
h(t) = g(t)g(1 — t) es entonces C* y tiene soporte [0, 1], y la funcién k£ : R — R tal que

t € R,

es C'™, tiene soporte [0, 0] y k(t) = 1 para todo ¢ > 1. Finalmente, la funcién ! : R — R tal
que l(t) = k(t — 2)k(2 — t) para todo ¢t € R es C*, positiva, tiene soporte [-2,2] y I(t) = 1 para
todot € [-1,1].

Sea ahora ¢ : R" — R tal que ¢(z1,...,2,) = [[.,l(z;). Se trata de una funcién de
clase C*°, con soporte [—2,2]" y tal que ¢(z) = 1si (t1,...,t,) € R™ es tal que |¢;] < 1 para
todo ¢ € {1,...,n}. Finalmente, si definimos ¢ : R" — R poniendo ¢(z) = ¢(z/2\/n) para
todo 2 € R", es claro que se cumplen las condiciones del enunciado. O

2.1.5. Proposicién. Sea M una variedad, sea x € M y sea U un entorno abierto de x en M.
(i) Existe una funcién diferenciable ¢ : M — R y un entorno abierto V de x tal que V -C U, ¢|y = 1
Yy ¢lanw =0.
(ii) Sif:U — Res una funcién diferenciable, existe un entorno abierto V de x en M y una funcion
diferenciable g : M — R tales que V- C Uy gly = flv.
Demostracion. HACER
{lema:taylor}
2.1.6. Lema. Sean M una variedad de dimensién n, v € M uno de sus puntos y ¢ : U — R™ una carta
definida en un entorno de x. Existen entonces funciones i1, ..., ¥, € C°(M) que se anulan en x tales
que para cada f € C°° (M) existen funciones diferenciables h; ; € C*°(M) para cada i, j € {1,...,n}
tales que

d(foo™) N
T ‘¢(I)wz + igz:l hz,]d}ﬂ/{?.

f=r@+)
1=1

15
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07 002

Figura 1. Las funciones g, h, k, [ construidas en la prueba del Lema 2.1.4.

Demostracion. HACER O

§2. Funciones entre variedades

2.2.1. Si (M, /) y (N, «/') son variedades de dimensién m y n, respectivamente, una funcién ,.it.o)
f M — N es diferenciable si para cada x € M existen una carta ¢ : U — R™ en &/ y una
cartatp: V — R" en &/’ tales que x € U, f(U) C V y es diferenciable la composicién

o)LLy Y Rge

2.2.2. Lema. Sean (M, o7 ) y (N, o/") variedades de dimension m y n, respectivamente, y sea f : M — N
una funcion diferenciable. Entonces para cada x € M y cada carta ¢ : V. — R"™ de N alrededor de f(x),
existe una carta ¢ : U — R™ alrededor de x tal que f(U) C V y la composicién o fodp=1 : (U) — R®
es diferenciable. En particular, f es continua.

Demostracion. HACER O

2.2.3. Si (M, o/) es una variedad y f : M — R es una funcién real, tenemos dos sentidos distintos
para la afirmacién «f es una funcién diferenciable». De manera similar, tenemos dos definiciones
para lo que significa que una funcién entre abiertos de espacios euclideos sea diferenciable. El
contenido del siguiente lema es que no hay en realidad ninguna ambigtiedad.

16
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Lema. (i) Sea (M, <) una variedad y sea f : M — R una funcién. Entonces f es diferenciable de
acuerdo a la Definicion 2.1.1 sii es diferenciable de acuerdo a la Definicion 2.2.1, si vemos a R como
variedad con su atlas candnico.

(i) SiU C Ry V C R™ son abiertos, entonces una funciéon f : U — V es diferenciable sii es
diferenciable de acuerdo a la Definicién 2.2.1, cuando vemos a U y a V' como variedades con sus
atlas candnicos.

Demostracion. HACER ]

2.2.4. Proposicién. Sea M, N y P variedades. Si f : M — N y g : N — P son funciones diferenciables,
entonces go f : M — P es una funcion diferenciables.

Demostracion. HACER O

2.2.5. Proposicién. Sean M y N variedades diferenciables y sea el producto cartesiano M x N dotado de
su estructura de variedad construida en la Proposicién 1.2.3.
(i) Las proyecciones py : M x N — M y ps : M x N — N son funciones diferenciables.
(i) Si P es una variedady f : P — My g : P — N son funciones diferenciables, entonces existe
exactamente una funcion diferenciable h : P — M x N tal quepyoh = fypaoh =g.

Demostracion. HACER O

2.2.6. Podemos dar una generalizacién de Proposicién 1.2.4 que es muy cémoda al construir
ejemplos:
Proposicién. Sea X un conjunto, sean > 1,sea % = {U,};c1 un cubrimiento de X y consideremos una
familia o7 = {¢; : U; — N, }icr de funciones con codominios variedades de dimension n. Supongamos
que:

e para cada i € I la funcion ¢; es biyectiva;

e paracada i, j € I el conjunto ¢;(U; NU;) es un abierto de N; y la composicion

—1

es un diferenciable;
e paracada i, j € I el conjunto

Aij = {(a,b) € Ny x Nj : ¢ '(a) = ¢} (b)}

es un cerrado de Ny x Nj;
o 9 contiene un subcubrimiento numerable.
Entonces existe exactamente una topologia sobre el conjunto X que hace de él un espacio Hausdorff y con
base numerable, y una tinica estructura de variedad sobre M que hace de cada uno de los elementos de o/
un difeomorfismo.

17
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lll. ESPACIOS TANGENTES

{sect:tpm}
§1. Vectores y espacios tangentes
3.1.1. Si M esunavariedady « € M, escribimos T, M al conjunto de todas las funciones R-lineales
§: C°(M) — R tales que
0(fg) = (flg(x) + f(x)d(g),  Vf.g e C=(M). () {eqderiv
Es facil verificar que T, M es un subespacio vectorial de hom(C*°(M),R). Llamamos a T,, M
el espacio tangente a M en x y a sus elementos los vectores tangentes a M en x. Escribiremos
TM = ||,cp TeM.
{lema:ders}
3.1.2. Lema. Sean M una variedad, x € My § € T,, M. {lema:ders:cte}
(i) Si f e C°°(M) es constante, 6(f) = 0. {lema:ders:prod}

(ii) Sif, g € C°°(M) seanulan en x, entonces §(fg) = 0.
(iii) Si h € C°(M) se anula en un entorno de x, entonces 6(h) = 0.
(iv) Si f, g € C°(M) coinciden en un entorno de x, entonces 6(f) = (g).

Demostracion. (i) Como § es R-lineal, es suficiente mostrar que §(f) = 0 si f es idénticamente
igual a 1. Pero en ese caso es f2 = f, asi que

8(f) = 8(f*) = 6(f)f (x) + f(2)d(f) = 28(f),

y esto es posible sélo si §(f) = 0.

(ii) Esto es inmediato de (9).

(iii) Sea U es un entorno abierto de z tal que h|y = 0y sea V un entorno abierto de z tal que
V CU.Si¢e C™®(M)estal que ¢|y =0y @y = 1, entonces h = ho y

d(h) = 8(h)p(x) + h(x)d(¢) = 0

porque ¢(z) = h(x) = 0.
(iv) Basta aplicar la parte anteriora h = f — g. O

3.1.3. Hacer: Como consecuencia de esto, podemos hacer actual a los elementos de 7, M sobre
funciones diferenciables f : U — R definidas en abiertos de M que contienen a . Esto hace que
podamos identificar 7,,U con T, M.

3.1.4. Si M es una variedad, v € My ¢ : U — R" es una carta de M definida en un entorno
abiertode zei € {1,...,n},sea 9,|, : C>°(M) — R la funcién tal que
foop™")

oflu(f) = =22

Observemos que esto tiene sentido: a la derecha de esta igualdad tenemos la derivada parcial
i-ésima de la funcién f o ¢~ : ¢;(U) — R, que es diferenciable, evaluada en ¢(x). Cuando esto

no lleve a confusién, escribiremos simplemente 8, 8, o inclusive d;, en lugar de §?|,.
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{prop:dual}
3.1.5. Proposicién. Sea M una variedad de dimension n, sea x € M y sea ¢ : U — R™ una carta de M
definida en un entorno de x.
(i) EI conjunto {9?), : 1 < i < n} es una base de T, M. En particular, es dim T, M = n. {prop:iota}
(if) La funcion
W (Grye &) ERY = Y OF |, € oM
i=1
es un isomofismo de espacios vectoriales. {prop:dual:3}
(iii) Si ¢y, ..., ¢n : U — R son las componentes de ¢, entonces para cada X € T, M es
X = X¢; 0.
i=1
Demostracién. (i) Sea X € T, M. Sean i1, ..., ¥, € C*(M) como en el Lema 2.1.6 y sea
f € C°(M). Existen funciones h; ; € C*°(M) parai, j € {1,...,n} tales que
" A(f ot a
f:f(l")Jng‘ Vi + Z hi i)
~ Oz e Py
Como ¢1(z) = --- = 9, (x) = 0, aplicando X a ambos miembros de esta igualdad y usando las
dos primeras partes del Lema 3.1.2 vemos que
~9(fod)
Xf= 7‘ X;. 10) {eq:actx}
f ; el WS O (10)
Esto nos dice que X y 27, X; 87|, dos elementos de T, M, toman el mismo valor sobre
cada f € C°°(M): son entonces iguales. Podemos concluir, en consecuencia, que el conjun-
to # = {0”], : 1 < i < n} genera a T, M vy, de hecho, que vale la segunda afirmacién del
enunciado.
Por otro lado, si ¢4, ..., ¢, : U = R son las componentes de ¢, de manera que paracaday € U
es o(y) = (61(y), - - ., Pn(y), es inmediato que 8f|x(¢>j) =0; paracadai, j € {1,...,n}yesficil
deducir de esto que el conjunto % es linealmente independiente.
(ii) Esto es consecuencia inmediata de la parte anterior de la proposicién.
(iii) Finalmente, esto es precisamente lo que nos dice la igualdad (10) que obtuvimos arriba. [
3.1.6. Cada carta de M alrededor de = nos da, de esta forma, una base del espacio tangente 7, M.
La siguiente proposiciéon nos dice cémo son las matrices de cambio de base entre las bases
correspondientes a cartas distintas. .
{prop:cambio}

Proposicién. Sea M una variedad de dimension ny sean ¢ : U — R* y o : V. — R" cartas de M
definidas en entornos de un punto x € M. Entonces conmuta el diagrama

R D () (o™ ") R
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Sipy, ..., ¥y : V — R” son las componentes de 1, entonces

000"
o= —F—=| 9l
= 9 lew

paracadai € {1,...,n}.

Demostracion. HACER O

§2. La diferencial de una funcion diferenciable

3.2.1. Sean M y N variedades y sea f : M — N una funcién diferenciable. Siz € My X € T, M,
definimos la funcién f,,(X) : h € C*(N) — X (ho f) € R; notemos que esto tiene sentido,
porque ho f € C*°(M) cualquiera sea h € C*°(N).

Si g, h € C*°(N), entonces

fea(X)(gh) = X((gh) o [)

X((go f)(hof))

X(go f)(ho f)(@)) + (9o f)(x) X(ho f)
fea(X)(g) h(f(2)) + 9(f () fre(X) (R),

asi que f..(X) € T, N. Tenemos entonces una funcién

fra: X € ToM — fur(X) € Ty)N

ala que llamamos la diferencial de f en x. Se trata de una funcién lineal. En efecto, si X, Y € T, M
y A € R, entonces para cada h € C>(N) es

fra(AX)(h) = (AX)(ho f)
=AX(hof)

= )\f*x(X)(h)7

fea(X +Y)(h) = (X +Y)(hof)
= X(hof)+Y(hof)
= [ea(Y)(h) + fua(Y)(R)
= (fex(X) + (V) (R),

de manera que f.;(AX) = Ao (X) ¥ fia(X +Y) = fua(X) + fia(Y).

3.2.2.Lema. (i) Sean M y N variedades de dimension m y n y sea f : M — N una funcion dife-
renciable. Sea x € M ysean ¢ : U — R™ y ¢ : V. — R” cartas de M y N alrededor de x
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y de f(x), respectivamente, y sean ¢, ..., ¥y, : V. — R las componentes de 1), de manera que
W(y) = (WV1(y), ..., ¥n(y)) para caday € V. Entonces para cada i € {1,...,m} se tiene que

— I(¢Pjofoph)
¢ _ J [

(if) Sean M, N y P variedades y sean f : M — Ny g : N — P funciones diferenciables. Entonces
para cada xz € M es

(gof)*:r = Gxf(x) o fez-

Demostracion. (i) Sij € {1,...,n}, las definiciones implican que
A(hjofop™t)
¢ . ) = ¢ . = J
Fe (0712) (03) = 01 0 ) e R

asi que vale la igualdad del enunciado.
(ii) Esto es consecuencia de que para cada X € T,M y h € C*(P) es

(9er(@) © foe) (X)(R) = Gupa) (fea (X)) (R)
= fex(X)(hog)

X((hog)of)
—X(ho (gof))
= (90 f)a(X)(h) .

{prop:t-producto}
3.2.3. Proposicién. Sean M y N variedades y seanpy : M xN — M ypy : M xN — N las proyecciones

canénicas. Sea (a,b) € M x Nyseanq, :y € N (a,y) e M X Nyqz:ax € M — (x,b) € M x N.
Tenemos entonces funciones lineales

e

T(a,b)(M X N)

y valen las relaciones

P1x(ab) © Q1xa = idT, 0, P1x(ab) © G250 = 0,
P2x(a,b) © g2+b = idT, N, D2x(a,b) © q1xa = 0,

Q1xa © Plx(a,b) T q25b © P2x(ab) = AT, 4, (M x N).

En particular, las funciones

Pis(ab) | . Tiap)(M x N) = T,M & Ty N
P2x(a,b)
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<q1*a q2*b> 5TaM€BTbN — T(a,b)(M X N)
son isomorfismos inversos.

En general, consideraremos a estos dos isomorfismos como identificaciones. Por supuesto,
consideraciones similares valen para productos cartesianos con un ntimero arbitrario (finito) de
factores.

Demostracion. HACER O

§3. Campos tangentes

3.3.1. Sea M una variedad diferenciable y U C M un abierto. Un campo tangente a M sobre U 1. campoy
es una funcién X : U — T'M tal que para cada z € U es X () € T, M; generalmente escribimos
X, enlugar de X(z). Si f € C*°(U), definimos X f : U — R poniendo (X f)(z) = X, f para todo

zel. {prop:campo}

3.3.2. Proposicién. Sean M una variedad de dimension n X : U — T'M un campo tangente a M sobre
un abierto U C M, las siquientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Paracada f € C*(U), la funcién X f : U — R es diferenciable.
(b) Para cada carta ¢ : V — R definida en un abierto V- C U, existen funciones &1, ..., §, € C°(V)
tales que para todo x € V es

X, =3 6(@) ).
=1

(c) Para cada x € U, existe una carta ¢ : V. — R"™ definida en un abierto V tal quex ¢ V C U y
funciones &, ..., &, € C°(V) tales que para todo y € V' es

X, =Y &y o,
=1

Hacer: Esta proposicién tiene una versioén para campos continuos...

Demostracién. (a) = (b) Sea ¢ : V — R™ una carta definida en un abierto V' C U y sean
&1, ..., ¥n : V — R las componentes de ¢. Paracada i € {1,...,n} la funcién ¢, es diferenciable,
asi que tenemos definida la funcién & = X ¢, : V — R que, por hipétesis, es diferenciable. De la
Proposicién 3.1.5(iii) sabemos que paracadaz € Ves X, = > ", €:0?|,. Esto prueba (b).

(b) = (c) Esta implicacién es inmediata.

(c) = (a) Sea f : U — R una funcién diferenciable. Si € U, existe por hipétesis una
carta ¢ : V. — R" definida en un abierto V tal que z € V C U y funciones diferenciables
&,...,& V> Rtalesque X, = Y ", fz(y)aﬂy para todo y € V. Entonces paracaday € V
es (Xf)(y) = S0, &(y)d?],(f) y, como la funcién y € V — 87|, (f) es diferenciable, esta
igualdad implica que X f es diferenciable en V' y, en definitiva, sobre todo U. O
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3.3.3. Si M es una variedad, U C M un abiertoy X : U — T'M un campo tangente, decimos que
X es diferenciable si satisface las condiciones de esta proposicién. Escribimos X(U) al conjunto
de todos los campos tangentes a M definidos sobre U y diferenciables.

3.3.4. Proposicién. Sea M una variedad y U C M un abierto. Si f € C°(U) y X € X(U), entonces la
funcién

fX:2eVi— f(£)X, €TM

también es un elemento de X(U). Esto define una funcion
(f,X) € C(U) x X(U) = X € X(U)

que hace de X(U) un C*° (U )-modulo izquierdo.

Demostracion. HACER O

3.3.5. Si A es una R-algebra, una derivacion § : A — A es una funcién R-lineal tal que para cada
a,be Aes

d(ab) = 6(a)b + ad(b)
y Der(A) es el conjunto de todas las derivaciones A — A. Es inmediato verificar que Der(A) es

un subespacio vectorial de hom(A4, A).

Proposicion. Sea M una variedad y U C M un abierto.
(i) Si X € X(U), lafuncion 6x : f € C(U) — X f € C>°(U) es una derivacion de C>=(U).
(i) La funcion X € X(U) — 0x € Der(C*°(U)) es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Demostracion. HACER
{prop:campos-product
3.3.6. Proposiciéon. HAcer: Andlogo a 3.2.3 para campos.

§4. Variedades paralelizables

3.4.1. Decimos que una variedad M es paralelizable si X(M) es un C*°(M)-médulo libre.

Lema. Sea M una variedad de dimension n. Si M es paralelizable, entonces X (M) es un C>° (M )-médulo
libre de rango n.

§5. El fibrado tangente

3.5.1. Fijemos una variedad M y sea & = {¢; : U; — R"},¢; su atlas. Escribimos, como siempre,
TM = |],cp TeM y denotamos p : TM — M a la funcion tal que para cada z € M y cada
v €T, M esp(v) =x.
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3.5.2. Sii € I,seaU; = p1(U) = ||,cr To M y consideremos la funcién é; : U; — R™ x R" tal
que paracadaz € Uycada¢ = Y7 , &0, es

éz(f) = ((bz(x)’ (fla e afn));

esto estd bien definido porque para cada = € U el conjunto {8¢ |« : 1 <k < n}esunabase
de T, M. Mostremos que el conjunto o = {gbl : U — R™ x R™},¢ satisface las condiciones de la
Proposicién 1.2.4:

e Que el conjunto {9{|, : 1 < k < n} sea una base de T, M junto con el hecho de que
¢; : U; — R™ es inyectiva, implica que ¢; : U; — R™ x R” es inyectiva y que tiene por
imagen al conjunto ¢;(U;) x R", que claramente es un abierto de R" x R™. La funcién
inversa ¢; ! : ¢;(U;) x R™ — U; es tal que para cada = € ¢;(U;) ycada & = (&1,...,&,) € R”
es

Qgi (z,8) = () ( kaa |¢ ) (11)  {eqg:phiinv}

e Sii,j €I, entonceses U; NU; = Usev,nu, ToM, asi que
QZNSZ(U; n ﬁj) = ¢1(Uz n Uj) X Rn,

que es un abierto de ¢;(U;) x R™. Usando la expresién (11) para ¢; ' y el resultado de la
Proposicién 3.1.6, podemos calcular que la composicién

~_1 ~

(,ZZ(Ul n U]) X RnLU7 N U]L(ﬁj(Ul n UJ) x R™
es la funcién
(,€) — (0 0 &7 ) (), Du(dj 0 07 1)(€)),

que es claramente diferenciable.
e Seani, j € I, (z,§) € ¢,(U;) x R" e (y,() € ¢;(U;) x R". Mostremos que

&7 (2,8 =65 (1,Q) <= y=(d;00; ) (@) y & = Dales 0 6;)(). (12) {eqttilde}
Si ¢; ' (z,€) = &;I(y, (), entonces
o7 (@) =p(d; (,9) =p(6; ' (1,0) = ¢; (),

asi que y = (¢; o ¢; *)(z). Por otro lado,
25k3 oy = 90 (@,6) = ZCH o7 ) = 2260 s e
=1
- "\ O(giko (/5;1) b
) (;Q e WL

k=1
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asi que

n gl
fk:ZM g paracadak € {1,...,n},

ox
=1 L *

es decir, & = D, (¢; o cz)j_l)(( ). Esto prueba una implicacién de (12), y el argumento es
claramente reversible.
Vemos asi que el conjunto

Aij = {((2,8),(4:0) € (4i(Ui) x R") x (¢5(Us) x R") = 6, (,€) = &}y, )}

es un cerrado de (¢;(U;) x R™) x (¢;(U;) x R™), porque la condicién que aparece a la derecha
en la equivalencia (12) es una condicién cerrada.
e Sabemos que &/ contiene un subatlas &7’ = {¢;}ics con J C I numerable. Es inmediato
que el conjunto {U; };c s es un subcubrimiento numerable de {U; }ic; de T M.
Concluimos de esta forma que 7'M posee una tinica topologia Hausdorff y con base numerable
para la cual &7 es un atlas de dimensi6n 2n. Llamamos a la variedad (T'M, &/™*) el fibrado
tangente a M

3.5.3. Si U C M es un abierto, una seccion de T'M sobre U es una funcién s : U — T'M tal que
pos = idy. Notemos que esta condicién dice, precisamente, que s(z) € T, M para todo z € U,
asi que s es lo que llamamos un campo tangente a M sobre U en 3.3.1.

Proposicién. Sea M una variedad y sea U C M un abierto. Una seccién s : U — T M de T'M sobre U
es continua o diferenciable en tanto funcién entre variedades sii es continua o diferenciable en tanto campo
tangente a M sobre U.

Demostracion. HACER O

3.5.4. Si f : M — N es una funcién diferenciable entre variedades, escribimos T'f : TM — TN a
la funcién tal que para cadax € M ycadav € T, M es Tf(v) = fuz(v).

Proposicién. Si M y N son variedades y f : M — N es una funcién diferenciable, entonces la funcion
Tf:TM — TN es una funcion diferenciable.

Demostracion. HACER O

3.5.5. Hacer: T (M x N)=TM x N.

§6. Fibrados asociados al fibrado tangente

3.6.1. En esta seccién nos proponemos generalizar la construccion hecha en la anterior del fibrado
tangente de una variedad a una situacién mas general, reemplazando a los espacios tangentes
por variedades construidas “de manera functorial” a partir de ellos.

3.6.2. Un functor, para nosotros, serd una regla .# que
e a cada espacio vectorial real V' de dimension finita asigne una variedad . (V), y
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e a cada isomorfismo « : V' — W entre espacios vectoriales de dimensién finita asigne una
funcién diferenciable .# (a) : # (V) — F(W)
de manera tal que se cumplan las siguientes dos condiciones:
e si IV es un espacio vectorial de dimensién finita e idy : V' — V es la aplicacién identidad
de V, entonces .7 (idy ) : # (V) — .7 (V) es la aplicacién identidad id # () de #(V), y
esia:V = WypB:W — U sonisomorfismos entre espacios vectoriales de dimensién finita,
entonces #(foa)=.%(B) o F(a): F(V)— F(U).
Diremos que .% es diferenciable si para cada espacio vectorial de dimensién finita V' es diferen-
ciable la funcién

Av i (a,2) € GL(V) x F(V) — F(a)(x) € F(V). (13)

Notemos que esto tiene sentido, porque para cada tal V' el conjunto GL(V') de los automorfismos
de V es, de manera candnica, una variedad.

3.6.3. Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es que si % es un functor, entonces
para cada isomorfismo « : V' — W entre espacios vectoriales de dimensién finita, la funcién
Fl(a) : F(V) — F(W) es un difeomorfismo. En efecto, si a : V' — W es un tal isomorfismo y
B : W — V es su inverso, entonces

F(a)o F(B) = F(aopf) = F(idw) =idzmw)

y, de la misma forma, .7 () o .7 (o) = id # (v, asi que .7 (a) y .% (3) son difeomorfismos inversos.

3.6.4. Fijemos ahora una variedad M de dimensién n y un functor diferenciable .%, y supongamos
que o/ = {¢; : U; — R"};¢cs es el atlas de M. Consideremos el conjunto .# (M) = | |, ., -F (T M)
la funcién p : # (M) — M tal que paracadaz € M ycada f € F (T, M) es p(f) = .

Sii € I, pongamos U; = p~'(U;). Sabemos que para cada = € U; hay un isomorfismo lineal
a5 2 TpyM — R™ con componentes o; 41, ..., % zn : 1o M — Rtal que para cada cada v € T, M
esv=>, ozi,%g(v)BZ” |- Podemos considerar entonces la funcién (;31 U, 5 Uy x F (R™) tal que
oi(f) = (p(f), 7 (i pv))(f)) paracada f € U;. Mostremos que &7 = {¢; : U; — U; x Z(R™) }ics
satisface las condiciones de la Proposicién 2.2.6.

e Seai € I. La funcién ¢; es inyectiva: si f, ' € U; son tales que ¢;(f) = ¢;(f’), enton-
ces p(f) = p(f) y F(ipnp)f) = F(ip))(f) asi que, como .7 (c p(s)) es un inyec-
tiva, f = f'. Por otro lado, si (z,y) € U; x F(R"), existe f € F#(T,,M) C U, tal que
F (;.2)(f) = z porque .7 (a; ) es sobreyectiva, y entonces ¢;(f) = (z,y), asf que ¢; es, de
hecho, una biyeccién.

e Seani,j € I. Es U; NU; = p~*(U; N U;), asi que ¢;(U; N T;) = (U; N U;) x .Z(R™),y esto
es claramente un abierto de U; x .#(R"™). La composicién

ot - o4
(U;NU;) x ZR")——U; NU;——
estd dada por

(@, f) — (2, (F(aj0) © F (i) ~)(f))

(U; NU;) x F(R")
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Para ver que es diferenciable, basta mostrar que
(2, f) € (UiNUj) x F(R") — F (a0 0 07 ;)(f) € F(R")

lo es, y esta funcién es la composicién

txid g grn) Arn
—_—

(U;NU;) x F(R") GL(R™) x Z(R")——F (R")
con Ag» la funcién diferenciable definida como en (13) y

t:eriﬁUjHaj’moa;;EGL(R").

HACERr
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IV. ORIENTABILIDAD

§1. Espacios vectoriales

Orientaciones

4.1.1. Sea V un espacio vectorial real de dimensién n positiva y sea (V') el conjunto de las
bases ordenadas de V. Si B = (v1,...,v,), B' = (v},...,v],) € AB(V) son dos bases, sea

e n

C(B,B') = (¢i;) € M,,(R)lamatriz de cambio de base de B a B’, de manera que v; = }~7_, ¢; jv;
para cada ¢ € {1,...,n}; se trata de una matriz inversible y, de hecho, es facil verificar que

C(B,B')"!=C(B',B).
Decimos que dos bases B, B’ € (V) son positivamente equivalentes sidet C(B,B) > 0y,
en ese caso, escribimos B ~ B’. Se trata de una relacién de equivalencia en Z(V):
e Si B € A(V), entonces C(B, B) = I, asi que det C'(B, B) = 1 > 0: vemos que B ~ By, en
consecuencia, que ~ es reflexiva.
e Si B, B' € (V) son tales que B ~ B’, entonces C(B’,B) = C(B,B')" 'y

det C(B', B) = det C(B, B') ™' = (det C(B, B")) " >0

porque det C'(B, B") > 0. Esto nos dice que B’ ~ By que ~ es simétrica.
e Si B, B', B” € #(V) son tales que B ~ B’y B’ ~ B"”, de manera que detC(B,B’) > 0y
det C(B’, B"), sabemos que C(B, B") = C(B’, B")C(B, B’), y entonces

detC(B, B") = det C(B', B")C(B, B') = det C(B, B") det C(B, B') > 0

y, en consecuencia, B ~ B”. Esto prueba la transitividad.
Podemos, entonces, considerar el conjunto cociente &(V) = (V) /~. Los elementos de & (V)
son las orientaciones de V' y, si B € B(V), escribimos [B] € &(V) a clase de equivalencia de B
en # (V) y decimos que es la orientacion de V determinada por B.
Un espacio vectorial orientado es un par (V, o) formado por un espacio vectorial real V' de
dimension finita y positiva y una orientacién o € €(V); generalmente omitiremos a o de la

notacion. {prop:vect:20}

4.1.2. Proposicién. Un espacio vectorial real de dimension finita y positiva tiene exactamente dos orienta-
ciones.

En vista de este resultado, podemos introducir la siguiente notacién: si o es una orientacién de un
espacio vectorial real de dimensién finita y positiva V, escribimos o, a la tinica otra orientaciéon
de V, de manera que sea (V') = {o0,0:}, y llamamos a o la orientacién opuesta a o.

Demostracién. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita y positiva. Mostremos que
si B, B/, B” € (V) son tres bases ordenadas de V hay dos de ellas que son positivamente
equivalentes: la proposicién se deduce inmediatamente de esto. Como

C(B",B)C(B',B")C(B,B') = C(B,B) =1
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es la matriz identidad, es
det C(B”, B) detC(B’, B") detC(B, B') =

y vemos que alguno de los tres factores det C'(B”, B), det C(B’, B”) o det C(B, B’) debe ser
positivo, de manera que B ~ B’,0 B” ~ B’ 0 B’ ~ B, como queriamos. O

4.1.3. Si una orientacién de un espacio vectorial estd determinada por una base, es facil exhibir
a la orientacién opuesta. En efecto, si V' es un espacio vectorial real de dimensiénn > 0y
B = (v1,...,v,) € Z(V) es base ordenada de V, entonces claramente B’ = (—vy,v9,...,0,)
también es una base ordenada de V' y las dos orientaciones de V son [B] y [B’]. En efecto, la
matriz de cambio de base es
-1
cB,B)=|

1

y tiene determinante negativo, de manera que las orientaciones [B] y [B’] son distintas.

4.1.4. Toda la discusion precedente se aplica exclusivamente a espacios vectoriales reales de 1. ser0)
dimensién finita y positiva. Si V' es un espacio vectorial de dimensién cero, convenimos en definir

O(V)={+1,-1},ysio € O(V) ponemos o) = —o.

Preservacion de orientaciones

4.1.5. Sean V' y V' son dos espacios vectoriales reales de dimension finitan y sea f : V. — V'’ un
isomorfismo lineal.

Supongamos primero que n > 0. Si B = (v1,...,v,) € #(V), entonces (f(v1),..., f(v,)) es
una base ordenada de V’, a la que escribimos f(B) y, méas aun, si B’ = (v}, ...,v},) es otra base or-
denadade V yes B ~ B’, entonces f(B) ~ f(B') porque claramente C(f(B ), f(B"))=0C(B,B").
Esto implica que f induce una funcién O(f) : 0(V) — 0(V’) tal que O(f)([B]) = [f(B)] para
cada base ordenada B € Z(V).

Si, por el contrario, n = 0, definimos O(f) = id{y1,—1} : O(V) — O(V’); notemos que esto
tiene sentido porque 0 (V) = 0(V') = {+1, —1}, de acuerdo a la convencién de 4.1.4.

4.1.6. Es facil verificar que si V es un espacio vectorial es 0(idy) = idg(v) : O(V) — O(V), y que
sif:V—=V'yg:V'— V"son dos isomorfismos entre espacios vectoriales reales de dimensién
finita, entonces &(go f) = O(g9) o O(f) : O(V) — €(V"). En particular, para cada isomorfismo
/' V — V' entre espacios vectoriales de dimension finita la funcién &(f) : (V) — O(V') es
una biyeccion.

4.1.7. Si V es un espacio vectorial real de dimensién finitay f : V' — V es un automorfismo
lineal, decimos que f preserva orientaciones si O(f) = idg vy y que invierte orientaciones en
caso contrario. Por otro lado, Si (V, 0) y (V',0’) son dos espacios vectoriales orientados, decimos
que un isomorfismo lineal f : V' — V' preserva la orientacion si O(f)(o) = o e invierte la
orientacion si O(f)(o) # 0.

4.1.8. Proposicion. (i) Sea V un espacio vectorial real de dimension finitay f : V' — V un automor-
fismo. Entonces f preserva orientaciones sii det f > 0.
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(ii) Sean (V,0)y (V',0') dos espacios vectoriales orientados de dimension positiva y sea f : V — V'
un isomotrfismo lineal. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(a) f preserva la orientacion;
(b) para cada B € oy cada B’ € o, la matriz || f|| g . de f con respecto a las bases B y B’ tiene
determinante positivo;
(c) existen B € oy B' € o tales que la matriz || f|| g g, de f con respecto a las bases B y B’ tiene
determinante positivo;

Demostracién. (i) Si V tiene dimensién nula no hay nada que probar, asi que supongamos que
n =dimV > 0. Sea B = (vy,...,v,) una base ordenada de V, la matriz de cambio de base
C(B, f(B)) es precisamente la matriz del endomorfismo f con respecto a la base B, asi que
B ~ f(B) sii det f > 0. Esto implica inmediatamente que O(f) = idg(v) sii det f > 0, como
afirma el enunciado.

(i) Supongamos que vale (1) y sean B € oy B’ € o’. Como f preserva la orientacion, es
[f(B)]=0(f)([B]) = O(f)(0) = o’ = [B'] y entonces la matriz C(B’, f(B)) tiene determinante
positivo. Como esta matriz coincide con || f| 5 p,, vemos que vale (b) y, en consecuencia, que
() = (b). La implicacién (b) = (c) es inmediata, ya que o y o’ son conjuntos no vacios. Para
terminar, veamos que (c) = (a). Sean B € oy B’ € o' tales que det| f|/z . > 0. Como
C(B', £(B)) = ||f 5., esto implica que o' = [B] = [£(B)|6(£)([B]) = 6(f)(o0) y, entonces, que
f preserva la orientacién. O

§2. Variedades

Orientaciones

4.2.1. Sea M una variedad de dimensién n positiva. Si¢: U — R" esuna cartade M y x € U, (gef.orientacion:var}
podemos considerar la base ordenada B¢ = (97|, ...,9¢|.) € B(T,M) de T, M. Una funcién
0: M = ||,cr O(T:M) tal que o(z) € O(T, M) para cada x € M es una orientacion de M si
paracadaz € M existe una carta¢ : U — R" talque z € Uy o(y) = [Bj] paratodoy € U.
Escribimos ¢'(M) al conjunto de las orientaciones de M. Si (M) # @, decimos que M es
orientable. Finalmente, una variedad orientada es un par (M, o) formado por una variedad

orientable M y una orientacién o € O (M). ( }
ema:.oo:res

4.2.2. Lema. Sea M una variedad y sea o : M — | | ., O(T, M) una funcion tal que o(x) € O(T, M)
para todo x € M.
(i) Sioes una orientacion de M y U C M es un abierto, entonces o|y : U — | |
orientacion de U.
(ii) Si % es un cubrimiento abierto de M tal que para cada U € % esoly : U — | |,y O(TU) una
orientacion de U, o es una orientacion de M

wcv O(T,U) es una

Esto tiene sentido: si U C M es un abierto, entonces U es canénicamente una variedad y para
cada x € U podemos identificar a 7,,U con T, M.
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Demostracién. (i) Si z € U, hay una carta ¢ : V — R" de M talque z € V C U y o(y) = [BY] para
todo y € V. Dada la forma en que construimos el atlas de U, ¢ es una carta de U. Esto nos dice
que o|U es una orientacién de U.

(ii) Sea x € M. Como % es un cubrimiento abierto de M, existe U € % tal que x € U, y como
o|u es una orientacién de U, existe una carta ¢ : V — R™ de U tal que = € V' y o(y) = [BY] para
todo y € V. La funcién ¢ también es una carta de M: se sigue de esto inmediatamente que o es
una orientacién de M. O

4.2.3. Corolario. Si M es una variedad orientable y U C M es un abierto, entonces U es una variedad
orientable.

Demostracion. Por hipétesis, existe una orientacién o : M — | ] ., O(T, M). Identificando
como siempre a T,,U con T, M para cada x € M, restringiendo a o obtenemos una funcién
olv : U — | |,cy T:U que, de acuerdo a la primera parte de la proposicién, es una orientacién
de U. Vemos asi que 0(U) # @. O

4.2.4. Proposicién. Dos orientaciones de una variedad conexa que coinciden en un punto son iguales.

Demostracién. Sea M una variedad y sean o, o' € ¢(M) dos orientaciones de M que coinciden
en un punto. Sea A = {z € M : o(x) = o' (x)}, que por hipétesis es un conjunto no vacio. Para
probar la proposicién bastard que mostremos que A es abierto y cerrado en M, ya que M es
conexa.

Sea x € M. Por hipétesis, existen cartas ¢ : U — R"y ¢ : V — R" talesquez c UNV,
o(y) = [BY] paratodoy € Uy o'(y) = [BY] para todo y € V. De acuerdo a la Proposicioén 3.1.6, si
llamamos ¢4, ..., ¢, : V — R alas componentes de ¢, entonces paracaday € U NV es

n a 5 —1
o), =y e o,

= Ay ?(y)

y entonces

O(; 0!
o(y) =o' (y) < det C’(B;”,Bz‘f) = det(%M’¢(y))ij > 0. (14) {eq:00}

Como el determinante det C(By, B}) es una funcién continua de y € U NV y el punto x estd
en U NV, existe un entorno W C U NV de z tal que el signo de det C(BY, BY) no cambia en W.
Si es allf positivo, entonces (14) nos dice que o(y) = o'(y) para todo y € W y que entonces
x € W C A; si, en cambio, este determinante es negativo en W, la misma equivalencia nos dice
que o(y) # o' (y) paratodoy € W y que entonces x € W C M \ A.

En cualquier caso, vemos que A y M \ A son abiertos de M, como querfamos. O

4.2.5. Usando esta proposicién, podemos probar el andlogo de la Proposicién 4.1.2 para varieda-

des conexas: {corolario:oo-dos}

Corolario. Una variedad conexa orientable tiene exactamente dos orientaciones.

Demostracion. Sea M una variedad conexa y sean o, o/, 0" € (M) tres orientaciones de M. Si
x € M, dos de las tres orientaciones o(z), o' (z) y o (x) de T, M tienen que concidir y, sin pérdida
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de generalidad podemos suponer que son las dos primeras. La proposicién, implica entonces
que, de hecho, o = ¢'. El corolario es consecuencia inmediata de esto. O

4.2.6. Mas generalmente, tenemos el siguiente resultado:
{corolario:00-nc}

Corolario. Sea M una variedad y sea {M;},c el conjunto de sus componentes conexas.
(i) Una funciono: M — | |, c,; O(T:M) es una orientacion de M si y solamente si para cada i € I
la restriccion o|ar, = My — |, s, O(T:M;) es una orientacién de M.
(ii) M tiene 21! orientaciones.

Notemos que la primera parte tiene sentido porque, como M es localmente conexa, las componen-
tes M; son abiertos de M asi que, en particular, son canénicamente variedades y T, M = T, M;
para todo i € I y todo x € M;.

Demostracion. (i) Esto es consecuencia directa del Lema 4.2.2, ya que {M; };c; es un cubrimiento
abierto de M.

(ii) De acuerdo a la primera parte, hay una funcién q : 6(M) — [[,.; O(M;) tal que si
0 € O(M) para todo i € I la componente i-ésima de ¢(0) es o|ps,. Esta funcién es inyectiva
porque una orientacién queda evidentemente determinada por sus restricciones a los elementos
de {M;}ics. Es también sobreyectiva: si (0;)ier € [[;c; O(M;), entonces existe exactamente una
funciono: M — | | ., O(T. M) tal que o[y, = o; para todo i € I, ya que el conjunto {M; };c s
es una particion de M. Otra vez de acuerdo a la primera parte del corolario, sabemos que o es
una orientacién para M y claramente ¢(0) = (0;)ier.

Esto implica que |0'(M)| = [[;c,;|0(M;)| = 2111, ya que |0(M;)| = 2 para todoi € I. O

4.2.7. Proposicion. Si M es una variedad y o : M — Ugens O (T, M) es una orientacion de M, entonces

la funcién oy : © € M — o(z)) € Ugem O(T M) es otra orientacion de M distinta de o y, entonces,

O(M) ={o,0}.

En esta situacién, decimos que oy es la orientacion de M opuesta a o.

Demostracion. HACER O

4.2.8. La siguiente construccion va a ser usada repetidas veces en lo que sigue: ( hi
ema:o-phi

Lema. Sea M una variedad de dimension n. Si x € M y o € O(T,M), entonces existe una carta

¢:U —R"de M tal quex € Uy o= [B?].

Demostracion. HACER O

Preservacion de orientaciones

4.2.9. Hacer: Funciones entre variedades que preservan la orientacion

4.2.10. Hacer: El conjunto de puntos del dominio de un difeo local f : M — NN entre variedades {prop:o-preservar}
orientadas sobre los que f preserva la orientacién es un abierto.
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§3. Atlas orientados

4.3.1. Si M es una variedad de dimensién positiva n y 7 es el atlas maximal de M, un subatlas
/' C o/ esun atlas orientado si para cada par decartas ¢ : U — R"y ¢ : V — R" de &/’ se tiene
que para todo x € ¢(U N V) la diferencial D, (¢ o ¢~1) : R™ — R™ tiene determinante positivo.
Decimos que &7’ es un atlas orientado maximal sino estd incluido propiamente en ningtn otro

atlas orientado contenido en 7. {prop:00-ao}

4.3.2. Proposicion. Sea M una variedad de dimension positiva n. Si o es una orientaciéon de M, hay
un atlas orientado maximal </° tal que para cada carta ¢ : U — R™ de o/° y cada x € U se tiene que
[BZ] = o(w).

Demostracion. Sea </ el atlas maximal de M. Sea o : M — || ., O(T, M) una orientacién
de M y sea «/° el conjunto de las cartas ¢ : U — R”" de &/ tales que para cada x € U es
o(x) = [BY]. Sixz € M, existe una carta ¢ : U — R™ de M tal que z € U y o(y) = [BY] para
todo y € U, precisamente porque o es una orientacion, y entonces ¢ estd en «/°. Vemos asi que
los dominios de los elementos de %7° cubren M y, entonces, que 2/ ° es un subatlas de «/. Por
otrolado,si¢ : U — R*"y ¢ : V — R" son dos elementos de &7° y x € ¢(U N'V), entonces
[Bi(x)] = o(z) = [B;f’(z)] y, en consecuencia, la matriz jacobiana en ¢(x) de la composicién
Yool p(UNV)— (UNV), que concide con la matriz de cambio de base C(Bi(gg), B;{’(I)),
tiene determinante positivo. Esto nos dice que «/° es un atlas orientado.

Se trata, de hecho, de un atlas orientado maximal: para ver esto tenemos que mostrar que si
¢ : U — R" es una carta de &/ que no estd en .o/°, entonces </° U {¢} no es un atlas orientado.
Ahora bien, como ¢ ¢ /°, existe un punto z € U tal que [B¢] # o(x) y, en consecuencia, si
¥ : V — R™ es una carta de «7° tal que z € V, tenemos que [B?] # [BY] y que la matriz jacobiana
de la funcién o ¢~ : ¢(UNV) — (U N V) en ¢(z), que coincide con la matriz de cambio
de base C(B¢, BY), tiene determinante negativo. Esto significa que 7° U {¢} no es un atlas

orientado. N
4.3.3. Proposicién. Sea M una variedad de dimension positiva n. {prop:00-at:1}

(i) La funcién que a cada orientacién o de M le asigna el atlas orientado maximal <7 ° es una biyeccion
entre el conjunto de orientaciones de M y el de los atlas orientados maximales de M. {prop:00-at:2}

(ii) Todo atlas orientado de M estd contenido en un atlas orientado maximal de M.

Demostracion. Sea </ un atlas orientado sobre M. Siz € My ¢ : U - R"y ¢ : V — R™ son
dos cartas de &/ tales que z € U NV, entonces [BY] = [BY], ya que la matriz C(B¢, BY) es
precisamente la matriz jacobiana de la composicién ¢y o ¢! : ¢(U N'V) — (U N V) evaluada
en ¢(x) y, por hipétesis, ésta tiene determinante positivo. Esto significa que podemos definir
una funcién o(#*) : M — || ., (T, M) poniendo, para cada z € M, o(«/")(z) = [BY]
para ¢ : U — R" una carta cualquiera de &/ tal que = € U: en efecto, esto esta bien definido
por que, por un lado, los dominios de los elementos de </ cubren M vy, por otro, porque la
orientacién [B?] depende solamente de z y no de la carta ¢ elegida. Notemos que o(</*) es una
orientacién simplemente por la forma en que fue construida.

Afirmamos que la funcién o — %/° del conjunto de orientaciones de M al de los atlas
orientados maximales de M que construimos en la prueba de la Proposicién 4.3.2 y la fun-
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cién /T — o(«/T) en direccion contraria son biyecciones inversas: la parte (i) del enunciado
sigue de esto.

Sea primero o una orientacion de M. Siz € M y ¢ : U — R" es una carta de &7° tal que
r € U, la construccién de «7° implica que o(z) = [B?] y la de o(«/°) que o(«7°) = [BZ]. Las dos
orientaciones o y o(7°) coinciden en todo punto de M, asi que son iguales.

Sea ahora <7+ un atlas orientado y mostremos que &/ C &7 °(</ ); esto probard la afirma-
cién (ii) del enunciado, porque &7°(/ ") es un atlas orientado maximal. Sea ¢ : U — R" una carta
de &7°#") y sea) : V — R™ una carta de &/ . Siz € U NV, entonces [B?] = o(/+)(z) = [BY],
asi que la matriz jacobiana de la funcién de transicion 1o ¢! : (U N V) — (U N V) evaluada
en ¢(z), que es la matriz de cambio de base C(B¢, BY), tiene determinante positivo: esto implica
que <7< DU {4} es un atlas orientado, y la maximalidad de <7/ ) implica a su vez que
entonces ¥ € 7).

Si suponemos ademads que </ es un atlas orientado maximal lo que acabamos de probar
implica que &7+ = &7°(“"), completando la prueba de (ii). O

4.3.4. Corolario. Existen atlas orientados sobre una variedad sii ésta es orientable y, si ademds es conexa,
en ese caso existen exactamente dos atlas orientados maximales.

De hecho, esta afirmacién puede generalizarse a un resultado andlogo al enunciado en el Corola-
rio 4.2.6.

Demostracién. La segunda afirmacién del corolario sigue inmediatamente de 4.3.3(i) y del Coro-
lario 4.2.5. Veamos la primera. Si una variedad es orientable, posee orientaciones y 4.3.3(i) nos
dice que existen atlas orientados maximales sobre ella. Reciprocamente, si la variedad posee un
atlas orientado, posee un atlas orientado maximal por 4.3.3(ii) y entonces por 4.3.3(i) también
posee orientaciones, esto es, es orientable. O

§4. Formas de volumen

4.4.1. HACER

§5. El revestimiento doble de una variedad

4.5.1. Sea M una variedad de dimensién n, sea &7 su atlas y consideremos el conjunto {p:doble}
M = {(z,0): 2 € M,0€ O(T,M)}.

Para cada carta ¢ : U — R" ponemos U? = {(z,[B%]) € M : = € U} y consideramos la funcién
¢ : (z,0) € U? — ¢(x) € R". Veamos que el conjunto

g/:{(ﬁi:(ﬁS—)R”:qﬁ:U—HR"esunacartadeM}

satisface las condiciones de la Proposicién 1.2.4:
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e Sea ¢ : U — R" una carta de M. Si (z,0), (2’,0') € U? son tales que ¢(z,0) = ¢(z',0'),
entonces ¢(x) = ¢(x') y, como ¢ es inyectiva, es = z’. Ahora, como (z,0), (z',0') € U? es
0= [B?¢]y o = [BY], asi que también o = o/, y vemos que ¢ es inyectiva. Por otro lado, la
imagen de ¢ es ¢(U), que es un abierto de R™.

e Sean¢: U - R"y ¢ : V — R" dos cartas de M. Es

(2,0) €U NVY <= 2cUNVyo=[B? =[BY],

x

asi que, siponemos W ={z e UNV : det(M| ) > 0}, es
7 . 0z, ¢(T) i 7

U*NVY ={(z,[BY) e M :x € W}

Se sigue de esto que ¢(TU? NV¥) = ¢(W), y esto es un abierto de R” porque W es un abierto
de U. De la misma forma, es ¢(U% N V%) = ¢(W), y es facil ver que la composicién

S(W) = 3% N T9)—2sl® A V7YV (0% A V) = (W)

es simplemente la funcién z € (W) — (¢ o 1) (z) € ¥(W), que es diferenciable.
e Seanotravez ¢ : U — R"y ¢ : V — R" dos cartas de M. Queremos mostrar que el
conjunto

A= {(a,b) € 9(U?) x (V¥ : 67 () =4} (b)}

es un cerrado de ¢(U?) x p(V¥) = p(U) x (V).

Sea entonces (a,b) € ¢(U) x (V) y supongamos que (a,b) ¢ A, de manera que
¢~ (a) # P1(b). Si ¢~ (a) # b 1(b), existen abiertos R C ¢(U)y S C (V) tales que
a€R,beSyo Y (R)NyY~L(S) = @: esto implica que R x S es un entorno abierto de (a, b)
contenido en ¢(U) x (V) tal que ¢~1(R) N~1(S) = @ y entonces AN (R x S) = @. Si,
en cambio, es ¢~1(a) = ¥~1(b), debe ser [Bg,l(a)] # [B$,1(b)]. La igualdad nos dice que
acp(UNV)ybey(UnNV)yladesigualdad que existe un abierto W C ¢(U NV) tal que
aeWy det(%ﬁ‘c) - < O0Oparacadace W.Comob € (Yo 1) (W) Cyp(UNV),el
conjunto T’ =W x (Yo ¢>_71]) (W) es un entorno abierto de (a, b) contenido en ¢(U) x 1(V),
y la eleccién de W implica que ANT = @. En cualquier caso, concluimos que el conjunto
A es disjunto de un entorno de (a, b), asi que A es cerrado.

e Sabemos que existe un subatlas &7’ C & que es numerable. Para cada carta ¢ : U — R"
de M sea ¢y =70 ¢ : U — R" la composicién de ¢ con la funcién lineal 7 : R” — R™ que,
con respecto a la base canénica de R", tiene matriz

)

Es inmediato verificar que /" = &' U {¢, : ¢ € &/'} C &/ y claramente </” es numerable.
Mostremos que los dominios de las funciones de &/ = {¢ : ¢ € &/""} C ./ cubren M.
Sea (x,0) € M ysea ¢ : U — R" una carta de M tal que z € U. Si 0 = [B?], entonces
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(z,0) € U?; si, por el contrario, o # [B?] entonces es inmediato que o = [B¢'], de manera
que (z,0) € U?'. En cualquier caso, los dominios de los elementos de /" cubren M, como
queriamos.
En vista de todo esto, la Proposicién 1.2.4 nos dice que hay sobre M una topologia para la que </
es un atlas sobre M y que hace, entonces, de M una variedad de la misma dimensién que M.

4.5.2. Orientar una variedad es hacer una eleccién de orientacién del espacio tangente en cada
uno de sus puntos, y en general no hay ninguna forma preferida de hacer esto: es por eso que
hay variedades que no son orientables. En el caso de la variedad M, en cambio, casi podemos
decir que cada punto lleva asociada una orientacién, y elaborando esta observacién podemos ver
que, de hecho, es siempre orientable.

Proposicion. La variedad M es orientable.

De los detalles de la prueba se seguird, de hecho, que M posee una orientacién canénica, en el
sentido de que no depende de ninguna eleccién.

Demostracién. Si (x,0) € M, el Lema 4.2.8 nos dice que existe una carta ¢ : U — R™ de M tal que
z € Uy o= [BY],y la construccién hecha de la estructura de variedad de M nos provee entonces
de una carta ¢ : U? — R de M tal que (z,0) € U?. La orientacién [Bg;’o)] de T(I,O)M depende
solamente de (z,0) y no de la carta ¢ elegida. En efecto, si¢) : V' — R” es otra carta de M tal
quex € Vyo=[BY],ysi®: V¥ — R es la correspondiente carta de M alrededor de (z,0),
entonces [B (z’o)} =[B (z,o)}' Para probar esto, tenemos que mostrar que la matriz jacobianda de la
funcién de transicion ¢ o ! en ¢(z, 0) tiene determinante positivo; en el segundo punto de las
verificaciones hechas en 4.5.1 vimos que esta funcién de transicién es, de hecho, igual a 7 o oL, y
su matriz jacobiana tiene entonces determinante positivo en ¢(x) = ¢(x, 0) porque [B¢] = [BY].

Podemos entonces definir una funcién O : M — | | (@o)eit O (T(+,0)M) de manera que para
cada (z,0) € M sea O(z,0) = [B(ﬁ;,o)] con ¢ : U — R™ una carta cualquiera de M tal que
x € Uy o= [B?]. Para probar la proposicién, mostremos que esta funcién O es, de hecho, una
orientacién de M.

Sea (z,0) € M.Sea¢: U — R" unacartade M talquex € Uy o = [B?],ysea¢: U? — R"la
carta correspondiente de M alrededor de (z,0). Lo que queremos quedara probado si mostramos
que O(z',0') = [B(d-;’m’)] para todo (z,0') € U?. Segtn la definicién de la funcién O y como
2’ € U para cada (z',0') € U?, para esto es suficiente que mostremos que para cada (z',0') € U
es o = [B%]: pero esto es inmediato de la definicién del conjunto U, O

4.5.3. Proposicién. La funcién p : (x,0) € M v x € M es diferenciable y, de hecho, es un revestimiento
regular de M de dos hojas. Su grupo de transformaciones de cubrimiento es ciclico de orden 2.

Demostracion. Sea (x,0) € M. Sea ¢ : U — R" una carta de M talque z € Uy o = [BY], y
sea ¢ : U% — R™ la carta correspondiente de M alrededor de (z,0). Entonces p(U?) = U y la
composicion

‘2771 ﬁd) p U @ ¢(U)

$(U) = $(U?)
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es simplemente la funcién identidad idg ;) del abierto ¢(U), que es, por supuesto, diferenciable.
Esto nos dice que p es una funcién diferenciable.

La funcién p : M — M es claramente sobreyectiva. Para ver que es un cubrimiento [Mun75,
Ch. 9, §53], tenemos que mostrar que todos los puntos de M tienen un entorno que esta «bien
cubierto» por p. Seax € M ysea ¢ : U — R" una cartade M tal quexz € U. Sea ¢ : U — R
la carta construida al final de 4.5.1. Para cada z € U las orientaciones [B?] y [B¢!] de T, M son
distintas; esto implica que p~*(U) = U? UU? y que la unién es disjunta. Por la forma en que
fue construida la topologia de M, los conjuntos U¢ y U¢* son abiertos. Para concluir, hay que
mostrar que la restriccion p : U’ - U, que es una biyeccién continua, es un homeomorfismo y
para eso basta observar que la composicién con el homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) es ¢, que es un
homeomorfismo.

Sea ahora G = Aut(p) el grupo de transformaciones de revestimiento [Mun75, Ch. 13, §81]
de p, esto es, el grupo de los homeomorfismos f : M — M tales que po f = p. Como G acttia
fielmente sobre cada fibra de p y éstas tienen dos puntos, G tiene a lo sumo dos elementos y si
exhibimos un elemento no trivial probaremos que G = Z/27Z y, automdticamente, que p es un
cubrimiento regular.

Consideremos la funcién o : (z,0) € M — (z,00) € M. Es inmediato quepooc =py
que o2 = id,;, de manera que o es su propia funcién inversa; por otro lado, o # id,; porque
cualquiera sea (z,0) € M es (z,0) # (z,0,). Para mostrar que ¢ es un elemento no trivial de G
bastard entonces que mostremos que es continua —de hecho, mostraremos que es una funcién
diferenciable.

Sea (z,0) € M.Sea¢: U — R" unacartade M talquex € Uy o = [B?],ysea¢: U? — R"la
carta correspondiente de M alrededor de (=, 0). Usando la contruccién del final de 4.5.1, tenemos
una carta ¢, : U — R™ tal que o, = [B%, y entonces la carta d;! : U% — Rde M tiene a (z,01) en
su dominio. Més atin, es claro que si (z,0) € M se tiene que (z,0) € U? <= (x,0) € U? y, en
particular, que o(U%) = U?'. La composicién

B(U) = H04) T — 19—y (0) = $(U)

es la funcién identidad de ¢(U), que es diferenciable, Esto nos dice que o es diferenciable en (z, 0)

y, en definitiva, que la funcién o es diferenciable. O

4.5.4. Podemos traducir la orientabilidad de M en términos de propiedades geométricas del
revestimiento p : M — M. Recordemos que una seccién de p sobre un subconjunto U de M es
una funcién s : U — M tal que pos = idy, y escribamos T'(p, U) al conjunto de todas las secciones
continuas de p sobre U.

Proposicién. Sea M una variedad y sea p : M — M el revestimiento construido arriba.
(i) SiU C M es un abierto, hay una biyeccion entre el conjunto I'(p, U) de las secciones continuas
de p sobre U y el conjunto &'(U) de las orientac{ones deU. 3 {prop:orc}
(if) Si M es conexa, entonces M es orientable sii M es desconexa, y en ese caso M = M L1 M, una

unién disjunta de dos copias de M.

Demostracion. (i) Fijemos un abierto U C M; como siempre, identificamos para cada z € U a
los espacios T,U y T, M. Sis: U — M es una funcién arbitraria tal que p o s = idy, existe una
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tnica funcién «(s) : U — | |, O(T, M) tal que s(z) = (z,7(s)(x)) para todo = € U, y esta
funcién 7 (s) es tal que w(s)(z) € O(T, M) paratodox € U.

Supongamos ahora que s : U — M es ademés continua, de manera que s € I'(p,U). Seaz € U,
sea ¢ : V — R" una carta de M con dominio arco-conexo y tal que z € V. C U y [B?] = 7(s)(z),
y sea ¢:V? = R"lacarta correspondiente de M. La funciént : y € V  (y, [Bz‘ﬂ) € M tiene
imagen contenida en Ve yes <;~Sot = ¢, asi que t es continua; ademds, es pot =idy. Sii: V — M
es la inclusién de V en M, entonces las dos funciones s|y, t : V — M son levantados de i a lo
largo de p que toman el mismo valor en z, asi que la unicidad para levantados [Mun75, Ch. 13,
Lemma 79.1] implica que s|y = ¢ y entonces tenemos que (s)(y) = [B{] para todo y € V.
Vemos asi que 7(s) es una orientaciéon de U y, en conclusién, tenemos bien definida una funcién
7w :T'(p,U) — O(U). Su definicién have evidente que se trata de una funcién inyectiva.

Mostremos que es sobreyectiva. Sea o : U — | |, ., O(T, M) una orientacién de U y conside-
remos la funcién s : z € U + (z,0(z)) € M. Es claro que 7(s) = o, asi que solo tenemos que
mostrar que s es continua para que saber que s € I'(p, U).

Sea r € U. Como o es una orientacién de U, existe una carta ¢ : V — R" con dominio
conexo tal que z € V C Uy o(y) = [Bf] paratodoy € V, ysea ¢ : V¢ — R" la carta de M
correspondiente a ¢. Es s(V') C V¢: en efecto, es claro que s(V) C p~ (V) = V¢ UV?,y como
V¢ y V% son conexos disjuntos, la imagen s(V'), que es conexa, esta contenida en alguno de
los dos y tiene que ser el primero porque (z,0(z)) € s(V) N V?. Por otro lado, la composicién
q~5 osly : V.— R™ es continua, asi que s|y : V — M es continua, esto es, s es continua en un
entorno de z y vemos asi que s es continua, como querfamos

(ii)) HACER O

4.5.5. Corolario. (i) Una variedad simplemente conexa es orientable.
(if) Mds generalmente, una variedad conexa cuyo grupo fundamental no contiene un subgrupo de
indice 2 es orientable.

Notemos que una variedad conexa es arco-conxa, asi que la condicién de (ii) no depende del
punto base elegido para calcular el grupo fundamental.

Demostracion. Basta probar la segunda afirmacion, ya que la primera es un caso particular de ella.
Sea entonces M una variedad conexa tal que 71 (M) no tiene subgrupos de indice 2. Como hay
una biyeccién entre las clases de isomorfismo de los revestimientos conexos de M de dos hojas y
los subgrupos de 71 (M) de indice 2 [Mun75, Ch. 13, Thms. 79.4 y 82.1], la hipétesis implica que

el revestimiento p : M — M no puede ser conexo. Que M es orientable sigue inmediatamente
de 4.5.4(ii). O

§6. Ejemplos
Variedades paralelizables

4.6.1. Proposicion. Una variedad paralelizable es orientable.

Demostracion. HACER O
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Subvariedades

4.6.2. Proposicion. Sean M una variedad orientable de dimension m y N C M una subvariedad
de codimension k. Si existen campos X1, ..., X € X(M) tales que para cada x € N los vectores
X1z, -y Xpw € T,y M generan un subespacio de T,, M complementario a T, N, entonces N es orientable.

Demostracion. HACER O

4.6.3. Un caso especial de la proposicion que es particularmente ttil es el siguiente:

Corolario. Si M es una variedad orientable y f : M — R es una funcién diferenciable que tiene a 0 como
valor regular, entonces la subvariedad N = f~1(0) es orientable.

Demostracion. HACER O

4.6.4. Se sigue inmediatamente de este corolario que, por ejemplo, las esferas 5™ C R"*! son
variedades orientables.

Productos cartesianos

4.6.5. Proposicion. Sean M y N dos variedades no vacias. EIl producto cartesiano M x N es orientable
sii M y N lo son.

Demostracion. HACER O

El fibrado tangente

4.6.6. Hacer: El fibrado tangente es siempre orientable.

4.6.7. Hacer: Un fibrado asociado al fibrado tangente que tiene fibra orientable es orientable
cuando la base es orientable.

Cocientes

4.6.8. Proposicién. Sea M una variedad conexa y orientable y sea G un grupo que actiia sobre M por
difeomorfismos de manera propiamente discontinua. La variedad cociente M /G es orientable sii todo
elemento de G preserva las orientaciones de M.

Demostracion. Sea p : M — M /G la proyeccién candnica, que es un difeomorfismo local. Supon-
gamos primero que M es orientable y que todo elemento de G preserva las orientaciones de M,
y fijemos una orientacién o € &' (M).

Six e M yYge G, las funciones p,,, : T,M — Tp(z) (M/G) Y Pug(a) * TQ(I)M — Tp(m) (M/G)
son isomorfismos y, como po g = py O(g.s)(0(z)) = o(g(x)) porque g preserva la orientacion, es

O (psz)(0(2)) = O((p 0 9)42)(0(2)) = O(Pag(a)) (O(912)(0(2))) = O (pag(a) ) (0(g()))-

Esto nos dice que hay una funcién o' : M/G — |¢cpr/q Te(M/G) tal que para cada z € M es
o (p(x)) = O(psa)(0(x)).
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Sea ¢ € M/Gyseax € M tal que p(z) = £. Como la acciéon de G es propiamente discontinua,
existe un abierto U C M talquez € Uysig € Ges g(U)NU # @ sii g = e. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que hay una carta ¢ : U — R" de M y, més atin, que para
cada y € U es o(y) = [BY]. Recordemos que en p(U) es un abierto de M /G, que la funcién
plu : U — p(U) es un difeomorfismo, y que la composicién ¢ = ¢ o (p|y)~* : p(U) — R" es una
carta de M/G cuyo dominio contiene a ¢ y tal que p., (92 |,) = 82 |,(,) paracaday € U y cada
i €{l,...,n}. Sesigue de esto que si ¢ € p(U) ey € U es tal que p(y) = ¢, entonces

[BY] = [BY,)] = 00, (1BS)) = O(puy)0y)) = 0'(C),

y esto muestra que o’ es una orientacién de M /G, que entonces es una variedad orientable.
Reciprocamente, supongamos que M y M /G son orientables y sea ¢ € G. Fijemos una
orientacién o € (M) y sea o’ € (M /G) una orientacién de M /G tal que el conjunto

{z € M: O(p)(o(z)) = o (p(x))}

no es vacio. De acuerdo a la Proposicién 4.2.10, este conjunto es un abierto de M y entonces,
como M es conexa, coincide con M. Esto implica que si x € M es

O(p)(o(x)) = o' (p(x)) = o'(p(g(x))) = O(p)(o(g(x)))
y entonces, como &(p) es una biyeccién, o(x) = o(g(z)). Vemos asi que g preserva las orientacio-
nes de M. O O

4.6.9. Corolario. (i) La banda de Mébius y la botella de Klein son variedades no orientables.
(if) Sin € N entonces el espacio proyectivo RP™ es orientable sii n es impar.

Demostracion. (i) La banda de Mbius M es el cociente del abierto N = R x (—1,1) C R? por la
accién del grupo ciclico infinito G generado por la funcién o : (z,y) € N — (z +1,—y) € N.
Usando las coordenadas usuales sobre R?, que se restringen a NN, la forma w = dz A dy es una
forma de volumen sobre N, y como o*(dz) = dz y 0*(dy) = —dy, es 6*(w) = —w. Esto nos
dice que ¢ no preserva la orientacién de N y entonces, como estamos en las condiciones de la
proposicién, podemos concluir que M no es orientable.

De manera enteramente similar, la botella de Klein es el cociente de R? por la accién del grupo
G = Z? actuando via

(a,b) - (z,y) = (x +a,(=1)"y +b),  ¥(a,b) €Z", (v,y) €R™.

Sig=(1,0) € Z* y w = dz A dy € Q*(R?) es la forma de volumen usual, es g*(w) = —w, asi que
g inverte orientaciones y K = R?/G no es orientable.

(ii) Sabemos que hay una accién del grupo ciclico G = C5 de orden 2 sobre S™ tal que el
elemento no trivial de G induce la funcién o : € S™ — —2 € S™ y el cociente correspondiente
S™/G es difeomorfo a RP™. Se sigue de la proposicién que RP™ es orientable sii o preserva las
orientaciones de S™.

Sea f € C>°(R™*!) tal que f(z) = ||z||*, de manera que 1 es un valor regular de f, S = f~1(1)
yX =Vf=3"""20, €X(R"")esun campo transversal a S”. Sea ademés

w=dx; A Adapy € QTR
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la forma de volumen usual y j : S — R"*! la inclusién. Sabemos que v = j*(1xw) es una forma
de volumen sobre S™.

Eldifeomorfismo o eslarestricciona S™ dela funciéon 6 : z € R**! — —z € R"*!. Claramente
paracadai € {1,...,n+ 1} es 6*(dz;) = —da;, asi que 6*(w) = (—1)""w. Como 6, (X) = X, es
6" oux =tx od”*. Finalemente, es j o o0 = ¢ o j, y usando todo esto vemos que

0" (v) = (0" 0j oux)(w) = ((jo o) orx)(w) = ((604)" orx)(w)

=(j 06" oux)(w) = (j" 0o r-x 06" (w) = (=)' (j" 0 t-x)(w)

= ()" (G oux)(w) = (1) w.

Vemos asi que ¢ preserva la orientacion de S™ sii n es impar, lo que prueba el corolario. O
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V. SUBVARIEDADES

§1. Inmersiones e incrustaciones

5.1.1. Sean M y N variedadesy f : M — N una funcién diferenciable. Decimos que f es una
inmersion si para cada x € M la aplicacion diferencial f., : T,M — T}, N es inyectiva. Si
ademas f es inyectiva e induce un homeomorfismo entre M y su imagen, decimos que f es una
incrustacion.

5.1.2. Lema. Sean M y N variedades, sea f : M — N una funcién diferenciable y sea x € M. Sila

diferencial f., : Ty M — T,y N es inyectiva, entonces existe un entorno abierto U de x en M tal que

flu : U — N es una inmersion.

Demostracion. HACER (propinm-iny)
5.1.3. Proposicion. Sean M y N variedades y f : M — N una inmersion inyectiva. Si M es compacta,

entonces f es una incrustacion.

§2. Subvariedades
5.2.1. Sean n, k € Ny tales que 0 < k < n. Si c € R"*, escribimos
Se) ={(z1,. .. xn) ER® tappi=cisil <i<n-—k}

Sea M una variedad de dimensién n. Una hoja de dimension k de una carta ¢ : U — R™ de M es
un subconjunto S C U tal que existe ¢ € R"* tal que ¢(S) = ¢(U) N X"(c). Una subvariedad
de M de dimension k es un subconjunto N C M tal que para cada x € N existe una carta
¢ : U — R™ de M alrededor de x tal que U N N es una hoja de dimensién & de ¢.

5.2.2. Una observacion sencilla pero ttil es que la propiedad de ser subvariedad es local:
{prop:sub:local}

Proposicién. Sea M una variedad y N C M un conjunto. Si para cada x € N existe un abierto U C M
tal que U N N es una subvariedad de dimension k de U, entonces N es una subvariedad de dimension k
de M.

Demostracion. HACER
{prop:sub}

5.2.3. Proposicion. Sea M una variedad de dimension n, sea k € {0,...,n} ysea N C M una sub-
variedad de M de dimension k. Entonces N es un cerrado de M y existe un estructura de variedad de
dimension k sobre N tal que la inclusién v : N — M es una incrustacion.

Mas abajo probaremos que, de hecho, existe una tinica estructura de variedad sobre N con
esa propiedad. De todas formas, y salvo que digamos lo contrario, toda vez que desde ahora
consideremos una subvariedad como variedad lo haremos con respecto a la estructura de variedad
construida en la siguiente prueba.

Demostracién. Por hipétesis, para cada x € N existe una carta ¢, : U, — R" de M alrededor
de x y un vector ¢, € R"~* tal que ¢, (U, N N) = ¢, (U,) N X"(c,). Como %"(c,) es un cerrado
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de R™, ¢, (U,) N X" (c,) es un cerrado de ¢, (U,), y entonces U, N N es un cerrado de U,,. Como
{Uz}2en es un cubrimiento abierto de NV y ser cerrado es una propiedad local, concluimos que
N es un cerrado de M.

Para cada 2 € N el conjunto U, N N es un abierto de N en su topologia relativa. La car-
ta ¢, se restringe a un homeomorfismo U, " N — ¢,(U, N N) = ¢,(U;) N £™(¢;), cuyo co-
dominio es un abierto de ¥"(c,). Componiendo con la restriccion p;|sn(.,) de la proyeccién
Pz : X"(c,) — RF enlas primeras k coordenadas, que es un homeomorfismo, obtenemos una
funcién ¢, = p, o ¢, : U N N — R! que es un homeomorfismo a su imagen. Hacer O

5.2.4. Si M es una variedad y N C M es una subvariedad, la inclusién ¢« : N — M es una
inmersion, asi que para cada v € N la diferencial ¢, : T, N — T, M es una inyeccién de
espacios vectoriales. Desde ahora identificaremos a un vector de T, N con su imagen por ¢,
Esta indentificacion es intrinseca:

Proposicién. Sean M una variedad y N C N una subvariedad. Si x € N y X € T, M, entonces
X € T,N < X f = 0para cada funcién f € C*(M) tal que f|x = 0.
Demostracion. HACER O]

5.2.5. La siguiente restricciéon nos permite deducir la diferenciabilidad de restricciones y corres-
tricciones de funciones.

Proposicién. Sean M y N variedades y f : M — N una funcién diferenciable.
(i) Si P C M es una subvariedad, entonces la restriccion f|p : P — N es diferenciable.
(i) Si¢: P — N es una inmersion y existe una funcién continua f : M — P tal que 1o f = f,
entonces f es una funcién diferenciable.

Demostracion. HACER O

5.2.6. Usando la segunda parte de esta proposiciéon podemos probar el resultado de unicidad
prometido en 5.2.3.

Corolario. Sea M una variedad y N C M una subvariedad. Existe exactamente una estructura de
variedad sobre N que hace que la inclusion « : N — M sea una incrustacion.

Demostracion. HACER O

5.2.7. Proposicién. Sean M y N variedades y sea f : M — N una funcion diferenciable. {prop:rc}
(i) Si f tiene rango constante k, entonces para caday € N el conjunto f~1(y) es una subvariedad de N
de codimension k. {prop:vr}
(ii) Siy € N es tal que para cada = € f~'(y) la diferencial f., : T,M — Ty, N es sobreyectiva,
entonces f~1(y) es una subvariedad de N de codimension dim N.

En la situacion del segundo punto de esta proposicién, decimos que y es un valor regular de fy
que la subvariedad f~!(y) es una superficie de niver regular de f.

Demostracion. HACER O
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§3. Un resultado de inmersion
5.3.1. Proposicién. Toda variedad compacta es difeomorfa a una subvariedad de RY para algin N > 1.

Demostracion. Sea M una variedad compacta de dimensién n. Para probar la proposicién es
suficiente que mostremos que hay una incrustacion M — RY para algtin N > 1.

Fijemos una funcién x : [0, 00) — R de clase C*° tal que x|jo,1) = 1,0 < Xxj0,4) < 1y X|j4,00) = 0.
Sixz € M, existe una carta ¢, : U, — R™ de M alrededor de z tal que ¢, (z) = 0y ¢,(U,) = B3(0),
la bola abierta de radio 3 centrada en 0, y podemos considerar la funcién f, : M — R"™ x R tal
que paracaday € M es

(XUl @)I?) uw). x(@loow)I*)) siv e Us;

fa:(y) = . _
(070)7 S1y € M \ ¢;1(B2(0))‘

Notemos que esto tiene sentido, porque siy € U, N (M \ ¢ (B2(0)) = ¢ (B5(0) \ B2(0)),
¢:(y)||> > 4y, en consecuencia, x(||¢.(y)[|*) = x(4]|¢=(v)||*) = 0. Es claro que f, es
una funcién diferenciable. Si ponemos V, = ¢ '(B1(0)), que es un abierto de M que contiene

entonces |

a z y contenido en U,, entonces f |y, es una inmersién inyectiva:

e Sean que y, ¥y’ € V, y supongamos que f,(y) = f.(y'). Como ¢, (y), ¢.(y") € B1(0), es
62 )I%) = x(léx (")) = 1y la hipstesis implica entonces que ¢, (y) = 6 (/). Como
¢, es inyectiva, vemos que y = /.

e Por otrolado, por construcciénes f,(y) = (¢« (y), x(4]|¢=(v)||*)) paracaday € V, y entonces
fz|v, es una inmersién porque ¢ lo es.

Notemos que la imagen de f, estd contenida en Bs(0) x [0,1] y que siy € M, entonces

f=(y) € B3(0) x (0,1] <= y e V,. (15) {eq:sph}
El conjunto {V, },en es un cubrimiento abierto de M, que es compacta, asi que existe un
conjunto finito {x1,..., x5} C M tal que % = {Vy,,..., Vs, } también es un cubrimiento de M.
Consideremos la funciéon F : y € M+ (fu,(y),. .., fz, (v)) € RFFD que es claramente

diferenciable. Se trata de una funcién inyectiva: supongamos, por el contrario, que y, v’ € M
son tales que F(y) = F(y'). Como % es un cubrimiento de M, existe i € {1,...,n} tal que
y € Vo, = ¢, (B1) y entonces la hipétesis implica que fz, (y') = fa, (y) € Bs(0) x (0,1]. En vista
de (15), esto implica que y’ € V;, y, como sabemos que f,|v,, es inyectiva, podemos concluir
quey =y’

Maés atin, F' es una inmersién. En efecto, siy € M, existe i € {1,...,n} talquey € V,, y
entonces (f;, )y es inyectiva, porque f,|v,, es una inmersién, y de la definicién de £ es claro
que rank Fiy, > rank(fz,)«y = dim M. De acuerdo a 5.1.3, entonces, la funcién F' : M — RF(n+1)
es una incrustacién, porque M es compacta. O

5.3.2. La proposicion que acabamos de probar es un resultado débil por dos razones: por un lado,
estamos suponiendo que M es una variedad compacta, lo que limita enormemente la complejidad
de la geometria que ésta puede tener, y, por otro, no obtuvimos ninguna cota para la dimensién N
del espacio euclideo R en el que incrustamos a M. Un resultado general en esta direccién fue
obtenido por Hassler Whitney en 1944 [Whi44a, Whi44b]: mostré que si M es una variedad
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de dimensién n > 1 entonces existe una inmersién M — R*"~! y que M es difeomorfa a una
subvariedad de R*". Antes de eso habfa probado en [Whi36] el resultado mucho mas simple de
que hay una inmersién en R?" y un difeomorfismo a una subvariedad cerrada de R?" 1.

Si escribimos e(n) al menor elemento de N tal que toda variedad de dimensién n se incrusta
en R*("™), estos resultados nos dicen que e(n) < 2n para todo n. Es posible verificar que para
todo k > 1 se tiene que e(2¥) = 21 —porque el espacio proyectivo real RP2" no es difeomorfo a
ninguna subvariedad de R" con n < 2¥*!1—y es un teorema de A. Haefliger y M. Hirsch [HH63]
y de C.T.C Wall [Wal65] que e(n) < 2n para todo n € N que no es una potencia de 2, pero no
se sabe exactamente calcular los valores de la funcién e. Una conjetura clésica afirma que toda
variedad compacta de dimensién n se incrusta en R?"*1=(") con a(n) el ntimero de digitos no
nulos en la escritura binaria de n —es de notar que, de ser cierta, seria el resultado 6ptimo para
variedades compactas, ya que siempre que 1 < k; < --- < k, el producto RP2" x ... x RP2",
que es una variedad compacta de dimensién n = 2 + ... + 2 no se incrusta en R?" 17,
Una revisién de los resultados conocidos sobre el problema de inmersién y incrustacién puede
encontrarse en el trabajo reciente [Sko08] de A. Skopenkov.

§4. Ejemplos
Graficos de funciones diferenciables

5.4.1. Si M y son N variedades de dimensién m y n, respectivamente, y f : M — N es una
funcién diferenciable, entonces el grifico de f, 'y = {(z, f(z)) € M x N : x € M}, es una
subvariedad de M x N.

Seaz € M. Como f es diferenciable, existen cartas ¢, : Uy, - R"™y ¢, : V; 2 R*"de My N
talesque z € U, y f(Uy) C V,. Consideremos la funcién

o i (Y, 2) € Uy X Vo — (¢ (1), ¥a(2) — a(f(y))) € R™ x R™.

Es inmediato verificar que es diferenciable e inyectiva y que su imagen es el conjunto
We = {(a,b) €R™ x R" : 0 € 6,(Us), b+ (Y 0 f o 9,7)(a) € va(Va)},

que es un abierto de R™ x R™. La funcién inversa de p, es
(a,0) € Wy = (6 (@), 0" (b+ (Yo 0 fo 65 7)(a)) € Up x Vi,

que también es diferenciable. Vemos asi que p; : U, x V; = R™ x R"™ es un difeomorfismo con
codominio en un abierto de R™ x R", asf que es una carta de M x N. Como

pe(Ty 0 (Us x Vi) = W, N (R™ x 0),

vemos que I'y N (U, x V) es una hoja de p,.
Como el conjunto {U, X V,}zen es un cubrimiento abierto de I'y en M x N, usando la
Proposicién 5.2.2 podemos concluir que I'; es una subvariedad de M x N.
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Esferas

54.2.Sea f : 2 € R™! s |z|* € R. Se trata de una funcién diferenciable, y si z € R" la {p:esferas:2)
diferencial D, f : R"*! — R estd dada por D, f(y) = 2(x,y) para cada y € R". En particular,
vemos que si z # 0 la diferencial D, f tiene rango 1. La esfera S™ = f~!(1) es entonces una
subvariedad, porque 1 es un valor regular de f.
En particular, en tanto subvariedad de R" la esfera S™ es, de esta forma, una variedad diferen-
ciable. En 1.3.2 construimos otra estructura diferenciable sobre S™ exhibiendo un atlas <. Para
ver que estas dos estructuras de variedad coinciden basta mostrar que la inclusién 5™ < R"™ es
una inmersién cuando dotamos a S™ del atlas 7'y, para esto (usando las notaciones introducidas
en 1.3.2), que para cada i € I la composicién

R, Rt

tiene diferencial inyectiva en todo su dominio. La funcién es

2 -1
hecye R | —2_ Jull = 1) g
gl +1 flylI” +1

y paracada j € {1,...,n} su derivada parcial j-ésima es

Bhi:<(lly||2+1)2€j—4yjyz. 4y, )
9; (lyll* +1)? (lyll” +1)

Siay, ..., a, € Rson tales que

=Y (Iyll Z e

i=1

4 n
Yiy, t a;Yy; |,
||||+1Z” ||||+1>Z“>

se sigue inmediatamente que a; = - - - = a,, = 0. Esto implica que la funcién h; es una inmersion,
como queriamos.

5.4.3. Hacer: La proyeccion S™ — RP" es una inmersion.

Variedades de Stiefel

5.4.4. HACER

Inmersiones de Pliicker

5.4.5. HACER
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VI. INTEGRALES

6.0.6. El siguiente lema es una generalizacién directa de un resultado bien conocido del célculo
usual:

Lema. Sean M y N dos variedades compactas orientadas de dimensiones m y n, respectivamente, sean
p1: M XN — Myps: M xN — N las dos proyecciones candnicas y consideremos a M x N orientada
con la orientacion producto de las de M y N. Siwq € QX" (M) y way € Q™(N) son dos formas de soporte
compacto, entonces

* *
/ piwi /\P2w2:/ wl'/ wa.
MxN M N

Demostraciéon. Notemos que la integral sobre M x N que aparece en el enunciado tiene sentido
porque la forma pjwi A piwo tiene soporte compacto: en efecto, es inmediato verificar que su
soporte estd contenido en sopw; x sopws, que es un compacto de M x N.

Sean {f; :i € I}y {g, : j € J} particiones finitas de la unidad sobre M y N, respectivamente,
tales que los soportes de sus miembros estan contenidos en abiertos coordenados difeomorfos
aR™ o0aR", y pongamos f; = f; o p; paracadai € Iy §; = g, o ps para cada j € J. Por un lado,

como [, w1 =Y cp [oy fiwry [ywe = der [ gjw2, tenemos que
/ w1'/ w2 = Z / f¢w1'/ gjw2. (16)
M N G)eixg M N

Por otro, es inmediato verificar que {f;j; : (i,7) € I x J} es una particién finita de la unidad
sobre M x N, asi que

/ piwi A paws = Z / figipiwr A psws
MXxN (i) EIx T MxN

= X [ st Avi(gen). a7)

(i,5)elxJ

Vemos entonces que para probar el lema, basta mostrar que los términos correspondientes
de las sumas que aparecen en los tltimos miembros de las igualdades (16) y (17) son iguales.
Equivalentemente, el lema quedaré probado en toda su generalidad si mostramos que es cierto en
el caso particular en que las formas w; y w; tienen sus soportes contenidos en abiertos coordenados
U C MyV C N difeomorfos a R™ y a R", respectivamente.

Enese caso, es [, w1 = [ wilvy [y w2 = [, w2lv y, como sup(pjwi A psws) CU x V'y
(Piwi Apswa) |y = iw)|oxv A (Psw2)luxy = (1lgxv) (@ilo) A (P2l fxyv)* (walv),

tenemos que

[ vennsiwe= [ ternpien)lpg = [ @lfw) Gl A@alfa) @),
MxN UxV UxV
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La igualdad que queremos probar es entonces equivalente a

/ (pﬂng)*(wlw)A<p2|5w>*<w2|v>,=/w1|U~/w2|v.
UxV U 1%

Esto nos dice que es suficiente probar el lema en el casoen que M = Uy N = V. Supongamos que
esto es asi, y sean ¢ : R™ — M y 1 : R" — N difeomorfismos compatibles con las orientaciones,
ysean q; : R™ x R" — R™ vy g : R™ x R® — R" las proyecciones. La invariancia bajo
difeomorfismos de la integral nos dice que

/ wy = P wi, / Wy = Prwy
M Rm N Rr

y,como ¢ x1p : R™ xR™ — M x N también es un difeomorfismo compatible con las orientaciones y

(¢ x )" (prwr Apswz) = (¢ X )" (pTwr) A (¢ X )" (paw2) = g7 (67wi) A g3 (Y7 w2),

que
/ plwy A phw = / (6 X 9)* (Pws A pjun). = / G (6 w1) A g (67 ws).
Mx N R™m xR"™ R™ xR™

La igualdad que queremos probar es entonces equivalente a

/ @ (¢"w1) A g3 (Y*ws). =
R™ xR"™

Pwr- [ Prwe
Rm Rr

y esto implica que basta probar el lema cuando M = R™ y N = R".

Pongdmonos finalmente en esa situaciéon y denotemos (x1, ..., Zm) € (Y1, .., Yn) a las coorde-
nadasde My Ny (#1,. .., 2m+n) alas de M x N. Existen funciones hy € C>°(M)y hy € C>°(N)
tales que wy = hi(z1,...,Tm)dzr A+ Aday, Ywa = ha(y1, - -+, Yn)dy1 A - - Ady,, de manera que

/ w1 / Wy = / hi(x1,. .., Tm) / ho(yr, -, Yn)- (18) {eq:intp:3}
M N n R

Por otro lado, es inmediato que

piwi = hi(z1,...,2m)dz1 A+ Adzp,

p;w2 - h2 (Z’m—i-l: .. 7Z’m+n)dz’m+1 JARERWAN dzm-‘rna
con lo que
“wy A phws = B ( Yha( )z Ao Ad
plwl p2w2 1(R1y-++y”m 208Zm+1y-+ 9y Rm+n 21 Zm+ns

y, en consecuencia,

/ piwi A paws = / hi(z1,. .oy zm)ho(Zmats -« Zman)- (19) {eq:intp:4}
MxN R™ xR™

Es ahora claro que vale la igualdad del enunciado, porque los segundos miembros de (18) y
de (19) son iguales. O
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VIl. FLudJos

§1. Dos aplicaciones

Homogeneidad

7.1.1. Si M es una variedad, escribimos Diff (/) al conjunto de todos los difeomorfismos M — M.
Es inmediato verificar que se trata de un grupo con respecto a la composicién de funciones, y
que hay una accién a izquierda de Diff (1) sobre M dada por

(f,x) € Diff(M) x M — f(z) € M.

Si f € Diff(M), el soporte sop f de f es la clausura del conjunto {z € M : f(z) # x}. Denotamos
Diff .(1) al subconjunto de Diff (1) de los elementos de soporte compacto; se trata de un subgrupo
de Diff (M) y, por supuesto, restringiendo la accién de Diff (M) obtenemos una accién de Diff (M)
sobre M.

7.1.2. Siun grupo G actua sobre un conjunto X decimos que la accién es transitiva si para todo

par de elementos z, y € X existe g € Gtalque g -z = y.
{prop:trans}

Proposicién. Sea M una variedad. Si M es conexa, entonces la accion de Diff .(M ) sobre M es transitiva.

Demostracion. Escribamos G = Diff.(M) y n = dim M. Sabemos que M es unién disjunta de las
Orbitas de G en M. Si mostramos que éstas son abiertas, se seguird que son cerradas —porque el
complemento de cada una de ellas es unién de érbitas— y entonces, como M es conexa, podremos
concluir que hay exactamente una sola: esto significa exactamente que la accién de G es transitiva.
Para mostrar que las 6rbitas son abiertas es suficiente con probar que todo punto es interior a su
orbita.

Sea entonces p € M ysea O = {f(p) : f € Diff.(M)} su 6rbita. Existe una carta ¢ : U — R"”
alrededor de p tal que su dominio U tiene clausura compacta en M, ¢(p) =0y ¢(U) = By, la
bola abierta unitaria de R"™ centrada en 0.

Fijemos r € U. Pongamos p1 = (2||¢(r)]| + 1)/3 y p2 = (||¢(r)|| + 2)/3, de manera que
[l < p1 < p2 <1,yseax:Bi — R una funcién diferenciable tal que x|5,, =1y x|p,\5,, =0
Supongamos que ¢(r) = (&1,...,&,) y sea X el campo tangente tal que para cada x € M es

0, sixEM\ngfl(sz);

X, = n
o x(e@) 6o, sizeU.

=1

Notemos que esto estd bien definido porque x(¢(z)) = 0 cualquiera sea z € U \ ¢~ 1(B,,).
El campo X es diferenciable: como los abiertos M \ ¢~*(B,,) y U cubren M, basta ver que las
restricciones a ellos son diferenciables —para el primero esto es evidente y para el segundo
inmediato de la tercera condicién dada en la Proposicién 3.3.2.

Como el soporte del campo X estd contenido en U, es compacto, y entonces X es completo: el
correspondiente flujo es entonces una funciéon ® : R x M — My ®(¢,z) = xz siempre quet € Ry
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x € M\ U. En particular, el difeomorfismo g : x € M — ®(1,z) € M, tiene soporte compacto
contenido en U y, en particular, g € Diff.(M).

Sea 7 = p1/||¢(r)| y consideremos la curva a : t € (—7,7) — ¢ L(tp(r)) € M, que es
claramente diferenciable. Sit € (—7,7) es

o/ (t) = (7" )uto(r) ((r) = Zfiafla(t)

y, como x(¢((t))) = 1 porque ¢(a(t)) € B,,, tenemos que, de hecho, o/ (t) = X, 4): asi, « es una
curva integral para X. Como «(0) = py a(1) = r, vemos que g(p) = ®(1,p) =r.

Concluimos de esta forma que g es un elemento de Diff . (M) tal que g(p) = ry, en consecuencia,
que r € O. Esto vale cualquiera sea r € U, asi que de hecho es U C O y vemos, como queriamos,
que o es un punto interior de O. O

7.1.3. Recordemos que una funcién f : X — Y entre espacios topolégicos es una identificacion
si es sobreyectiva y para cada subconjunto U C Y se tiene que U es abierto en Y si y solamente si

f~Y(U) es un abierto de X. ,
{lema:conexion}

Lema. Sean X e Y espacios topolégicos y sea f : X — Y una identificacion. Si Y es conexo y para cada
y €Y el subespacio f~*(y) de X es conexo, entonces X es conexo.

Demostracién. Supongamos, por el contrario, que existen en X dos abiertos disjuntos A y B tales
que X = AUB. Siy € Y, entonces ANf~!(y) y BNf~!(y) son dos abiertos disjuntos de f ! (y) que
lo cubren, asi que uno de ellos es vacio. Esto nos dice que si ponemos A = {y € Y : f~1(y) C A}
yB={ycY:f'(y) C B}, entonces {A, B} es una particién de Y. Para terminar, entonces,
bastard probar que A y B son abiertos en Y y por simetria, de hecho, es suficiente hacerlo
para el primero. Ahora bien, como p es una identificacién, el conjunto A es abierto en Y sii

p1(A) = Uyea f ~1(y) es un abierto de X. Esto ultimo es inmediato, ya que esta unién es
precisamente A. O

7.1.4. Sea M una variedad y fijemos k € N. Sea M* = M x --- x M el producto con k factores, y
sea

SHM) = {(z1,...,21) E M : 1 <i<j<n = x; # z;}.

Se trata de un subconjunto abierto de M k asi que es, de manera candnica, una variedad de

i i6 im M.
dimensién £ d {lema:skm:conexo}

Lema. S5i M es conexa y tiene dimensién dim M > 2, entonces Sk(M ) también es conexa.

Demostracion. Procedemos por induccién en k. Cuando k = 1 es S*(M) = M, asi que no hay
nada que probar en ese caso. Supongamos entonces que k£ > 1, supongamos que para cada
variedad conexa N de dimensién al menos 2 resulta conexa la variedad S*(N), fijemos una
variedad M con dim M > 2y probemos que S**1(M) es conexa.

Escribamos p : S¥*1(M) — M a la restricciéon a S*+1(M) de la k-ésima proyeccién canénica
a1 (21, ..., Tpg1) € MFHL s 2301 € M. Se trata de una funcién sobreyectiva. Como 7y, es
abierta y Sk+1(M) es un abierto de M*, la funcién p es también abierta. Se trata, ademads, de una
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identificacién: como es continua, para verificarlo hay que mostrar que si U C M es un conjunto
tal que p~1(U) es un abierto de S*(M), entonces U es abierto en M. Sea entonces U C M y
supongamos que el conjunto

p N U) = {(x1,...,2041) € SkH(M) cxp41 €U}

es un abierto de S¥*1(M). Sea x € U. Como dim M > 2, M es infinita, y existen 29, ..., 20 € M
tales que la (k + 1)-upla & = (29,...,29,2) € M*! estd en Sy.41(M). Claramente & € p~1(U) y,
por la hipétesis y el hecho de que S¥*1(M) es un abierto de M**!, existen abiertos Vi, ..., Vi41
de M talesque & € Vi x---x Vi1 C p~}(U). Entonces Vi1 = p(Vix---xVjy1) Cp(p~t(U)) = U,
y vemos que z es un punto interior de U. La arbitrariedad de « en U implica asi que U es un
abierto de M, como querfamos.

De acuerdo al Lema 7.1.3, como p es una identificacién y M es conexo para ver que S¥+1(M)
es conexo, y con eso probar el lema, es suficiente mostrar que para todo z € M la fibra p~!(z) es
un conexo de S*T1(M). Ahora bien, es

p ) ={(21,.. ., op, ) EMF 1<, j <k = x; #£x; £}
asi que es fécil verificar que la funcién
(xlv“'»xkaw) prl(x) L (xlv"'vxk) € Sk(M\{.’E})

es un homeomorfismo. En particular, como M \ {z} es una variedad conexa —porque M es
conexa y tiene dimensién al menos 2—, la hip6tesis inductiva implica que la variedad S* (M \ {z}),
y entonces el subespacio p~!(x), es conexa. O

7.1.5. Si G es un grupo que acttia sobre un conjunto X y & > 1, decimos que la accién es k-
transitiva si para cada par de k-uplas (z1,...,2%) € (y1,. .., yr) de puntos distintos de X, existe
un elemento g € G tal que g-z; = y; paratodo ¢ € {1,..., k}. En particular, es claro que la accién

es 1-transitiva si y solamente si es transitiva.
{prop:ktrans}

Proposicién. Si M es una variedad de dimension al menos 2, entonces la accion del grupo Diff (M)
sobre M es k-transitiva para todo k > 1.

Demostracién. Sea k > 1. La accién del grupo G = Diff.(M) sobre M induce una accién sobre M*
tal que para cada f € Gy cada (z1,...,z;) € MFes

f’(xlv"'axk):(f(xl)v'”vf(xk))'

Es inmediato verificar que S*(M) es un subconjunto invariante bajo esta accién, asi que tenemos
por restriccién una accién de G sobre S¥(M), y que la accién de G sobre M es k-transitiva
exactamente cuando la accién de G sobre S*(M) es transitiva. Para probar la proposicién
probaremos esto tltimo. De acuerdo al Lema 7.1.4, S*(M) es un espacio conexo, asi que bastars,
como en la prueba de la proposicion 7.1.2, que cada punto de S*(M) es interior a su G-6rbita.
Sea entonces ¢ = (z1,...,xx) € S¥(M) y sea O su G-6rbita. Como z; # z; si i # j, podemos
encontrar, para cada ¢ € {1,...,n}, una carta ¢, : U; — R" de M alrededor de z; de manera
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tal que ¢;(U;) = B1(0), la bola abierta unitaria de R", y ¢;(z9) = O paracadai € {1,...,n},y
U;NUj =@sii, j€{l,...,n} son distintos.

Pongamos U = U; X --- Uy y consideremos un elemento ' = (z1,...,2}) € U. De acuerdo
a la prueba de la Proposicién 7.1.2, para cada i € {1,...,n} existe un difeomorfismo f; € G con
soporte contenido en U, y tal que f;(z;) = z}. Si ponemos f = fi o--- o fi, que otra vez es un
elemento de G, es inmediato verificar que f(z;) = «} paracada i € {1,...,n}. Vemos asi que
¢’ € Oy, en definitiva, que U C O, y concluimos, como nos habiamos propuesto, que § es un
punto interior a O. O

Descomposiciones a la Morse

7.1.6. Proposicién. Sea M una variedad Riemanniana. Si f : M — R es una funcion diferenciable,
entonce existe un uinico campo vectorial diferenciable V f € X(M) tal que para todo x € M y todo
v € T, M se tiene que

<Vf:r77)> = f*x(v)

Demostracion. Para cada x € M, la funcién f,, : T,M — R es lineal. Como la estructura
Riemanniana de M hace de T;; M un espacio con producto interno, el teorema de representacién
de F. Riesz implica que existe un tnico vector V f, € T, M tal que (V f5,v) = f.z(v) para todo
v € T, M. Esto implica que existe un campo V f sobre M que satisface la propiedad deseada, y
que es tnico. Queda solo probar que es diferenciable.

Sea ¢ : U — R™ una carta de M. Existen funciones X', ..., X™ : U — R tales que
Ve =", Xi(2)d?|, paratodo = € U y tenemos que probar que se trata de funciones diferen-
ciables. Si j € {1,...,n}, entonces para cada « € U por un lado es

(Vie0fle) = (X @)001a. 0)1s) = D X () ()

y, por otro, f*z(8f|z) = 6f|mf, de manera que

n

> Xiw)gij(x) =0flf,  Vie{l,....n}.

=1

Sea k € {1,...,n}. Multiplicando la ecuacién correspondiente cada j por g’*(z), sumando todas
las ecuanciones obtenidas, y recordando que 377, gi,;(2) g% (z) = 6¥(x), vemos que

n

Xha) = 3 g (@) 0F, S,

j=1

Como las funciones g/** y las funciones 8;’ f son diferenciables en U, esto implica que X* es
diferenciable, como queriamos probar. O

7.1.7. Proposicion. Sea M una variedad y sea f : M — R una funcién diferenciable. Supongamos que
a, b € Rson tales que a < b, y
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o existe ¢ > 0 tal que el intervalo [a — €, b+ €] no contiene valores criticos de f,y
o ¢l conjunto f~'([a — ,b+ €]) es un compacto de M.
Entonces el conjunto N = f~(a) es una subvariedad de M y hay una incrustacion

F:(a—eb+e)xN—>M

con imagen el abierto f~'((a — ,b + €)) y tal que conmuta el diagrama

(a—¢e,a+¢) x N—Ls M
pl lf
(a—e,a+e)——R
conp:(a—eb+e)x N— (a—e,a+¢) laproyeccion en el primer factor.
Demostracion. HACER O

7.1.8. Hacer: Funciones de Morse

7.1.9. Proposicién. Si M una variedad compacta sobre la que existe una funcion de Morse f : M — R
que tiene exactamente dos puntos criticos, entonces M es homeomorfa a una esfera.

Demostracion. HACER O
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VIill. GRUPOS DE LIE

§1. Grupos y homomorfismos

8.1.1. Un grupo de Lie es una 3-upla (G, i, ¢) enla que G es una variedad y 1 : G x G — G e
¢ : G — G son funciones diferenciables tales que (G, j, ¢) es un grupo. Escribiremos generalmen-
te G en lugar de (G, i1, 1) y diremos que G es un grupo de Lie, dejando el resto de la estructura
implicita; de la misma forma, escribiremos gh en lugar de (g, h) y g~* en lugar de «(g) cuando
esto sea conveniente. Denotaremos e a los elementos neutros de los grupos.

8.1.2. SiGesungrupodeliey g € G,lasfunciones L, : h€ G — ghe GyR,:he G— hge G
son las traslacion a izquierda y a derecha por g, respectivamente. Se trata de funciones diferen-
ciables: por ejemplo, si g € G es claramente diferenciable la funcién l, : h € G — (g9,h) € G x G,
asi que L, es diferenciable porque concide con la composicién

GgGXG*ﬂ>G

Sig,h € Ges Ly, = LgoLpy Ry, = RpoRy;sie € G es el elemento neutro, es L. = idg. Se sigue
de esto que para todo g € G las funciones L, y L -1, por un lado, y R, y R,-1, por otro, son
mutuamente inversas y, entonces, que L, y R, son difeomorfismos.

8.1.3. Hacer: Un subgrupo de un grupo de Lie que es una subvariedad es un subgroup de Lie.
ESTO VA EN OTRO LADO!

{prop:subgrupo}

§2. Campos invariantes

8.2.1. Si G es un grupo de Lie y X € X(G) es un campo tangente, decimos que X es invariante
a izquierda si para cada g, h € G es (Ly)«n(Xn) = Xgn, que es invariante a derecha si para
cada g, h € G es (Rg).«n(Xn) = Xpg, y que es bi-invariante si es invariante a izquierda y a
derecha simultdneamente.

8.2.2. Proposicién. Sea G un grupo de Lie.
(i) El conjunto g de los campos invariantes a izquierda es un subespacio vectorial de X(G).
(ii) Un campo X € X(G) es invariante a izquierda sii para todo g € G se tiene que (Lg)sz(Xc) = Xg.
(iii) Si e € G es el elemento neutro, entonces la funcion X € g — X. € T.G es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

Demostracién. (i) SiX,Y € gy A € R, paracada g, h € G se tiene que
(Lg)sn(Xn + AYn) = (Lg)sn(Xn) + A(Lg)n(Yn) = Xgn + AYgn,

porque la diferencial (L), es lineal y los campos X e Y son invariantes a izquierda. Esto nos
dice que el campo X + AY es él mismo invariante a izquierda y muestra que g C X(G) es un
subespacio vectorial.
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(i) La condicién es claramente necesaria. Veamos la suficiencia. Sea X € ¥(G) un campo tal
que para todo g € G es (Lg)«(X.) = X,. Sig, h € G, entonces

(Lg)*h(Xh) = (Lg)*h((Lh)*E(Xe)) = ((Lg)*h © (Lh)*e) (Xe) = (Lg © Lh)*E(Xe)
= (Lgh)*e(Xe) = Xgh'

Vemos asi que X es invariante a izquierda.

(iii) Sea ¢ : X € g~ X, € T.G la funcién del enunciado. Sea X € ker ¢. Si g € G es entonces
Xy = (Lg)+e(Xe) = 0. Esto nos dice que, de hecho, X = 0, e implica que ¢ es inyectiva.

Sea, por otro lado, v € T,G y para cada g € G pongamos X = (Lg)+.(v) € T4G. Tenemos asi
un campo tangente sobre G y su valor en e es precisamente v. Para ver que ¢ es sobreyectiva,
bastard mostrar que X es diferenciable: en efecto, satisface la condicién de (i) por construccion.

Sea f € C'°(G); de acuerdo a la Proposicién 3.3.2 bastard mostrar que X f € C*(G) para
probar que X es diferenciable. Existen ¢ > 0 y una curva diferenciable v : (—¢,¢) — G tales que
7(0) = 0y +/(0) = v, yla funcién f : (h,t) € G x (—¢,¢) — f(hy(t)) € R es diferenciable, porque
es la composicién

Gx(—ee) 2 agxagt>g—ToR
Hay un campo Y € X(G x (—¢,¢)) tal que sip; : G X (—¢,6) > Gyps: G x (—¢,¢) = (—¢,¢)
son las proyecciones, es P1x(g.t) (Yig,t)) =0y puggy(Yigp) = %L para todo (g,t) € G x (—¢,¢).
En particular, a funcion Y f : G x (—¢,¢) — R es diferenciable. Si g € G es

(Y F)(9:0) = Yig0)f = & F(a7(®))],_g

y, como la curva t € (—¢,¢) € gy(t) € G es la composicién L o 7, que en 0 tiene vector tangente
(Lg)+e(v) = X4, esto nos dice que

(Y £)(9,0) = X, f.

Asi, la funcién X f es la composicién de Yf : G x (—¢,e) — R con la funcién diferencia-
ble g € G — (g,0) € G x (—¢,¢). Esto prueba que X f es una funcién diferenciable. O

8.2.3. Corolario. La variedad subyacente a un grupo de Lie es paralelizable y, en particular, orientable.

Demostracién. Sea G un grupo de Lie de dimensién n 'y sea # = {v1,...,v,} una base de T.G.
La proposicién implica que existen campos invariantes a izquierda X3, ..., X,, € g tales que para
todoi e {1,...,n}es(X;)e =v;.Sig € Ges {(X1)g,...,(Xn)g} = (Lg)+(#), asi que como L, es
un difeomorfismos, el conjunto {(X1),,...,(X,)s} es una base de T,G. Esto significa que G es

paralelizable y, en consecuencia, que es orientable, de acuerdo a la Proposicién 4.6.1. O ) ]
Ajustar esto a la defi-

8.2.4. Una vez que sabemos que hay «suficientes» campos tangentes invariantes a izquierda, es Ibliilciid"’:dde paraleliza-
facil establecer la existencia de otros objectos con la misma invariancia. La siguiente proposicién

da un ejemplo de esto. Si G es un grupo de Lie, una forma w € QF(G) es invariante a izquierda

si para cada g € G es (Ly)*w = w, y escribimos Q¥ (G)¢ al subespacio de Q2*(G) de las formas

invariantes a izquierda.
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Proposicion. Si G es un grupo de Lie, la funcion w € QF(G)¢ — w, € (A*(T.G))* es un isomorfismo
de espacios vectoriales.

Demostracion. La funcién del enunciado es claramente lineal. Si w € Qk(G )G es tal que w, =0,

*
g9

dice que la funcién es inyectiva. Resta mostrar que es sobreyectiva.
Seaw € (A*(T.G))*. Sig € G, pongamos wy = (L,-1);@; esto define una k-forma w posible-
mente no diferenciable sobre G. Si g, h € G es

entonces para cada g € G eswy = (Ly-1)}w. = 0 porque w es invariante a izquierda, y esto nos

((Lg)*w)n = (Lg)hwgn = (Lg)i(Lign)-1)gn@ = (Lign)—1 © Lg)p@ = (Lp-1)p@0 = wh,

asi que (Ly)*w = w. Para ver que w € Q*(G)% bastara entonces mostrar que w es diferenciable.
Sea {X1,..., X, } una base del espacio g de campos tangentes invariantes a izquierda.
O

§3. Ejemplos

El grupo aditivo y el grupo multiplicativo

8.3.1. Con respecto a la estructura usual de variedad de R las funciones
py(z,y) ERxR—z+yeR ty:r€ER— —z R

son diferenciables, asi que (R, pi+, ¢4 ) es un grupo de Lie de dimensién 1, el grupo aditivo. Por
otro lado, el abierto R* = R\ {0} de R es una variedad de forma candnica, y las funciones

bx : (x,y) ERXxR—azy €R ix :z€R—zteR

son diferenciables. El grupo de Lie (R, 11«, tx ) es el grupo multiplicativo.

El subconjunto abierto RZ, = (0, +00) C R* es un subgrupo, asi que es un subgrupo de Lie
de R*. La funcién exp : t € R — €' € RZ, es un isomorfismo de grupos de Lie, con inversa
log : t € RZ, > logt € R.

Toros

8.3.2. HACER

Los grupos clasicos

8.3.3. Sean > 1y pongamos
GL(n,R) = {A € M, (R) : det A # 0}.

Comolafunciéndet : M, (R) — Res continua, el conjunto GL(n, R) es un abierto del espacio vecto-
rial M, (R) y en consecuencia es, de forma candnica, una variedad de dimensién n? = dim M, (R).

56

2015



9 de mayo de 2015

La multiplicacién matricial (4, B) € M,(R) x M,(R) — AB € M,(R) es una funcién
diferenciable que se restringe a una funcién

w: GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R),

que es entonces diferenciable porque GL(n,R) es un abierto de M,,(R). Por otro lado, son dife-

renciables det : M,,(R) — Ry la funcién cof : M, (R) — M, (R) tal que para cada A € M, (R) la

matriz cof (A) es la matriz de cofactores de A, y det no se anula sobre GL(n,R), asi que

cof (A)t
det A

es también diferenciable. Como (GL(n, R), 1, ¢) es un grupo, vemos que es de hecho un grupo de

t:A€GL(n,R) —s A™! = € GL(n,R)

Lie, al que llamamos el grupo general lineal de grado n sobre R.

8.3.4. Sean > 1. Sabemos que det : M, (R) — R esa una funcién diferenciable cuya restric-
cién det : GL(n,R) — R es un homomorfismo de grupos. Se sigue de esto que

SL(n,R) = kerdet = {A € M, (R) : det A =1}

es un subgrupo cerrado de GL(n,R). Queremos mostrar que es, de hecho, un subgrupo de Lie,
al que llamamos grupo especial lineal de grado n sobre R. S6lo queda ver que se trata de una
subvariedad de GL(n,R) y, para esto, segtin la Proposicién 5.2.7(ii), alcanza con probar que el
rango de la diferencial D 4 det : M,,(R) — R es 1 para cada A € SL(n,R).

Sea entonces A € SL(n,R). Para todo B € M,,(R) es

det(I + hA='B) —1
h

det(A + hB) — det A
D.x det(B) = lim et(d + h) €
= D;det(A™'B).

= lim det A -
h—0

Si\s: B € M,(R)— A~'B € M,(R), esto nos dice que
DA = Di e} )\A.

Como A4 es un isomorfismo lineal, esta igualdad implica que rank D 4 det = rank D det. Para
terminar, mostremos que rank Dy det = 1: es suficiente ver que Dy det(l) # 0, y eso sigue de un
célculo directo:

det(T + hI) — 1 L4 h)m -1
Dy det(D) = lim SEERD =1 (AER)
h—0 h h—0 h

=n#0.
La codimensién de SL(n,R) en GL(n,R) es 1, asi que

dimSL(n,R) = n? — 1.
8.3.5. Sea otra vez n > 1y consideremos el conjunto

O(n,R) ={A € M,(R): A'A=1T}.

Es facil ver que esta contenido en GL(n,R) y que es un subgrupo. Se trata, de hecho, de un
subgrupo de Lie, el grupo ortogonal de grado n sobre R. Para probar esto, de acuerdo a la
Proposicién 8.1.3, es suficiente con verificar que O(n, R) es una subvariedad de GL(n,R).
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Sea entonces f : A € GL(n,R) — A'A € GL(n,R), que es una funcién diferenciable.
Si A € O(n,R), la diferencial D4 f : M, (R) — M, (R) es tal que para cada B € M,,(R) es

t _ t
Daf(B) = lim (A+ hB)"(A+ hB) AA:“m
h—0 h h—0

(A'B+ B'A+ hB'B) = A'B + B' A,
asi que
Daf(B)=A'B+ B'A=D;f(A'B)

y, como la funcién B € M, (R) — A'B € M, (R) es un isomorfismo lineal, el rango de D4 f
coincide con el de Dy f. Esta tltima es la funciéon B € M,,(R) — B+ B* € M,,(R), cuya imagen es
el espacio de las matrices simétricas de M,,(R), que tiene dimensién rank Dy f = n(n+1)/2. Vemos
asi que f tiene rango constante n(n+1)/2. Se sigue de la Proposicién 5.2.7(i) que O(n,R) = f~*(I)
es una subvariedad de GL(n, R), como queriamos, y que tiene dimensién

dimO(n,R) =n? —n(n+1)/2 =n(n—1)/2.

8.3.6. Hacer: El grupo simpléctico.
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IX. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

§1. Definiciones y propiedades basicas

9.1.1. Sea M una variedad. Para cada k > 0 sea QF(M) el espacio vectorial de las k-formas
sobre M y sea d* : QF(M) — QFF1(M) la diferencial exterior. Ponemos ademas Q*(M) =0y
d¥ = 05sik < 0. Como d**! o d* = 0 para todo k € Z, tenemos un complejo Q*(M),

dk dk+1

d° k(M) — s orrr ()

dl dk—l

Q0(M) QL (M)

La cohomologia de de Rham de M es la cohomologia H* (M) = H(Q*(M)) de este complejo, de
manera que para cada k > 0 es

ker d¥
imdk—1"
Si f: M — N es un funcién diferenciable, entonces para cada k& > 0 tenemos una funcién
lineal f** : QF(N) — QF(M) y el diagrama

H*(M) =

QO(N) — Loy T gRv) Ry
B | o
Qo) — s vy — S k) s Rty

conmuta, de manera que f* : Q*(N) — Q°*(M) es un morfismo de complejos que induce un
morfismo H*(f) : H*(N) — H*(M) en la cohomologia. Cuando esto no se preste a confusién,
escribiremos simplemente f* en lugar de H*(f).

9.1.2. El siguiente resultado, cuya prueba es muy sencilla, es de caracter fundamental en todo lo
que sigue:

Proposicion. (Functorialidad) (i) Siidy : M — M es la funcién identidad de una variedad M,
entonces el morfismo inducido

H*(idpr) = idge(ary - H*(M) — H®*(M)
es la identidad de H®(M).
(i) Sif: M — Nyg: N — P son funciones diferenciables, entonces
H*(go f) = H*(f)o H*(g) : H*(P) — H*(M).
Demostraciéon. HACER O

9.1.3. Una aplicacién inmediata de esto es el siguiente corolario, que es una de las motivaciones
para el estudio de la cohomologia de de Rham: la cohomologfa de una variedad depende
solamente de su clase de difeomorfismo.

Corolario. Si f : M — N es un difeomorfismo, entonces el morfismo H®(f) : H*(N) — H*(M) es un
isomorfismo.

Demostracion. HACER O
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9.1.4. Como Q7 1(M) = 0, el 0-ésimo espacio de cohomologia H°(M) de una variedad M es
simplemente el ntcleo de la diferencial exterior d : Q°(M) = C°°(M) — QY (M).

Proposicion. Si M es una variedad conexa, entonces dim H°(M) = 1y H°(M) estd generado como
subespacio de Q° (M) por cualquier funcion constante no nula. Mds generalmente, si M es una variedad
arbitraria, el espacio vectorial H°(M) es el subespacio de C°° (M) de las funciones localmente constantes,
y si C es conjunto de componentes conexas de M, hay un isomorfismo H°(M) = R,

Demostracién. Basta probar la seguda afirmacién, asi que fijemos una variedad M arbitraria.
Como observamos arriba, H°(M) es el nticleo de d : C*° (M) — Q*(M), y sabemos que éste es
precisamente el subespacio de C*°(M) de las funciones localmente constantes.

Sea C' = {M; : i € I} el conjunto de las componentes conexas de M. Sic = (¢;);cr € RY,
hay una funcién ¢(c) : M — R tal que ¢(c)|a, = ¢; paratodo i € I,y ¢(c) es diferenciable y
localmente constante. Tenemos asf una aplicacién ¢ : R® — H°(M) que es claramente lineal y
biyectiva, asi que H°(M) =2 R® como afirma la proposicién. O

§2. Invariancia homotoépica

9.2.1. Proposicion. Sea M una variedad y, paracadat € R, seai, : x € M — (x,t) € M xR. Entonces
los morfismos inducidos i, 7 : H*(M x R) — H*(M) son iguales

Demostracion. HACER

9.2.2. Proposicién. (Invariancia homotépica) Si f, g : M — N son dos funciones diferenciables entre
variedades tales que f ~ g, entonces f* = g* : H*(N) — H*(M).

Demostracién. Sean f, g : M — N dos funciones homotdpicas, de manera que existe una homo-
toplaH :Rx M — NconHoiy= fyHoiysiigi : M — R x M son las funciones de la
Proposiciéon 9.2.1. Entonces f* = (H o ip)* = ifo H*y ¢g* = (H 0i1)* = ij o H*, y como esa
proposicién nos dice que i, = i}, vemos que f* = g*. O

9.2.3. Una funcién diferenciable f : M — N es una equivalencia homotépica si existe una
funcién diferenciable g : N — M talque fog >~ idy y gof =~ idy. Es claro que todo difeomorfismo
es una equivalencia homotdpica, asi que el siguiente corolario de la Proposicién 9.2.2 es una
generalizacion del Corolario 9.1.3.

Corolario. Si f : M — N es una equivalencia homotdpica entre variedades, entonces el morfismo inducido
f*+H*(N) — H*(M) es un isomorfismo.

Demostracion. HACER O

9.2.4. Una variedad M es contrdctil si hay una funcién x — M con dominio en una variedad *
con un tinico punto que es una equivalencia homotépica.
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Corolario. Si M es una variedad contrictil, entonces

i 4 1, sin=0;
dim H*(M) =
0, en otro caso.
Demostracion. HACER O
9.2.5. Un caso especial particularmente importante es el siguiente:

Corolario. (Lema de Poincaré) Sin > 0 es

1
dim H*(R") = {
0, en otro caso.

sin=0;

Demostracién. La funcién H : (t,x) € R x R™ — tx € R" es claramente diferenciable y es H (0, —)
constante y H(1,—) = idgn, de manera que R™ es contractil. El resultado se sigue entonces
inmediatamente del Corolario 9.2.4. O

§3. La sucesion exacta de Mayer-Vietoris

9.3.1. Sea M una variedad y supongamos que U y V son dos abiertos de M talesque UUV = M.
Escribamos iy : U — M, iy : V = M, juy : UNV = Uyjy : UNV — V alas inclu-
siones. Estas inducen morfismos de complejos i, : Q*(M) — Q*(U), i}, : Q*(M) — Q*(V),
JrQU) = UNV)yi5:Q(V) = QUNV).

Lema. Hay una sucesion exacta corta de complejos
CZ) (o —iv)
QMUY @ QY(V) S

00— Q*(M) QUNV)—0

Demostracion. HACER O

9.3.2. Proposicién. Sea M una variedad y {U, V' } un cubrimiento abierto de M. Hay una sucesion exacta
larga

1

0 — HO(M) > HO(U) & H'(V) 2> HOU N V) 2> HY (M) > ..

jht1

DU HR M) L HNUY @ HE(V) 25 HE(U N V) 2 BRI () B

e R (M)

con morfismos

ik = (ZU) :H¥(M) — H*(U) ® H*(V)

iy
y
A= (i —gp) s HNO) @ HYV) - HNU O Y).
Demostracion. HACER O
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§4. Ejemplos
La circunferencia

9.4.1. Sea S' = {(z,y) € R* : 2® + y* = 1} C R la circunferencia de radio 1. Si ponemos (5.4r.s1)
U= {(z,y) € S' 12 # -1} yV = {(z,y) € S' : x # 1}, entonces {U,V} es un cubrimiento
abierto de S'. Las funciones

¢u :t € (—m )= (cost,sint) € U,

oyt € (0,27) — (cost,sint) € V,

punv :t € (—m,0)U (0,7) — (cost,sint) eUNV

son difeomorfismos. El Lema de Poincaré nos dice, entonces, que

dim HO(U) = dim H(V) =1,
dimH(UNV) =2,

y que, para cada k > 0,
H*U)=H"V)=HYUNV)=0.

Como S, U, V y UNYV son variedades de dimensién 1, sus cohomologias de de Rham se anulan
en grados superiores a 1, asi que la parte no trivial de la sucesién de Mayer-Vietoris para el
cubrimiento {U,V} de S* es

0—— H(SY) —= H'(U)®» H*(V) —= H°(UNV) —— H*(S') ——=0
Como dim H(U) ® H°(V) = dim H°(U N V) = 2, la caracteristica de Euler de esta sucesi6n es
dim H°(S') — 24+ 2 —dim H'(S') = 0.

La variedad S' es conexa, de manera que dim H 08 =1 y, entonces, esta ecuacién determina la

dimensi6én de H'(S*). Esto prueba la primera parte de la siguiente proposicion: (p:51:genl
p:S1:gen
9.4.2. Proposicién. Es

1, sike{0,1};
dim H*(S') = 0.1}
0, en otro caso.

El espacio H(SY) es el de las funciones constantes sobre S*. Por otro lado, si n = —ydx + zdy € Q(R?)
er: St — R?es la inclusion, la forma w = 1*n € QY(SY) es cerrada y su clase de cohomologia [w]
en H'(S') es no nula, de manera que genera a este espacio vectorial.

Demostracion. Nos queda probar las afirmaciones sobre los generadores de H°(S') y H'(S').
De la Proposicién 9.1.4 que H°(S) es el espacio de las funciones constantes sobre S, asi que
nos queda ocuparnos de H'(S'). La forma w del enunciado es cerrada simplemente porque
dw € Q?(S') = 0; para ver que su clase es no nula, tenemos que mostrar que no es exacta, y eso
implicard que esa clase genera a H'(S') porque sabemos que este espacio tiene dimensién 1.
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Sea~y:t € [0,1] — (cosmt,sinmt) € S*. Sit € [0,1], es
(oMt (&],) = —msinmtZ |, + wcos ”ta%H(t)v
asi que
(o)™ M) (Fl) = v ((ow())
= (—sinwtda + cos tdy) (— sin ﬂta%mt) + 7 cos Wta%‘v(t))
=m.

Esto nos dice que v*(w) = (¢ o v)*(n) = wdt y entonces fy w= fol v*(w) = 7. Como esto no es
cero, vemos que w € Q'(S!) no es exacta, como queriamos. O

El complemento de un conjunto finito en el plano

{prop:pts}
9.4.3. Proposicién. Si S C R? es un conjunto finito de n elementos, entonces

1, sid=0;
dim HY(R?*\ S) =< n, sid=1;
0, sid>2.

Demostracién. Sin = 0, la afirmacién de la proposicién es exactamente lo que afirma el Lema de
Poincaré.

Sea ahora n = 1, de manera que S = {p} con p = (z0,y0) € R? ysea M = R?\ S. Como
antes, sea S' = {(z,y) € M : 2% +y? = 1} la circunferencia unidad, y consideremos las funciones
jiqgeS' wp+gqeMyr:qe M (qg—p)/llg—pl € S*. Lafuncién H : R x M — M tal que
paracadat € Ry cada (z,y) € M es

2 2 a—p
(.0 = P+ (=07 (5 =)
es una homotopia diferenciable de H(1, —) = ids ala funcién H(0, —) = jor. Comoroi = idg1,
vemos que j y r son equivalencias homotdpicas inversas y podemos concluir que el morfismo in-
ducido r* : H*(S') — H*(M) es un isomorfismo. Vemos que vale la afirmacion de la proposicion
en este caso y, en particular, dim H' (M) = 1.

Supongamos finalmente que n > lyseanp € Sy S’ = S\ {p}, y consideremos los abiertos
U=R*\SyV=R2\{p}deR% ComoUUV =R2yUNV =R?\ Sy todos estas variedades
tienen dimensién dos, la sucesién de Mayer-Vietoris correspondiente al cubrimiento {U, V'} de R?
es

0 —— H°(R*) —— H°(R*\ §) © H(R* \ {p}) — H"(R*\ §) ——
— H'(R?) — H'(R?\ &) & H°(R*\ {p}) — H'(R*\ §) ——

— H*(R?) —— H*(R?\ §') & H°(R* \ {p}) — H*(R?\ §) —0
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Del Lema de Poincaré sabemos que H4(R?) = 0 si d > 0, asf que esta sucesién exacta se parte en
una sucesion exacta corta

0—— H°(R*) —— HO(R?\ S") @ H(R?\ {p}) ——= H°(R?\ ) ——=0 (20)  {eq:pts:1}
y dos isomorfismos

H'(R*\ &)@ H'(R?\ {p}) — H'(R*\ S) 1) {eqpts:2)

H2(R?\ §') @ H2(R?\ {p}) — H2(R?\ S) (22) f{eqpts3)

Inductivamente, la proposicién nos dice que

1, sid=0; 1, sid=0;
dim HYR*\ §") = {n—1, sid=1; dim HY(R*\ {p}) = {1, sid=1;
0, sid> 2 0, sid>2.

De la sucesion exacta (20), entonces, vemos que
dim H°(R?\ S) = dim H°(R*\ §") @ H°(R?\ {p}) —dim H*(R*) =2 -1 =1,
de (21), que
dim HY(R?\ ) =dim H'(R*\ S") @ H'(R*\ {p}) = (n—1)+1=n
y de (22) que dim H?(R? \ S) = 0. O

9.4.4. Podemos completar el resultado de la proposicién anterior exhibiendo una base para el
espacio H'(R?\ S):

Proposicion. Sea S = {p1 = (z1,y1),...,Pn = (Tn,yn)} C R? es un conjunto de n elementos y para
cadai € {1,...,n} sea

(y — yi)de + (x — 2:)dy
(@ —x)* + (y —w)?

Estas formas son cerradas y el conjunto de sus clases {{w;] : 1 < i < n} es una base de H'(R? \ S).

€ Q' (R?\ 9).

w; =

Demostracion. Sin = 0 no hay nada que probar,

Supongamos que n = 1. La 1-forma w; € Q'(R? \ S) es cerrada y su integral a lo largo
de la curva cerrada v : t € [0,1] — p + (cos7t,sinwt) € M es fvw = m # 0, de manera que
w no es exacta. Asi, su clase [w] en H'(S') es no nula y, como este espacio tiene dimension 1, el
conjunto {[w;]} es una base.

Supongamos ahora que n > 1y procedamos inductivammente; sea S’ = S\ {p,, }. El conjunto
{[wi] : 1 <4 < n} esunabasede H'(R?\ S") y {{w,]} es una base de H*(R?\ {p,,}). En la prueba
de la Proposicién 9.4.3 mostramos que la funcién j : H*(R2\ S") @ H'(R?\ {p,}) — H'(R%\ S),
que alli apareci6 en la ecuacion (21), es un isomorfismo. La restriccién de esta funcién a cada
uno de los dos sumados de su dominio estd inducida por la restriccién a R? \ S de 1-formas
sobre R?\ " y R?\ {p,}, respectivamente, y entonces podemos concluir inmediatamente que
{[w:] : 1 <i <} es una base de H}(R?\ S). O
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Esferas

9.4.5. Proposicion. Si n > 1, entonces

1,sik € {0,n};

dim H*(S™) = {0.n}
0, en cualquier otro caso.

Demostracion. HACER O

Toros

{prop:dR:toros}
9.4.6. Proposicién. Sean > 1, sea T = (S1)" el n-toroy sea k € {0,...,n}. Sea w € Q1(S?) una

L-forma cuya clase [w] genera H'(S"), sean p1, ..., p, : T — S* las proyecciones candnicas y para
cadai € {1,...,n} pongamos ¢; = pjw € QY (T™). Si k € {0,...,n}, sea S la familia de todos los
subconjuntos de {1,...,n} de cardinal k ysi I = {i1,...,ix} € Fpconl < iy < --- < i, < n,sea
Cr=Ci, Ao NG, € QF(T™). Entonces para cada I € 7, la forma (j, es cerrada, de manera que represeta
una clase [(;] € HF(T™), y el conjunto {[¢7] : I € F} es una base de H*(T™). En particular,

dim H*(T") = <Z>

Demostracion. Escribamos n = {1,...,n}. Sii € n, sea (; = pfw, como en el enunciado; como
d¢; = dpjw = pfdw = 0 porque 0%(SY) = 0, las formas (i, ..., ¢, son cerradas. Para cada
ked{0,...,n}ycadal = {i1,...,ix} € Frconl <i; <--- <ip <m,seal =, A+ NG, que,
como d es una derivacién, asi que (; también es cerrada.

Fijemos una orientacion cualquiera sobre S! y pongamos sobre T™ la orientacién producto.
Supongamos que existe n € Q"1 (T™) tal que dn = ¢(,. Como T™ tiene borde vacio, el teorema
de Stokes nos dice que

/ Cn:/ d77:/ n=0. (23) {eq:dR:T1}
n n aT’n

Por otro lado, de acuerdo al Lema 6.0.6, es

[ fioneeroie=([ )

porque |, g1 w # 0. Como esto contradice a (23), vemos que ¢, no es exacta.

Fijemos ahora k € {0, ...,n}, sea a : £, — R una funcién cualquiera, consideremos la forma
§=2 ey all)Cr € QF(T™) y supongamos que existe una forma n € Q¥=1(T") tal que dn = £.
Sea J € 4. Es inmediato verificar que (; A (y\; = 0si I € %, es distinto de J y que existe
e € {£1} tal que (; A (\ s = €Ca. Esto implica que

d(n A Cnvs) = EA Cavs = €7a(J)Cn

y, como ya vimos, esto es posible solamente si a(.JJ) = 0. Esto prueba que el conjunto de clases de
cohomologia B, = {[(/] : I € .#;} es linealmente independiente en H*(T™).
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Mostremos que % es, de hecho, una base de H*(T™), pata lo cual bastara probar que
dim H*(T") = (}). Notemos que en el caso en que n = 1 no hay nada que probar; para el
caso general procedemos por induccién.

Sean U = {(z,y) € S' 1 2 # -1}y V = {(z,y) € S' : « # 1}, y pongamos U = p,*(U)
y V = p, (V). Sean ademas W, = {(z,y) € S' : = > 0}, Wy = {(z,y) € S' : 2 < 0}, y
Wy =p,'(Wi);esUNV =W, UW_,ylaunion es disjunta. Sea h : R x T"~! — T™ tal que

h(t,(z1,..y2n-1) = (21, ..., 2n—1, (cost,sin 7t))

paracadat € Rycada (21,...,2,-1) € T"7L.

Como la imagen de h(0, —) estd contenida en U, podemos correstringirla a una funcién
h(0,=)|Y : T"1 — U, yéstayqly : U — T""! son equivalencias homotépicas inversas.
En efecto, es g|i o h(0, —)|Y = idpn-1 yla funcién H : R x U — U tal que para cada ¢t € Ry cada
(21,...,2n) €Ues

(1 —1t)%2, +t%(1,0) >

H(t,(z1,...,20))) = <Zl’ I =22, + 2(1,0)]]

es una homotopfa tal que H (0, —) = idy y H(1,—) = h(0,—)|Y o q|y. De forma similar podemos
mostrar que las restricciones gl : V. — T %, qlw, : W4 — T 'y qlw_ : W_ — T" ! son
equivalencas homotdépicas.

Cada vez que tenemos un par de abiertos Ay B con A C B, escribamos 5 : A — Bala
inclusién. Como U NV = W, U W_ y la unién es disjunta, hay un isomorfismo

UﬂV
( %) LH(VAV) = B (W) @ H (W)

En la sucesién exacta de Mayer-Vietoris para el cubrimiento abierto {U, V'} de T aparece el
morfismo

A= (b ~6loyr ) s HYU) HY(V) > HHUNV)
y la composicién
(4 4)
o o
HY (T Yy @ HY(T" 1) ~— YL go(U) @ H*(V) (24) {equdRTy)
lA

HYUNV) ———> H* (W) @ H*(W_)

((rVUV1V>* )
vy

(ri") o (rgay) e dliy —(TVUVQW) o (ray)* o gly
(Tgvr_]w)* o (Tgnv)* oqlyy —(rw™ ) o (rgav) o dlyv

= <(q|UOTW )" _q|VOT“’/V+)*> - (q%+ _q|*W+> (25) {equdT:Tz}

(alvoriy )" —dvory. ) alv_ —aliv_

es
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porque conmuta el diagrama

,,‘U
W, ———U

q‘Ws
qlu

Tnl

\4
Te

/4

<

qlv

Como g| w, Y ql}y_ son isomorfismos, es fécil ver a partir de (25) que el ntcleo y el contcleo de
la composicion (24) es isomorfo a H®*(T™~!) y, entonces, que lo mismo es cierto del ntcleo y el
contcleo de A. En la sucesién exacta

H'(U) & B (V)2 B2 (U n V) & BF(T) L HRNU) @ BYV) 25 BRUNY)

tenemos entonces que

~1
dimker @ = dimim AF~1 = dim H*~1 (T 1) = (” B )

dimim p = dim ker A* = dim H¥(T"~1) = (n ; 1)7

asf que la exactitud en H*(T") implica que

it (220) (1) 0)

Esto completa la prueba. O

Espacios proyectivos complejos

9.4.7. Para cada n > 0 ecribimos CP" al espacio proyectivo complejo de dimensién n, que es una
variedad de dimensién 2n.
Fijemosn > 1.Sea@Q = (0: ---:0:1) € CP", consideremos la funcién

ti(zo: 1 2p1) €ECP" 1 (291 -+ 1 2,1 : 0) € CP™,

llamemos H = ((CP"~1) a su imagen y sean, finalmente, U = CP" \ {Q} y V = CP" \ H, que
son dos abiertos de CP™ que lo cubren.

Sear:(zg:-++:2,) EUwrr (201 2y—1) € CP" 1. Es facil ver que esto estd bien definido,
que r ot = idgpn—1 y que la funcién

H:(t,(z0::2n) ERXUr— (20::2p_1:tzy) €U

es una homotopia diferenciable con H(1,—) = idy y H(0, —) = ¢ o r. Asi, r e ¢ son equivalencias
homotépicas inversas y es un isomorfismo la funcién

VL HY(U) — H*(CP™Y). (26) {eq:dR:cp:1}
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Por otro lado, como la funcién ¢ : (zg,...,2p-1) € C" — (29 : - : zp_1 : 1) € Vesun
difeomorfismo con ¢(C" \ 0) = U NV, tenemos que

. k 1, sik = 0,
dim H¥(V) = (27) {eq:dR:cp:2}
0, en caso contrario.

Mas atin, restriccion ¢|cn\o : C* \ 0 — U NV también es un difeomorfismo. De esto se sigue
facilmente que U NV tiene el tipo homotdpico de una esfera S?"~! y, en particular, que

1, sike{0,2n—1};

dimH*(UNV) =
0, en cualquier otro caso.

Usando esto, (26) y (27), vemos que la sucesiéon de Mayer-Vietoris para el cubrimiento abier-
to {U,V} de CP" se parte entonces una sucesion exacta

0 — H°(CP") — H°(U)® H°(V) — H°(UNV) —= H'(CP") — HY(U) —0 (28) {eq:dR:cp:3}
en isomorfismos H*(CP") — H*(U), para 2 < k < 2n — 2, y en una sucesion exacta
0 — H2"~Y(CP") — H2""L(U) — H2"~{(U N V) — H>*(CP") — H2"(U) — 0

Como U ~ CP"~! y CP"~! tiene dimension 2n — 2, vemos que H*"~}(U) = H*(U) =0,y la
tltima sucesion exacta nos dice que H2"~1(CP") = 0y que la funciéon H*"~1(UNV) — H?*"(CP")
es un isomofismo. Por otro lado, como U, V' y U NV son todos espacios conexos, el morfismo
H°(U) ® H°(V) — H°(UN) es sobreyectivo, y de la exactitud de (28) vemos que el morfismo
H!(CP") — H(U) también es un isomorfismo. En definitiva, hemos probado que la inclusién
j : U — CP"™ induce isomorfismos

§*: HY(CP™) —» H*(U), 0<k<2n-1
y que es un isomorfismo el morfismo de conexién

9: H* L(UNV)— H*™(CP"). (29) {eq:dR:cp:4}
{prop:dR:CP}
9.4.8. Proposicion. Sin > 0, es

1, sikespary0 <k <2n;
dim H*(CP™) = parym = m=n
0, en cualquier otro caso.

Demostracion. Supongamos que n > 1. Sea, como arriba, ¢ : CP"~! — CP" la inclusién e
¥ : CP"! — U su correstriccién a U. Sabemos que U es una equivalencia homotépica, y
que j : U — CP™ induce un isomorfismo en j* : H*(CP") — H*(U)si0 < k < 2n — 1. Como

j oY =1, esto nos dice que

* - HF(CP™) — H*(CP"!) es un isomorfismo si 0 < k < 2n — 1. (30) {eq:dR:cp:5}
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Por otro lado, del isomorfismo (29) y el hecho de que U NV tiene el tipo homotépico de S%"~1,
sabemos que

H?"(CP") = R. (31)

Es muy facil probar ahora la proposicién inductivamente usando (30) y (31), y partiendo de la
observacion de que CPY es un espacio de un solo punto. O

9.4.9. Lema. Si G es un grupo de Lie abeliano, conexo y compacto de dimension n, entonces G es difeomorfo
al toro T™.

Demostracion. Sea g el algebra de Lie de Gy sea exp : g — G la aplicacién exponencial. Como
G es abeliano, el dlgebra de Lie g es abeliana, y entonces la funcién exp es un homomorfismo
de grupos. Como exp es un difeomorfismo local alrededor de 0 € g, el nticleo I' = kerexp es
un subgrupo discreto de g. Por otro lado, sabemos que la imagen de exp genera la componente
conexa del elemento neutro en GG, y como esa imagen es ella misma un subgrupo de G porque
exp es un homomorfismo, vemos que la funcién exp es sobreyectiva.

El grupo I' actua sobre g por translaciones de manera propiamente discontinua, precisamente
porque es un subgrupo discreto de g, asi que el cociente g/I" es de manera natural una variedad
y la proyeccién p : g — g/I' es un revestimiento diferenciable. Es claro que existe una funcién
exp : g/G — G tal que exp o p = exp y la propiedad caracteristica de p implica que exp es
diferenciable. Mds atin, como p y exp son difeomorfismos locales, €xp es un difeomorfismo local.
Como se trata de hecho de una funcién biyectiva, vemos que &xp es un difeomorfismo.

Como T es discreto en g, se trata de un subgrupo finitamente generado y, de hecho, estad
generado por un subconjunto S C I' que es linealmente independiente en g. A menos de un
isomorfismo R-lineal g — R™, podemos suponer entonces que g = R” y que I es el subgru-
po generado por {e, ..., e} para cierto k£ € {0,...,n}. En ese caso hay un difeomorfismo
g/T = (S1)* x R"~*. Como G es compacto, debe ser k = n. Esto prueba el lema. O

9.4.10. Corolario. (El teorema fundamental del &lgebra) Todo polinomio no constante f € C[X] tiene
una raiz en C.

Demostracion. Basta mostrar que el cuerpo C no tiene extensiones finitas no triviales.

Supongamos, para llegar a un absurdo, que K/C es una extension finita de gradon > 1.
En particular, K es un C-espacio vectorial de dimensién n y podemos considerar el espacio
proyectivo P(K) = (K \ 0)/~ con ~ larelaciénen K \ 0 tal quesiz, y € K \ Oes

r~y <= INeCz=\y.

Es facil verificar que P(K) es una variedad difeomorfa a CP"~1. Escribamos [z] a la clase
en P(K) de z € K\ 0. Hay funciones p1 : P(K) x P(K) — P(K)yo : P(K) — P(K) tales
que u([z],[y]) = [vy] paracadaz,y € K\ 0y o([z]) = [z7!] paracadaz € K \ 0, y es facil
verificar que (P(K), i, ¢) es un grup abeliano. Més atin, las funciones ¢ y o son diferenciables,
asi que P(K) es de esta forma un grupo de Lie abeliano. Como es ademds compacto conexo y de
dimensi6n 2n — 2, del Lema 9.4.9 sabemos que P(K) es difeomorfo a un toro 72" ~2. Ahora bien,
en la Proposicién 9.4.6 vimos que dim H* (72" ~2) = 2n — 2y, por otro lado, en la Proposicién 9.4.8
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vimos que dim H!(CP"~!) = 0. Como 7°%"~2? = P(K) = CP"~!, esto es posible solamente si es
n = 1,y concluimos asi que la extensién K/C es trivial. O

§5. Revestimientos regulares

9.5.1. Siun grupo G acttia sobre una variedad M por difeomorfismos, para cada g € G tenemos
un difeomorfismo g : M — M y éste induce un morfismo de complejos g* : Q*(M) — Q°*(M).

Hay una accién de G sobre el complejo Q° (M) por automorfismos de complejos tal que si
gEG, k>0yweQF(M)es

g-w=(9"")w.

Esta accién induce una accién de G sobre la cohomologia H*(M):sig € G,k > 0y w € QF(M)
es una k-forma cerrada que representa a una clase [w] € H*(M), entonces g - [w] = [(g7})*w].
Es de notar que en estas dos acciones aparece (¢~ *)* y no simplemente ¢g* porque, por simplicidad,
queremos que todas las acciones sean a izquierda: si definiésemos la accién de G sobre Q° (M) de
manera que g - w fuese g*w, obtendriamos una accién a derecha.

Para cada k > 0 podemos considerar el subespacio Q*(M)“¢ C QF(M) de las k-formas
G-invariantes; es inmediato verificar que d(Q*(M)%) C Q*+1 (M), asf que Q°*(M)¢ es, de hecho,

un subcomplejo de Q°*(M). (propomega-inv}

9.5.2. Proposicion. Sea p : M — N un revestimiento reqular entre variedades y sea G = Aut(p)
su grupo de automorfismos. El morfismo de complejos p* : Q*(N) — Q®(M) toma valores en Q*(M)%
y su correstriccion p* : Q*(N) — Q*(M) es un isomorfismo de complejos.

Demostracion. Siw € QF(N)y g € G, entonces g*(p*w) = (p o g)*w = p*w: esto nos dice que
p*w € QF(M)% y, en consecuencia, que el morfismo p* : Q*(N) — Q°(M) toma valores en el
subcomplejo Q°*(M)€.

Supongamos que w € Q*(N) estal que p*w = 0. Seay € N yseanwy,..., v € TyN. Seax € M
tal que p(z) = y. La diferencial p, : T,M — T, N es un isomorfismo —porque p es localmente
un difeomorfismo— vy, en particular, es sobreyectiva. Existen entonces wy, ..., wy € T, M tales

que puy(w;) =v; paracadai € {1,...,k}y
Wy (V1,2 V) = Wy(Prea(W1), ..., Dea(Wr)) = (P*W) (w1, ..., wg) =0.

Vemos asi que w, = 0y, como y € N es arbitrario, que w = 0. El morfismo p* : Q*(N) — Q°*(M)
es entonces inyectivo; por supuesto, su correstriccién p* : Q® x (N) — Q°*(M)® también lo es.
Mostremos que esta tltima es sobreyectiva.

Sea U un abierto conexo bien cubierto de N, de manera que hay un conjunto / y una familia
disjunta {U; : i € I} de abiertos de M tales que p~'(U) = {J,; U; y para cada i € I la restriccion
p
pbog=p,es

v, : Ui = U es un difeomorfismo. Si i, j € I, entonces existe g € G tal que g(U;) = U, y, como

0.) (9" Wlu,)) = (plg))* (w

i

(plg, ) (@lw,) = (goplg) @lv,) = (p v:);
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de manera que la forma wy = (p|(}ll)* (w) € Q*(U) depende solamente de U y no de i.

Si V' C U es un subconjunto abierto y conexo, entonces V' también es un abierto bien cubierto:
si para cada i € I ponemos V; = U; N p~1(V), entonces {V; : i € I} es una familia de abiertos
disjuntos de M tales que p~*(V) = U,¢; Vi y para cada i € I la restriccion p|y, : V; — V es un
difeomorfismo. Si escribimos ¢y e ty, a las inclusiones V — U y V; — Uj;, entonces

plg))* (@) = (plg! o) (@) = (i 0 ply!) (W) = (o3)" (e, (W)
(wlv,

) = oy

wulv =i ((p

= ()"

Usando esto, mostremos que existe exactamente una forma @ € QF(N) tal que @|y = wy para
cada abierto conexo bien cubierto U de N. Como los abiertos conexos bien cubiertos de N son
una base de la topologia de N, solo tenemos que mostrar que si U y V son dos tales abiertos es
wyl|uny = @y |uny y basta hacer esto localmenteen UNV:siz € UNV y W C UNV es un abierto
conexo bien cubierto de N tal que z € W, lo que probamos implica que wy|w = ow = ©ov|w,
COMO queremos.

Para terminar, mostremos que p*(w) = w; es suficiente probar esta igualdad localmente. Sea
x € M,sea U C N un abierto conexo bien cubierto de N tal que p(z) € U, y sea U C N unade
las componentes conexas de p~!(U), de manera que p(U) = U y la restriccién Plg U — Uesun
difeomorfismo y @|y = (p|51)*(w\0). Entonces

P @)y = blg) @lo) = (plg)* (Pl (@) = wlg,

y esto completa la prueba. O

Acciones propiamente discontinuas de grupos finitos

{prop:dR:cover:fin}
9.5.3. Proposicion. Sea p : M — N un revestimiento reqular de variedades y sea G = Aut(p) el grupo

de automorfimos de p. La aplicacion p* : H*(N) — H*(M) tiene su imagen contenida en H*(M)C.
Mis aiin: si G es finito, entonces la correstriccion a ese subespacio p* : H*(N) — H®*(M)% es un
isomorfismo.

Demostracién. La aplicacién p* : H*(N) — H*(M) es tal que p*([w]) = [p*w] para cada forma
cerrada w € QF(N). Siw € QF(N), 1a Proposicién 9.5.2 nos dice que p*w € Q¥ (M)% y entonces
[p*w] € H*(M)%: sig € G, entonces g - [p*w] = [(¢71)*p*w] = [p*w] para cada g € G. Vemos asi
que p*([w]) € H*(M)®y, en consecuencia, que la imagen de p* : H*(N) — H*(M) estd contenida
en H*(M)%, como afirma la primera parte de la proposicién.

Supongamos ahora que G es finito. Sea w € QF(N) una forma cerrada y tal que p*([w]) = 0,
de manera que existe n € QF~1(M) tal que p*w = dn. Pongamos 7j = ﬁ deG g*n. Es

dij = |G|Z 977—|G|Zg n= |G|ngw

geG
Y, como p*w es G-invariante, esto es

=p*w.
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Por otro lado, si h € GG, entonces
* ~ 1 * %k 1 * 1 * ~
Wi=im D W=z Y (g =) gn=1,
Gl =% Gl 7= Gl =%
y esto nos dice que 7} es G-invariante. En vista de la Proposicién 9.5.2, esto implica que existe una
forma i € Q*~1(N) tal que 7 = p*7. Como
p'w = di = dp™7j = p*dp,

y p* es inyectiva, es w = d7) y entonces [w] = 0 en H*(N). La funcién p* : H*(N) — H*(M)€ es,
en consecuencia, inyectiva. Para terminar, mostremos que es sobreyectva.

Sea w € QF(M) una forma cerrada tal que su clase [w] en H*(M) es G-invariante, de manera
que para cada g € G es g - [w] = [w], esto es, existe una forma n, € Q*~1(M) tal que

(97w —w = dn,.

Sean® = 7 X eq(97 ) Wy i = g7 X gec(9 ") 11g. Como
W—w= LZ(g_l)*w— 1 Zw: LZ((g_l)*w—w) = LZdn =d7p
|G‘ geG |G| geG G‘ geG |G‘ geG ! ’
es (@] = [w] en H*(M) y, como & es G-invariante, la Proposicién 9.5.2 nos dice que existe

¢ € QF(N) tal que @ = p*&. Pero entonces p*([¢]) = [w], y vemos que la clase [w] est4 en la imagen
dep*: H*(N) — H*(M)%, como querfamos. O

9.5.4. Corolario. Si n > 1, entonces

—_

, sik=0;
dim H*(RP™) = { 1, si k =nynesimpar;

0, en caso contrario.

Demostracion. Consideremos el grupo G de difeomorfismos de S™ generado por la involuciéon
og:x €8 — —x€S"yG = {idgn,0}, que es ciclico de orden 2. Este grupo G actta sin puntos
fijos sobre S™, de manera que el cociente S™ /G es naturalmente una variedad, y que la proyeccién
canénica p : S™ — S™ /G es un revestimiento regular con grupo de automorfismos Aut(p) = G.
Como S™/G = RP™, para probar el corolario bastard que calculemos H*(S™/G).

De acuerdo a la Proposicién 9.5.3, sabemos que H®(S"/G) = H*(S™)“. Se sigue de esto,
en particular, que H*(5"/G) = 0si k ¢ {0,n}, porque en ese caso H*(S™)¢ C H*(S") = 0.
El espacio vectorial H(S™) estd generado por la clase de la funcién constante 1 : € S™ — 1 € R,
y es claro que ésta funcién es invariante bajo la accién de o: esto nos dice que la accién de G
sobre H?(S™) es trivial y, en consecuencia, que H°(S")¢ = H(S™) tiene dimensién 1; por
supuesto, esto ya lo sabiamos: S™ /G es una variedad conexa.

Seav = dx; A --- A dx,4 la forma de volumen usual sobre R"*!, consideremos el campo
X =yl zi52- € X(R"™), seaj : §* — R"*! la inclusi6n y consideremos la n-forma

w=j%xv e Q"(S").
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Se trata de una forma de volumen sobre S™ asi que, como la esfera es compacta y sin borde,
la clase [w] es un elemento no nulo de H™(S™). Como este tltimo espacio tiene dimensién 1, esto

Esto deberia estar

nos dice que {[w]} es, de hecho, una de sus bases. Sea 6 : € R"*! i —z € R"*'. Esclaro que  ,15pado en algiin

v = (-1)""'v,que 5. X = X y que j oo = 5 0 j, y entonces lado!

otw =0 ixv =76 1xv = e, x (67V) = (=1)" T ixr = (1) lw.
Esto nos dice que o* - [w] = (—1)""![w] en H"(S™), y entonces H"(S™/G) = H"(S™)“ es o bien
H"(S™) o bien nulo, dependiendo de si n es impar o par, respectivamente. O

9.5.5. Corolario. Si K es la botella de Klein, entonces

— 1, sik=00k=1;
dim H¥(K) =
0, en caso contrario.

Demostracion. Seano : (z,y) € R? — (z+1,—y) € R?y1: (2,y) € R" — (z,y+1) € R? queson
dos difeomorfismos de R?, y sea G = (o, 7) C Diff(R?) el subgrupo que generan. Es inmediato
verificar que 70 = ot 1, y si4, j € Z son tales que 7'0J = idg» entonces i = j = 0; en particular,
es G ={ro’ :i,j € Z}.Si(z,y) € R? entonces U = (z— 1,2+ 3) x (y— 1,y + 1) es un entorno
abierto de (z,y) en R? tal que sig € Gy gU NU # & entonces g = idg2. Esto nos dice que la
accién de G sobre R? es propiamente discontinua y, en consecuencia, que el cociente K = R?/G
es una variedad de manera tal que la proyeccion 7 : R? — K es un difeomorfismo local.

2 1) C G es isomorfo a Z? y normal en G de indice [G : H] = 2,y

El subgrupo H = (o
el cociente G/ H esta generado por la clase de 0. El cociente T = R?/H es difeomorfo a un
toro S x S. Sipy : R? — T es la proyeccion correspondiente, existe una tnica funcién
q:T — K tal que g o pg = pg, y es facil ver que g es un revestimiento regular de dos hojas con
grupo de automorfismos @) = Aut(q) generado por el difeomorfismo de ordendos 5 : T' — T’
inducido por o : R? — R

La proposicién nos dice que H*(K) = H*(T)?. Sabemos que hay formas w;, wy € QY(T)
tales que pj;w1 = dz y pjws = dy, y que {[w1], [wa]} es una base de H'(T) y {[w1 A w2]} una

de H?(T). Como o*(dz) = dzy o*(dy) = —dy, es *(w1) = w1, 5*(w2) = —w2 Y, en consecuencia,
7* (w1 Aws) = —wi A wa. De esto se sigue facilmente que H'(T)? esta generado por [wi], ¥
que H?(T)? = 0. Como K es conexo, H’(K) = R. El corolario queda asf probado. O

Acciones propiamente discontinuas de grupos ciclico infinitos

9.5.6. La conclusion de la Proposicion 9.5.3 no puede obtenerse en general si el grupo de automor- 1. 4R:cover:no}
fismos del revestimiento no es finito. Por ejemplo, la funcién p : t € R — (cos 27t, sin 2wt) € S' es

un revestimiento con grupo de automorfismos G = Aut(p) 2 Z, generadoport e R—t+1€eR,

pero H'(S') = R no es isomorfo a H(R)¢ = 0.

9.5.7. Supongamos que M es una variedad sobre la que actda un grupo G'y sea Q* (M) C Q*(M) {p:dR:Z:Hi}
el subcomplejo de las formas G-invariantes sobre M. La inclusién i : Q*(M)% — Q*(M) induce
en la cohomologfa un morfismo H (i) : H(Q*(M)%) — H*®(M), y es claro que su imagen est4
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G

contenida en el subespacio H*(M)“ C H*(M) de las clases de cohomologia G-invariantes.

Podemos entonces considerar la correstriccion
H(i): HQ*(M)®) — H*(M)C.

Este morfismo no es en general ni inyectivo ni sobreyectivo; la prueba de la Proposicién 9.5.3
consiste en parte en la verificacién de que H (%) es un isomorfismo cuando G es finito, y el ejempo
de 9.5.6 proviene de una situacién en la que H (i) no es inyectivo. Nos proponemos analizar en
detalle lo que sucede cuando el grupo G es ciclico infinito y la accién de G sobre M es propiamente
discontinua.

9.5.8. La observacion central en ese contexto es la siguiente:
{lema:dR:Z:wi}

Lema. Sea G un grupo ciclico infinito y sea T € G un generador. Si G actiia sobre una variedad M de
manera propiamente discontinua, entonces para todo r > 0y toda forma w € Q" (M) existe una forma

n € Q" (M) tal que " n — n = w.

Demostracién. Como la accién de G sobre M es propiamente discontinua, el cociente N = M/G
es una variedad de manera tal que la proyeccién canénica p : M — N es un revestimiento
diferenciable con grupo de automorfismos Aut(p) = G. Sea % un cubrimiento de N por abiertos
bien cubiertos por p; como N tiene base numerable, podemos suponer que % es localmente finito
—si ese no es el caso, basta sustituir a % por un cubrimiento localmente finito que lo refine, y
los abiertos de éste también estardn bien cubiertos por p. Sea # = {xy : U € # } C C*°(N) una
particién de la unidad sobre N subordinada a %, de manera que sop xyy C U para todo U € % .

ParacadaU € % sea U C M un abierto tal que la restriccién p|U : U — U es un difeomorfismo
y para el cual se tenga que si k € Zy 7F(U) N U # @ entonces k = 0. Si k € Zy U € %, hay una
tnica funcién xf; € C>°(M) tal que sop Xf; € 7(U) y X{r|»(5y = xv © p- Mostremos que

U = {m8(U): U € U,k € L} es un cubrimiento localmente finito de M (32) {eq:dR:z:1}

y que
F = {)2’,} :U € U,k € Z} es una particion de la unidad sobre M subordinada a x> . (33) {eq:dR:zZ:2}

Sea x € M. Como % es localmente finito y los abiertos de N conexos y bien cubiertos por p
forman una base de la topologia de N, existe un abierto conexo W C N bien cubierto por p
que contiene a p(z) y tal que el conjunto I = {U € % : UNW # @} es finito. Sea W el
abierto de M tal que x € W, p(W) = W y pl;i; : W — W es un difeomorfismo. Pongamos
J={(U,k) € % xZ:7"(U) W # @} y mostremos que J es finito.

Si (U,k) € J, entonces & # p(7*(U) N W) = p(r*(U)) N p(W) = U N W, de manera que
U € I. Hay, entonces, una funcién ¢ : (U, k) € J — U € I. Masaun,siU € Z y k, | € Z son
tales que (U, k), (U,1) € J, entonces como recién es p(7'(U) N W) = UNW = p(r"(U) N W)y,
como la restriccién p|y;, es inyectiva, 7H(U) N W = (U)W y 74(U) N 7%(U) # 2. La eleccién
de U, entonces, implica que k = [ y esto muestra que la funcién ¢ es inyectiva: .J debe ser finito
y, en consecuencia, la afirmacién (32) queda probada. Para (33) es suficiente, a esta altura, que
mostremos que

> x(x) =1. (34) {eq:dR:Z:3)

xeﬁ
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De la construccién de los elementos de .7 es claro que si U € % y k € Z son tales que X} (z) # 0,
entonces (U, k) € J, y esto implica que

Yox@= Y %@ = Y xvp).

XEF (U,k)eJ (U,k)eJ

Como sabemos que ), .; xv(p(x)) = 1, para probar (34) es suficiente que mostremos que la
funcién inyectiva ¢ que definimos arriba es sobreyectiva. Sea entonces U € I, de manera que
existe y € U NW. Como p(W) = W, existe j € W con p(§) =y y, como p~*(U) = Ukez (),
existe k € Z tal que § € 7%(U). Asi, es (U, k) € Jporque j € 7F(U)NW,y (U, k) = U, de manera
que U estd en la imagen de ¢.

Probemos ahora el lema. Sear > 0y w € Q" (M). SiU € % y k € Z, pongamos

S (P (Rw), sk > 0;
=10, sik =0;
Ei_:lfk(T")*(ﬁlij sik < 0.
Es inmediato verificar que
et — b = (7%)* (Yfw) paratodo U € % y todo k € Z. (35) {eq:dR:z:4}

Como para todo i € Z el soporte de (77)*(x}w) esta contenido en U, el soporte de 7} estd también
contenido en U cualquiera sea k. Podemos entonces definir una forma 7 € Q" (M) poniendo

n= > ")),
Uew
kEZ

ya que la suma es localmente finita: el sumando correspondientea U € % y a k € Z tiene soporte
contenido en 7% (). Ahora calculamos:

== (MY ) = Y () )
vew vew
kEZ kEZ
y cambiando a k en la primera suma por k + 1 vemos que esto es
=Y = D ) = Y0 ) gt =)
Uew vew vew
kEZ kEL kEL

Usando (35), esto nos dice que

'y —n = Z (Tﬁk)*z(( XUW Z rw=uw,

Uew Uew
kEZ kEZ
ya que la familia .# es una particién de la unidad. Esto prueba el lema. O

{corolario:dR:Z:epi}
9.5.9. Corolario. Si G es un grupo ciclico infinito que actiia de manera propiamente discontinua sobre una
variedad M, entonces el morfismo H (i) : H(Q*(M)®) — H*(M)S construido en 9.5.7 es sobreyectivo.
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Demostracién. Sea, como antes, 7 un generador de G. Sea k > 0y sea w € Q2*(M) una forma
cerrada tal que la clase [w] € H*(M) estd en H*(M)“. Existe, en particular, n € Q¥~1(M) tal que
7w — w = dn y, mds adn, el Lema 9.5.8 asegura la existencia de una k-forma ¢ € Q*~1(M) tal

queT*{ —&£=n.Es
T'w —w=7"d¢ — d¢ (36) {eq:dR:Z:5})

y entonces la forma w’ = w — d§ es G-invariante. En efecto, esto sigue de que 7 genera a Gy de
que la igualdad (36) implica inmediatamente que 7w’ = w’. Como claramente w’ es cerrada, su
clase es un elemento [w'] € H*(Q*(M)%) cuya imagen por H (i) es H(i)([w']) = [w'] = [w]. Esto
prueba que H (%) es sobreyectivo, como queriamos. 0

9.5.10. Supongamos ahora que w € Q¥(M)® es una k-forma invariante sobre M que es cerrada y
cuya clase [w] € H*(Q®(M)%) esta en el nticleo del morfismo H (). Esto significa que hay una
forma ¢ € QF~1(M) tal que w = d¢. Como w es G-invariante, es

OzT*w—w:T*df—dézd(T*f—f)a

y entonces la forma 7*¢ — ¢ es cerrada, de manera que representa una clase [7*¢ — £] € H*1(M).
Si ¢ € QF~1(M) es otra forma tal que w = d¢’, no es cierto que [7*¢’ — ¢'] sea igual a [7¢ — &].
Pero d(¢ — ¢') = 0, de manera que tenemos una clase [ — ¢'] € HF=1(M), y es

[P =& =g === - €= ¢,

asf que si escribimos (7* — 1) H*~1(M) a la imagen del endomorfismo
ae HY M) — t*a—a e H 1 (M),

las clases de [7*¢ — &] y de [7*¢’ — €'] en el cociente

kal(M)
(7" — ) HF1(M)

HYY(M)g =

son iguales. En otras palabras, la clase
[rE =&+ (7 = DHH(M) € BN (M)g

depende solamente de w. Elaborando esta observacién podemos llegar al siguiente resultado: (oropdRZ)
prop:dR:

9.5.11. Proposicioén. Si G es un grupo ciclico infinito que actiia de manera propiamente discontinua sobre
una variedad M, entonces para cada k > 0 hay una sucesion exacta corta

H (i)

0—— H1(M)g —2= H*Q*(M)F) —% HF(M)G —0

Demostracién. Sea, como antes, 7 € G un generador. Siw € QF~1(M) es una forma cerrada, escri-
bimos [w] a su clase en H*~}(M) y [w] = [w] + (7* — 1)H*~1(M) ala clase de [w] en H*~1(M)g.

Seaw € QF~1(M) una forma cerrada. El Lema 9.5.8 nos dice que existe € Q*~1(M) tal que
T*n —n = wy entonces 7*dn — dn = d(7*n — n) = dw = 0: asi, la forma dn es G-invariante y,
como es cerrada, tenemos una clase [d] € H*(Q*(M)“). Queremos probar que [d7] depende
solamente de [w] € H*~1(M)¢.
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e Sea primero 1’ € Q*~1(M) otra forma tal que 7"’ — 1’ = w. Como también 7*n — 1 = w,
vemos que 7*(n' —n) =’ — ny, entonces, que ' —n € QF~1(M)Y. Se sigue de esto que

dy’ = dn+d(y —n) € dn + d(Q*(M)),

de manera que [dn/] = [dn] en H*(Q*(M)%).

¢ En segundo lugar, supongamos que w’ € QF(M) es otra forma cerrada tal que [w'] = [w]
en H*=Y(M)g, ysean’ € QF~1(M) tal que 7*n' — 1 = w'. Hay entonces una forma cerrada
v € QFY(M) con [w'] — [w] = [T*v — v] en H*1(M), asi que existe u € Q*~2(M) tal
que w’ —w = 7"v — v — dp, y el Lema 9.5.8 nos provee una forma p € Q¥~2(M) tal que
7*p — p = p. Como

™ —n—v—dp)— (' —n—v—-dp) = —w—71v+rv—d(ttp—p) =0,
esn —n—v—dpe QF1(M)%y, en consecuencia,
dy' = dn+d(n —n—v —dp) € dp+d(Q"1(M)),

esto es, [dn/] = [dn] en H*(Q*(M)%).
Concluimos asf que hay una funcién ® : H*~1(M)g — H*(Q*(M)) tal que siw € Q¥ ~1(M) es
una forma cerrada y n € Q*~1(M) es tal que 7*n — 1 = w, se tiene ®([w]) = [dn]; es inmediato
verificar que esta funcién es lineal.

Sea w € QF~(M) una forma cerrada tal que la clase [w] de [w] € H*~}(M) en H*1(M)¢g
estd en el nucleo de ®. Sin € QF1(M) es tal que 7"y — n = w, esto significa que [dn] = 0
en H*(Q®*(M)%) y entonces existe ¢ € QF1(M)% tal que dn = d¢. Se sigue de esto que la
forma 7 — ¢ es cerrada, de manera que [ — £] € H*"1(M) y, comow = 7*(n — &) — (n — &), es
[w] = (7* = 1)[n— &) € (7* = 1)H*~1(M) y, en definitiva, [w] = 0. Esto prueba que ® es inyectiva.

Como sabemos, del Corolario 9.5.9, que el morfismo H (i) es sobreyectivo, para probar la exac-
titud que se afirma en el enunciado de la proposicién bastara probar la exactitud en H*(Q*(M)%).
Sea w € QF(M)Y una forma cerrada tal que su clase [w] € H*(Q°®(M)%) esté en el ntcleo de H (7).
Esto quiere decir que existe una forma ¢ € QF~1(M) tal que w = d¢. Como w es G-invariante,

0=7T"w—w=r7"d —d¢ =d(77¢ - §),

asique ( = 7¢ — ¢ € QF~1(M) es cerrada. Es claro, en vista de la definicién de ¢ y del morfismo ®,
que ®([¢]) = [w]. Esto prueba lo que queriamos: que im ® = ker H (i). O

9.5.12. Es inmediato ahora obtener una descripcién para la cohomologia de un cociente por un

grupo ciclico infinito que actiia de manera propiamente discontinua: i
{corolario:dR:ZZ}

Corolario. Sea G un grupo ciclico infinito que actiia de manera propiamente discontinua sobre una
variedad M y sea N = M /G la variedad cociente. Para cada k > 0 hay una sucesion exacta corta

00— HY(M)g —— HF(N) ——= H*(M)g —=0

Demostracion. Sea p : M — N la proyeccién, que es un revestimiento regular con grupo de
automorfismos Aut(p) = G. De la Proposicién 9.5.2 sabemos que p induce un isomorfismo
Q*(N) =2 Q*(M)%, asi que H*(N) = H(Q*(M)%). El corolario es entonces consecuencia inme-
diata de la Proposicién 9.5.11. O
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9.5.13. Si en este corolario ponemos M = R y G = Z actuando por translaciones, el revestimien-
top: M — N se identifica con el revestimiento usual R — S?, y entonces tenemos una sucesion
exacta

0——HR)g — H'(S") —= H'(R)® —0

El morfismo H!(S') — H'(R)® es nulo —esto fue lo que observamos en 9.5.6— pero como G
actta trivialmente sobre H°(R), es H*(R)¢ = HY(R) = R, y esta sucesion exacta muestra que
H'(S') 2 R, como sabiamos. M4s generalmente podemos usar el Corolario 9.5.12 para recalcular

la cohomologia de los toros:
{prop:dR:Z:toros}

9.5.14. Proposiciéon. (i) Si M es una variedad, para cada k > 0 hay un isomorfismo
H(M x SY) = H*(M) @ H1(M).

(ii) Paracadan > 0y cadak € {0,...,n} esdim H*(T™) = (7).

Demostracion. (i) El grupo G = Z acttia sobre M x R de manera propiamente discontinua con
n-(z,t) = (r,n+t) paracadan € Gycada (z,t) € M xR, y es claro que hay un difeomorfismo
M x S' = (M x R)/G. El Corolario 9.5.12 nos da entonces una sucesion exacta corta

0—= HF"Y(M x R)g —> H*(M x S') —= H*¥(M x R)¢ —0

para cada k£ > 0. La funcién H : (s,(z,t)) € Rx (M X R) — (x,s +t) € M x R es dife-
renciable, es H(0,—) = idyxr V, para todo n € Z, la funcién H(n,—) : M — M coincide
con la accién de n sobre M x R: esto nos dice que todos los elementos de G acttian sobre M
por difeomorfismos homotépicos a la identidad de M y, en consecuencia, que la accién de G
sobre H*(M) es trivial. Esto implica que H®*(M x R)¢ = H*(M x R)g = H*(M x R). Como
ademads H*(M x R) = H*(M), la sucesién exacta 9.5.13 nos da entonces para cada & > 0 un
isomorfismo H*(M x S') = H*(M) & H*~(M), como quereremos.

(ii) Recordando que el toro 7™ de dimensién n es S* x --- x S! con n factores, el resultado
de (i) y una induccién evidente prueban que para todo k£ > 0 es

H*(M x T™) = @ Hk_i(M)(?). (37) {eq:dR:times-s1:2}

0<i<n

para toda variedad M. En particular, si M tiene un tnico punto, es H*(M) = 0 para todo
k> 0y M xT" = T", y entonces el isomorfismo (37) nos dice que H*(T") = HO(M)(7).
Como H°(M) = R, esto completa la prueba. O

La suspensién de un difeomofismo

9.5.15. Si M es una variedad y f : M — M es un difeomorfismo, hay una una accién de Z sobre
el producto R x M tal que paracadan € Zy cata (z,t) € M x Res

n-(z,t) = (f"(z),n+1).

Esta accién es propiamente discontinua, asi que el cociente Sy M = (M x R)/Z es una variedad.
Llamamos a St M la suspension del difeomorfismo f. Tres instancias de esta construccién ya nos
son familiares:
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e Si M es una variedad cualquiera y f = ids, entonces esta es precisamente la construccién
que hicimos en la prueba de la primera parte de la Proposicién 9.5.14, y Siq,, M = M x S1.

e SiM = (-1,1)y f:te M — —t € M, entonces Sy M es una banda de Mdbius.

e Finalmente, si M = S'y f : (z,y) € M — (z,—y) € M, entonces Sy M es la botella
de Klein.

{prop:dR:Z:Sf}
9.5.16. Proposicion. Sea M una variedad y sea f : M — M un difeomorfismo. Como siempre, sea
f*H*(M) — H* % (M) el homomorfismo inducido por f en la cohomologia de M y escribamos, para
cada k >0,
HY (M) = {a € HYM) : £*(a) = )
Yy
H* (M)
HY(M)f = ———r—,
W01 = =D
con (f* —1)H*(M) = {f*a — a: a € H*(M)}. Entonces hay una sucesién exacta corta
0 —— H*1(M); —> H(S;M) —> H*(M)! —>0
Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del Corolario 9.5.12. Tenemos solamente que
mostrar que hay isomorfismos H*~*(M); =2 H*=Y(M x R)z y H*(M)/ = H*(M x R)Z.
Hagamos actuar al grupo Z sobre M de manera que sean - = = f"(z) paracadan € Zy
cada z € M. La primera proyeccién p : (z,t) € M x R — x € M induce un isomorfismo
p*: H*(M) — H*(M x R)y, como paracadan € Zy cada (z,t) € M x R vale que
p(n- (2,)) = f"(p(z,1)),
el morfismo p* es compatible con las acciones de Z sobre H* (M) y sobre H*(M x R). Se sigue de
esto que p* induce isomorfismos H*(M )z = H*(M xR)z y H*(M)% = H*(M x R)Z. Finalmente,
es claro que H*(M)z = H*(M); y que H*(M)? = H*(M)/. O
9.5.17. Usando esta proposiciéon podemos reobtener los siguientes calculos que habiamos hecho:
Corolario. Si M es la banda de Mébius o la botella de Klein, entonces
1, sike{0,1},
dim H*(M) = 0.1}
0 en caso contrario.
Demostracion. Si M es la banda de Mébius, observamos ya que hay un difeomorfismo M = Sy N
con N =(-1,1)y f:t€ N —t € N. Como N es contréctil, H*(N) 2Ry H*(N) =0sik > 0.
El morfismo f* : H*(N) — H°(N) es la identidad, asf que H°(N)f = HO(N) = HO(N); =
La sucesion exacta de la Proposicion 9.5.16 nos dice entonces que H°(M) = H°(N)/ =~ R,
HY(M)= HY(N) @ H*(N); 2Ry que H*(M) = H*(N)/ @ H*"1(N); = 0 para todo k > 0.
Sea ahora M la botella de Klein, de manera que hay un difeomorfismo M = Sy N con N = S*
y f i (x,y) € S' = (z,—y) € S'. De la Proposicién 9.5.16 tenemos, para cada k > 0, un
isomorfismo
H*(M) = H*(SY) @ H*1(SY);. (38) {eq:dR:Z:K-1}
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Es claro que el morfismo f* : H°(S') — HY(S') es la identidad, asi que
HO(SY) = HO(SsY); = HO(S') = R. (39) {eq:dR:Z:K-2}

Por otro lado, si w = —ydz + zdy € Q'(R?*) e : S1 — R? es la inclusién, sabemos de la
Proposicién 9.4.2 que n = *w € Q'(S!) representa un generador no nulo de H'(S'). Si
f: (z,y) € R? — (z,—y) € R? entonces f*w = —wyio f = fou, ast que

f*n — f*[,*w _ L*f*w _ —L*UJ = .
Esto nos dice que el morfismo f* : H*(S') — H'(S') es la multiplicacién por —1, y entonces
HY(SY = g (SY); =0. (40) {eq:dR:Z:K-3}

De los isomofismos (38), (39) y (40) se deducen inmediatamente las afirmaciones del enunciado
sobre H*(M). O
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A. UN LEMA TOPOLOGICO

.. ., . . {appendix:top}
Fijemos, a lo largo de toda esta seccién, un conjunto X y una familia # = {f; : ¥; — X },cr de

funciones cuyos dominios son espacios topoldgicos y cuyas imdgenes cubren X. Para cada i € 1

escribamos U; = f;(Y5).
{prop:top-1}
1.0.18. Proposicién. Existe una topologia T sobre X que es la mayor topologia para la cual resultan

continuas todas las funciones de #. Si V. C X, entonces
V €1 <= paratodoi € I la preimagen f; (V') es un abierto en Y;.

Demostracién. Sea T la topologfa sobre X que tiene como subbase a la unién de todas las topologias
sobre X que hacen continuas a las funciones de .#; esto tiene sentido porque existen topologias
sobre X con esta propiedad, como la indiscreta. Notemos que 7 hace continuas a las funciones
de #: para verificar que una funcién es continua alcanza con probar que la preimagen de cada
elemento de una subbase de la topologia del codominio es un abierto del dominio y en nuestra
situacién esto es inmediato. La construccién misma de 7 prueba que es la mayor topologia con
esa propiedad.

Si un conjunto V' C X es tal que para cada i € I es f; '(V) un abierto de Y;, entonces 7 U {V'}
es subbase de una topologfa que hace continuas a todas las funciones de .%: debeser TU{V} C 7
y, entonces, V € 7. Reciprocamente, si V € 7 e i € I, el conjunto f[l(V) es un abierto de Y},

porque f; es continua. O
{prop:top-2}
1.0.19. Proposicién. Supongamos que

e para cada i € I la funcion f; es inyectiva, y que
e paracadai, j € I se tiene que f; '(U;) es un abierto en Y; y la composicién

—1

_ fi I _
[N U)——=UinU;——f;"(Uy)

K3

es un homeomorfismo,
Entonces para cada j € I el conjunto U; es un abierto de T y la funcién f; es un homeomorfismo a su
imagen.

Demostracion. Fijemos j € I. Se tiene que f;(U;) € 7: en efecto, parte de la hipédtesis es que
f71(U;) es abierto en Y; para todo i € 1.

Mostremos que f; : ¥; = X es un homeomorfismo a su imagen U;: como U; es un abierto
de X y f; es inyectiva, tenemos que probar que un subconjunto V' C X contenido en U} es abierto
en X sii f j_l (V') es abierto en Y;. La necesidad de esta condicién es consecuencia inmediata de
la descripcién de la topologia T dada en la proposicion anterior. Para probar la reciproca, sea
V C Uj tal que fj_1 (V) es abiertoen Y;. Sii € I, por hipétesis tenemos que fj_1 (U;) es un abierto
de Y}, asi que fj_1 Vnt) = fj_1 V)n fj_1 (U;) también es abierto en Y; y su preimagen por el
homeomorfismo fj_l ofi: f7HU;) — fj_l(Ui), es decir, el conjunto f; !(V), es abierto en Y;. De
acuerdo a la proposicién anterior, esto nos dice que V' es un abierto de X. O

{prop:top-3}
1.0.20. Proposicion. Si ademds de las condiciones de la proposicion anteriot, tenemos que
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o para cada i € I el espacio Y; es Hausdorff y
e para cada i, j € I el subconjunto

Ay ={(a,b) €Y; x Y;: fi(a) = f;(b)}

es un cerrado de Y; x Y},
entonces X es un espacio Hausdorff.

Demostracién. Mostremos que la diagonal A = {(z,z) € X x X : z € X} esun cerrado de X x X;
en efecto, esta condicién es equivalente a la condicién de Hausdorff sobre X. Para hacerlo, y
como la propiedad de ser cerrado es local', bastard que probemos que cualesquiera sean i, j € I
el conjunto A N (U; x U;) es un cerrado de U; x U;, ya que {U; x U; : i, j € I} es un cubrimiento
abierto de X x X.

Sean entonces ¢, j € I. La funcién f; x f; : Y; x Y; = U; x U; es un homeomorfismo, asi que
AN (U; x Uj) es un cerrado de U; x Uj si su preimagen por f; x f; esun cerradodeY; x Yj, yes
inmediato verificar que esta preimagen es precisamente el conjunto A; ; descripto en el enuncia

que, por hipétesis, es cerrado. Esto completa la prueba. O
{prop:top-4}
1.0.21. Proposicién. En las condiciones de la Proposicion 1.0.19, si existe un conjunto numerable J C I

tal que para cada j € I la topologia de Y; tiene un base numerable, entonces la topologia de X tiene una
base numerable.

Demostracion. HACER O

TEn efecto, si Z es un espacio topolégico y % es un cubrimento abierto de Z, entonces un subconjunto F' C Z es
cerrado en Z sii para cada U € % la interseccion F' N U es cerrada en U.
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B. EL TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA

imdix:calc
2.0.22. Proposicion. Sean U, V' C R™ conjuntos abiertos y f : U — V una funcion diferenciable. Si {prmTlcalc}

a € U es un punto tal que la diferencial D, f : R™ — R™ es un isomorfismo lineal, entonces existen abierto
U CUyV'CVtalesquea € U', f(a) € V', y la restriccion f : U' — V' es un difeomorfismo. Mds
aiin, para cada puntoy € V' es

, ~1
Dy(f7) = (D1 f)
Demostracion. Si la proposicion es cierta para la composicién (D, f) "o f: U — D, f(V), cuya
diferencial en a es id, entonces también es cierta para f. Esto nos permite suponer, sin perder
generalidad, que D, f = id.

Seag:z €U v+r— f(z)—x € R". Paracadaxz € Ues D,g = D, f —id,asi que D,g = 0y, como
g es diferenciable, existe ¢ > 0 tal que || D,g|| < 3 siz € B.(a). Como det D, f = 1, cambiando ¢
por un nimero positivo mds chico, podemos suponer que D, f es inversible para todo = € B.(a).

Siz, 2’ € B.(a), es entonces

Yo —2'll > lg(@) — g = | (@) = ) = (FG") = )| 2 e = /)l = [| (@) = F&)]

de manera que

o — 2’|l < 2] f(z) — f(@")]I. (41) (eqB:1}
SeaV'={yeV:|y— f(a)| <e/4}. Fijemosy € V'. Siz € B (a), entonces

ly = F@)l < lly = f (@)l

en efecto, si no fuese éste el caso tendriamos el absurdo de que

3 <f@) = f@ll < N1f (@) =yl +lly = f@)l <2]ly = fla)]| < 5

Esto implica que la funcién & : = € B.(a) — |y — f()||* € R, que es diferenciable en el interior
de su dominio, no alcanza su minimo en el borde de éste. Existe entonces z € B.(a) tal que para
todo v € R"

0= D,h(u) = —2(D, f(u),y — f(2)),

y, como D, f es un isomorfismo, esto nos dice que y = f(z). Mds atin, ese punto z es el tinico
de B.(a) con esa propiedad: si z; € B.(a) es otro punto tal que f(z1) = y, usando (41) vemos que
[lz1 — z]] < ||f(21) — f(2)]| = 0. Asi, vemos que la restriccion f : B.(a) — V' es una biyeccién. La
desigualdad (41) implica inmediatamente que la funcién inversa f~! : V' — B.(a) es continua.
Veamos que es de clase C'.

Seay € V'yax = fl(y) € B.(a). Como f es de clase C! en z, existe una funcién
r: B.(a) — R" tal que

f@') = f(z) + Do f(a' —x) +7(z' —x),  Va' € B(a), (42) {eq:B:2)
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lIr(e” = =)l

:r’~>a: ||{I? —IL‘”

=0. (43) {eq:B:3)

Siy' € V', entonces 2’ = f~1(y') € B.(a) y de acuerdo a (42) es
V=y+ Do f(f ) = ) +r () - W),
asi que
FW) =7+ D) — ) = D)7 (W) = 7 W)
Para probar que f~! es de diferenciable en y con diferencial
Dyf~t = (D.f)", (44) (eqB4)
basta mostrar que

(Do f) " (r(F 1) = f T W))

lim =0.
vy ly" =yl
Esto sigue inmediatamente de que
|(D=f)" (r(f W) — f W)
ly" =l
< (D)1 M W) =T 1) = W)

1F=1y") = ffl(y)ll ly" =l ’

de que, como f~! es una funcién continua y vale (43),

I XV 7 e )

v=y (L) = Sl
y de que de (41) sabemos que

If~'@) = Wl
ly" =yl

< 2.

Como vale (44), 1a diferencial Df~! : V/ — GL(n,R) de f~! es la composicién

, Df

1% GL(n, R)—~>GL(n,R)

B.(a)

con ¢t : GL(n,R) — GL(n,R) la inversién. Esto implica que si que f~! es de clase C* para
algan k > 0, entonces —porque D f e ¢ son de clase C*°— podemos deducir que D f~! también
es de clase C* y, en consecuencia, que f —1 es de clase C**1, Como sabemos que f —1 es continua,
esto prueba inductivamente que de hecho es de clase C*°, esto es, diferenciable. O
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2.0.23. SiU CR"y V C R™ son abiertos y f : U x V — RP es una funcién diferenciable, para
cada (x¢,yo) € U x V escribimos D(lxg’yo)f :R" > RPy D(ng’yo)f :R™ — RP alas diferenciales
de las funciones z € U — f(z,y0) € R"y € V — f(z0,y) € RP en los puntos z y punto yo,

respectivamente.
{prop:implicit}

Proposicién. Sean U C R™ y V. C R™ conjuntos abiertos y sea f : U x V. — R™ una funcién

diferenciable. Si (xo,y0) € U x V es tal que D%mo gy R™ — R™ es un isomorfismo lineal, entonces

existen abiertos U' C U y V' C V' y una funcién diferenciable g : U' — V' tales que xo € U’, yo € V' y,

si(z,y) e U xV?,
f(z,y) = f(x0,0) <= y=g(z). (45) {eq:inv}

Demostracion. Sea F : (z,y) € U xV — (z, f(z,y)) € R* x R™, de manera que para cada
(x,y) €e U xVes

id,, 0 N m N,
La hipétesis sobre D(Qa:O,yo) f implica que D(y, ,,)F es un isomorfismo. La Proposicién 2.0.22
nos dice que existe un abierto B C U x V y un abierto W C R™ x R™ tales que (zo,y0) € B,
F(xo,y0) € W ylarestriccién F' : B — W es un difeomorfismo. Hay abiertos U’ CUy V' CV
tales que o € U’y yo € V’, y entonces W' = F(U’ x V') es un abierto en R” x R™ y la restriccién
F:U'x V' — W' también es un difeomorfismo.

En vista de la forma que tiene F', sabemos que la existe una funcién diferenciable h : W — V"’
tal que F~!(z,y) = (x, h(x,y)) para cada (x,y) € W.Seag:x € U+ h(z, f(zo,y0)) € V', que
claramente es diferenciable. Es inmediato verificar que vale (45). O

2.0.24. Proposicion. Sean U C R™ y V C R™ abiertos y sea f : U — V una funcién diferenciable tal
que para cada x € U es rank D, f = k. Para cada xo € U existen abiertos U' C U y V' C V tales que
xo € Uy f(xo) € V', y diffeomorfismos ¢ : U — U" y o : U — U” con codominios en abiertos
U"CR"y V" CR™ tales que f(U') C V' y conmuta el diagrama

v L v

% l”’

U// ™ V//
en el que m es la restriccion de la funcion (z1,...,z,) € R" — (z1,...,25,0,...,0) € R™.

Demostracion. HACER O
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