GEOMETRIA DIFERENCIAL
Primer Cuatrimestre — 2012

Prdactica 5: Integrales

1. Sea M una variedad y sean U y V dos abiertos de M talesque M = U UV, y
pongamos W = U NV. Muestre que toda funcién f € C°°(W) puede escribirse en
la forma fi|y + f3lw con f; € C*°(U) v f, € C*°(V) y, dando un contraejemplo,
que no toda funcién de C°°(W) es la restriccién a W de una de C*°(U).

Solucidn. Sean y,, x, : M — R funciones tales que {1, x,} es una particién de la unidad
subordinada a {U,V}, con sopy; S U ysopy, C V. Sea f € C*°(W) y consideremos la
funcién f, : U —» R tal que six € U es

22(X)f (x), sixeW;

fl(x)={0’ sixeU\sopy;.

Notemos que esto tiene sentido, porque si x € W N (U \ sop y;), entonces y,(x) =0, y que
se trata de una funcién de C*°(U): en efecto, el conjunto {X, U \ sop y,} es un cubrimiento
abierto de U porque sop y, € C. De la misma forma, hay una funcién f, € C*°(V) tal que

2100)f (x), sixew;

L) = {O, six €V \sop ys.

Finalmente, es fi |y + folw = xof + xof = f. Esto prueba la primera parte.

Sea por otro lado M =R, U =(—00,1),V=(—1,00)y f : W=UNV =(—-1,1) > R
la funcién tal que f(x) = (x> —1)7! para cada x € (—1,1). Es claro que f € C*(W) pero
no existe g € C*°(U) tal que g|,, = f: en efecto, f no es acotada en ningun intervalo de la
forma (1—¢,1) con ¢ € (0, 1) mientras que g es necesariamente acotada en (—1/2,1/2). O

2. Si f : M — N es una funcién diferenciable entre variedades, los pull-backs
£ QF(N) — QK(M) son tales que

fiwy+w)=f"(w1) + f(wy),
frh-w)=hof - f*(w;)
fiwr Awy) = fH(w) A fH(wy)

para cada wq, wy, € Q*(N)y h € C*°(N).

3. Si Uy V son abiertos de R"y f : U — V es diferenciable, entonces
n af
*(dx;) = E —d
f ( xl) - axk Xk

of:
Fr(g-dx, A A dxn)=g0f-det(a—f)ij-dxl/\---/\ dx,
i,
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paracadai€{1,...,n} ycada g € C*°(V).

4. Sea M una variedad de dimensién n y sean w;, w, € Q"(M) dos n-formas so-
bre M que no se anulan en ningtin punto.

(a) Paracada w € Q"(M) existe una tinica funcién f € C*°(M) tal que w = f - w;.

(b) Las formas w; ¥ w, inducen la misma orientacion de M si y solo si la funcién
1Y W2 y
f €C®(M) tal que w; = f - w, es positiva.

Solucién. (a) Sean w;, w € Q"(M) y supongamos que w; no se anula en ningdn punto de M.
Para cada x € M el espacio vectorial A"(TM) tiene dimensién 1y w,(x) es un elemento
no nulo en él, asi que existe f(x) € R tal que w(x) = f(x) - w;(x). Esto define una funcién
f M — R tal que w = f - w,. Para terminar, bastard que mostremos que f es diferenciable.

o n = . a 0
Sea ¢ : U — R" una carta de M. Las funcionnes h; : x € U — wl(ﬁ"“’ﬁ) ERYy
h:xeUw— w(aixl, e, aaT,l) € R son diferenciables, porque w; y w son formas diferencia-

bles, y como w, no se anula, h; no se anula en U. De la definicién de f sigue inmediatamente
que h(x) = f(x)h;(x) para cada x € U, asi que f |, = h/h;: esto implica, claramente, que
fly € C®(U)y, como ¢ es cualquier carta, que f € C°>°(M), como queriamos.

(b) Usando la primera parte de este ejercicio, vemos que existe una funcién f € C*° (M)
tal que w, = f - w;; en particular, como w, es una forma de volumen, la funcién f no se
anula. Si x € M, es claro que

f(x)> 0 < para cada base ordenada (vy,...,v,) de T,M es
01XV, V) wo (x)(vy, ..., v,) >0
& w; Y w, determinan la misma orientacién de T, M,

y entonces es claro que w; y w, determinan la misma orientacién de M sii f > 0. O
5. Si M es una variedad y w € QX(M), ées w A w =0? (Y si dimM = 3?

Solucidn. Supongamos que M = R" con n > 4, y sea w = dx; A dx, + dx; A dx, € Q*(M).
Entonces w A w = 2dx; A dx, A dx; A dx, porque dx; A dx, A dx; A dx, = O,
dxs A dxy A dxs A dx, =0,y dxg A dxy A dx; A dx, = dx; A dx, A dxs A dx,, y entonces
vemos que w A w # 0.

Por otro lado, si M es una variedad cualquiera y w € Q%**(M) con 2(2k + 1) < dim M,
entonces es w A w = 0, como se ve calculando directamente en coordenadas.

En particular, si dimM = 3 y w € QX(M) con k > 1, entonces o bien k = 1 y en ese
caso w A w = 0 por lo anterior, o bien k > 2 y en ese caso w A w € Q2(M) = 0, porque
es 2k > dim M. O

6. SiM esunavariedady f : M — R es una funcién diferenciable, hay una funcién
df :M — T*M tal que df (x) € T;M y df (x)(X) = X, f para cada x € M y cada
X € T,M. Muestre que df es una funcion diferenciable.

Solucién. Sea x € M ysea ¢ : U — R" una carta de M tal que x € U. Entonces en el atlas
que usamos para definir la estructura diferenciable de T*M hay una carta ¢ : T*U — R>" tal
que ¢(A) = (p(x),A1,...,A,)six €Uy A= Z?zl A;dx; € T;U; sabemos, ademés, que la
imagen de ¢ es ¢(U) x R™.
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Es claro que df (U) € T*(U), asi que para ver que df es diferenciable sobre U basta
mostrar que la composicién o dfodp™ : ¢(U) — ¢(U)xR" es diferenciable. A su vez, hacer
esto probara que df : M — T*M es diferenciable. Calculando, vemos que esa composicion
funcién es la funcién

o¢

o¢
cePpU)— |y, — Joooy = € ¢p(U) xR". (@))
y €= (35| F o o, €9
Como las definiciones nos dicen que
g° A A(fogp™) A(fogp™)
(y)_ f)"')_ f):(y5 ¢ PR ¢ ))
9xy 1¢(y) dx, o) ax; ly ax, ly
es claro que la funcién (1) es diferenciable, porque f lo es. O

7. Si M es una variedad, f, g € C®°(M) y w € Q(M), entonces fw € Q' (M) y
d(fg)=gdf +fds.

Solucién. Es claro que fw asigna a cada punto x € M un elemento de T;M, a saber,
f(x)w(x), asi que para ver que fw € Q!'(M) tenemos que mostrar que esta asignaciéon
de diferenciable. Para eso, notemos que si X € X(M) entonces (f w)(X) = fw(X) es una
funcién de C*°(M), ya que f y w(X) lo son: esto implica que f w es diferenciable.

Sea ahora x € M y X € T, M. Por un lado, tenemos que

d(f g)(X) =X (f g) = f(x)X(g) + g(x)X(g),

porque X es una verivacion, y, por otro, es

(gdf +fdg)X) = (gdf)X) +(f dg)(X) = g(x)df (X) + f (x) dg(X)
=gX)X(f) + £ (x)X(g).
Esto muestra que las 1-formas d(fg) y gdf + f dg toman el mismo valor en el vector X. La

arbitrariedad de x € M y de X € T, M implican entonces que d(fg) = gdf + f dg, como
queremos. O

8. Sea M una variedad.

(@) Seaxe M. SiveT,MyA€T;M, entonces existen X € X(M)y w € Ql(M)
tales que X, = vy w, = A.

(b) Sean U un abierto, X € ¥(U)y w € Q!(U). Six € U, existen un abierto V C U,
un campo X € ¥(M) y una forma & € Q'(M) talesque x € V, X|, = X|y v
&y = wly. ¢Puede tomarse siempre V = U?

Solucién. (a) Sea ¢ : U — R" una carta de M tal que x € U, y sea y : M — R una funcién
diferenciable tal que existe un sopy C U y existe un abierto V C M talque x € V C U y

. b
xly = 1. Existen vy, ..., vy, Ay, ..., A, €ER talesque v=1" Vi%lx yA=20 A dxi|x.
= : =

Podemos definir entonces X = > v,22 e x(U)y &= Dy Aydx; € QN (U) sobre U, y

1 9x;
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considerar el campo X € X(M) y la 1-forma «w € Q' (M) tales que

X

. 200X, sixeU; _Jx(X)é,, sixeU;
“ o, six €M \sopy; * o, six €M \sopy.

Como y se anula sobre U N (M \ sopy), X y w estan bien definidos, y son diferenciables
porque sus restricciones a U y a M \ sop y lo sony {U, M \ sop y} es un cubrimiento abierto
de M. La eleccién de y y de X y & hace inmediato que X, = vy w, = A.

(b) Sea U € M un abierto, X € ¥(U) y w € Q}(U), y fijemos x € U. Sabemos que existe
una funcién y € C*°(M) y un abierto V C U talque x €V, x|y, =1ysopy C U. SeanX y
& tales que para cada y € M

# 1 ()X, siueU; B = 1w, siueU;
g 0, siue M \sop y; 7 0, siue M \sopy.

Estas dos definiciones tienen sentido, porque y(y)=0siy € Un (M \ y), y es claro que X
y & son diferenciables sobre los abiertos del cubrimiento abierto {U,M \ y} de M, asi que
se trata de elementos de X(M) y de Q!(M), respectivamente. Es claro, de la eleccién de y,
que X|y =Xy y &y = wly.

Finalmente, veamos que no es posible en general tomar V = U. Sea M = R con su
carta global usual, sea U = (—1,1) y consideremos el campo X = (x? — 1)’1;—)( e x(U).
Supongamos que existe un campo X € %(R) tal que X|,; = X. La funcién f(x) = x es un
elemento de C*°(R), asi que Xf € C°°(M). En particular, la restriccién (Xf)|, es acotada;
pero (Xf)|y =Xf = (x>—1)7", que no es acotada. O

9. Sea M una variedad y sea X € X¥(M) un campo sobre M. Si k > 1, podemos
considerar la funcién iy : QK(M) — Q1(M) tal que

(x @)(X)(V1, - o5 Vim1) = @K, Vi, -5 Vi)

para cada x € M y vy, ..., vt € T, M. Por simplicidad, definimos tambien
iy =0:0° - Q}X). Muestre que iy : Q°(M) — Q°(M) es una derivacién y
encuentre expresiones en coordenadas locales para iy.

10. Sea F : R® — R® un campo vectorial.

(@) Siparacadax € R®ycadav € R® definimos o.)ll:(x)(v) = (F(x),v), obtenemos
una forma co}, € Q'(R®). Encuentre sus coeficientes con respecto a la base
{dx, dy, dz}. Reciprocamente, dada una forma w € Q!(R®), existe un tinico
campo F : R* — R? tal que w} = w.

(b) Siparacada x € R®y cada u, v € R? ponemos w? = (F(x),u x v) obtenemos
una forma w% € O%(R%). Determine sus coeficientes con respecto a la base
{dy A dz, dx A dz, dx A dy} de Q2(R®). Reciprocamente, dada una forma
w € Q(R?) existe un tnico campo F : R* - R? tal que w? = w.

() Seaf € C*®(R®)yF :R3>— R3un campo. Establezca y pruebe una relacién
entre Vf y df, entre rotF y dw}. y entre divF y dw?.

11. Sea M una variedad. Decimos que una forma w € QX(M) es cerrada si dew = 0
¥y que es exacta si existe una forma n € Q1(M) tal que dn = w.

(a) Una forma exacta es cerrada.

(b) Si wy ' son formas cerradas y w” es exacta, entonces w A w’ es cerrada y
w A w” es exacta.
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() Sif:M — N es una funcién diferenciable entre variedades y w € Q°*(N) es

una forma cerrada (exacta), entonces f*(w) es cerrada (exacta).

Solucién. (a) Si w es una forma exacta, existe 1) tal que dn = w, y entonces dw = ddn =0:

esto nos dice que w es cerrada.

(b) Supongamos que w y w’ son formas cerradas y que w” = dn es una forma exacta;

sea, ademas, p el grado de w. Entonces
dlwAw)=dwAw +(1)PwA do’ =0,

porque dw = dw’ =0, asi que w A ’ es una forma cerrada, y, por otro lado,
d((—1)wAn)=(1ldoAn+wAdy=wAo”

ya que dw = 0: esto nos dice que w A w” es exacta.

12. Derivada de Lie. Sean M una variedad y X € X(M) Entonces la derivada de

Lie ¥y : Q*(M) — Q°(M) es una funcién R-lineal de grado O tal que
Zy(wAn)=Lx(w) An+wAZx(n),
Zy(dw) = d%x(w),
2 (f)=X(f)

para cada w, n € Q!(M) y cada f € C°(M). Muestre que estas condiciones deter-
minan a %y de manera univoca, encontrando la expresién en coordenadas para Zy.

Solucién. Supongamos primero que w € Q°(M) y que U € M es un abierto tal que w|; = 0.
Si x € U, entonces existen una funcién y : M — R y un abierto V tales que x € V C U,

2l =0y 2w = 1. Es Zx(yw)(x) =X, (x)w(x) + x (x)%x(w)(x) = 0, porque X, y =0
porque y es localmente constante en x y porque y(x) = 0: esto nos dice que Zy(w)|y; = 0.
Hemos probado que si w € Q°(M) y U € M es un abierto es

wly=0 = (%w)ly =0,
y de esto sigue inmediatamente que si w, N € 2°(M) y U € M es un abierto entonces

wly =nly = (Zw)ly =(Ln)ly.

Consideremos una p-forma w € QP (M) y fijemos una carta ¢ : U — R". Entonces existen

.....

las que

wly = Z ..., dXiy Ao A dxg .

Sea x € U. Existe un abierto V y funciones d; _; , %y, ..., X, € C*(M) talesquex €V C U,
&il,m,ip lv=a;,. i |y para cada eleccién de indices 1 <i; <--- <i, <nyX; = x; sobre V para
cadai € {1,...,n}. Podemos considerar la p-forma w’ € QP (M)

C!)I = Z &ilw-:ip d)z'il A A d)z'ip.

1<iy <<ip<n
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Usando las propiedades del enunciado, vemos que

L= Y. X(@,.)d% A AdE

1<iy <--<ip<n

e Z a dJ?/\---/\d(Xfcij)/\nJ\d)?ip

i15e00p iy
1<iy <-<ip<n
1<j<p

Como |, = wly, es Lx(w)|y = Lx(w)|,. Esto nos dice que para cada y € V se tiene que

ZLy(w)(y)= Z Xy(ail,...,ip)dxil |y A=A dxip ‘y

1<iy<-<ip<n

I Z ;i (¥)dx; |y NN d(Xx,-]_)|y Ao A dxg)
1<iy <-<ip<n
1<j<p

y

Como esto vale cualquiera sea x € U, concluimos asi que es

Zx(w)ly = Z X(ay,, i) dxy A-e- A dxy)
1<i; <-<ip<n
4 Z @i, Xy A A XX ) A A dxg)
1<ij <-<ip<n
1<j<p
sobre todo U. El miembro derecho de esta igualdad depende solamente de w, de X y de la
carta: esto prueba que si existe una funcién %y con las propiedades del enunciado, es tinica.
Para probar la existencia, ademads, bastard que probemos que el miembro derecho de esta
igualdad no depende de la carta ¢ elegida.
Terminar.

13. Si M es una variedad y X, Y € X(M) son campos sobre M, entonces

ixly = —lyly,
irx = fix,

gxiy - lY‘gX = i[X,Y]‘
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