GEOMETRIA DIFERENCIAL
Primer Cuatrimestre — 2012

Practica 3: Campos

1. (a) Sea S? C R® la esfera unitaria y sea f : (x,y,z) € S? — z € R. Muestre
que se trata de una funci6n diferenciable, determine la funcion diferencial f,,
para cada p € S? y calcule su rango.

(b) Sean 0 < r < Rysea T C R® la superficie de revolucién que se obtiene
haciendo girar la circunferencia de ecuaciones

(x —R)?*+z*=r? y=0

alrededor del eje z. Muestre que se trata de una subvariedad de R® y repita la
parte anterior de este ejercicio para la funcién f : (x,y,z) €T —z €R.

Solucién. (a) La funcién (x, y,z) € R® — z € R es una funcién evidentemente diferenciable,
asi que su restriccién a la subvariedad S C R® también lo es.

Alternativamente, sean N = (0,0,1), S =(0,0,—1) €S2, U =82\ {N}yV =52\ {S} y
¢y : U— R?y ¢ : V — R? las proyecciones esteriograficas desde N y desde S, de manera
que {¢y, s} es un atlas de S2. Para ver que f : S> — R es diferenciable tenemos que mostrar
que las composiciones f o ¢, f o ¢! : R* = R son diferenciables.

Recordemos que

(2x,2y, x> +y*—1) G

=il 2 2
(x,y) R +— S
w6y x2+y2+1
y
-1 2 (Zx,zy’_XZ_yZ_;’_l) 2
(x,y) eR*+— (S
¢s 1 (x,y) 2Tl
asi que
*+y*—1
1, y)ER?— = _ €
fody': (x,y) it
y
—x?—y?+1
i, y)eER— ———— €R,
fods':(x,y) pop

y estas dos funciones son claramente diferenciables.
Calculemos la diferencial de f. Sea (x,y) €R*y p = ¢>I;1(x, y). Entonces

a¢N a -1 4x
f*"(x‘p) T ox (x,y)(f °9n)= (x2 +y2 + 1)
y
6¢N| _ 0 1y 4y
f*P( dy P)_ dy (x,y)(fo¢N )= (x2+ y2+1)*
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Se siguen entonces que

_ 4xdx +4ydy
f*p_ 2 9 9 °
(x24+y2+1)

Un célculo similar puede hacerse sobre el abierto coordenado V.
(b) La superficie ¥ descrita en el enunciado tiene ecuacién

(Vx2+y2—R) +z2=r%

Llamemos F(x,Y,z) al miembro izquierdo y sea U = {(x,y,2z) € R® : x>+ y? > 0}. La
funcién F : U — R es diferenciable. Si (x, y,z) € U, entonces

Aol is)

Si esto se anula, entonces 2 = 0y 4/x2+ y2 = R —porque x e y no se anulan simultanea-
mente en U,— y entonces F(x, y,z) = 0 # r2. Esto muestra que 2 es un valor regular de F
y, en consecuencia, que ¥ es una subvariedad de R>.

La funcién ¢ : R?> — R3 tal que para cada a, B €R es

VF(x,y,2) =2 (x (1 -

¢(a,B)= ((R +rcosf)cosa, (R+rcosfB)sina,rsin ﬂ).
Calculando, vemos que la imagen de ¢ esta contenida en . La matriz jacobiana de ¢ es

—(R+rcosf)sina —rcosasinf
(R+rcosB)cosa —rsinasinf3
0 r cos 3

y sus tres menores son
r(R+rcosf3)cosacosf3, —r(R+rcosf)sinacosf3, r(R+rcosf3)sinf.

La suma de sus cuadrados es r2(R + r cos 3)?, que nunca se anula porque R > r. Vemos asi
que ¢ es una inmersion. Es facil ver que su imagen es toda la superficie %, asi que ¢ nos da
parametrizaciones alrededor de cada uno de los puntos de X.

Sea f : (x,y,2) € & — z € R, que es diferenciable porque es la restriccién a ¥ de la
funcién diferenciable (x, y,z) € R® — z € R. Sea p = ¢(ay, ,) y consideremos la carta de &
alrededor de p que se obtiene invirtiendo localmente ¢. Es

a Kl 3 . B
f(% p) = A (ao,ﬁo)(f op)= a (ao,ﬁg)(rsm B)=0
y
a Pl 2 . -
f(ﬁL) =3B (ao,ﬁo)(f o) = FT (ao’ﬁo)(rsmﬂ) = 1 cos .
Vemos asi que f,, =1 cos f,df3. -

2. Sea M una variedad y sea x € M.

(a) Sea G el conjunto de todas las funciones diferenciables f : U — R definidas
en un abierto U € M que contiene a x. Sea ~ la relacién sobre G tal que si
f:U—>Ryg:V — R son dos elementos de G, entonces f ~ g sii existe
abierto W CUNV talque x e Wy f|y = glw. Entonces ~ es una relacién de
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equivalencia sobre G y podemos, en particular, considerar el conjunto cociente
Y=G/~.

b) Sif :U->R,f':U ->R,g:V-o>Ryg :V' > R son cuatro elementos
de Gy f ~ f'y g~ g, entonces flyqy + &luav ~ f'lunv: + & 'luinys. Esto
permite definir una funcién + : ¥ x ¢ — ¢ de manera quesi f : U —» R
y g : V — R son elementos de G y [f]y [g] son sus clases en ¥, entonces
[f1+[g]l=1[flyav *+ &lunv]- Procediendo de la misma forma pero a partir de
la multiplicacién podemos construir una funcién - : ¢ x ¢ — 9. Muestre que
de esta forma ¥ resulta ser una R-dlgebra.

() El conjunto I € ¢ de las clases de equivalencia de las funciones f : U —» R
de G tales que f(x) =0 es un ideal maximal de 4.

(d) Como I es un ideal, podemos considerar el ideal I, que est4 contenido en I,
y el espacio vectorial cociente I/I?. Muestre que, si (I/I2)* denota el espacio
vectorial dual a I/I2, hay un isomorfismo canénico (I/I%)* = T, M.

Solucién. (a) Mostremos que ~ es una relacién de equivalencia:

e Si f :U — R es un elemento de G y ponemos W = U, entonces x e W CUNU y
flw=flw,asique f ~ f.

e Sean f : U - Ry g:V — R elementos de G tales que f ~ g, de manera que existe
WcUNV talque x e Wy f|, = gly. Pero entonces obviamente g|,, = f |,y y vemos
que g ~ f.

e Seanf :U—>R,g:V >Ryh:W — R tres elementos de G, y supongamos que f ~ g
y que g ~ h, de manera que existen abiertos AC UNV yB C VNW tales que x €A,
x €B, fl,=gl,y glzg = hl|z. Pongamos C = ANB. Entonces C es un abierto contenido

en UNW que contiene a x y flc = (fla)lc = (gla)IC = glc = (gls)lc = (Alz)lc =hlc,
de manera que f ~ h.

(b)Sean f : U >R, f':U >R, g:V—>Ryg' :V' — R cuatro elementos de G tales
que f ~ f'y g ~ g’, de manera que existen abiertos AC UNU’y B C VNV’ tales que x €A,
x€B, fla=f'lay glzg = g’lz- Sea C =ANB, que es un abierto que contiene a x y contenido
en UNV NU' NV’ Sioes o bien la suma de funciones + o bien el producto -, tenemos que

Fluav ¢ &luav)le = Fluan)le © €luav)dle = (Flale © (8lpdle = (Fl)le © (&'1p)lc

= (f'lyrev)le © (€' lurmv)le = ooy © &' lurav)les

asi que f|yav ¢ 2luav ~ f'lyav: ¢ &’ lyay- Esto implica que existen funciones +, - : 4 x ¥ — ¢
tal que para cada par de funciones f : U >Ry g:V — R de G conclases [f]y[g] en ¥ es
U1+ 1081 =[fluav + &luav]y [f1-[8] = [flynv - lunv ], porque los miembros derechos de
estas ecuaciones dependen solamente de [f] y de [g]. Dejamos al lector la verificacién de
que ¥ es una R-algebra con estas operaciones.

(c) Notemos primero es inmediato que si f : U > Ry g : V — R son dos elementos
de G tales que f ~ g, entonces f(x) = 0 sii g(x) = 0. Esto significa que si f : U - R es
un elemento de G, entonces su clase [ f ] pertenece a I sii f(x) = 0. Usando esto y dada la
forma en que se definen las operaciones de ¢ es inmediato verificar que I es un ideal.

Para mostrar que I € ¢ es un ideal maximal, basta mostrar que todo elemento de ¥ \ I
es inversible. Sea entonces ¢ € ¥ \I ysea f : U — R un elemento de G tal que ¢ = [f].
Como ¢ &I, es f(x) # 0y, como f es continua, existe un abierto V C U tal que x € V y
f(y)#0paratodo y € V. Siponemos g: y €V — 1/f(y) €R, que es un elemento de G,
entonces [f ]-[g]=[1]y, en consecuencia, ¢ es inversible en 4.

(d) Usando una carta podemos suponer que M = R" y que x = (0,...,0).
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Seao € T,M. Sif :U —>Ryg:V — R son dos elementos de G tales que f ~ g,
entonces 6(f ) = 6(g) porque 6 es un operador local, asi que hay una funcién 6, : ¢4 — R tal
que 6,([f]) = 6(f) para toda funcién f : U — R de G. Es inmediato verificar que &, tiene
la siguiente propiedad: si f : U - Ry g : V — R son dos elementos de G, entonces

6,1([f1- (gD =8(f)g(x) + f(x)5(g).

En particular, si [f], [g] € I, entonces 6,([f]-[g]) = 0. Vemos asi que la restriccién
6:1; : I = R se anula sobre el subespacio I? y, entonces, que induce una funcién lineal
&, : 1/T> > R. Tenemos entonces una funcién

$:6€T.M— 5, e (I/I*)".

Se trata de una funcién lineal: esto sigue de un célculo directo.

Supongamos que 6 € T, M es tal que 6, = 0. Sea f : M — R una funcién diferenciable.
Entonces f —f(x) : M — Resun elementode Gy 0 = 6,([f —f(x)]) =6(f —f (x)) =6(f):
esto nos dice que 6 = 0 y prueba que ® es una funcién inyectiva.

Sea ahora ¢ : I/I?> — R un elemento de (I/I?)*. Como estamos suponiendo que M = R",
tenemos funciones x;, ..., x, : M — R, cuyas clases [x;], ..., [x,] estdn en I, asi que
podemos considerar los nimeros a; = ¢([x;]+ I?). Para ver que ® es sobreyectiva bastard
que mostremos que ¢ = ®(5) si 6 = Z?:l aiaixi' Sea f : U — R una funcién de G tal que
f(x) =0, de manera que su clase [f] en ¥ estd en I. Del teorema de Taylor, sabemos que
existen funciones diferenciables r;; : M — R tales que f = >, 5—){i|xxi + 0 T XX, Y
entonces es claro que

2D =6,0F) = a2

3
i=1 9x;

X

y, por otro lado, como ¢ (r; ;x;x;) = 0 porque [r; ;x;x;] € I*, es
_<-of : _\of |
d([f]) = ; A ‘x¢([xi]) +;¢([ri,,—xixj]) = ; P %

ya que [ ;x;x;] € I*. Vemos asi que (5)([f 1) = ¢([f]) y; como esto vale para toda f, que
®(6) = ¢. La funcién ® es entonces sobreyectiva y, en definitiva, un isomorfismo. O

3. Sean M una variedad y f € C*°(M). Si f tiene un maximo local en p € M,
entonces f,, = 0.

Solucion. Seav € T,M y sea a : (—e,¢) — M una curva tal que a(0) = x y a’(0) = v.

Entonces f,,.(v) = % o(f ©a)(t). Si f tiene un méximo local en x, entonces f o a tiene un

maximo local en 0 y, en consecuencia, su derivada alli se anula: vemos asi que f,,(v) = 0.

Como v es arbitrario, esto significa que, de hecho, f,, = 0. |

4. Sean M una variedad, X, Y € X(M) y f € C*°(M). Muestre que
[X,fY]=XfY+f[X,Y]

primero usando las propiedades de las derivaciones y del corchete de Lie, y después
usando la expresion en coordenadas del corchete de Lie.
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Solucién. Si g € C*°(M)y x € M, calculamos:

(X, fYlg =X((fY)(&) - (fY)Xg)
=X(fY(g)—frxg)
=X(fY(e)+fX(Y(g)—fY(Xg)
= (XY —fFIx,Y])g.

Por otro lado, sobre una carta, siX =, 1Xl =

ay; aX;\ @
XY]_ZZ( ]8x B jax)é’_xi

i=1 j=1

eY =3, Y;Z, entonces

i

(X, fY]=X(f)Y - f[X,Y]

a(fY;) 2 S Of < a
= 2N (G e e i

i=1 j=1 j=1 J i=1 L

_”Z":( a(fY)_ X, af aY X\ 9
P 7 ax; Y Tax; “ax, —fY Tax; ) ox;’

i=1 j=1

El paréntesis que aparece en esta ultima suma se anula cualquiera sean i y j, asi que
(X, fY]-X(f)Y —f[X,Y]=0. O

5. Sea G un grupo de Lie, e su elemento neutro y g su dlgebra de Lie, esto es, el
subespacio de X(G) de los campos invariantes a izquierda. Muestre que hay un
isomorfismo lineal q : g — T,G tal que q(X) =X, paracada X € g.

Solucién. Es claro que la funcién q : g — T.G es lineal. Si X € g es tal que q(X) =X, =0,
para cada g € G es X, = (L,)..(X,) = 0 porque X es invariante a izquierda, y entonces
X = 0: esto nos dice que g es inyectiva. Para mostrar que q es sobreyectiva, sea v € T,G y
mostremos que existe un campo X € g tal que X, = v.

Para cada g € G pongamos X, = (L,)..(v) € T,G. Si g, h € H, entonces

(Lg)*h(Xh) = (Lg)*h((Lh)*e(V)) = ((Lg)*h © (Lh)*e)(v) = (Lgh)*e(v) = Xgh’

y esto nos dice que la asignacién g € G — X, € T, G es invariante a izquierda. Si mostramos
que X es diferenciable, claramente tendremos que X € g y ¢(X) = v.
Si f € C*°(M)y g € G, entonces

X)) =X f = (L) (M) =v(f o Ly).

Sean ¢ : U > R"y1):V - R" cartas de G talesqueec Uy g€V y ¢(e) =0. Como f yla
multiplicaciéon u : G x G — G son funciones diferenciables, la funcién

(6, 1) € PU) x Y(V)— (f 0 Ly1,)) (@7 (x)) = f (¥ (), ¢ 7' (x))) €R

. . . ¢
es diferenciable. Siv = Z?zl V; % ,» entonces para cada y € y(V), es

S O f (@), 97 (X))
V(f o Ly-1(y)) = Zvi [ £ ]

i=1 g
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y entonces es claro que la funcién
yEYPV)— X)) =v(f oLy €R

es diferenciable. Esto nos dice que X f es diferenciable sobre V y, entonces, que es diferen-
ciable en todo G. Como X manda funciones diferenciables en funciones diferenciables, se
trata de un campo diferenciable. O

6. Sea G un grupo de Lie, g su dlgebra de Lie y X € g un campo vectorial invariante
a izquierda. Pruebe que X es completo y describa el flujo asociado.

Sugerencia. Muestre que si g,h € Gy y : (—¢,¢) — G es una curva integral de X que arranca en g = y(0)
entonces la curva 1 : t € (—¢,¢) — hy(t) € G es una curva integral de X que arranca en hg. Use esta
observacién para probar que el intervalo maximal de definicién de todas las curvas integrales de X es R.

Solucién. Fijemos una curva integral y : (—¢,&) — G de X tal que y(0) =e. Sean g € G y
& : (a,b) — G la curva integral maximal de X tal que 0 € (a,b) y £(0) = g. Tenemos que
mostrar que a = —00 y que b = 400, y nos ocupamos solamente de lo segundo porque lo
primero es completamente simétrico.

Supongamos que, por el contrario, b < co. Elijamos ¢’ talque 0 < ¢’ < e y b—3¢'/2 > a,
yseanh=&(b—¢'/2)y {:(a,b+¢'/2)— G tal que

_J &), sit <b;
“0= {h‘Y(f—b+£’/2), sit>b—3¢'/2.

Antes que nada, tenemos que mostrar que esto estd bien definido, esto es, que
E(t)=h-y(t—b+¢&'/2)sit €(b—3¢'/2,b). Para esto, notemos que si t, € (b—3¢’/2, b)
es &'(ty) = Xg(,,) Porque & es una curva integral de X, y

d

o= 4
= (h-y(t—b+e'/2))=

t=to dr ’t:to(Lh(T(t_b'i‘&‘//Z)))

d :
= Wervre (g, 1E =D+ €/2)

t=t
= (Li)syieo—b+e/2) (Xy(to—b+s’/2))

porque la funcién t — y(t — b + &’/2) es claramente una curva integral del campo X, y
entonces, como X es un campo invariante a izquierda, esto es

= Xpy(to—b+e’/2)-

Vemos asi que t € (b—3¢'/2,b) » E(t) e Gyt € (b—3¢/2,b) » hy(t—b+¢'/2) €G
son curvas integrales de X definidas en el mismo intervalo y, como toman el mismo valor h
cuando t = b—¢’/2, son de hecho iguales.

Es claro que las restricciones de ¢ a los intervalos (a,b) y (b —3¢'/2,b + ¢’/2) son di-
ferenciables, asi que ( es diferenciable en todo su dominio. Es entonces una curva integral
de X que empieza en g y definida en el intervalo (a, b + ¢’/2) 2 (a, b). Esto es absurdo. [

7. (a) Considere en R? el campo X = —yd, +x0,, encuentre sus curvas integrales
y determine si se trata de un campo completo.

(b) SeaA=(a;;) € M,(R) una matriz real y considere sobre R" el campo vectorial
X = Z? =1 ai’jxiaxj. Describa sus curvas integrales y su flujo.

6/11



Geometria Diferencial — Primer Cuatrimestre — 2012 Prictica 3

Solucién. (a) Sea (x,,Y,) € R? y consideremos la funcién

y it € R+— (y1(t),7,(t)) :=(xycost — yysint, xysint + y, cost) € R?,
que es evidentemente diferenciable y tiene, para cada t € R,

Y'(t) = (=xosint — yycost, xycost — y,sint) = (—y,(t), 1(t)) = X, .

Esto nos dice que y es una curva integral del campo X, y arranca en y(0) = (xg, y,). Obte-
nemos asi todas las curvas integrales de X, y cada una de ellas esta definida en todo R, asi
que el campo es completo.

(b) Si x € R", entonces X, = xA. Sea x, € R" y consideremos la funcién

y:t €R+— x,exp(tA) € R".
Es diferenciable, ysi t € R es
Y/(t) = Xo exp(tA)A = Y(t)A = Xy(t):

asi que se trata de una curva integral del campo X que empieza en y(0) = x,. De esta forma
obtenemos todas las curvas integrales maximales de X y vemos que se trata de un campo
completo. O

8. Muestre que el conjunto

G={(g§’):a,beR,a7&0}
es un subgrupo de Lie de GL(2,R) que tiene a la funcién
¢:(52)eG—(a,b)eR?

como carta global. Con respecto al sistema de coordenadas correspondiente a esta
carta, consideremos un campo X = f(a, b)d, +g(a, b)d, € X(G). ¢{Qué condiciones
tienen que satisfacer las funciones f, g € C°°(G) para que X sea un campo vectorial
invariante a izquierda? (Y a derecha? Determine la estructura de Lie del dlgebra
de Lie de G.

Solucion. Si (&%), (% %) e G, entonces
(65 ) =(¢*)ec

(80)" =(%' <")es,
asi que G es en efecto un subgrupo de GL(2,R). La funcién
F:(28)—(c,d) eR?

es diferenciable (porque es la restriccién a GL(2, R) de una funcién diferenciable definida so-
bre M,(R)) y G = F~1(0, 1), asi que para mostrar que G es una subvariedad de GL(2,R) basta
mostrar que (0, 1) es un valor regular de F, y esto es inmediato porque la matriz jacobiana
de F es de hecho constante sobre GL(2,R) y de rango 2.
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La funcién ¢ : (a,b) e R* xR — (g 11’) € G es diferenciable y biyectiva, y es de hecho un
difeomorfismo, porque su funcién inversa ¢! : (g ﬁ’) € G — (a,b) € R* xR es diferenciable.
Asi, ¢! es una carta global sobre G.

Siu: GxG — G eslamultiplicacién e ¢ : G — G la inversidn, entonces las composiciones

¢ louog x¢:(a,b,a,b)ER* xR xR* x R+—> (aa’,ab’+b) eR* xR

¢ lotog:(a,b) ER* xR+ (a~!,—ab) eR* xR

son diferenciables, de manera que u e ¢ son diferenciables y G es un grupo de Lie.
Sea X € X(G) un campo. Usando la carta ¢!, es

5} 2
X =f(a,b)=— +g(a,b)=—
(sn=Sleblgztelablzy
para ciertas funciones f, g € C*°(R* x R). El campo X es invariante a izquierda sii para
cada (a,b) e R* xR es
X =(L X,.).
(59) = (g 3%
Como L(g ) 2 (%’ ”1') €G—> (ag' abll“’) €G,es

a d
(L(S?))*e(%)Za% y (L(ab))*e(_

y entonces

d d
(L(g ?))*e(Xe) = af(l,O)a F ag(l,O)%.

El campo X es invariante a izquierda, en conclusion, sii para cada (a, b) € R* x R es

d 2 3 d
fla,b)z= +g(a, b) = =af(1,0)— +ag(1,0) .,

sii para cada(a, b) € R* xR es f(a,b) = af(1,0) y g(a, b) = ag(1,0). Vemos asi que todo
campo invariante a izquierda es de la forma

X —aai—kﬁai
(63~ ""aa ab’

para algunas constantes a, 3 € R y que, si ponemos A = a% yB= a%, el conjunto {A, B}
es entonces una base del dlgebra de Lie g de G. La estructura de Lie de g queda determinada
por el valor de [A, B], porque es bilineal y antisimétrica y g tiene dimensién 2, y como

0 0 ad
[a50935] =95

vemos que [A,B] =A. O

9. Sea G un grupo de Lie, e su elemento neutro y g su dlgebra de Lie.

(a) Siv e T,G esun vector tangente a G en e y X € g es el iinico campo vectorial
invariante a izquierda tal que X, = v, sea v, : R — G la tnica curva integral
de X tal que y,(0) = e. Entonces y,, es un homomorfismo de grupos, esto es,

r,(t+ )=y, (t) 7, (t), Ve, t' €R.
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(b) Definimos una funcién exp : T,G — G poniendo, para cada v € T,G,
exp(v) = 7,(1).

Determine la diferencial exp,, : T,G — T,G y muestre que exp es localmente
un difeomorfismo alrededor de 0.

(c) Muestre que si v, w € T,G son tales que [v,w] = 0, entonces

exp(v +w) = exp(v) - exp(w).

Solucién. (a) Seav € T,G, seaX € gtal que X, =v yseay, : R — G la curva integral de X
tal que 7,(0) = e. Sea t’ € Ry consideremos las dos curvas a : t eR —> y,(t +t') € Gy
p:teR-7y,(t) v, (t)€G. Es

() =y, (t+t) =X, 1y =Xoq)

B'(8) = (Ly, 1))y, (V1 () = (L 1))y, (0K, () = Xy 017,00 = Xy

asi que las dos curvas son curvas integrales de X. Como las dos empiezan en v, (t’), vemos
que a = fB, esto es, es v, (t +t') = y,(t) - v,(t) para todo t € R. Como t’ es también
arbitrario, esto prueba lo que queriamos.
(b) Consideremos la variedad producto G x T,G. Si (g,v) € G x T,G, entonces hay una

identificacion canonica

Tie)(G % T,G) = T,G & T,(T,G) = T,G & T,G.
Consideremos el campo tangente Z sobre G x T,G tal que para cada (g,v) € G x TG es

Z(gy = ((L),(v),0) € T,G® T,G.

a¢

Sea ¢ : U — R" una carta de G en e tal que ¢(e) =0. Si f € C®(Gx T,G)yv=, | Viga>
entonces

Zguf = ivi%[f(u(g,w(x»,v)ﬂ :

x=

y el miembro izquierdo de esta igualdad depende diferenciablemente de (g, v): esto muestra
que Z es un campo diferenciable sobre G x T,G.
Sea (g,v)€G x T,Gyseay, : R— G como antes. Entonces la curva

Tew it ER— (g7, (),V) €G X TG

es una curva integral del campo Z que empieza en (g, v): esto ultimo es claro, y para ver lo
primero calculamos que

F(/g,y)(t) = ((L)uy, (0 (£)),0) = (Xg,, (69, 0) = (L, (1)se (), 0) = Z(,. (190) = 20

Vemos asi que el campo Z es completo, y entonces su flujo es una funcion diferenciable
©:RxGxT,G— GxT,G. Como O(1,e,v) = exp(v), esto implica, en particular, que
la funcién exp : T,G — G es diferenciable.

Seave T,Gys €R. SeaX € gtal que X, = v; es claro que sX € g es el campo invariante
a izquierda que extiende a sv. Consideremos las dos curvas a : t € R — v, (t) € Gy
B:t €R— y,(st) €G. Claramente a(0) = f(0) = e,y a'(t) = v, (t) = sX, ) =Xy ¥
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B'(t) = sy, (st) =X, sc) = 5Xp(r): estonos dice que a y 8 son curvas integrales del campo sX
que arrancan en e, y por unicidad concluimos que

Yoo (t) = 7,(st), Vs, t €R.

Determinemos la diferencial exp,, : T.G — T,G; aqui estamos identificando a Ty(T,G)
con T,G, como siempre. Seav € T,G; lacurvaa : t e R— tv € T,G es tal que a(0) =0y
a'(0) = v, asi que para cada f € C*°(T,MG) es v(f) = (f o @)’(0). Siahora f € C*(G),
entonces

exp.o(() = f o exp) = (f 0 expoa) (0) = | (f(exp(tv)))
d d
= =] Fw = 5| Con N =),

porque v, : R — G es una curva tal que y,(0) = e y v/ (0) = v. Esta igualdad vale cualquiera
sea f, asi que exp,,(v) = v y la funcién exp,, : T.G — T,G es la identidad. En particu-
lar, se trata de un isomorfismo lineal, asi que el teorema de la funcién inverso implica que
exp : T,G — G es un difeomorfismo en un entorno de 0.

(c) TERMINAR

10. Sea G = GL(n,R). Recordemos que podemos identificar T;G con M, (R).

(a) Para cada A € M,(R), describa explicitamente el campo tangente X, sobre G
que es invariante a izquierda y tal que (X,); = A.

(b) Determine la funcién exp : T,G — G.

(¢) Muestre que exp : T,G — G no es un homomorfismo de grupos.

Solucién. (a) Sea A € M,(R) y sea X € g el campo tangente invariante a izquierda tal que
X; =A. SiB € G, entonces

Lg(I+tA)—Lg(I) _

BA,
t

Xp=(Lp),(A) = |t|_r)7(")

y esto describe completamente el campo X.
(b) Siy:t€R— e €G, entonces y(0) =1y y'(t) = eA=y(t)A=X,(,), asi que y es
la curva integral del campo X que empieza en I. De acuerdo a las definiciones, esto implica

que exp(A) = y(1) = e*, y esto describe la funcién esponencial exp : T,G — G.
@Esexp(§5)=(51)yexp(95)=(1?), pero

1 1+e* —1+é?
en((88)+ (1) =5 (Ui s )2 D)

asi que exp no es un homomorfismo. |

10/11



Geometria Diferencial — Primer Cuatrimestre — 2012 Prictica 3

Marius Sophus Lie
1842-1899, Noruega

11/11



