
GEOMETRÍA DIFERENCIAL
Primer Cuatrimestre — 2012

Práctica 2: Espacios tangentes

1. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y A su atlas maximal. Sea
T M =

⋃

p∈M Mp y sea π : T M → M definida por π(v) = p si v ∈ Mp. Para cada
(U , x) ∈A , sea T U =

⋃

p∈U Mp ⊂ T M y x : T U → x(U)×Rn la aplicación definida
por

x(v) = (x(π(v)), v(x1), . . . , v(xn))

o, equivalentemente,
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= (x1(p), . . . , xn(p), v(x1), . . . , v(xn))

para cada p ∈ U y v ∈ Mp. Escribiendo x = (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2n), será, para
cada n ∈ {1, . . . , n},

x i(v) = x i(π(v)) = x i ◦π(v)
y

xn+i(v) = v(x i).

(a) La función x : T U → x(U)×Rn es una biyección con inversa tal que

x−1(a, b1, . . . , bn) =
n
∑

i=1

bi ∂

∂ x i

�

�

�

x−1(a)

para cada a ∈ x(U).
(b) Si (U , x), (V, y) ∈A y U ∩V 6= ;, entonces x(T U ∩ T V )×Rn es un abierto de
R2n y la biyección x ◦ y−1 : y(U ∩ V )×Rn→ x(U ∩ V )×Rn está dada por

x◦ y−1(a, b) =

�

x ◦ y−1(a),
n
∑

i=1

bi ∂ (x
1 ◦ y−1)
∂ ui
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,

así que, en particular, es diferenciable.
(c) Deduzca de esto que T M admite una estructura diferenciable que lo transfor-

ma en una variedad diferenciable de dimensión 2n.
(d) Con esta estructura diferenciable, la proyección π : T M → M es diferenciable.

2. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y f ∈ C∞(M). Probar que la
aplicación d f : T M → R es diferenciable.

3. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y (U , x) una carta de M . Sean
p ∈ U y a = x(p). Entonces la aplicación (x−1)∗a : Rn

a → Mp es tal que

(x−1)∗a(Di

�

�

a) =
∂

∂ x i

�

�

�

p

para todo 1≤ i ≤ n.
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4. Sean M y N variedades diferenciables y sea f : M → N una función diferencia-
ble.

(a) Si f es constante, entonces f∗p = 0 para todo p ∈ M .
(b) Si M es conexa y f∗p = 0 para todo p ∈ M , entonces f es constante.

5. Calcule f∗p para

(a) f = π1 : M × N → M ;
(b) f = π2 : M × N → M ;
(c) f : Sn→ Sn

ρ con f (u) = ρu;

(d) f : E → F , una tranformación lineal entre espacios vectoriales de dimensión
finita.

6. Sean f : R2→ R2 y g : R2→ R3 las funciones definidas por

f (x , y) = (x2 − 2y, 4x3 y2),

g(u, v) = (u2v + v2, u− 2v3, v exp(u)).

Encuentre la matriz de f∗(1,2) y de g∗(u,v) y calcule g∗(0,1)(4
∂
∂ u

�

�

(0,1) −
∂
∂ v

�

�

(0,1)).

7. Sea M una variedad de dimensión n. Sean π : T M → M la proyección natural y
v ∈ T M . Calcular π∗v(

∂

∂ x i |v) si (T U , x) es la carta de T M asociada a la carta (U , x)
de π(v).
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