ANILLOS Y MODULOS SEMISIMPLES
ANDREA SOLOTAR - MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

RESUMEN. Este curso tratara del estudio de un tipo de anillos para los que hay

una descripcién completa de la categoria de modulos: los anillos semisimples.
Nos ocuparemos en particular del caso de representaciones de grupos finitos

sobre k-espacios vectoriales, cuando la caracteristica de k no divide al orden del

grupo.
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Los anillos semisimples tienen categorias de moédulos muy sencillas: todos los
modulos son proyectivos e inyectivos. Los anillos semisimples son hereditarios. En
general, la dimension global de un anillo A mide cuan lejos estéd A de ser semisimple.

Para un anillo conmutativo, ser semisimple es equivalente a ser un producto
finito de cuerpos. En el caso no conmutativo, el teorema de Wedderburn dice que
todo anillo semisimple es un producto finito de anillos de matrices sobre anillos de
division.
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El objetivo de este curso es caracterizar los anillos y los médulos semisimples y
demostrar sus propiedades mas importantes.

1. MODULOS SIMPLES Y SEMISIMPLES

1.1. Modulos simples. Sea A un anillo. Trabajaremos en general con A-moédulos
a izquierda.

Nos interesa describir propiedades de A que hagan que todo A-mo6dulo sea pro-
yectivo, o inyectivo, o libre.

Por ejemplo, para que todo A-modulo sea proyectivo se necesita que todo A-
modulo sea sumando directo de un libre. En particular, todo ideal de A debe ser
un sumando directo de A.

Definicién 1.1. Decimos que un A-moédulo S es simple si es no nulo y no posee
submoédulos propios no triviales.

Ejemplo 1.2. Si A = k es un cuerpo o, més generalmente, un algebra de division,
entonces un A-moédulo es simple sii tiene dimension 1.

Ejemplo 1.3. Si A = Z, entonces un A-modulo, es decir un grupo abeliano, es
simple sii es finito de orden primo.

Es consecuencia directa de la definicion que un moédulo no nulo es simple si esté
generado por cualquiera de sus elementos no nulos.

Lema 1.4. Sea A un anillo.

» Sia <y A, entonces Aja es simple sii a es un ideal izquierdo mazimal. En
particular, existen siempre modulos simples.

» Si S es un mddulo simple y m € S\ 0, entonces ann(m) es un ideal a
izquierda mazimal en A y S = A/ann(m).

Demostracion. La primera afirmacion es clara. La existencia de modulo simples es
consecuencia de ella y de la existencia de ideales a izquierda maximales. Si S es
un modulo simple y m € S\ 0, entonces el morfismo a € A — am € S es
sobreyectivo, asi que S = A/ann(m) y, por la primera parte, ann(m) es un ideal a
izquierda maximal. O

La segunda afirmacion de este lema implica que la coleccion de las clases de
isomorfismo de A-modulos simples es un conjunto: en efecto, cada una de esas
clases posee un representante que es un ideal a izquierda maximal de A y estos
forman un conjunto.

Lema 1.5. Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos sobreyectivo y sea S un
B-mdédulo simple. Entonces el A-mddulo ¢*(S) obtenido de S por restriccion de
escalares a lo largo de ¢ es simple.
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Demostracion. Como ¢ es sobreyectivo, el grupo abeliano subyacente de un A-

submodulo propio no trivial de ¢*(S) determina un B-submoédulo propio no trivial
de S. [

Notemos que sin la condicion de que el morfismo ¢ sea sobreyectivo la conclusion
del lema no es necesariamente valida. Por ejemplo, si ¢ : Z — Q es la inclusion,
entonces el Z-modulo ¢*(Q), obtenido del Q-mo6dulo simple @, no es simple.

Lema 1.6. Sean A y B anillos y sean m : AXx B - Aym: AX B — B las
proyecciones canonicas. Sean S4 y S conjuntos completos de representantes de las
clases de isomorfismo de los A- y B-mddulos simples, respectivamente. Entonces

S={r1(5):5 €8s u{m(S): S €Sy}

es un conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo de los
A x B-maodulos simples.

Demostracion. Sean e; = (14,0), e2 = (0,15) € A x B. Para cada A x B-
modulo M, consideramos los subgrupos abelianos My = e, M y My = es M de M.
Definimos una acciéon de A sobre M; poniendo

a-m = (a,0)m, Ya € A, m € M.

Notemos que esto tiene sentido porque (a,0)m = e;(a,0)m € M; sia € Ay
m € M. Es facil ver que, dotado de esta accion, M; resulta un A-modulo. De
manera similar hacemos de Ms un B-moédulo. Calculando directamente, se ve que
la aplicaciéon

m € M — (eym,eam) € wy (M) & 75 (Ms)

es un isomorfismo de A x B-mdédulos.

Sea S un A x B-moédulo simple. Las observaciones recién hechas implican que
hay un isomorfismo de A x B-mddulos S = 77(Sy) @ 75(S2). Como S es simple,
necesariamente o bien S; = 0 o bien Sy, = 0. Supongamos, por ejemplo, que
es Sy = 0. Para ver que S es isomorfo a un elemento de S, entonces, alcanza con
mostrar que S es simple, pero esto es inmediato, ya que todo A-submédulo propio
no trivial de S7 es un A x B-submoddulo propio no trivial de S.

Para terminar, tenemos que ver que los elementos de S son no isomorfos dos
a dos. Consideremos primero un par de A-moédulos simples S, T' € Sy tales que
existe un isomorfismo f : 75(S) — 7{(T"). Es claro que el isomorfismo de grupos
abelianos S — T subyacente a f es A-lineal, asi que es S = Ty, entonces, S =T
De la misma forma, si S, T' € Sg son B-mo6dulos simples tales que 75 (S) = 75(7T),
entonces S =1T.

Queda entonces solamente por considerar la posibilidad de que existan un A-
modulo simple S y un B-moédulo simple T tales que 77 (S) = 75(7T). De hecho,
esto no puede ocurrir porque ey (S) = 7w (S) # 0y eyms(T) = 0. O



4 ANDREA SOLOTAR - MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

Proposicion 1.7. (Schur, 1905) Sean S y S’ dos A-mddulos simples y M un
A-mdédulo cualquiera.

» 51 f:S — M es un morfismo no nulo, entonces [ es inyectivo.
s Sig: M — S es un morfismo no nulo, entonces g es sobreyectivo.
s Todo morfismo no nulo f : S — S es un isomorfismo.

En particular, Enda(S) es un anillo de division.

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones siguen inmediatamente de la obser-
vacion de que ker f e im g son submoédulos de S. La tercera es consecuencia de las
dos primeras. Il

Proposicion 1.8. Sea r € N y sea {S; : 1 < i < r} un conjunto de A-mddulos
simples no isomorfos dos a dos. Si1 <1 <r, sean; € N y pongamos, si 1 < j < ny,
Sij = Si. Sea M = @,_, D}, Si;- Entonces hay un isomorfismo de anillos

Ends(M) = M, (Dy) X --- x M, (D,)
con D; = End4(S;) para cada i € {1,...,r}.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de la descripcion de los endomor-
fismos de M como matrices de morfismos S; ; — Sy j» v la tercera parte de 1.7. [J

1.2. Modulos semisimples. Si NV y S son submoédulos de un A-mddulo M, se
dice que S es un complemento de N si SN N =0y S+ N = M. Es claro que se
trata de una relaciéon simétrica, que el complemento cuando existe no es tinico y
que hay anillos A con A-médulos M con submoédulos que no tienen complemento.
Veremos en esta seccién que la existencia de complemento para todo submoédulo
es una caracteristica de los moédulos semisimples.

Definicion 1.9. Un A-moédulo M es semisimple si M es suma de submodulos
simples. El anillo A es semisimple si A, considerado como A-modulo a izquierda,
es semisimple.

Ejemplos 1.10.
» Todo modulo simple es semisimple. En particular, el médulo {0} es semi-

simple.

= Si k es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es k-modulo semisimple.

» Si kesun cuerpoy A =k X --- x k (n-factores), entonces A es un anillo
semisimple.

= Z no es un Z-moédulo semisimple pues los ideales de Z no son sumandos
directos de Z.

» Un grupo abeliano G es simple si y solo si G = Z, para algin numero
primo p. G es semisimple si y solo si

G= P zv
p

primo
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para ciertos conjuntos Ij,.
= Si k es un cuerpo, G es un grupo finito y la caracteristica de k divide a |G|,
entonces kG no es kG-modulo semisimple.

Lema 1.11. Sea M = )., S; un A-mddulo con S; simple para cada i € I. Si
N C M es un submddulo, entonces existe J C I tal que M = N & @, ; 5.

Demostracion. Sea J = {J C I : lasuma N + > ., S; es directa}. Claramente
o€ J asi que J # &. Si C = {Jy}rea es una cadena en J, pongamos Jo =
Usea Ja- Veamos que Jo € J:
= En primer lugar, si m € N N ZieJc S; existe un subconjunto finito I’ C Jg
tal que m € ), ;,S; y, como C es una cadena, es posible encontrar A € A
con I' C J,, de manera que m € N N Zieh S; = 0. Esto nos dice que
NN s Si=0.
= Por otro lado, si ig € Joy m € Siy N (N + 32 140y Si)» existe un subcon-
junto finito I' C Je \ {io} tal que m € S;; N (N + 3.,/ Si). Si A € A es tal
que I'U {io} C Ji, entonces m € Siy N (N + 3¢ 5.1 130y i) = 0. Concluimos
que Si, N (N + 3 5c s fioy Si) = 0
El lema de Zorn asegura, en estas condiciones, que [J posee un elemento maximal .J.
Pongamos M’ = N + .., S;. La eleccién de J implica, por supuesto, que esta
suma es directa.

Para terminar, veamos que M’ = M. Para hacerlo, y como M = ). , S;, basta
mostrar que para cada i € I tenemos S; C M’. Consideremos entonces iy € [ y
supongamos que S;, ¢ M'. Como S;, es simple, debe ser entonces S;; N M’ = 0
y, en particular, J U {ip} € J. Esto contradice la eleccién de J, asi que nuestra
suposicion debe ser falsa, esto es, debe ser S;;, C M. O

Lema 1.12. Sea M un A-mddulo tal que todo submddulo de M es un sumando
directo. Entonces todo submaodulo de M posee un submodulo simple.

Demostracion. Basta probar que todo submodulo ciclico de M posee un submodulo
simple. Consideremos entonces m € M\0y Am C M el submodulo ciclico generado
por m en M. Sea a<); A un ideal a izquierda maximal tal que a D ann(m). Entonces
am es un submo6dulo maximal de Am y Am/am es simple.

Por hipétesis, existe L C M tal que M = am & L. Entonces

Am = (am & L)NAm =am & (LN Am)
y vemos que L N Am = Am/am es un submodulo simple de Am. O

Teorema 1.13. Sea M un A-mddulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. M es semisimple;
2. M es suma directa de submddulos simples;
3. todo submodulo de M es un sumando directo.
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Demostracion. Para ver que la primera afirmacion implica la segunda, basta tomar
N =0en 1.11. Es inmediato que la segunda implica la primera, y es consecuencia
directa de 1.11 que la primera implica la tercera.

Veamos, para terminar, que 3) implica 1). Sea M un A-modulo en el que todo
submoédulo es un sumando directo, sea M’ la suma de todos los submoddulos simples
de M y supongamos, para llegar a una contradiccion, que M’ C M. Por hipoétesis,
existe un submodulo N € M no nulo tal que M = M’ @& N y, por 1.12, existe un
submodulo S C N simple. Como SNM' = 0, esto contradice la eleccion de M'. [

Corolario 1.14. Sea M = .., S; con S; simple para cada i € I y sea N C M
un submddulo. Entonces existe J C I tal que N = @, S;.
En particular, todo submodulo de un modulo semisimple es semisimple.

Demostracion. El teorema implica que N es un sumando directo de M, de manera
que existe un submoédulo P C M tal que M = N & P y 1.11 nos da un conjunto
JcCItalque M =@, ;S ® P. Luego N=M/P=@,_,S; O

Notemos que no es cierto, en las condiciones del corolario, que exista J C [ tal
que N = @,_, S;. Por ejemplo, sea A = k un cuerpo, M = k?, {ey,es} la base
canbnica de M, I = {1,2}, S; = (e;) sii € [ y N = (e; + e3). Entonces S; es
simple parai € I'y M = > ._; S; es semisimple, pero claramente N no es suma de
una parte de {S; :i € I'}.

el

Corolario 1.15. Si

0 ML M 0

es una sucesion exacta de A-mddulos y M es semisimple, entonces la sucesion se
parte y tanto M' como M" son semisimples.

Demostracion. El submodulo f(M’) de M es un sumando directo, asi que la suce-
sion exacta se parte y M = M' @ M". Luego M’'y M" son isomorfos a submodulos
de M, que son semisimples en vista de 1.14. O

Observacion 1.16. Si M es un A-modulo con un submodulo semisimple N tal que
ademés M/N es semisimple, no es cierto en general que M sea semisimple. Un
(contra)ejemplo de esta situacion es la extension

0—>7, 7,2 Z, 0

Proposicion 1.17. Sea M = @, S; un A-mdédulo semisimple con S; simple para
cada i € I. Entonces M es artiniano sii es nitheriano sii es finitamente generado
sit I es finito.
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Demostracion. Es claro que si I es infinito, entonces M no es ni artiniano, ni not-

heriano, ni finitamente generado. Supongamos entonces que I es finito y hagamos

induccion sobre |I]; notemos que si |I| < 1 entonces no hay nada que probar.
Ahora bien, si iy € I, entonces hay una sucesion exacta corta

00— @ie[\io Si M Si 0

Aplicando la hipotesis de induccién, vemos que @, o S; es artiniano y nothe-
riano. Como lo mismo vale para S;,, entonces M es artiniano y ndtheriano, como
queriamos. [l

Considerando el caso de los espacios vectoriales, es claro que la escritura de un
modulo semisimple como suma directa de submoédulos simples no es, en general,
tnica. Tenemos, sin embargo, el siguiente resultado:

Proposicion 1.18. Sea M un A-mdédulo. Para cada A-mddulo simple S, sea

Mg= Y imf

f€hom 4 (S,M)

Entonces Mg es un A-submdodulo de M vy depende unicamente de la clase de iso-
morfismo de S, de manera que si ¢ es la clase de isomorfismo de S, podemos
escribir M. = Mg. Ademds, si M es semisimple, existe un conjunto Sy de clases
de isomorfismo de A-mddulos simples tal que M. # 0 para todo ¢ € Sy y

M:@Mc.

CcESM

Demostracion. Que para todo A-moddulo simple Mg es un A-submoédulo de M
vy que depende solamente de la clase de isomorfismo de S es claro. Supongamos
entonces que M es semisimple y verifiquemos la tltima afirmacion.

Sea M = @,.; S; una descomposicién de M como suma de A-modulos simples
y sea S el conjunto de las clases de isomorfismo de A-modulos simples.

Para cada ¢ € S, consideremos un A-modulo simple .S, tal que S, € ¢y pongamos
I.={iel:S;=S.}. Esclaro que si Syy = {c € §: I. # &}, obtenemos una
particion {I.: ¢ € Sy} de I. Ademas, si M. = €, ; S; para cada ¢ € Sy, es

M= M,

ceSyr

i€l

Para terminar, mostraremos que M. = M/ para cada ¢ € Sy.
Sean ¢, ¢ € Sy, f : S, — M un morfismo de A-mo6dulos y supongamos que
existe m € im fN@D,.;, Si tal que m # 0. Entonces 1.7 implica que f es inyectivo,

que Sc = imf C @,.;, Si vy entonces, como el mdédulo de la izquierda es semi-
simple, que existe i € I tal que S. = 5;. La eleccion de I, implica entonces que
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¢ = . Esto nos dice que M. C M!. Como la inclusion reciproca es evidente, esto
termina la prueba de la proposicién. O

Si ¢ es una clase de isomorfismo de A-modulos simples y M un A-moédulo, el
submodulo M. de M construido en 1.18 es la componente isotipica de M de tipo c.

1.3. El radical de un moédulo. Sea A un anillo. Recordemos que si M es un
A-modulo a izquierda, entonces el radical rad M de M es la intersecciéon de sus
submoédulos maximales. Es claro que

(1.1) rad M = ﬂ ker h.

h:M—S
S simple

Cuando M no posee submodulos maximales, es rad M = M.

Lema 1.19. Sea A un anillo y M un A-mddulo no nulo finitamente generado.
Entonces rad M es un submodulo propio de M.

Demostracion. Sea M el conjunto de todos los submodulos propios de M y {z1, ..., x,}
un subconjunto de M tal que M = "7 | Az;. Claramente M # @&. Veamos que
se trata de un conjunto inductivo.

Si {Mx}xen € M es una cadena en M, sea N = |J,., M. Como la unién es
creciente, si fuese N = M, entonces existiria A € A tal que {z1,...,z,} C M,,
esto es, tal que M = M,, lo que es imposible. Luego N € M y vemos que cada
cadena en M es acotada.

El lema de Zorn nos permite concluir, entonces, que existe un submoédulo propio
maximal N C M. Como rad M C N, esto prueba el lema. O

Si un moédulo no es finitamente generado, puede coincidir con su radical. Por
ejemplo, si A = Z y M = Q, entonces rad M = M. En efecto, M no posee
submoédulos maximales: si N C M es maximal, entonces M /N es un grupo abeliano
simple y existe p primo tal que M/N = Z,. Pero entonces la proyeccion canoénica
es un morfismo no nulo Q — Z,, lo que es imposible.

Lema 1.20. Sea A un anillo.

(a) Si f: M — N un morfismo de A-mddulos, entonces f(rad M) C rad N.

(b) Si M es un A-mddulo y N C rad M es un submddulo, entonces rad(M/N) =
(rad M)/N.

(c) Si M es un A-mddulo, rad(M/rad M) = 0.

Demostracion. (a) Sea m € rad M y sea h : N — S un morfismo de A-mddulos
con S simple. Entonces (1.1) implica que A(f(m)) = 0. Usando (1.1) otra vez,
vemos que f(m) € rad N.

(b) Sim: M — M/N es la proyeccion canénica, la primera parte nos dice
que (rad M)/N = w(rad M) C rad(M/N). Reciprocamente, supongamos que m €
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M \ rad M. Entonces existe un morfismo h : M — S con S simple y h(m) # 0.
Como N C rad M C ker h, h induce un morfismo h : M/N — S tal que how = h.
Es h(m(m)) # 0 y vemos que 7(m) & rad(M/N).

(c¢) Esto sigue de tomar N =rad M en (b). O

La razon por la que estamos interesados en el radical es la siguiente caracteri-
zacion de la semisimplicidad:

Proposicion 1.21. Sea A un anillo y M un A-mddulo.

(a) Si M es semisimple, entonces rad M = 0.
(b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) M es artiniano y rad M = 0.
(il) M es suma directa finita de submodulos simples.

Demostracion. Sea M un A-moédulo semisimple y sea M = €, ., S; una descompo-
sicion de M como suma directa de A-modulos simples. Si para cada i € I notamos
7 M — S; a la proyeccion canonica, entonces que rad M C ()., ker m; = 0. Esto
prueba (a). Veamos (b).

Probemos que (i) implica (ii): Sea M el conjunto de los submé6dulos maximales
de M yseal = {(\yep N : FF C M es finito}. Como M es artiniano, Z posee un
elemento minimal M,. Supongamos que F' C M es una familia finita de submo-
dulos maximales tal que My = (\yep V. Sim € My \ 0, y como m ¢ rad M, existe
un submoédulo N € M tal que m ¢ N. Pero entonces My C My NN € Z, lo que
es imposible. Vemos asi que debe ser My = 0.

Esto implica que la aplicacion M — @ . M/N, que en cada componente es
una proyeccion canonica, es inyectiva. Notemos que, como F' C M, el A-mddulo
@D rer M/N es semisimple. Como M es isomorfo a un submédulo de esta suma
directa, es él mismo semisimple. En vista de 1.17, M es isomorfo a una suma
directa finita de submodulos simples.

Veamos finalmente que (ii) implica (i): Si M = €P,; S; es una suma directa finita
de submodulos simples, entonces rad M = 0 por la parte (a) de la proposicion y
es artiniano en vista de 1.17. 0

i€l

2.  ANILLOS SEMISIMPLES

2.1. Caracterizacion de anillos semisimples. Recordemos que un anillo A
es semisimple si lo es como A-modulo a izquierda. Si bien esta definicion puede
parecer arbitraria, veremos en esta seccién que no lo es, es decir que A es semisimple
como A-médulo a izquierda sii lo es como A-modulo a derecha. Esto resulta del
Teorema de Wedderburn.

Comenzaremos probando algunas propiedades de los mdédulos simples sobre ani-
llos semisimples.
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Lema 2.1. Sea A un anillo semisimple. St S es un A-mddulo simple, entonces
existe un ideal minimal a <; A tal que S = a.

~Y

Demostracion. Si m € S\ 0, entonces S = A/ann(m) y ann(m) es un ideal a
izquierda maximal. Como A es semisimple, ann(m) es un sumando directo de Ay
existe un ideal a <; A tal que A = ann(m) @ a.

Observemos que a es un A-modulo semisimple. En efecto, supongamos que posee
un submodulo propio no nulo b C a. Entonces b posee un complemento b’ C a tal
que a = b @b yann(m) C ann(m) & b C A. Esto contradice la maximalidad de
ann(m). Vemos asi que a es un ideal a izquierda minimal.

Para terminar, notamos que S = A/ann(m) = (ann(m) @ a)/ann(m) Za. O

Proposicion 2.2. Sea A un anillo semisimple y sea S el conjunto de las clases
de isomorfismo de A-mddulos simples. Para todo ¢ € S, la componente isotipica
A. C A correspondiente a ¢ es un ideal bildtero no nulo.

Demostracion. Sea ¢ € S y sea S un A-modulo simple tal que S € ¢. Recordemos

de 1.18 que
Ac= > imf.
f€hom 4(S,A)
Sea z € A,y b € A. Entonces existe n € N y morfismos fi, ..., f, : 5 — A tales

que z = Y " fi(a), de donde zb = Y"1 | fi(a)b = > (fib)(a) € A.. Vemos asi
que A, es un ideal bilatero.

Por otro lado, 2.1 implica que existe un ideal b <; A tal que S =2 b. Claramente,
esto nos dice que b C A, y, entonces, que A, # 0. O

Proposicion 2.3. Sean A y B dos anillos semisimples. Entonces A X B es semi-
simple.

Demostracion. Supongamos que A =3, S;y B = ZjEJTj con S; un A-moédulo
simple para cada ¢ € I y Tj un B-moédulo simple para cada j € J, y consideremos
las proyecciones canénicas m : A X B — Ay m: A x B — B. Es inmediato que

AxB=>Y m(S)+> m(Ty),
il jed
de manera que A x B es semisimple porque 7 (.S;) y 75 (.S;) son simples cualesquiera
sean i € [ y j € J, en vista de 1.5. O

Un argumento inductivo a partir de 2.3 prueba, mas generalmente, que un pro-
ducto directo finito de anillos semisimples es semisimple.

Observacion 2.4. Recordemos que si D es un anillo de division y n € N, enton-
ces M, (D) es artiniano a izquierda y simple. La siguiente proposicion nos dice
que obtenemos de esta forma todos los anillos artinianos simples y que éstos son
semisimples:
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Proposicion 2.5. Un anillo A artiniano a izquierda y simple es semisimple y todos
sus modulos simples son isomorfos. Ademds, si S es un A-maodulo simple, entonces
D = End4(5)°P es un anillo de division y eziste n € N tal que A = M, (D).

Demostracion. Sea A un anillo artiniano simple. Como es artiniano, existe un ideal
minimal a <; A. Sea ¢ la clase de isomorfismo de a y A. la componente isotipica
de A correspondiente a ¢. Como 2.2 nos dice que A, es un ideal bilatero no nulo y
estamos suponiendo que A es simple, debe ser A = A.. En consecuencia, A. es la
lnica componente isotipica no nula y vemos que c es la tnica clase de isomorfismo
de A-modulos simples.

Sea X = hom4(a, A) y consideremos el morfismo ¢ : a*) — A tal que ¢((a;) rex)
> sex Ilay). Es sobreyectivo: en efecto, im f = A. = A. Como A es A-médulo
proyectivo, concluimos que A es isomorfo a un sumando directo del médulo semi-
simple a®. Usando 1.14, vemos entonces que existe X’ C A tal que A = a®"); en
particular, A es semisimple.

Finalmente, como A es finitamente generado, debe ser X’ finito y concluimos
que existe n € N tal que A = a”. El lema de Schur 1.7 implica que D = End 4(a)
es un anillo de divisién y entonces A°° = Ends(A) = Ends(a™) = M, (D). Por
supuesto, esto nos dice que A = M,,(D)°P = M,,(D°P). O

Observacion 2.6. Sea D un anillo de division, n € Ny sea A = M, (D). Sea S = D"
el D-moédulo de los vectores columna con coeficientes en D. Es claro que S es un A-
modulo izquierdo con respecto a la multiplicaciéon matricial. Es facil ver, como en
el caso de los espacios vectoriales, que se trata de un A-moédulo simple. Obtenemos
asi un representante de la tnica clase de isomorfismo de A-mo6dulos simples.

El siguiente teorema da una caracterizacion de los anillos semisimples en térmi-
nos de sus modulos.

Teorema 2.7. Sea A un anillo, son equivalentes:

1. A es semisimple.

2. Todo A-mddulo es semisimple.

3. Todo A-modulo libre es semisimple.

4. Todo A-maodulo es proyectivo.

5. Toda extension de A-mddulos es trivial.
6. Todo A-mddulo es inyectivo.

7. Todo ideal a izquierda de A es inyectivo.
8. Todo cociente de A es proyectivo.

Demostracion. = (1) implica (2). Todo A-médulo es suma de submoédulos ci-
clicos, asi que basta ver que todo A-modulo ciclico es semisimple. Si M es
ciclico, M = A/I para algin ideal a izquierda I. Como A es semisimple, el
corolario 1.15 nos dice que M es semisimple.
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(2) implica (3). Esto es inmediato.

(3) implica (4). Sea M un A-modulo. Existe un modulo libre L y un epi-
morfismo p : L — M. El Teorema 1.13 nos dice que ker(p) es un sumando
directo de L, asi que L/ker(p) = M también es isomorfo a un sumando
directo de L. Esto muesta que M es proyectivo.

» (4) implica (5). Consideramos una extension de A-modulos

0 X Y A 0.

Como Z es proyectivo, esta sucesion se parte.
= (5) implica (6). Sea M un A-moédulo. Como la hipdtesis implica que toda
sucesion exacta de la forma

0 M X Y 0

se parte, M es inyectivo.

» (6) implica (7). Esto es inmediato.

» (7) implica (8). Sea I un ideal. Por hipdtesis, I es inyectivo, asi que la
sucesion exacta

0 [—=A——> A/ —>0

se parte. Esto dice que A/I es isomorfo a un sumando directo de A. En
particular, A/I es proyectivo.

= (8) implica (1). Por el Teorema 1.13 basta ver que todo ideal I de A es un
sumando directo. Consideremos de nuevo la sucesion

0—sT—>A—> A/ ——0.

Como A/I es proyectivo, esta sucesion se parte. Luego I es un sumando
directo.

O

2.2. Teorema de Wedderburn.

Teorema 2.8. (Wedderburn, 1908 [5|; Artin) Sea A un anillo. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. A es semisimple;

2. todo A-mddulo es semisimple;

3. emistenr, ny, ..., n. € Ny anillos de diwision Dy, ..., D, tales que hay un
isomorfismo de anillos A = M,, (D) X --- x M, (D,).

Demostracion. Ya vimos que (1) y (2) son equivalentes.
Mostremos que (2) implica (3). La hipotesis nos dice que, en particular, 4A es

semisimple, asi que 1.13 implica que A = @,_; S; con S; submodulo simple de A
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para cada i € I. Como A es finitamente generado, 1.17 implica que I es finito. La
afirmacion (3) sigue entonces de los isomorfismos de anillos

A% = Enda(A) = End4(EP )
iel
y de 1.8. Finalmente, la implicacién restante es consecuencia inmediata de 2.3
y 2.4. 0

Podemos describir los parametros que aparecen en la tercera afirmacion del
teorema de la siguiente manera:

Proposicion 2.9. Sea A un anillo semisimple. Entonces hay un nimero finito
de clases de isomorfismo de A-mddulos simples. Sea {Si,...,S,} un conjunto de
representantes dos a dos no isomorfos para estas clases de isomorfismo y, para cada
ie{l,...,r}, pongamos D; = Enda(S;). Sii € {1,...,1}, entonces hom4(S;, A)
es un D;-mddulo a derecha de dimension n; = dimp, hom4(S;, A) finita. Hay un
isomorfismo de anillos A = M, (DJ?) x -+ x M, (D).

Demostracion. Esto es consecuencia del teorema y del lema de Schur. O

Todo lo que hemos hecho ha sido considerando moédulos a izquierda, pero clara-
mente podemos desarrollar una teoria simétrica con moédulos a derecha. El siguiente
corolario, sin embargo, justifica la asimetria de la definicion 1.9:

Corolario 2.10. Un anillo A es semisimple sii el A-modulo a derecha A es semi-
simple.

Demostracion. La tercera condicion de 2.8 es evidentemente simétrica con respecto
a la izquierda y la derecha. O
Corolario 2.11. Un anillo semisimple es artiniano y nétheriano.

Demostracion. Esto es consecuencia directa de 1.17. |

Corolario 2.12. Si A es un anillo semisimple, existen finitas clases de isomorfis-
mo de A-mddulos simples.

Demostracion. En efecto, el nimero de clases de isomorfismo de A-médulo simples
es el nimero r que aparece en la tercera parte de 2.8. 0]

Observacion 2.13. Sea k un anillo conmutativo y sea A una k-algebra que es
semisimple como anillo. Entonces los anillos de division que aparecen en la tercera
afirmacion de 2.8 son k-dlgebras y el isomorfismo alli mencionado es un isomorfismo
de k-algebras.

Cuando A es un algebra sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado, podemos ser
maés precisos en la tercera afirmacion de 2.8, ya que no hay k-algebras de division
de dimensioén finita no triviales:



14 ANDREA SOLOTAR - MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

Lema 2.14. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. St D es una k-dlgebra de
dimension finita, entonces D = k.

Demostracion. Sea D una k-algebra de divisiéon y supongamos que existe a € D
tal que el conjunto {1p,a} es linealmente independiente sobre k. Consideremos
el morfismo de k-algebras f : p € k[X]| — p(a) € D. Como dimy A < oo, es
ker f # 0 y existe p € k[X] monico tal que ker f = (p). Mas atn, como k es
algebraicamente cerrado, existe A € k y ¢ € k[X] tal que p = (X — \)g. Esto
implica que (a — Alp)g(a) = 0 en D: como a # Alp, debe ser g(a) = 0, lo que
contradice la eleccion de p, ya que degq < degp.

Vemos asi que debe ser dim, D =1, esto es, D = k. 0

Teniendo esto en cuenta, es claro que 2.8 implica la siguiente proposicion:

Proposicion 2.15. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y A una k-dlgebra.
Entonces A es semisimple sii existen r, ny, ..., n, € N tales que A = M, (k) x

oo x My, (k). O
Recordemos, por otro lado, el siguiente teorema:

Teorema 2.16. (Wedderburn, 1905 [4]; Dickson, 1905 [2]) Un anillo de division
finito es un cuerpo. O

El teorema 2.8 implica, en vista de esta descripcién de los anillos de division finitos,
la siguiente proposicion:

Proposicion 2.17. Un anillo finito A es semisimple sii existen v, ny, ..., n, € N
y cuerpos finitos ki, ..., k. tales que A= M, (k1) x --- x M, (k;). O
Observacion 2.18. Sean r, ny, ..., n, € Ny Dy, ..., D, son anillos de divisiéon y

consideremos el anillo A = M,,,(D;) X --- x M, (D,). Sil<i<r,seam:A—
M., (D;) la proyeccion en el i-ésimo factor y sean, para cada i, M; = D" el M,,, (D;)-
modulo simple construido en 2.6 y S; = 7} (M;). Entonces {S; : 1 <i <r} esun
conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo de A-moédulos
simples.

Notemos que si k es un cuerpo y A es una k-algebra, entonces es claro que
dimy S; = n; dimy D; para cada i € {1,...,r}.

2.3. El radical de un anillo. El radical de Jacobson de un anillo A (o, sim-
plemente, el radical) es el ideal a izquierda J(A) = rad A.

La segunda parte de la proposicion 1.21 tiene como consecuencia inmediata el
siguiente teorema:

Teorema 2.19. Sea A un anillo artiniano. Entonces A es semisimple sii J(A) =
0. O
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La siguiente proposicion lista alguna de las propiedades mas importantes del
radical de un anillo:

Proposicion 2.20. Sea A un anillo y J(A) su radical de Jacobson.

(a) J(A) es un ideal bildtero.

(b) a € J(A) sii para todo x € A, 1 — xa es inversible a izquierda.

(c) J(A) es el unico elemento mazimal de {I < A:Vrx €I, 1 —x € A*}.
(d) J(A) =rad 4A =rad A,.

Demostracion. Sib € Ay f :a € A+ ab € A, entonces f € homy(A,A) y
1.20 implica que f(J(A)) C J(A). Esto dice, precisamente, que el ideal a izquierda
J(A) también es un ideal a derecha y prueba (a).

Supongamos que a, x € A son tales que 1 — za no tiene inverso a izquierda.
Entonces el ideal A(1 — xa) es propio y existe un ideal a izquierda maximal M
tal que 1 —za € M. Como J(A) C M, esto implica que a ¢ J(A): en efecto, si
a€ J(A), serfal = (1 —za)+xa € M + J(A) C M. Esto muestra la necesidad
de la condicion en (b).

Para ver la suficiencia, consideremos a € A tal que 1—xza es inversible a izquierdo
para todo x € A. Supongamos que a ¢ J(A), de manera que existe un ideal
maximal M <; A tal que a € M. Pero entonces 1 € A = M + Aa y vemos que
existe x € A tal que y = 1 — xa € M. Esto es absurdo, porque por hipotesis y es
inversible a izquierda.

SeaZ={I<A:Vexel, 1—ze€ A*}. Para ver (c) tenemos que mostrar que
J(A) € Ty que J(A) C I paratodo I € Z.

Veamos que J(A) € Z. Ya sabemos que J(A) < A. Sea z € J(A). La parte (b)
implica que 1 — z es inversible a izquierda, de manera que existe z € A tal que
2(1—2z)=1. Como 1 —z = —zx € J(A), otra vez (b) nos dice que z =1 — (1 —2)
es inversible a izquierda, esto es, que existe w € A tal que wz = 1. Como wz =1 =
2(1 —x), debe ser w = 1 — x y entonces z = (1 — z)~*. Concluimos que J(A) € Z,
como queriamos.

Sea ahora I € Zyseaa € [.Six € A, ax € I asi que por hipotesis 1 —ax € A*.
Usando (b) vemos que a € J(A). Asi, I C J(A).

Para terminar, notemos que (d) sigue inmediatamente del hecho de que la afir-
macion (c) es simétrica con respecto a la izquierda y la derecha. O

Sabiendo que el radical es un ideal bilatero, el siguiente enunciado tiene sentido:

Proposicion 2.21. Si A es un anillo artiniano, entonces A/ J(A) es anillo semi-
simple.

Demostracion. La tercera parte de 1.20 implica que rad 4(A/J(A)) = 0, de manera
que 1.21 nos permite concluir que A/J(A) es semisimple como A-modulo.
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Ahora bien, un subgrupo abeliano de A/J(A) es un A-submodulo sii es un
A/ J(A)-submodulo. Esto nos dice que A/J(A) es semisimple también como A/ J(A)-
modulo, esto es, que A/J(A) es semisimple como anillo. O

De hecho, dado un anillo A, el radical J(A) es el menor ideal de A tal que
A/ J(A) es semisimple. En efecto, si I < A es un ideal tal que A/I es semisimple,
entonces 0 = rady); A/I = rad 4A/I, de manera que J(A) = rad 4A C I, como
consecuencia de la segunda parte de 1.20.

Esta proposicion tiene la siguiente consecuencia extremadamente tutil:

Proposicion 2.22. Sea A un anillo artiniano y M un A-mddulo. Entonces rad M =
J(A)M.

Demostracion. Pongamos J = J(A). Sim e My f:a € A~ am € M, entonces
1.20(a) nos dice que Jm = f(rad A) C rad M. Como esto es cierto para todo m €
M, JM C rad M. Usando ahora 1.20(b), vemos que (rad M)/JM = rad(M/JM).
Pero M/JM es un A/J-modulo y A/J es un anillo semisimple, de modo que
rad o/ M/JM =0 en vista de 1.21(a). Como un A-submoédulo de M/JM es lo
mismo que un A/.J-submodulo, esto implica que (rad M)/JM = rad 4M/JM =0
y, en definitiva, que rad M = JM. O

Observacion 2.23. En algunos textos, aparece la siguiente definicién de anillo sim-
ple: un anillo A se dice simple si es artiniano y no tiene ideales bildteros propios.
Notamos que la condiciéon de artiniano es esencial si se desea que la definicion de
simple implique semisimple, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Sea k un cuerpo de caracteristica cero. El dlgebra de Weyl A, (k) es la subalgebra
de Endy(k[X]) generada por los endomorfismos p, ¢ € Endg(k[X]) tales que

d
(N=XF v =y
para todo f € k[X].

Es facil ver que [p,q] = 1 (verificarlo!). Usando esto, se puede ver que {p'¢’ :
i,j € No} es una base de A;(k) como k-espacio vectorial. Si P € A;(k) se escribe
de la forma P = """ | fi(¢)p', en donde cada f; es un polinomio en g y f, # 0,
diremos que el grado de P es n y que el polinomio f, € k[g| es el coeficiente
principal de P.

Dejamos como ejercicio verificar que:

» Si P € A;(k) es un elemento de grado n con coeficiente principal f,,, entonces
[P, q] es un elemento de grado n — 1 y su coeficiente principal es n f,.
» Si f € k[q], entonces [p, f] = f'.

Usando estas dos afirmaciones, es facil ver que A;(k) no tiene ideales bilateros
propios. En efecto, supongamos que I es un ideal bilatero no nulo de A;(k).
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Sea Py € I un elemento no nulo arbitrario y sea g el grado de Fy. Definamos
inductivamente P;.; = [F;,q| para cada i € Ny. Entonces es facil ver, usando la
primera afirmacion, que P, es un elemento no nulo de I Nk|g]. Escribamos Qy = P,
y sea d el grado de Qg en k[g]. Definamos Q;+1 = [p, Q;] para cada i € Ny. Usando
ahora la segunda afirmacion, vemos que ()4 es un elemento no nulo de I Nk. Como
es inversible, vemos que I = A, (k).

Un elemento = de un anillo A es nilpotente si existe n € N tal que ™ = 0. Un
ideal a <1 A es nil si todos sus elementos son nilpotentes. Finalmente, un ideal a <1 A
es nilpotente si existe n € N tal que a” = 0.

Proposicion 2.24. Sea A un anillo.
(a) Todo ideal nil estd contenido en J(A).
Supongamos ahora que A es artiniano a izquierda.

(b) J(A) es el ideal bildtero nilpotente mds grande.
(c) J(A) es el unico ideal nil a de A tal que A/a es semisimple.

Demostracion. (a) Sea a << A un ideal nil. Si x € Ay n € N es tal que 2" = 0,
entonces (1—x) 3.7 ' 2! = 1, de manera que 1 —z es inversible. Usando la tercera
parte de 2.20, vemos que x € J(A).

(b) Es claro que todo ideal nilpotente es nil, asi que (a) implica que J(A)
contiene a todo ideal nilpotente. La afirmacion (b) quedara probada, entonces, si
mostramos que J = J(A) es nilpotente.

La cadena de ideales J D J? D J? O --- debe estabilizarse, asi que existe n € N
tal que J® = J - J". Supongamos que J" # 0. Entonces el conjunto de ideales
a izquierda Z = {a <; A : a = Ja} es no vacio. Como A es artiniano, existe un
elemento a € I minimal. Ademas, como a = Ja = J%?a = --- = J"q, existe x € a
tal que J"xr # 0y, entonces, J - J"x = J"z. Asi, J"r € Z. Como J"x C a, la
eleccion de a implica que a = J"x y vemos que a es finitamente generado. Pero
entonces

adrada por 1.19
=Ja por 2.22
=a

Esto es imposible y debe ser, en consecuencia, J" = 0.

Finalmente, sea a << A un ideal nil tal que A/a es semisimple. Por la parte (a),
a C J(A); por otro lado, como el ideal J(A)/a<1A/a es nilpotente, la parte (b) nos
dice que J(A)/a C rad(A/a). Como estamos suponiendo que A/a es semisimple,
rad(A/a) = 0 y vemos que J(A) = a. Esto prueba (c). O

La ultima parte de esta proposicién puede ser usada frecuentemente para iden-
tificar el radical de un algebra.
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Por ejemplo, sea Q = (Qo, Q1) un quiver finito, k£ un cuerpo y kQ la k-algebra
de caminos sobre (). Sea R <1 kQ) el ideal generado por los caminos de longitud 1
y sea I < kQ un ideal admisible, esto es, sea I un ideal tal que (i) I C R%y
(i1) existe n € N tal que I D R™. Consideremos el algebra A = kQ/I. Afirmamos
querad A= R/I.

Notemos que A es artiniana, ya que dim; A < oo debido a la condicion ().
Ahora bien, el cociente A/R = (kQ/I)/(R/I) = kQ/R = kl?! es isomorfo a un
producto de |Qo| copias de k, asi que es semisimple, y, por otro lado, todo elemento
de R/I es nilpotente en A en vista de la condicion (7). Luego 2.24(¢) implica que
R/I es el radical de A.

Proposicion 2.25. Sea A un anillo y sea J(A) su radical de Jacobson. Si S es
un A-mddulo simple, entonces J(A)S =0y S es, de manera natural, un A/ J(A)-
mddulo simple. Reciprocamente, si S es un A/J(A)-mddulo simple, entonces, via
restriccion de escalares a lo largo de la proyeccion candnica A — AJJ(A), S es un
A-maddulo simple.

Demostracion. Claramente alcanza con probar que si S es un A-moédulo simple,
entonces J(A)S = 0.

Sea s € S. La aplicacion f : a € A — as € S es un morfismo de A-modulos
no nulo, asi que J(A) C kers. Esto significa que J(A)s = 0. En consecuencia
J(A)S = 0, como queriamos ver. O

Corolario 2.26. Sea A un anillo. Hay un biyeccion entre las clases de isomorfismo
de A-mddulos simples y las clases de isomorfismo de A/ J(A)-mddulos simples.

En particular, si A es artiniano, hay un nimero finito de clases de isomorfismo
de A-maodulos simples.

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia inmediata de 2.25. Para
ver la segunda, basta observar que si A es artiniano, 2.21 nos dice que A/J(A)
es semisimple y entonces 2.12 junto con la primera parte implican la finitud del
conjunto de clases de isomorfismo de A-mdédulos simples. 0

2.4. Algebras de grupo. Veremos ahora un familia importante de ejemplos de
algebra semisimple.

Fijemos un grupo G y un cuerpo k. Notamos cl(G) al conjunto de las clases de
conjugacion de G.

Recordemos que la k-dlgebra de grupo kG es la k-algebra que, como k-modulo, es
el k-modulo libre con base G y en la que el producto es el tnico producto k-bilineal
y asociativo que extiende al de G.

Una representacion de G (sobre k) es un par (M, p) formado por un k-espacio
vectorial M y un homomorfismo de grupos p : G — GL(M ). En general, escribimos
M en lugar de (M, p), cuando esto no dé lugar a confusiones.
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Si (M,p) y (M',p') son dos representaciones de G, un morfismo de represen-
taciones de G f : (M,p) — (M',p') es un morfismo f : M — M’ de k-espacios
vectoriales tal que para todo g € G se tiene que p'(g) o f = f o p(g).

Observacion 2.27. Sea M un kG-moédulo. Sobre el k-espacio vectorial M podemos
construir una representacion (M, p) de G definiendo p : G — GL(M) de manera
que

p(g)(m) = gm, Vg e G, me M.

Si f: M — M’ esun morfismo de kG-modulos 'y (M, p) y (M’ p') son las represen-
taciones de G correspondientes, es claro que f : (M, p) — (M, p') es un morfismo
de representaciones.

Reciprocamente, si (M, p) es una representacion de G, podemos hacer de M un
kG-moédulo si definimos la accion kG x M — M poniendo

x-m:Zagp(g)(m), szZaggEkG,mEM.

geG geG

Como antes, si f : (M,p) — (M’,p') es un morfismo de representaciones de G,
entonces la aplicacion k-lineal f : M — M es de hecho kG-lineal.

Vemos asi que las nociones de kG-modulo y de representacion de G son equiva-
lentes.

La representacion trivial de G es la representacion (k, p) con p : G — GL(k)
el homomorfismo trivial. El kG-mddulo trivial k es el kG-moddulo correspondiente

a (k,p).

Observacion 2.28. Sea M un kG-modulo de dimension 1 y sea m € M \ 0. Si
g € G, entonces g es una unidad de kG y existe pa(g) € k* tal que gm = ppr(g)m.
Obtenemos asi un morfismo de grupos p,; : G — k*; de hecho, si identificamos a k*
con GL(M), (M, ppr) es la representacion de G correspondiente al kG-modulo M.
Como k* es un grupo abeliano, el subgrupo derivado G’ de G estéa contenido en el
nicleo de pys, y par induce entonces un morfismo de grupos pys : G/G" — k*.

El morfismo pys no depende de la eleccion del elemento m € M \ 0. Mas atn,
si M’ es un kG-modulo isomorfo a M, es facil verificar que pyy = par. Asi, puy
depende solamente de la clase de isomorfismo [M] de M.

El resultado mas importante sobre algebras de grupos es el siguiente:

Teorema 2.29. (Teorema de Maschke) Sea G un grupo finito y sea k un cuerpo
en el que |G| es inversible. Entonces k|G| es un anillo semisimple.

Demostracion. Sea M un k[G]-modulo y S € M un submodulo. Mostremos que S

es un sumando directo. Para eso, alcanza con mostrar que existe un morfismo de
k[G]-modulos ¢ : M — S tal que ¢|s = Is.
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Como k es un cuerpo, existe ciertamente una transformacion k-lineal 7 : M — S
tal que 7|g = lg. Definamos ¢ : M — S poniendo

m) =& > gr(g~'m)

para todo m € M. Afirmamos que ¢ es k[G]-lineal y que ¢|s = Is.

Sis e S, entonces g7 ls € Sy (g ls) = g7ts, asi que

O(s) =& > _omlg™'s) =& > 99 's

geG geG

—Lg s=18g=3
e R

geG

Esto dice que gz5|5 = lg. Por otro lado, si h e Gy m € M, es

‘G‘ Zgﬂ 1hm

geG

Si ponemos ¢’ = hg en la suma, esto queda

= \G\ ZQW lhm = ﬁ Z glw((g,)_lhm>

geG g eG
:ﬁZhgﬂ “hthm) = % <Zg7rglm)
g'eG g eG
= ho(m).
Vemos asi que ¢ es un morfismo de k[G]-modulos. O

Observacion 2.30. Supongamos desde ahora que k es un cuerpo en el que |G| es
inversible. Sea {51, ..., S} un conjunto completo de representantes de las clases de
isomorfismo de kG-modulos simples y para cadai € {1,...,r}, sea D; = Endyg(5;)
y sea n; = dimp, homys(S;, kG). Entonces, como en la secciéon anterior, hay un
isomorfismo de anillos

(2.1) kG = M,,(Dy) x -+ x M, (D).

Observemos que D; es una k-algebra de divisiéon de dimensioén finita para cualquier
ie{l,...,r}.

Proposicion 2.31. Es Y., n?dim; D; = |G|.

Demostracion. El resultado sigue de tomar dimension sobre k en (2.1). O]
Proposicion 2.32. Seai € {1,...,r}.

s Sidim, S; = 1, entonces n; = dimy, D; = 1.
» 51 k es algebraicamente cerrado y n; = 1, entonces dimy S; = 1.
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Demostracion. Las dos afirmaciones siguen de la igualdad n;dim; D; = dimg .S,
observada en 2.18 y del lema 2.14. U

Recordemos que si R es un anillo -cuyo centro denotaremos Z(R), dado n €
N, entonces hay un isomorfismo Z(M,(R)) = Z(R); en efecto, la aplicacion r €
Z(R) — rl € M,(R) es un morfismo de anillos inyectivo que tiene a Z(M,(R))
como imagen. Por otro lado, si R y S son anillos, entonces hay un isomorfismo
evidente Z(R x S) = Z(R) x Z(S).

Proposicion 2.33. Esr < |cl(G)|. Si k es algebraicamente cerrado, entonces vale
la igualdad.

Demostracion. Aplicando a (2.1) las observaciones que preceden al enunciado, ve-
mos que hay un isomorfismo

(2.2) Z(kG) = Z(Dy) x --- x Z(D,).

Para cada ¢ € cl(G) pongamos z. = decg € kG. Es facil ver que el conjun-
to {z. : ¢ € cl(G)} es una base del k-espacio vectorial Z(kG) asi que, en particular,
dimg Z(kG) = | cl(G)|. Por otro lado, cualquiera sea i € {1,...,r}, es claro que
klp, C Z(D;), de manera que dimy Z(D;) > 1. Teniendo esto en cuenta, el isomor-
fismo (2.2) da inmediatamente la desigualdad del enunciado.

Si k es algebraicamente cerrado, entonces D; = k para todo i € {1,...,r}, asi
que en este caso es dimy Z(D;) = 1. Vale entonces que r = | cl(G)] en este caso. [

Si k es algebraicamente cerrado, podemos explicitar el isomorfismo (2.1).

Proposicion 2.34. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces si {S;}i_,
es un conjunto completo de representantes de clases de isomorfismo de kQ)-mddulos
simples, hay un isomorfismo ¢ : kG — [[._, Endy(S;) tal que, si para cada i €
{1,...,r}, m : [1;—, Endg(S;) — Endy(S;) es la proyeccion k-ésima, entonces

mi(¢(9)) = ps.(9)
para cadai € {1,...,r} yg € G.

Ejercicios.

1. Descomponer a R[Zy|, R[Z3] y C[Z3] como producto de anillos de matrices
sobre algebras de division, como en el Teorema de Wedderburn. Sugeren-
cia: encontrar moédulos simples sobre los respectivos anillos. Antes de hacer
cuentas, sabiendo que las tnicas algebras de dimension finita sobre R son
R, C y H. Cuales son las posibilidades?

2. Probar que si A es anillo semisimple y L es un ideal a izquierda de A enton-
ces:

= existe e € A idempotente tal que L = Ae.
= A no tiene ideales a izquierda nilpotentes.
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= Si L es simple entonces el idempotente es primitivo, esto es, si e = e;+e5
con e? =e¢; v e1es = 0 = ezeq, entonces alguno de los e; es cero.
Sea k un cuerpo y T»(k) el conjunto de matrices triangulares superiores de
2 X 2 a coeficientes en k, que no es un anillo semisimple. Calcular rad(75 (%))
v Ty(k), rad(Ta(F)).
Sea k un cuerpo y A = k x k con el producto coordenada a coordenada.
Mostrar que A es semisimple pero no simple. Quiénes son los idempotentes
ortogonales que suman uno?
Para que n € N es Z,, un anillo semisimple? Para alguno que no sea semi-
simple, dar un ejemplo de médulo que no sea proyectivo.
Sea A un anillo semisimple y M un A-médulo. A partir del teorema de
Wedderburn sabemos que A = [[', M,,(D;) donde cada D; = End4(L;)°°
es el anillo de endomorfismos del ideal simple L;, y r; es la cantidad de veces
que aparece L; en A como sumando directo. A su vez, M se descompone en
suma directa de submodulos simples, cada uno de ellos isomorfo a algun L;
(por qué?). Dar una condicion necesaria y suficiente sobre la multiplicidad
de cada L; en M para decidir cudndo M es libre. Concluir que si A es
semisimple, entonces A tiene nocién de rango.
Sea A = M, (k) con k un cuerpo, ver que es un ejemplo de anillo con nocién
de rango pero que no existe ningtin morfismo de anillos A — D con D un
anillo de division.
Sea A un anillo y sea M un A-moédulo simple. Entonces o bien M, conside-
rado como grupo abeliano, es isomorfo a una suma directa de copias de Q,
o bien existe p € N primo tal que M es, considerado como grupo abeliano,
isomorfo a una suma directa de copias de Z,.
Sea A un anillo conmutativoy M y N dos A-mdédulos a izquierda y a derecha
respectivamente. Probar que si M o N es semisimple, entonces M ®4 N es
semisimple.
= Si A es un anillo semisimple y B C A es un subanillo, es B necesaria-
mente semisimple?
Si A es un anillo semisimple e I <A es un ideal bilatero, probar que A/
es semisimple.
Sean A y B anillos y n, m € N. Entonces M,,,(M,,(A)) = M;n(A) y
M, (A x B) =2 M,(A) x M,(B).
Si A es un anillo semisimple y n € N, entonces M,,(A) es semisimple.
= Sea A un anillo y sea n € N. Sea P el conjunto de vectores fila de
n componentes en A y sea () el conjunto de vectores columna de n com-
ponentes en A. Entonces P es un A-M,,(A)-bimddulo y @ es un M,,(A)-
A-bimo6dulo con acciones de M,,(A) inducidas por el producto matricial.
Mas atn, hay un isomorfismo QQ ®4 P = M,,(A) de M,,(A)-bimo6dulos y
un isomorfismo P ®u, ) @ = A de A-bimdédulos.
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Como consecuencia de esto, si M es un A-modulo a izquierda, entonces
P @M, (1) (@ ®a M) = M.

= Si M es un A-B-bimo6dulo y N es un B-moédulo izquierdo proyectivo,
entonces M ®pg N es un A-modulo proyectivo.
» Sea A un anillo. Si existe n € N tal que M,,(A) es semisimple, entonces
el anillo A mismo es semisimple.
Sea A un anillo, M un A-moédulo finitamente generado. Si B = End4(M)y A
es semisimple, entonces B es semisimple. Notemos que esto tiene como caso
particular a la segunda parte del ejercicio 11, ya que si M = A", entonces
End, (M) = M,(A).
= Un anillo artiniano a izquierda sin divisores de cero es un anillo de
division.
= Si A es un anillo sin divisores de cero tal que M,,(A) es semisimple para
algin n € N, entonces A es un anillo de division.

Sin € N, sea GG, un grupo ciclico de orden n y sea g, € GG,, un generador.
Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Si kG,, = M,,,(Dy) x---x M, (D,) es
la factorizacion de kG, como k-algebra dada por el teorema de Wedderburn,
de manera que r € N, ny, ..., n, € Ny Dy, ..., D, son k-algebras de
division, entonces ny = no = -+ = n, = 1 y D; es un cuerpo para cada
ie{l,...,r}.

En particular, hay exactamente r isoclases de kG,-modulos simples y si
S1, ..., S, son representantes de estas clases, hay un isomorfismo de kG,,-
modulos kG, = @;_, S;.

Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Sea M un kG,-modulo simple y sea
a:mé€ M~ g,m € M la multiplicacién por g,. Entonces a € Endyg,, (M)
porque kG, es un anillo conmutativo. Sea p € k[X] el polinomio minimal
de a sobre k. Muestre que p es irreducible en k[X]|. Ademaés, si k = Q,
entonces p tiene coeficientes enteros.

Sea 2, C C* el subgrupo multiplicativo de C* de las raices n-ésimas de la
unidad.

» La aplicacion ¢ : x € homg,(Gy, Q) — Xx(91) € Q,, es un isomorfismo
de grupos abelianos. Esto implica que el conjunto Gn = homep(Gy, 21)
tiene exactamente n elementos; llamemoslos x1, ..., Xx.

= Muestre que si x, p € Gn, entonces

> x(@)p(g™") =6y

geGp

Sugerencia: Multiplique el miembro izquierdo de esta igualdad por (1 —
x(g1)p(91"))-
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Si x € G, sea ey = %deGn x(g7 g € CG,. Entonces si x, p € G,

2

ey = €x;
exe, = 1, cuando Y # p, y E ey = 1.
XEGn
Consideremos el anillo A = C x --- x C con n factores y sean 1, ...,

x, € A los elementos de la base candnica. Hay un isomorfismo de anillos
¢ : CG,, — A tal que ¢(e,,) = x; si 1 <i < n. Describa representantes
para cada isoclase de CG,,-mddulos simples.

Sea p un nimero primo. Si 0 < k < [, sea ¢p; : QG — QG x el tnico
morfismo de anillos tal que ¢y(g,) = g,x. Entonces ker ¢; = (gﬁf —1).
Ademsés, si 0 <r <k <, es ¢ = ¢r © Pry.

Sea p un ndmero primo y pongamos ®, = f;& X' € Z[X]. Entonces

X —1=(X-1) ﬁcpp(xpi)

=0

y cada uno de los factores ®,(X?') con 0 < i < [ es irreducible en Q[X].
Sea p un ndmero primo impar. Sea [ > 1 y sea M un QG,-modulo
simple. Si dimg M < p' — p'~!, entonces existe k < I y un QG x-modulo
simple N tal que M = ¢} (V).

Sea p un ntamero primo impar. Notemos M al tinico QG1-modulo simple.
Entonces, para todo [ > 1 existe, a menos de isomorfismo, un tnico
QG i-moédulo simple M; tal que

dimQ Ml Z pl —pl_l.

Ademas, se tiene que

o dimg M, =p' —pi sy

e QG = BiL67,(M) @ M,
Sugerencia: Haga induccion con respecto a [.
Enuncie y pruebe enunciados analogos a los dos ultimos para p = 2.
Sea p € N primo, [ > 1y sea M; un QG -modulo simple de dimensién
p' — p'~!. Entonces M; posee una base con respecto a la cual la matriz
de la aplicacion a : m € M +— gym € M es la matriz companera del
polinomio ®,(X?").
Sea f € Q[X] un polinomio ménico irreducible. Sea a € M,,(Q) la matriz
compaitiera de f. Entonces, si C(a) C M, (Q) es el centralizador de a en
M,,(Q), hay un isomorfismo de anillos C(a) = Q[X]/(f).
Sea p € N primo. Para cada [ € N, sea (; € C una raiz primitiva p'-ésima
de la unidad y sea Q((;) el menor subcuerpo de C que la contiene.
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Entonces hay un isomorfismo de algebras

QG =Q x Q(¢) x -+ x Q).

» Supongamos que n es impar y que n = p;"' ---p*" es la factorizacion
de n como producto de potencias de primos distintos. Entonces G, =
Gp’;n X oo X Gp;nr.

Si M es un QG,-moédulo simple, entonces existen [y, ..., [, € N tales
que l; <m;siie{l,...,;r}y

Y
M =My gy K- WM,
1

Aqui M, . es el tnico QG ym-modulo simple de dimension p! — p'~1.
18. Muestre que si k € {Q, R, C}, entonces kS5 = k x k x My(k).
19. Encuentre la descomposicion de Wedderburn para kD, con k € {Q, R, C} si
Dy={(s,t:s*=tt=1,sts =171,
20. Sea Q = {£1,+i,+j, +k} el grupo de los cuaterniones unitarios. Muestre
que

QR=0QxQxQxQ x Hy,
RQ =R xR xR xR x Hg,
y CR=ECxCxCxCxMyC).

Aqui Hpg es el anillo de los cuaterniones reales y Hyg es el analogo definido
sobre Q.
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