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Primer parcial
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1. (DESIGUALDAD DE SYLVESTER) Si f : V — W y g : W — U son aplicaciones lineales entre
espacios vectoriales de dimensidn finita, entonces

rgg+rgf <rg(gof)+dimw.

Solucion. Aplicando el teorema de la dimension a la restriccién gliy, ¢ @ im f — im(gof ), que es sobreyectiva,
vemos que

dimker(glims) +dimim(g o f)=dimim f.
Por otro lado, como ker(gim s) € ker g,

dimker(glims) < dimkerg =dimW —dimim g.
De estas dos ecuaciones, entonces, que

dimimf —dimim(go f) <dimW —dimim g,

que es la desigualdad del enunciado. 1

2. Sean p, q : V — V dos proyectores.

(a) Muestre que la composicién g o f puede no ser un proyector.
(b) Pruebe que las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:
(1) gof esun proyectory fog=g.
@@ img<imf.

Solucién. (a) Tomemos V = R® y sean f, g : V — V tales que para todo (x,y,z) € V es
f(x,y,2) =(0,x+y,0) y g(x,y,2) = (0,0, y + z). Es inmediato verificar que f y g son proyectores, y
que go f nolo es porque go f #0=(go f)>%.

(b) Por hipétesis, f(g(v)) = g(v) para todo v € V, asi que img C im f. Esto prueba que (i = ii).
Para ver la reciproca, sea v € V. Entonces g(v) €im g Cim f, asi que f(g(v)) = g(v), y entonces

(gofYPM=g(fEf M =ge(f (M) =g(f (W) =(g° V).

Asi,(gof)Y=gof. O
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consideremos la funcién ¢; : R[x]., — R tal que ¢;(p) = p(x;) para cada p € R[x],.

3. Sean > 1. Sean Xx,, ..., X, numeros reales distintos dos a dos y, para cada i € {0,...,n},

(@) El conjunto B* = {e,...,€,} es una base de R[x] .
(b) Sea B ={P,,...,P,} labase de R[x]., cuya base dual es 8*. Sean y,, ..., ¥, nimeros reales
y sea

P(x)= Zn:}’ipi-
i=0

Muestre que P es el tinico polinomio de R[X ], tal que P(x;) = y; para todo i € {0,...,n}.
(c) Pruebe que existen nimeros reales a, ..., a, tales que para todo P € R[x ], se tiene que

1 n
J P(x)dx = Z a;P(x;).
0

i=0

Solucién. (a) Supongamos que ag, ..., &, € R son tales que Z?:o a;e; = 0. Si j € {0,...,n}, entonces

0= a;e)(X))i =", a;x]. Los escalares ay, ..., a, satisfacen las n + 1 relaciones

x8a0+x?a1 +-~-+x2an =0,

xéa0+x%a1 +---+xian =0,

XpQo +xjag + - +xpa, =0.

Como es no nulo el determinante de la matriz de van der Monde

0 ,0 0
I
Xo X Xn
. . . b
n n n
xO 249 Xn
esto implica que ag =a; =---=a, =0.

Esto nos dice que 98" es linealmente independiente. Como %* tiene n+ 1 = dimR[X ]2  elementos,
esto es suficiente para concluir que es una base de R[X]Z .

(b) Si j € {0,...,n}, entonces P(x;) = &;(P) = o yigi(P) = o ¥i6;; = y;. Esto nos dice que el
polinomio P satisface las condiciones deseadas.

Si Q es otro polinomio que las satisface, entonces P —Q es un polinomio se anula en xg, ..., X,,. Esto
es, P—Q tiene n+ 1 raices distintas y tiene grado a lo sumo n, debe ser P—Q = 0. Esto prueba la unicidad.

(c) Lafuncién I : P € R[X ], — fol P(x)dx € R es una funcién lineal, asf que I € R[X]% . Como

A* es una base de R[X ] , existen escalares ay, ..., a, € R tales que [ = Z?:o a;¢;. Esto significa que si

P e R[X].,, entonces

1 n n n
J P(x)dx =I(P) = (D a;e)(P) = > a;;(P) = Y a;P(x,).
0 i=1 i=1 i=1
Esto verifica la afirmacion del enunciado. O

4. Sea M € M,(R) una matriz tal que 8 = {(12),(57!),(3 %), M} es una base de M,(R) y sea
B* = {1, s, P3, 94} la base dual.

(a) Encuentre las coordenadas en la base 9* de una base de ((_01 %))o.
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(b) SeaAe M,(R) tal que (A)° = (@1 + ¥3, 91— Py + 204, 2005 + 93— ,). Muestre que entonces
B ={(12),(57'),(34),A} es una base de M,(R).

5. Sean v; = (1,-2,3,0), v, = (2,4,—1,1), v; = (4,0,5,1),v, = (0,8,—7,1) € R*. Determine
todos las ternas vectores w, w, y w, € R? tales que existe una transformacién lineal f : R* - R?

con

fv) =wy—wy + 2w, f(v3) =wy +2ws,

f)=w;+wy,—wsy, f(vy) =4ws,.
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