CALCULO AVANZADO
Primer Cuatrimestre — 2010

Prdctica 8: Espacios normados

1. Sea E un espacio normado y consideremos sobre E x E y R x E las métricas d,
construidas a partir de la métrica usual de E y de la métrica usual de R.

(@) Las operacioness: (x,y) EEXE— x+y€Eym:(t,x)ERXE—tx€E
son continuas.

(b) La clausura de una bola abierta es la correspondiente bola cerrada: esto es,
para todo x € E y todo r > 0 se tiene que B(x,r) = B[x,r].

(¢) Supongamos que dimE > 0. Si x € E y r > 0, entonces diam B(x,r) = 2r.

2. Sea E un espacio normado y sea C C E. Decimos que C es convexo si
paracada x, y € Cycadat€[0,1]es tx+(1—t)y €C.

(@) Six€Eyr>0,el conjunto B(x,r) es convexo.

(b) Si 6 es una familia de conjuntos convexos de E, entonces ﬂCG%, C es un con-
junto convexo.

(c) SiC CE es convexo, entonces C° es convexo.

(d) SiC C E es convexo, entonces C es convexo.

3. SeaK € {R,C} y sea E un K-espacio normado y sea S C E un subespacio vecto-

rial.

(a) S es un subespacio vectorial de E.

(b) SiS #E, entonces S° = .

(©) Si¢ : E — K es una funcién lineal tal que su nticleo H = ker ¢ es cerrado,
entonces ¢ es continua.

(d) SidimS < oo, entonces S es cerrado.

(e) Si S es un hiperplano, entonces S es o bien denso en E o bien se trata de un
cerrado de E.

4. En cada uno de los siguientes ejemplos de subespacios, decida si se trata de
conjuntos cerrados, densos o hiperplanos.

(@ ¢ ={(x)nen €L : existe el limite lim,_,o, x,,} € £°°;

(b) Co = {(xn)neN € eoo : ll/mn—>oo Xn = 0} < c;

() R[X]<cC[0,1];

(d) C'[a,b] < Cla,b].

5. Sean E y F espacios normadosysea T : E — F un operador lineal. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) T escontinuoenO€E.

(b) existe x, € E tal que T es continuo en X.

(¢) T es continuo.
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(d) T esuniformemente continuo.
(e) Existe M > 0 tal que ||Tx|| < M||x|| para cada x € E.
(f) Laimagen T(A) de todo conjunto acotado A C E es acotada en F.

6. Sean E y F dos espacios normados, y consideremos el conjunto L(E, F) de todas
las funciones T : E — F que son lineales y continuas. Para cada T € L(E, F) sea

ITII = sup [ITCx)ll-
lIxllz<1
(a) (L(E,F),]|I-Il) es un espacio normado.
(b) SiF esun espacio de Banach, entonces L(E, F) también lo es.

7. Sean E y F dos espacios normadosysea T : E — F un operador lineal y continuo.
Entonces

1T Gl
IT|l = sup IT(x)|l = sup [IT(x)|| = sup
llxll<1 llxll=1 xz0 x|

=inf{M eR:Vx €E, |[T(x)|| <M|x|}.

8. Sea k : [0,1] x [0,1] — R una funcién continua y sea K : C[0,1] — C[0,1] la
funcioén tal que

1

(Kf)(x) =J k(x,y)f (y) dy

0
Entonces K es lineal y continua. Encuentre una cota para su norma.

9. La funcién f : (R™, ||]|oo) = R tal que f(a) = .o, na, sia = (a,)pey € R
es lineal pero no continua.

10. Sean S, T : £! — (! los operadores definidos por

S(aq,x9,%3,...) =1(0,x1,X9,X3,...),

T(x1> X2, X35 .. ') = (xz; X350 )
Muestre que S y T son lineales y acotados y calcule sus normas.

11. Sea E unespacio normado de dimensiénn € Nysea f : R" — E un isomorfismo
algebraico. Consideramos sobre R" la norma ||x||oo = MaX;<;<n|x]|.

(a) Elconjunto K = {x € R": ||x||cc = 1} € R" es compacto.

(b) Existen cq, ¢, > 0 tales que ¢;[|x||oo < |If (X)) < ¢5llx|loo para todo x € R".
(¢) Todo par de normas sobre R" es equivalente.

12. Sea E un espacio de Banach y sean S, T C E dos subespacios cerrados. Si
dimT < oo, entonces S + T es también un subespacio cerrado.

13. Lema de Riesz. Sean E un espacio normado, S € E un subespacio cerrado propio
y a € (0,1). Existe entonces un vector x, € E\ S tal que ||x,|| =1y ||s — x,l| > a
para todo s € S. Decimos que que X, es casi ortogonal a S.

Sugerencia. Considere x € S, r =d(x,S)y x, = ﬁ con b € S adecuado.

14. Sea E un espacio normado de dimensiodn infinita. Existe entonces una sucesiéon
(w)ney en E tal que
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o ||w,||=1paratodoneNy
o d(w,,w,)> % si n, m € N son distintos.
Deduzca de esto que B(0,1) no es un conjunto compacto.
Sugerencia. Aplique el lema de Riesz a una sucesion creciente de subespacios de dimensién finita.
15. Sea E un espacio normado y sea H C E un subespacio. Entonces H es un hiper-

plano sii existe una funcidn lineal v : E — R no nula tal que H = kery. Mds atin, H
es cerrado sii v es continua.

16. Un espacio de Banach de dimensién infinita no puede tener una base algebraica
numerable.

Sugerencia. En caso contrario, el espacio seria una uniéon numerable de subespacios de dimensidn finita.

Usando el teorema de Baire, obtenga el resultado deseado.

Stefan Banach
1892-1945, Polonia/Ucrania
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