CALCULO AVANZADO
Primer Cuatrimestre — 2010

Prdctica 8: Espacios normados

1. Sea E un espacio normado y consideremos sobre E x E y R x E las métricas d,
construidas a partir de la métrica usual de E y de la métrica usual de R.

(a) Las operacioness: (x,y)€EExXE—x+y€Eym:(t,x)ERXE—tx€E
son continuas.

(b) La clausura de una bola abierta es la correspondiente bola cerrada: esto es,
para todo x € E y todo r > 0 se tiene que B(x,r) = B[x,r].

(¢) Supongamos que dimE > 0. Si x € E y r > 0, entonces diam B(x,r) = 2r.

Solucion. Recordemos que la métrica d, sobre E x E es tal que
doo (6,3, (¢, ¥)) = méx{llx —x'Il, Iy — ¥'II}

si (x,y), (x’,y") € Ex, y que la métrica d,, sobre R x E es tal que
doo((t, x),(t/, x’)) = méx{lt —t'],|]x —x’II}.

si (t,x), (t/,x’) € R x E. (a) Sea (x,,Y,) €E X E yseae>0.Sea(x,y) € ExE es tal que
doo (0, ¥o), (x, ¥)) < €/2. Entonces

d(s(x0, ¥0)5(x, ¥)) = || G + y0) = (x + )|
= ||(x0—x)+(y0—y)||
< Hlxo —xll +llyo = ¥l
< 2do ((x0, o), (x,¥)) < &
Esto muestra que s es continua en (xo, y).

Sea (ty, x,) € RXE ysea ¢ > 0; sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢ < 1.
Sea & = ¢&/(||xoll + 1+ |tol)- Si(¢,x) € R x E es tal que dw((to,xo), (t,x)) < &, entonces

d(m(to, xo), m(t,x)) = lltoxo — txl|
< [ltgxg — txoll + [[txo — tx||
= [t — tlllxoll + [t ]llxo — x|

Es [t — tol < doo((t9, X0), (£,3)) < 8 ¥ lx = Xoll < duo((to %o, (£,)) < 55 en particular,
[t] < |t —to| + |to] < & + |to|. Vemos entonces que

d(m(to, xo), m(t, x)) < llxoll + (5 + 16615 < 5(llxoll + 1+ [to]) = €.

Esto muestra que la funcién m es continua en (t, x,).

(b) Sea x € Ey r > 0. Como B(x,r) € B[x,r] y B[x,r] es cerrado, es claro que
B(x,r) € B[x,r]. Por otro lado, sea y € B[x, y]. Paracadan € Nsea y, = x +(1—%)(y—x).
Entonces

o |ly,—yll= %le—yll paratodon €N, asi que y, = y sin — o0y,
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e como ||y, — x|l = (1= Dlly —x|| < r porque 1—; <1y|ly — x| <, esy, €B(x,r)
para todo n € N.

Vemos asi que y € B(x, r). Esto implica que B[x,r] C B(x,r).
(©) Si y, y' € B(x,r), entonces |ly — y'|| < |ly — x|l + |lx — y'll < 2r, asi que

diamB(x,r) < 2r. Por otro lado, como dimE > 0, existe v € E tal que ||v|| = 1. Para
cada t € (—1,1), sea y, = x + rtv. Como ||y, —x|| = r|t|||vl] < r, es ¥, € B(x,r) para
todo t € (—1,1). Como ||y, — y_.|| = ||2rtv|| = 2r|t| para todo t € (0,1), es claro que
diamB(x,r) = 2r. O

2. Sea E un espacio normado y sea C C E. Decimos que C es convexo si
paracada x, y€Cycadate€[0,1]estx+(1—t)y €C.

(@) Six€Eyr>0,elconjunto B(x,r) es convexo.

(b) Si % esuna familia de conjuntos convexos de E, entonces [ |-c, C €s un con-
junto convexo.

(c) SiC CE es convexo, entonces C° es convexo.
(d) SiC CE es convexo, entonces C es convexo.

Solucién. (a) Sean y, z € B(x,r) y sea t € [0,1]. Entonces

A=)y +t2)—x| =||Q—1)y +tz) = (1—t)x — tx||
< A=0lly = xIl + tllz — x|
<(1-t)r+tr=r,

asi que (1 —t)y + tz € B(x, ). Esto muestra que B(x, ) es convexo, como queriamos.

(b) Sea K =y C, ysean x, y €K y t €[0,1]. Si C € 6, entonces x, y € C, asi que,
como C es convexo, (1—t)x +ty € C. La arbitrariedad de C en ¥, entonces, implica que
(1—-t)x+ty K.

(¢) Supongamos que x, y € C°y que t € [0,1]. Sea z = (1 — t)x + ty, que es un
punto de C. Como x e y son puntos interiores de C, existe ¢ > 0 tal que B(x,e) € Cy
B(y,€) € C. Sea u € B(z,¢). Entonces |lu—z|| < ¢, asi que x + (u—2) € B(x,e) S Cy
y +(u—2) € B(y, ) € C, de manera que el punto

(1—t)(x +(u—z))+ t(y +(u—z)) =u

estd en C. Asi, vemos que B(z, €) € C y, en consecuencia, que z € C°.

(d) Sean x, y € C y sea t € [0,1]. Existen entonces sucesiones (X,),s; € (¥n)ns1 €n C
tales que x,, = x e y, — ¥ si n — 0. La continuidad de las operaciones de E, entonces,
implica que

Q—t)x,+ty,»(Q1—t)x+ty

si n — 00 v, entonces, que (1—t)x +ty € C. O

3. SeaK € {R,C} y sea E un K-espacio normado y sea S C E un subespacio vecto-
rial.

(a) S es un subespacio vectorial de E.
(b) SiS #E, entonces S° = .
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(©) Si¢ : E — K es una funcién lineal tal que su nticleo H = ker ¢ es cerrado,
entonces ¢ es continua.

(d) SidimS < oo, entonces S es cerrado.

(e) Si S es un hiperplano, entonces S es o bien denso en E o bien se trata de un
cerrado de E.

Solucién. (a) Hay que mostrar que S es cerrado para la suma y la multiplicacién por escalares.
Sean x, y € S, de manera que existen sucesiones (x,),>1 € (¥,)n>1 €0 S tales que s, — x e
Y, — Y sin — oo. Entonces x, + y, — X + ¥ sin — oo, porque la suma en E es continua, y
como x, + ¥, €S para todo n € N, esto implica que x + y € S.

Por otro lado, sea x € S y sea t € R. Como antes, existe una sucesién (x,).>1 en S tal que
X, — 00 sin — 00 y, como la multiplicacién en E es continua, esto implica que tx, — tx si
n — o00. Ahora bien, es tx, € S para todo n €N, asi que tx € S.

(b) Supongamos que x € S°, de manera que existe ¢ > 0 tal que B(x,¢) € S. Co-
mo B(0,e) = {y —x : x € B(x,€)} y S es cerrado para la diferencia, vemos que también
B(0,¢) C S. Si ahora y € E, sea y’ = ¢||y|[""y/2. Entonces ||y’]| = /2, de manera que
¥y’ € B(0,¢) C Sy, en consecuencia, ya que S es un subespacio, y = 2¢%||y||y’ € S. Vemos
asique E C S.

(c) Si ¢ es identicamente nula, entonces no hay nada que probar. Si no es ese el caso,
entonces existe u € E tal que ¢ (u) = 1. El conjunto u + H es cerrado y no contiene a 0 € E,
asi que existe a > 0 tal que B(0,a) N (u + H) = @. Afirmamos que

|¢p(x)] < 1sixe€B(0,a). (D

En efecto, supongamos que no, y sea x € B(0,a) tal que |[¢(x)| > 1. Se sigue que
lx/d)l = (1/p(x))lx]] < a, de manera que x/¢p(x) € B(0,a) y, por otro lado,
¢(x/p(x)) = 1, asi que x/¢p(x) € u+ H: vemos que x/¢p(x) € B(0,a) N (u+ H), lo que
es absurdo. Esto prueba (1).

Sea ahora x € E y sea € > 0. Si y € B(x,as), entonces |[e"}(y —x)|| < a, asi que de
acuerdo a (1) es [¢p(e7*(y — x))| < 1, de manera que |f(y)— f(x)| = |f(y —x)| < €. Esto
prueba que ¢ es continua en x.

(d) Procedemos por induccién en n = dim S. Si n = 0, el resultado es evidente. Suponga-
mos entonces que n > 0 y sea B = {x1,...,X,} una base de S. Sea ¢ : S — K la aplicacién
lineal tal que ¢ (x;) =0sii € {1,...,n—1}y ¢(x,) = 1. El ndcleo S’ = ker ¢ es el subespacio
generado por {x,...,X,_;}, que tiene dimensién n—1: la hipétesis inductiva implica que se
trata de un cerrado de E, asi que es también un cerrado en S, y entonces ¢ es continua en
vista de (c).

Sea (¥ )r>1 una sucesién en S que converge en E y sea y € E su limite. Para cada k > 1
existe un tinico y, € S’ tal que y; = y; +¢ (¥, )x,. La sucesion (¢ (¥ ))xs; es de Cauchy en K.

Sea ¢ > 0. Como ¢ es continua en S, existe § > 0 tal que si z € S es tal que ||z]| < & entonces
|f ()| < €; por otro lado, como (y;)r>1 es de Cauchy en E, existe K € N tal que si k, [ > K se
tiene que ||yx — y;ll < 6. Entonces si k, I 2 K, |¢(yx) — ¢ (i) = ¢ (yx — yi)l < &.
Existe entonces t = lim,,_, o, ¢(y;) € K. Notemos que y, = y,—¢(y)x, = y—tx, sik — oo.
Como (¥, )i>1 €5 una sucesién en S’ y este subespacio es cerrado, vemos que y — tx, € S'.
Pero entonces y = (y —tx,)+tx, €S+SCS.

Hemos mostrado que toda sucesién en S que converge en E tiene su limite en S, esto es,
que S es cerrado en E.

(e) Sea S C E un hiperplano, de manera que existe z € E tal que E = S & Kz. Notemos
que S es un subespacio propio maximal.

Ahora bien, si S no es cerrado, S es un subespacio de E que contiene propiamente a S y
la observacion anterior implica, entonces, S=E. O
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4. En cada uno de los siguientes ejemplos de subespacios, decida si se trata de
conjuntos cerrados, densos o hiperplanos.

(@ ¢ ={(x)nen €L : existe el limite lim,_,o, x,,} €£°°;
b)) co={(x¢)neny €L : lim,_ o x, =0} Cc;

() R[X]ccC[0,1];

(d C'la,b]CCla,b].

Solucion. (a) El conjunto c es cerrado. Para verlo, sea (i ),~; Una sucesioén en ¢ que converge
au € (%, y supongamos que u; = (U ,)p>1 ¥ U = (u,),>;. Tenemos que mostrar que u es
una sucesion de Cauchy. Sea entonces ¢ > 0. Como u; — u si k — 00, existe k € N tal
que sup,s;|ug, — u,| = |lu, —ul| < &. Por otro lado, u; es una sucesién de Cauchy en K,
asi que existe N € N tal que si n, m > N es |u; , —uy ,| < €. Si ahora n, m > N, entonces
|, =ty | < |u, —uy |+ [ty , — g | + [ty — 1| < 3e. Esto prueba que u es de Cauchy, como
querfamos.

Como hay en £°° puntos que, en tanto sucesiones, no convergen, es claro ahora que ¢ no
es denso en £°°. Veamos finalmente que no se trata de un hiperplano de £°°.

Para cada g € N sea Sea u(® = (ukq))k21 € (°° la sucesion tal que ug(q) = 1 si k es divisible
por g, y 0 si no lo es. Claramente u'® ¢ S, asi que para ver que S no es un hiperplano alcanza
con mostrar que S + Ku® C . Supongamos, por ejemplo, u® € § + Ku'®, de manera que
existe v = (Vi1 €S y A € K tales que

u® =y + 2@, (2)

Pero entonces u® — Au® converge: es inmediato que esto es imposible.

(b) Sea ¢ : ¢ — K la funcidn tal que si u = (x,),=1 € ¢, es $p(u) = lim,_, o, x,. Que esto
estéd bien definido sigue inmediatamente de la definicién de c.

Sea £ > 0. Siu=(x,),> €c estal que |[u|| < £/2, entonces |x,| < /2 para todo n > 1
y entonces |¢(u)| = |lim,_,o x,| < &/2 < e. Esto implica que ¢ es continua. Ahora bien,
co = ¢71(0), asf que se trata de un cerrado de c, porque {0} es un cerrado de K.

Como no toda sucesion de ¢ converge a 0, es evidente que c, no es denso en c. Sea
w = (W,),>1 € c lasucesién tal que w,, = 1 para todo n > 1. Claramente w € c\ ¢,. Mostremos
que ¢ = ¢, ® Kw, de manera que c, es un hiperplano en c; para ello, alcanza con ver que
¢ = ¢y +Kw.

Sea u = (x,),>1 € c ysea pu = lim,_ x,. Es claro que u = (u — uw) + uw y, como
u— uw € ¢y, esto muestra que u € ¢y + Kw.

(c) R[X] no es cerrado en C[0, 1]: consideremos la sucesién (p,),>; en R[X] tal que

X x? x"
pa(x) = +2+22+ +2n
para cada n € N. Sabemos quessi f : x €[0,1] — 2(2—x)~* € R, entonces p, — f en C[0,1],
y f € R[X]. Esto es consecuencia, por ejemplo, de que ninguna derivada de f es identica-
mente nula.
Sabemos que R[X] es denso en C[0, 1], por el teorema de Weierstrass. Por otro lado, no
se trata de un hiperplano. Para verlo, consideremos las funciones g : x € [0,1] — sinx € R
yh : x € [0,1] » cosx € R. Como g tiene infinitas derivadas no idénticamente nu-
las, g ¢ R[X], asi que si R[X] fuese un hiperplano de C[0,1], deberiamos tener que
h € R[X] + Rg. Pero esto implicaria que h — g € R[X], lo que es absurdo porque, otra
vez, h — g tiene infinitas derivadas no idénticamente nulas.
(d) Supongamos por simplicidad que a =—1 y b = 1. Sea para cada n > 1 la funcién

1
faite[-1,1]— =V 1+n2t2eR.
n
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Entonces (f,),»1 €s una sucesién en C'[—1,1]. Sea f : t € [-1,1] — |¢t| € R, y mostremos
que f, — f en C[—1,1]: esto implica que C'[—10,1] no es cerrado en G[—1,1] Como las
funciones son pares y f, > f en (0, 1),

1
1~ 1l = mix (;x/1+n2t2—t)
i b

€[0,1]

Como ,

— 2¢2
L (Bvirme—) =it
dt \n Vvn2t2+1

y el numerador no se anula en (0, 1) porque nt < v1+n2t2si0 <t < 1, vemos que

1f, = 1l = méx{£,(0) — £(0), £u(1)— (1)} = max{ 2, Y21 1}

y entonces es claro que ||f, — f|| = 0 si n — oo, esto es, que f, — f en C[—1,1].
Mostremos que C'[—1,1] es denso en C[—1,1]. Sea f € C[—1,1] y consideremos la
L 12 z

funcién ¢ : t € R — m~/2e™" € R. Para cada £ > 0 sea ademss f, : [—1,1] — R tal que

1

f@=e7| f(s)p(e(t—s))ds
-1

para cada t € [—1, 1]; notemos que como el integrando es continuo en [—1, 1], esto estd bien
definido. Si mostramos que

o f. esderivable en [—1,1].
o lim,, f. = f en C[—1,1].

habremos probado que C'[—1,1] es denso en C[—1,1].
Terminar esto y mostrar que no es un hiperplano.

5. Sean E y F espacios normadosysea T : E — F un operador lineal. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) T escontinuoenO€E.

(b) existe xy € E tal que T es continuo en Xx.

(¢) T es continuo.

(d) T es uniformemente continuo.

(e) Existe M > 0 tal que ||Tx|| < M||x|| para cada x € E.

(f) Laimagen T(A) de todo conjunto acotado A C E es acotada en F.

Solucion. (a = b) Esto es evidente.
(b = c¢) Sea x; € E y sea (y,),>; una sucesién en E que converge a x;. Entonces
(¥ —x1 + xg),=1 €5 una sucesion en E que converge a X, y la hipétesis implica que

T(y,)—T(x;) + T(xo) = T(y, — X1 +x0) = T(x0)

sin — 0o, de manera que T(y,) — T(x;) si n — oo. Esto nos dice que T es continua en x;.

(¢c = d) Sea ¢ > 0. Como T es continuo, es continuo en 0 y existe 6 > 0 tal que si
[[x]| < 6 entonces || T(x)|| < €. Si ahora x, y € E tales que d(x,y) = ||lx—y|| < &, la eleccién
de & implica que ||T(x)—T(y)||=||T(x — y)|| < €. Asi, T es uniformemente continuo.
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(d = e) Como T es uniformemente continuo, es continuo en 0 y existe 6 > 0 tal que
si ||x|| < & entonces || T(x)|| < 1. Sea M =257 L.

Si x € E \ 0, entonces I|%I| < 8, asi que ||T(%)|I <L y|IT()| < Mllx]||. Six =0,
esta desigualdad también vale.

(e = f) Sea A C E acotado, de manera que existe r > 0 tal que A C B(0,r). Si x €A,
entonces || T (x)|| < M||a|| < Mr, asi que T(A) € B(0, Mr). Esto nos dice que T(A) es acotado
enF.

(f = a) Sea ¢ > 0. El conjunto B(0,2) es acotado en E, asi que por hipdtesis existe
r > 0 tal que T(B(0,2)) € B(0,r). Sea 6 = er~ . Si x € B(0,5) \ 0, entonces ”IIJ;_H” =1<2
y en consecuencia ||T(ﬁ)|| < r, de manera que ||T(x)|| < r||x|| < &. Esto implica inmedia-
tamente que T es continuo en 0. (]

6. Sean E y F dos espacios normados, y consideremos el conjunto L(E, F) de todas
las funciones T : E — F que son lineales y continuas. Para cada T € L(E, F) sea

ITll = sup [IT()lg.

lIxllz<1

(@) (L(E,F),||"]]) es un espacio normado.
(b) SiF esun espacio de Banach, entonces L(E, F) también lo es.

Solucién. (a) Tenemos que mostrar que ||-|| es una norma en L = L(E, F).
e Es claro que ||0]| = 0. Sea, reciprocamente, T € L \ 0, de manera que existe x € E tal
que T(x) # 0. Entonces ||x/||x||z|lz < 1, y tenemos que
T = 1T G/l ll)le = xliZ TNl > 0

porque T(x)# 0y |||l es una norma.
e Sea T € Ly AeK.Entonces |[(AT)(x)|[z = AT (x)g si x|z < 1, asi que
IATII = sup I(AT)C)Iz = sup [AITC)F = [Al sup (TGOl = AT

lIxllp<1 lIxllg<1 IIxllz=<1
e SeanS, T € L. Si x €E es tal que ||x||z < 1, entonces
IS + T)ONE = ISG) + TCllr < ISCllF + 1Tl < IST+ T I,

y entonces es inmediato que ||S+ T|| < ||S]| +||T]|.

(b) Supongamos que F es un espacio de Banach y sea (T),),~; una sucesién de Cauchy
en L(E,F). Para cada ¢ > 0 existe N, € N tal que ||T,, — T,,|| < & cuando n, m > N,.
SeaR>0. Sea x € E\ O tal que ||x||; <R. Sie>0yn, m=>=N,j, entonces

(| TG /llxll) = Tl /M) = [|(To = Td e/l llg) || < €/R

porque ||x/|lx||gllz < 1, asi que [|T,(x) — T,,(x)|lz < e. Vemos asi que (T,(x)),>; €s una
sucesion de Cauchy en F y la hipétesis implica que tiene un limite T'(x) € F. Poniendo ademas
T(0) = 0, obtenemos de esta manera una funcién T : E — F tal que T(x) = lim,_, o T,(x)
para todo x € E. Tenemos que mostrar que T es lineal y continua, y que T, — T en L(E, F).
e Sean x, y € Ey A € K. Para cadan € Nes T,(x + Ay) = T,(x) + AT,(y). Como
T,(x) = T(x), T.(y) » T(y) y T,(x + Ay) = T(x + Ay) si n — o0, vemos que
T(x + Ay) = T(x)+ AT(y), porque las operaciones de F son continuas. Esto implica

que T es lineal.
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e Sea e > 0.Sea M = N,,. Si n, m = M, vimos arriba que ||T,(x) — T;,,(x)|| < &/2 si
[[x]|z < 1. Tomando limite cuando m — oo, entonces, y usando la continuidad de la
norma, vemos que si ||x||z < 1 es || Ty, (x)— T(x)||z < &/2. Como T, es continua en O,
existe 6 € (0,1) tal que || Ty, (x)||; < £/2 cuando ||x||; < &.

Ahora, si ||x||z < &, entonces

TGN < 1T Clle + 1 Ta () = T(x)lg < e,

asi que T es continua en 0. Esto implica que T es continua, porque es lineal.

e Sea e > 0. Sin, m > N,/, entonces ||T,(x)— T, (x)||z < /2 para todo x € E tal que
|lx||z < 1. Tomando limite cuando m — ©o, esto implica que sin = N,;, y x|l < 1
es ||T,(x) — T(x)|lz < e. En otras palabras, ||T, — T|| < & si n = N,/,. Vemos asi que
T,— Tsin— oo. ]

7. Sean E y F dos espacios normadosysea T : E — F un operador lineal y continuo.
Entonces

| T (x)l
ITIl = sup ITCOIl = sup IT(x)I| =sup ———
Ix]l<1 [lxll=1 X#0 [l ||

=inf{M eR:Vx €E, ||[T(x)| <M|lx||}.

Solucion. Llamemos A;, A,, A;, A, ¥ As a los cinco miembros de esta igualdad, en orden.
e Esinmediato, de la definicién de || T||, que A; = A,.
e Si||x|]| =1, entonces como la norma es continua,
IT GOl = im||T(ex)[| < sup [T(Y)Il =A,,
gl llyli<1
de manera que Az = sup)j ;[ T(x)|| < A,.
e Six # 0, entonces || T(X)|/llxIl = [IT(x/llxIDII < As, porque [|x/|lx|lll = 1. Luego
Ay =sup,xolITCI/llx |l < As.
e Si0 < ||lx|| £1, entonces || T(x)|| < [|T(x)|l/llx|| < Ay; es claro que si x = 0 también
vale esta desigualdad. Luego A; = supy, <, |T(x)|| <A,.
Esto prueba que A; = A, =A; =A,.

e Sea M € R tal que [|T(x)|| £ M||x|| si x € E. Entonces ||T(x)||/||x|| < M para todo
x € E\O, asi que A, < M. Esto muestra que A, es una cota inferior para el conjunto
{M eR:Vx€E, ||T(x)|| £ M||x||} y, en consecuencia, que A, < As.

o Por otro lado, como || T(x)||/]|x]| <A, six # O, es || T(x)|| < A,llx]|| six € E, de manera
que A, € {M € R : Vx € E, ||[T(x)|| £ M||x||}. Esto implica inmediatamente que
As <A,

Asi, A, = As. 0

8. Sea k : [0,1] x [0,1] — R una funcién continua y sea K : C[0,1] — C[0,1] la
funcioén tal que

1

(Kf)(x) =f k(x,y)f (y) dy

0

Entonces K es lineal y continua. Encuentre una cota para su norma.
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Solucién. La linealidad es inmediata. Sea M = sup,, ,(0171K(x, y)|- Si x € [0, 1], entonces

I(Kf))| < J- kCe, VILfF (I dy < MIIf I,
0

asi que ||[Kf|| < M||f||: esto nos dice que K es continua y que ||K|| < M. O

9. La funcién f : (RWY, |-l o) = R tal que f(a) = 3., na, si a = (a,)ney € RV
es lineal pero no continua.

Solucién. Que es lineal es inmediato. Si para cada n € N ponemos e, = (e,;);>; con e,; =0
sin#iye,,= %, entonces ||e,|| = % — 0 sin — oo, pero |f(e,)| =1 /4 0. Luego f no es
continua. ]

10. Sean S, T : £! — (! los operadores definidos por

S(Xlax2’x31- . ) = (O,X1,X2,X3, . ')’
T(x1, X5, X5,...) = (X2, X3,...).

Muestre que S y T son lineales y acotados y calcule sus normas.

Solucidn. Six = (x,)p>1, €s ||x|| =[xy | + [x5| +---, ¥
ISGOIl =0+ |xy | + |xa] + -+ = l|x]],

de manera que S es continua y tiene norma ||S|| = 1, mientras que
IT QO = |xa| + Ixs] + -+ < lx]l,

de manera que T es continua y tiene norma ||T|| < 1. Ademds, es inmediato que
ITS(x)|| = ||x|| para todo x € £!, asi que de hecho ||T|| = 1. O

11. Sea E unespacio normado de dimensiénn € Nysea f : R" — E un isomorfismo
algebraico. Consideramos sobre R" la norma ||x|| oo = MaX;<;<y|x]|.

(@) Elconjunto K = {x € R": ||x||,c = 1} € R" es compacto.
(b) Existen cq, ¢, > 0 tales que ¢;[|x||oo < |If (X)) < ¢5llx||oo para todo x € R™.
(¢) Todo par de normas sobre R" es equivalente.

Solucién. (a) El conjunto P =[0,1]x---x[—1,1] € R", que es un finito producto de espacios
métricos compactos, que sabemos es necesariamente compacto. Como la norma es continua,
K es cerrado en R" y como K C P, vemos que K es compacto.

(b) La funcién ¢ : x € K — ||f(x)|| € R es continua y positiva, ya que f es inyectiva.
Como K es compacto, existen constantes c;, ¢, > 0 tales que ¢; < ¢ (x) < ¢, para cada x € K.
Si x € R"\ 0, entonces x/||x|| € K y en consecuencia ¢; < |[f(x/[|x[D]| < ¢,, de lo que
deducimos que ¢, ||x|| < |[f (3| < ¢, l[x]|. Si x = 0 esta desigualdad también vale.

(c) Basta mostrar que toda norma de R" es equivalente a ||-||,, y €s0 es precisamente lo
que se afirma en (b). O
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12. Sea E un espacio de Banach y sean S, T C E dos subespacios cerrados. Si
dimT < oo, entonces S + T es también un subespacio cerrado.

13. Lema de Riesz. Sean E un espacio normado, S € E un subespacio cerrado propio
y a € (0, 1). Existe entonces un vector x, € E\ S tal que ||x || =1y |ls—x,l| > a
para todo s € S. Decimos que que x,, es casi ortogonal a S.

Sugerencia. Considere x ¢ S, r =d(x,S)y x, = ﬁ con b € S adecuado.

Solucidn. Sea x € E\ S y sea r = d(x,S), que es un ntimero positivo. Como —— 7 1 cuando

t | 0, existe ¢ > O tal que - > a. Ademds, existe b € S tal que d(x,b) < r + ¢. Sea

x, = (x—=Db)/|lx—b]|. Sis €S, entonces

=5+ x 1)
[l —bll

llxq —sll =

y como b+ || x—b||s €S, de manera que ||x—(b+||x—b||s)|| >r,y |[x—>b| < r+eg, tenemos
que

r
[ —s|| = —— > a.
r+e

Esto prueba el lema. O

14. Sea E un espacio normado de dimensioén infinita. Existe entonces una sucesion
(wy)ney €n E tal que

o ||w,||=1paratodoneNy
o d(w,,w,)> % si n, m € N son distintos.

Deduzca de esto que B(0, 1) no es un conjunto compacto.

Sugerencia. Aplique el lema de Riesz a una sucesion creciente de subespacios de dimensién finita.

Solucién. Sea w; € E un vector arbitrario tal que ||w;|| = 1.

Supongamos ahora que n > 1y que construimos una secuencia finita w,, ..., w, € E de
manera que [|w;|| = 1 paracadai € {1,...,n} y d(w;, ;) > $si1<i,j<nyi#j. ComoE
tiene dimensidn infinita, el subespacio generado por wy, ..., w, es propio. Del lema de Riesz,
entonces, deducimos que existe un vector w, ., € E tal que ||w, || =1y d(wppq, ;) > % si
1<i<n.

De esta manera construimos una secuencia infinita (w,),>, en E que satisface las con-
diciones del enunciado. En particular, B(0,1) = B[0, 1] no es compacto porque contiene al
subconjunto {w, : n € N} que es infinito y discreto. O

15. Sea E un espacio normado y sea H C E un subespacio. Entonces H es un hiper-
plano sii existe una funcién lineal y : E — R no nula tal que H = kery. Mas atn, H
es cerrado sii y es continua.

Solucién. Supongamos que H es un hiperplano, de manera que existe u € E \ H tal que
E = H @ Ku. En particular, para cada x € E existen x’ € Hy A, € K tales que x = x’+ A, u, y
x" y A estan univocamente determinados por x. Sea y : x € E — A, € K. Como claramente

y(w)=1,y#0.
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Six, y €Eyt €K, entonces claramente x +ty = (x'+ty")+(A, +tA, )u, asi que como
x'+ty' €H,es(x+ty) =x"+ty'y A, = Ax+tA,.En particular, y(x+ty) = y(x)+ty(y),
asi que vy es lineal. La univocidad implica inmediatamente que kery = H.

Reciprocamente, supongamos que y : E — K es una funcién lineal no nula. Existe, en-
tonces, u € E tal que y(u) = 1. Queremos ver que H = kery es un hiperplano, y para eso
basta mostrar que H ® Ku = E. Es claro que H N Ku = 0. Por otro lado, si x € E, entonces
x —vy(x)u € H y por supuesto x = (x —y(x)u) + y(x)u € H + Ku.

Si y es continua, entonces H = y1(0) es un cerrado de E porque {0} es un cerrado
de K. Reciprocamente, mostramos en 3(c) que si y : E — K es una funcion lineal con nticleo
cerrado, entonces y es continua. O

16. Un espacio de Banach de dimensién infinita no puede tener una base algebraica
numerable.

Sugerencia. En caso contrario, el espacio seria una unién numerable de subespacios de dimension finita.

Usando el teorema de Baire, obtenga el resultado deseado.

Solucién. Supongamos que % = {x; : i € N} es una base numerable de E, de manera que
cada elemento de E es una combinacién lineal de finitos elementos de 98. Para cada n € N
sea S, el subespacio generado por x, ..., X,, que es evidentemente un subespacio propio
de E. Sabemos que entonces S, es cerrado y tiene interior vacio, de manera que es nunca
denso. Como E = UnZl S,, el espacio E es de primera categoria. Esto es absurdo, ya que se
trata de un espacio métrico completo. |
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