CALCULO AVANZADO
Primer Cuatrimestre — 2010

Practica 7: Conexion

Conexion

1.1.

®)
1.2.

(@)
®)

1.3.

(@)

)

1.4.

(a) Determine cudles de los siguientes conjuntos son conexos:

{(xeR?®:0< |x| <2}, N, [0,1),
1.
Q, {;.HEN}.

Si X es un espacio métrico, x € X y € > 0, ¢{es B(x, €) un conjunto conexo?

Describa un par de conjuntos conexos A, B C R" tales que

AN B no sea conexo;
A\ B no es conexo.

Sea X un espacio métrico y sea C C X.

Si C es conexo y x € X es un punto de acumulacién de C, entonces C U {x} es
conexo.

Determine la validez de las siguientes afirmaciones:

(i) Si C es conexo, entonces C° es conexo.

(i) Si C es conexo, entonces C es conexo.

Sea X un espacio métrico y sea C C X. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

(@)
®)

©
()

1.5.

que

C es conexo.

No existen abiertos U, V C X talesque UNV =@, CNU# P, CNV #Jy
CCUuUV.

Si AC C es abierto y cerrado en C y no es vacio, entonces A= C.

Toda funcién continua f : C — {0, 1} es constante.

Sea X un espacio métrico y sea .« una familia de conjuntos conexos de A tal

si A, B € .o/, entonces existen m € Ny y Ay, Ay, -.., A, € o tales que
A=A A,=ByA NAj #Dparacadaie€f{0,...,m—1}.

Entonces | J,. ., A es conexo.

1.6.
1.7.
1.8.

Una funcidén continua f : R — Z es necesariamente constante.
Sin = 2, no existe un homeomorfismo entre R y R".

(@ Sif :[0,1] — [0,1] es continua, entonces existe § € [0,1] tal que

f€)=¢.
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(b) Sea X un espacio métrico conexo y sea f : X — R una funcién continua. Si
a, b € f(X) y a £ b, entonces para cada ¢ € (a,b) existe x € X tal que
f(x) =c. éVale la implicacién reciproca?

(¢) SiX esun espacio métrico conexo, entonces o bien |X| =1 o bien |X| > c.

1.9. Describa las componentes conexas de los siguientes subconjuntos de R y de R2.

() arcsin[‘/g,l], © B((-1,0),1)uB((1,0),1),
® Q, @ B((~1,0),1)uB((1,0),1)u{(0,0)},

1.10. Paracadan€NseaA, = {1} x[0,1] € R?, sea X = {(0,0), (0, 1)} U J,crApr-
(@ {(0,0)}y{(0,1)} son componentes conexas de X.

(b) SiB C X es abirto y cerrado en X, entonces o bien {(0,0),(0,1)} € B o bien
{(0,0),(0,1)}NnB=2.

1.11. Si X es un espacio métrico, las componentes conexas de X son conjuntos
cerrados. ¢Son abiertos?

Arco-conexion

Sea X un espacio métrico. Un subconjunto A C X es arco-conexo (0 conexo por arcos)
si para cada par de puntos a, b € A existe una funcién continua f : [0,1] — X tal

que f(0)=ay f(1)=0.

2.1. (a) Un conjunto arco-conexo es conexo.

(b) Dé un ejemplo de un conjunto conexo pero no arco-conexo.
2.2. ¢Cudles de los siguientes conjuntos son arco-conexos?

(@ {(x,y,z) €R3:2=f(x,y)}, donde f : R? - R es una funcién continua.
() B(0,1) CR".

(© R\ B(0,1).

@ R?\{(x,0):x R}

(&) R*\{(0,0)}.

2.3. Sean X e Y dos espacios métricos y supongamos que X es arco-conexo. Si
f :X — Y es una funcién continua, entonces f (X) es un subconjunto arco-conexo
deY.

2.4. Muestre que el subconjunto
U={f €C[0,1]: f(x) # 0 para todo x € [0,1]}.

de (C[0,1],d,) es un abierto y determine sus componentes conexas.
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