CALCULO AVANZADO
Primer Cuatrimestre — 2010

Practica 6: Compacidad y continuidad uniforme

Compacidad

1.1. (a) Si(a,),>1 es una sucesién en R tal que lim,_,, a, = 0, entonces el con-
junto {0} U {a, : n = 1} € R es compacto.

(b) Elintervalo (0,1] € R no es compacto.

(c) Seana,beR\QyseaS =(a,b)NR.El conjunto S es cerrado y acotado pero
no compacto en (Q,d), con d la restriccién de la métrica usual de R.

1.2. Un espacio metrico compacto es separable.

1.3. Para cada n € N sea " = (e} )>1 € £ tal que

N {O, si k #n;

1, sik=n.

El conjunto E = {e" : n > 1} C £*° es discreto, cerrado y acotado, pero no es
compacto.

1.4. Si(X,d) es un espacio métrico compacto y % = {U; : i € I} es un cubrimiento
abierto de X, un nimero ¢ > 0 es un numero de Lebesgue para % si para todo x € X
existe i € I tal que B(x,¢) C U;.

Muestre que todo cubrimiento de un espacio métrico compacto posee un nimero
de Lebesgue.

1.5. Sea (X,d) un espacio métrico.

(a) Toda unidn finita y toda interseccion (finita o infinita) de subconjuntos com-
pactos de S es compacta.
(b) Si(X,d) es compacto, todo subconjunto cerrado de X es compacto.

(¢) Unsubconjunto F € X es cerrado sii para todo compacto K € X la interseccion
FNK es cerrada.

1.6. Sea ¢ = {(x)>1 € RY : lim,_, o0 x,, = 0}. Notemos que ¢, € £°°, asi que
podemos considerar a x, como un subespacio métrico de £°° con la métrica d.
(a) Six € ¢y, entonces la bola cerrada B[ x, 1] no es compacta.

(b) El espacio (cy,d.) es separable.

1.7. Sean (X,dy) e (Y,dy) dos espacios métricos. El espacio (X x Y,d,) es com-
pacto sii (X, dy) e (Y,dy) lo son.

1.8. Un subconjunto compacto y no vacio de R tiene maximo y minimo.

1.9. Sea (X,d) un espacio métrico y sea A € X un compacto. Si f : A —> R es
continua y f(x) > 0 para todo x € A, entonces existe ¢ > 0 tal que f(x) > c para
todo x € A.
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1.10. Sea (X, d) un espacio métrico.

(@) Sea K € X un compacto y sea x € X \ K. Entonces existe y € K tal que
d(x,K)=d(x,y).

(b) SiF,K C X son subconjuntos disjuntos tales que F es cerrado y K es compacto,
entonces d(F,K) > 0.

(¢) SiK;, K, € X son compactos disjuntos, entonces existen x; € K; y x, € K,
tales que d(Kq,K,) = d(xq, x5).

1.11. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y sea f : X — R una funcién supe-
riormente semicontinua. Entonces f estd acotada superiormente en X y alcanza su
maximo.

1.12. Sean (X,dy) e (Y,dy) dos espacios métricos y sea f : X — Y una funcién
continua y biyectiva. Si (X, dy) es compacto, entonces f es un homeomorfismo.

1.13. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Para cada espacio métrico (Y,d’) la
proyeccion 7w : X x Y — Y es cerrada, si dotamos a X x Y de su métrica d.

1.14. Sean (X,dy) e (Y, dy) dos espacios métricos y sea f : X — Y una funcién. Si
Y es compacto y el gréfico de f es cerrado en (X x Y,d,), entonces f es continua.

1.15. Sea f : R — R una funcién continua y abierta.

(a) La funcién f no posee extremos locales.

(b) Existen a, b € RU {—00, oo} tales que f(R) = (a, b).

(¢) Lafuncién f : R — (a, b) es un homeomorfismo, y ella y su inversa son mo-
nétonas.

Continuidad uniforme

2.1. (a) Seana, b €Rtalesquea < b,ysea f :[a,c0) — R una funcién que es
uniformemente continua en [a, b] y en [b, 00). Entonces f es uniformemente
continua en todo su dominio.

(b) La funcién x € [0,+00) — 4/x € R es uniformemente continua.

() Sif:R—>Rescontinuay lim,,_o f(x)=Ilim,, . f(x) =0, entonces f es
uniformemente continua.

2.2. Sean (X,dy) e (Y,dy) dos espacios métricos, seac = Oy sea f : X — Y una
funcioén tal que

dy (f (x1), £ (x3)) < cd(xy, x3))

para cada x;, x, € X. Entonces f es uniformemente continua.

2.3. (a) Sean (X,dy) e (Y,dy) espacios métricos, sea A C X un subconjunto y sea
f :X — Y una funcién. Si existen a > 0, ny € Ny sucesiones (x,),>1 € (¥ )n>1
en A tales que

hd dX(xn’yn) —0sin— o0,y

e dy(f(x,), f(¥,)) = a para todo n = n,

entonces f no es uniformemente continua en A.

2

(b) La funciéon x € R — x° € R no es uniformemente continua en R. ¢Lo es

en (—oo,—m]?
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(¢) Lafuncién x € (0,1) — sin(1/x) € R no es uniformemente continua.

2.4. (a) Sif :X — Y una funcién uniformemente continua entre espacios mé-
tricos y (x,),>1 €s una sucesién de Cauchy en X, entonces (f(x,)),>; €s una
sucesion de Cauchy en Y.

(b) Sea f : (X,dy) — (V,dy) un homeomorfismo uniforme. Entonces (X, dy) es
completo sii (Y, dy) lo es.

Notemos que se sigue de esto que un espacio métrico es completo para una
métrica sii lo es para cualquier otra métrica uniformemente equivalente.

2.5. (a) Dé un ejemplo de una funcién f : R — R que sea acotada y continua
pero no uniformemente continua.

(b) Dé un ejemplo de una funcién f : R — R uniformemente continua y no aco-
tada.

2.6. Si f : (X,dy) — (Y,dy) es una funcién uniformemente continua y A, B C X
son conjuntos no vacios tales que dy (A, B) = 0, entonces dy (f (A), f(B)) = 0.

2.7. Sean X e Y espacios métricos y supongamos que Y es completo. Sea D C X un
subconjunto denso y sea f : D — Y una funcién uniformemente continua. Entonces
existe una unica extensién continua ]T :X — Y de f, esto es, existe una tnica fun-
cién continua f : X — Y tal que f|, = f. Més atin, la funcién f es uniformemente
continua.

Pavel Sergeevich Aleksandrov
1896-1982, Rusia/Unién Soviética

Junto con Pavel Urysohn, Aleksandrov introdujo en 1929 la nocién mo-
derna de compacidad.
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