CALCULO AVANZADO
Primer Cuatrimestre — 2010

Segundo parcial
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1. Muestre que la serie 2@1 sin x™ define una funcién f : (—1,1) — R y estudie la
derivabilidad de la suma en su dominio.

Solucion. Es claro que la serie converge cuando x = 0. Para ver que converge en todo el
intervalo (—1, 1) y que alli es derivable la funcién suma, basta entonces mostrar que la serie

Z nx" ! cosx". @)

n=1

que se obtiene derivando formalmente término a término converge uniformemente en cada
intervalo de la forma (—r,r) con 0 <r < 1.

Sea r € (0,1). Si x € (—r, 1), es [nx" ' cosx"| < n|x|"" < nr""!, asi que esta serie estd
dominada, término a término, por la serie de nimeros positivos Y, ., nr"~'. Como trivial-
mente

RGN
lim —— =

n—oo prn—1

r<l,

el criterio del cociente nos dice que . _, nr" ™! converge. El criterio de WeierstraR, entonces,
implica que la serie (1) converge uniformemente en (—r, 7). O

Otra solucion. Consideremos la serie de funciones

Z nx™! cos x™. )

n=1

Sea r € (0,1). Como |nx"'cosx™| < nr"!si|x| < r y la serie de términos positivos

2@1 nr"! converge, el criterio de WeierstraRnos dice que (2) converge uniformemente
en [—r,r] a una funcién g : [-r,r] — R. Como cada sumando es una funcién continua
en ese intervalo, f también lo es. Mas atn, la convergencia uniforme implica que para cada
x €[—rnr]es

f g(&)dg =Zf nE" ! cosENdE =Zsinx";

n>1 n>1

en particular, esta tltima serie converge.

Vemos asi que la serie Zn21sin x™ converge para cada x € (—1,1) y que su suma
f :(—=1,1) > R es la funcién primitiva de la funcién continua g que se anula en 0. Co-
mo toda funcién primitiva, vemos que f es derivable. O
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2. Sea E un espacio normado. Entonces E es de Banach sii toda sucesién (x;)i>1
en E tal que Y, |lx; — x441]| < 00 es convergente.

Solucién. (=) Sea (x;);>; una sucesién en E tal que >, [lx; — ;|| < 00. Sea & > 0.
Existe entonces N € N tal que >, v |lx; —x;,, || < & y entonces si n, m > N son tales que
n < m se tiene que

m—1 m—1
1t — Xl = | D0 = x4 £ DM = x| < Dl = xgall < e
k=n k=n

k=N

Esto muestra que (x,),; €s una sucesién de Cauchy, asi que converge en E.

(<) Sea (x;);>; una sucesiéon de Cauchy en E. Para ver que converge, hasta mostrar
que posee alguna subsucesion convergente.

Como (x; )1 es de Cauchy, para cada r € N existe k, € N tal que

k2k = [ —xll< 5

Mds atin, es claro que podemos suponer que la sucesién (k,),-; es estrictamente creciente.
Sea y, = x;_paracadar = 1. Sir € N, entonces k,; > k, asf que ||y,,; — ¥, [l < riz,
y entonces D, [y, — Yol < Doy riz < o0. La hipétesis implica que la sucesion (y,),>;
converge en E, y como se trata de una subsucesion de (x; ), con esta observacién probamos
lo que queriamos. O

Observacion. Es importante notar que al probar la suficiencia de la condicion es necesaria la
construccién de una subsucesién o algin otro procedimiento similar. En efecto, si (x,,),>; €S
una sucesion de Cauchy en un espacio completo, no es cierto que necesariamente se tenga
que }:nzlnxn__xn+1”‘< Q.

Por ejemplo, la sucesién (x,),>; de nimeros reales que tiene x, = % sinespa;yx,=0
si n es impar, es convergente, asi que es de Cauchy, y sin embargo la serie Y. _,[x, — Xp 4|
diverge. -

3. Si X € R" es acotado, entonces R" \ X tiene una Unica componente conexa no
acotada.

Solucién. Supongamos que X es acotado y sea R > 0 tal que X € B(0,R).

Sea C una componente conexa no acotada de R" \ X, de manera que en particular existe
p € C tal que ||p|| > R. Entonces C N (R" \ B(0O,R)) # @ y, como R" \ B(0,R) es un conexo
de R" \ X que interseca a C, vemos que de hecho R" \ B(0,R) € C. En particular, el punto
(R+1,0) de R" es un elemento de C.

Asi, vemos que toda componente conexa no acotada de R"\ X contiene al punto (R+1, 0).
Por supuesto, como las componentes conexas de un espacio son disjuntas, esto implica in-
mediatamente que R" \ X tiene a lo sumo una componente conexa no acotada. Pero como
R" \ B(0,R) es un conexo no acotado contenido en R" \ X, existe necesariamente una com-
ponente conexa no acotada en R" \ X. Concluimos que hay al menos una componente no
acotada. O

4. Sean X e Y espacios métricos y sea D € X un subconjunto denso. Sea (f,),>1
una sucesiéon de funciones continuas X — Y tal que la familia {f,, : n > 1} es
equicontinua, y sea f : X — Y una funcién continua tal que f,(x) — f(x) para
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todo x € D. Entonces, si K C X es un subconjunto compacto, la sucesién (f,),>1
converge uniformemente a f sobre K.

Solucion. Supongamos que no es ese el caso, de manera que existen a > 0, una subsucesion
(fiu k=1 de (f)n=1 ¥ una sucesion (ai)i>; en K tal que

d(f, (ax), f(a;)) = a para todo k > 1. 3)

Como K es compacto, a menos de quedarnos con subsucesiones de (f, Ji>1 ¥ de (a)is1,
podemos suponer que (a;),-; converge a un punto a € K.

Ahora bien, como f es continua en a y como la familia {f, : n > 1} es equicontinua en a,
existe 6 > 0 tal que

d(a,x) <6 = d(f(a),f(x)) < a/5yd(f,(a),f,(x)) <a/5 paratodon > 1.
Como D es denso, existe z € D tal que
d(a,z)< 6,
y como f,(z) — f(z), existe N € N tal que
n>N = d(f,(2),f(2)) < a/5.
Finalmente, existe M € N tal que
m>M = d(a,,a)<§6.
Como (1)1 €s estrictamente creciente, existe r > M tal que n, > N, y entonces

d(f,,(a,), f(a,))

< d(fy, (@), fr, (@) + d(f,, (@), fr, (2)) + d(f,, (), f (2))
+d(f(2), f(@)) +d(f(a), f(a,))

<a.

Esto es absurdo, ya que contradice a (3). O

5. Sea E un espacio normado, sea S C E un subespacio lineal denso, y sea F un
espacio de Banach. Si T : S — F es una aplicacién lineal continua, muestre que
existe exactamente una aplicacién lineal continua T : E — F que extiende a T y
pruebe que ||T|| = ||T||.

Solucion. Sea x € E. Sea (y,),>; una sucesioén de S tal que y,, — x. Entonces (Ty,),>; €s una
sucesion de Cauchy en F: en efecto, si € > 0, existe N € N tal que

nm=N = |ly,— Y.l <e/lITll
yentonces
nm=N = ||Ty,—Ty,ll <€

porque ||Ty, — Ty |l < Ty, — ¥mll- Luego existe el limite lim,_,o, Ty, €F.
Més atn, el valor de ese limite no depende de la sucesién (y,),»; elegida: si (¥, )ns;
es otra sucesién de S que converge a x, entonces la sucesién (z,),>; que tiene z, = y; y
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Zy—1 = Y, paracada k € N también es una sucesién de S que converge a x, y lo que acabamos
de hacer muestra que (Tz,),>; es una sucesién convergente de F que tiene a (Ty,),»; ¥ @
(Ty!)ns1 como subsucesiones: esto implica que lim,_,o, Ty, = lim,_, oo TY,.

Podemos entonces definir una funcién T : E — F poniendo, para cada x € E,
Tx = lim,_,c Ty, para cualquier sucesién (y,),»; de S que converga a x. En particular,
si x € S, podemos considerar la sucesién (y,),=; que tiene y, = x para todon € N, y es
claro entonces que Tx = Tx: esto muestra que T es una extensién de T a E. Para terminar,
entonces, bastara mostrar que T es lineal, continua y que ||T|| = ||T]|.

Sean x, x’ € Eysea A € K. Sean (¥,),>1 € (¥} ), dos sucesiones de S que convergen a x
y a x’, respectivamente. Entonces la sucesién (y, +Ay:),>; converge a x +Ax’ y la definicién
de T implica que

T(x+2Ax")= lim T(y,+Ay!)= lim Ty, +A lim Ty’ =Tx + ATx’.
n—oo n—oo n—oQ
Esto prueba que T es lineal.
Sea ahora x € E tal que ||x|| < 1ysea &> 0. Sea (y,),>; una sucesién de S que converge

a x. Como la funcién ||| : E — R es continua y lim,_,,, Ty, = Tx, existe n € N tal que
|||_yn|| — ||x||| <ey||Ty,—Tx| < ¢.En consecuencia,

ITxll < NTx=Ty, I+ Ty ll < e+IT Iyl < e+ITNCxl+€) = 1T lllxll+e(L+ T
Como esto vale cualquiera sea ¢, vemos que de hecho es
IToxll < 1T |1l

y, entonces, que T es continua y que ||T|| < ||T]|.
Sea ahora 6 > 0. Como ||T|| = s_up{IITyﬂ: y €S, |lyll =1}, existe y € S tal que ||y|| =1
y ITy|l = ||T|| = &. Pero entonces || Ty|| = ||T||— &, asi que

ITIl=sup{lITyll: y €Ellyll =1} = |IT[ - 5.

La arbitraridad de 6 implica que de hecho es IIT|| = |IT|| v; junto con la desigualdad ya
probada, concluimos que ||T|| = ||T||. |
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