CALCULO AVANZADO
Primer Cuatrimestre — 2010

Segundo parcial — Recuperatorio

APELLIDO Y NOMBRE: .t ttttttttetteeteeaeteeneeeaneeaneeeaeeaaneeaneeeaneenn

1. Sean X e Y dos espacios métricos compactos y sean C(X)y C(Y) los espacios de
Banach de las funciones continuas reales definidas sobre X e Y, respectivamente.
Sea 1 € C(X) la funcién constante sobre X cuyo valores1 €R.Si T : C(X) — C(Y)
es una funcion lineal tal que

Vf,eeCX), f<g= Tf<Tg,

entonces T es continua y ||T|| = || T1]|.

Solucidn. Sea f € C(X) con ||f|| = 1. Como —1 < f <1, se sigue que —T1 < Tf < T1, esto
es, |[Tf(x)| <|T1(x)| <||T1]| para todo x € X, y entonces ||Tf || = sup,ex|Tf (x)| < ||T1]|.
Esto nos dice que || T|| < ||T1|| y; en particular, que T es continua. Por otro lado, como ||1]| =1,
es [|T1]| < [IT|l, asf que || T1]| = |IT]|. O

2. Sea X un espacio métrico compacto. Supongamos que siempre que x, y € X y
€ >0, existenn €N, gy, ..., 2, € X talesque 2, = x, 2, = y y d(2;,2i41) < €
cualquiera sea i € {0,...,n—1}. Entonces X es conexo.

Solucién. Supngamos que X no es conexo, de manera que hay dos abiertos A, B € X disjuntos
y no vacios tales que AUB = X. Sean x €A e y € B ysea ademds € = %d(A,B). Notemos que
€ > 0 porque Ay B son compactos disjuntos, ya que son cerrados en el compacto X.

Existenn € Ny 2, ..., 2, € X talesque 2, = x, 2, = y yd(2;,2.1) < esii € {0,...,n—1}.
Como x €Ae y € B, es claro que existe iy € {0,...,n—1} tal que z;, €Ay z; ., € B,y entonces
que d(A,B) < d(z,,,%,,+1) < € = 3d(A, B). Esto es absurdo. O

Otra solucién. Supongamos que X no es conexo, de manera que existen dos abiertos no vacios
y disjuntos A y B tales que X = AUB. Sea & el niimero de Lebesgue del cubrimiento {A, B}
de X, de manera que si dos puntos estan a distancia menor que & entonces o ambos estan
en A o ambos estdn en B.

Sean a € Ay b € B. Por hipdtesis, existen n € Ny 2, ..., z, €X talesque z, =a, 2z, = b
y d(2;,2141) < 6 sii€{0,...,n—1}. La eleccién de 6 implica que z; €A = z,,; €A, y por
recurrencia es claro que debe ser entonces b € A. Esto es absurdo. O

Otra solucién. Sea f : X — {0,1} una funcién continua; para ver que X es conexo bastara
mostrar que f es necesariamente constante.

Como X es compacto, f es uniformemente continua y existe & > 0 tal que si x, y € X son
tales que d(x, y) < 6 entonces d(f (x), f(¥)) < % y, como la métrica de {0, 1} es la discreta,

fx)=£).
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Seanahorax,y € Xyseann € Nyz,,...,z, €X talesquez, = x, 2, = y yd(2;,2141) < 6
sii € {0,...,n—1}. Entonces f(z;) = f(z.,) para cada i € {0,...,n— 1} y se sigue que
f(x)=f(y). Asi, vemos que f es constante. |

3. Sea X un espacio métrico no vacio, sea K € X un subconjunto compacto, y sea
T :X — X una funcién tal que T(X) €K y

si x, y € X son distintos, entonces d(Tx,Ty) < d(x,y).

Entonces T posee un Unico punto fijo.

Solucién. Es claro que T es continua. Sea f : K — la funcién tal que f(x) = d(x, Tx), que
también es continua. Como K es compacto, existen m = min{f(x) : x € K} 20y x, € K
tal que f(xq) = d(xy, Tx,) = m. Si fuese m > 0, tendriamos que x, # Tx, y entonces por
hipétesis f(Tx,) = d(Tx,y, T?x,) < d(xo, Tx,) = m, lo que es absurdo. Luego m = 0 y
x, = Tx,, esto es, x, es un punto fijo de T.

Si x; €K es otro punto fijo de T distinto de x,, entonces

d(x01 xl) = d(TXOJ Txl) < d(XO; xl)‘

Esto es imposible, asi que x, es el inico punto fijo de T. O

Solucion. La sucesién (T"(K)),»; es una sucesion decreciente de compactos no vacios de X,
asi que su interseccién L = (1), T"(K) también es un compacto no vacio. Es inmediato que
T(L) C L, asi que para mostrar que T admite un punto fijo bastard mostrar que L tiene
exactamente un punto, esto es, que diamA = 0.

Supongamos, por el contrario, que diamA > 0. Como A es compacto, existen entonces
puntos, necesariamente distintos, x, y € A tales que d(x, y) = diamA. Pero la hipdtesis nos
dice que d(Tx,Ty) < d(x,y)=diamA, lo que es absurdo ya que Tx, Ty € A. |

Observacidn. No es cierto que, en las hipétesis del problema, la aplicacion T sea una contrac-
cién. Por ejemplo, sea X =[0,1], T : x € X — sinx € X, y K = X. Claramente, T(X) CK y
d(Tx,Ty) < d(x,y) siempre que x, y € X, pero T no es una contraccién cuando la restrin-
gimos a K. En efecto, supongamos que k > 0 es tal que |[Tx — Ty| < k|x —y| si x, y € K.
Entonces si x € (0,sin1) es

i Tx—TO
sinx Tx <k

X x—0

¥, en consecuencia, 1 = lim, o == < k. O

4. Sea X un conjunto y sea (f,),>; una sucesién de funciones X — R tal que
0 < fu1 < f,paracadan > 1y f, — 0 uniformemente si n — oo. Entonces
la serie Zn21(—1)” fn converge uniformemente en X.
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Solucién. Sea € > 0. Como f,, — 0 uniformemente, existe N € N tal que
n>N = VxeX, |f,(x)|<e.

Seann,p € Ntalesquen>N.Seax €XyS = (—1)""'f, . (x)+-- “+(=1)"*Pf,.,(x). Como

(1™ = (fas1 ) = fri2G)) + Fara(x) = fra (X)) +-

20 >0
(fn+p—l (X) _fn+p(x)) si P es par,
e =0
Fp(X) si p es impar.
~——

>0
vemos que (—1)""'S > 0. Por otro lado,

(=118 = fr41 () = (rra(0) = Frr3(0)) = (frpa () = fras (D) =+

=0 =0

Jarp (), si p es par,
~——

L >0
(frp—1(x) = frsp(x))  sip es impar,

=0

asi que 0 < (—1)"*'S < f,,1(x) < €. Concluimos de esta forma que

n=N,peN = Vx €X, |(=1)" fa () + - + (1) £, (x)| <,

esto es, que la serie ZkZI(_]')k fi es uniformemente de Cauchy en X. En particular, converge
alli uniformemente. O

5. Sea X un espacio de Banach, sea ¢ : X — K una aplicacion lineal y continua,
y sea X, = ker¢ su ntcleo. Si x € X \ X,, las siguientes dos afirmaciones son

equivalentes:
(i) Existe y € X, tal que d(x,y) = d(x,X,).
(ii) Existe z €X tal que ||z]|=1y |¢p ()| =¢]l.

Solucién. Mostremos primero que

PGl _
A Xy) -

Como x +X, € X \ 0, es claro que

6O, l#Cc=h)

T hex, llx—h|l

l¢ll= sup
yex\o [yl

Por otro lado, si y € X \ 0, entonces o bien ¢(y) =0 o bien ¢(y) # 0y, en ese caso, como

x)
x—%yeXo, es

o0 _ [PEmGE)] o
llyll ”x_(x_zggy)H hexo lx —hll
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de manera que

POl _ 19—

WU 50 o =222 el @
Las desigualdades (2) y (3) implican la igualdad (1) que queriamos probar, ya que
6G _ 190l _ 18]
d(x,Xo)  infrexyllx —hll  hex, llx —hll
(i = i) Seaz € X tal que |z]| = 1y |¢p(2)] = ||¢|l. Entonces z € X, y exis-

ten y € X, y A € K tales que x = y + Az. Se sigue que |[x — y|| = |Al|lz]| = |A], y que

|¢ ()l = All¢(2)] = llx — ¥ llll$ |l Luego, usando (1), tenemos que

| ()|
il

(i = ii) Sea y € X, tal que d(x,y) = d(x,X,) y pongamos z = (x — y)/||x — y||; esto
tiene sentido porque x — y # 0. Entonces claramente ||z|| =1y

lp(x =yl _ o)l
le=yll d(x,X,)

d(x,y)=llx=yll = = d(x,Xo).

|9 (2) =

=lloll

en vista de (1). O
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