SEPARABILIDAD DEL ESPACIO DE FUNCIONES CONTINUAS EN UN
INTERVALO

MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

I. APROXIMACION UNIFORME POR POLIGONALES

Sea I = [0,1] y sea C(I) el conjunto de las funciones reales continuas sobre I y
sead : C[0,1] x C[0,1] — R la métrica tal que

d(f,g) = sup |f(x) —g(x)]

x€[0,1]
para cada f, g € C[0,1].
Sin > 1, sea Dy, el conjunto de las funciones f : I — R tales que
e paracadai € {0,.. n}esf(‘)e(@,
e paracadai € {0,.. n—l}ycadate[ 1] es
fIO =85 +158) = (1= (3) +tf(57)

La funcién ¢, : f € D, — (f(O),f(l),f(g),...,f(ﬂ)) € Q"' es claramente

n n n
biyectiva, asi que D, es numerable. Se sigue inmediatamente de esto que la unién

D = U,>1 Dn es numerable.

Proposicion 1. El conjunto D es denso en C(I). En particular, C(I) es un espacio métrico
separable.

Demostracion. Sea f € C(I)y seae > 0. Como f es continua en I, es alli uniforme-
mente continua y existe n € N tal que

2
vyel|x—yl < = |f(x) = fy)l <e
Podemos suponer, ademads, que % < e Sean g, oy, ..., &y € Q tales que
fE)-t<m<fl)+l  vie{o..n} M

yseag = ¢, (ag,...,ay) € D. ‘
Seai € {0,...,n—1}yseanm = min{f (1), f(*1) }yM max{f(1), f(E1)}.

Notemos que la eleccién de  implica que M —m < 1

Fijemos x € [L, 1], Es [x — | < 2y, en consecuencia, |f(x) — f(1)| < ¢ de
manera que
m—e<f(i)y—e<f(x)<f(i)+e<M+e 2
Por otro lado, existe t € [0,1] tal que x = (1 —t)% + t*£1, y entonces
g(x) = (1 —t)a; + tajpq. 3)
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Usando (1), vemos que
(1=Haj+tair < A=H(F(E) +5) +(f(E)+1) <M+
y, de manera similar, (1 — #)a; + ta; 1 > m — %, asi que (3) implica que
m— g <g(x) <M+
Finalmente, de esto y de (2), concluimos que
f(x) —g(x)| S M—m+e+ 1 <3

Vemos asi que d(f, D) = d(f,g) = méxyer|f(x) — fu(x)]| < 3e.
La arbitrariedad de ¢ implica, entonces, que d(f, D) = 0, esto es, que f € D.

II. APROXIMACION UNIFORME POR POLINOMIOS
Sin > 0y 0 <k < n, consideramos el polinomio
ny k n—k
b= () #1 =" e Qe
Convenimos ademéds en que b, = 0sik <Oosik > n.

Lema 2. Si0 < k < n, entonces b, x(x) > 0 para cada x € [0,1],
by = (1= x)by_1 %+ Xby_1 -1

_y —1) - (k— — (™)
—kg;)k(k 1) (k=14+1)b, l.<l>

Proposicién 3 (WeierstraB8). Sea I = [0,1]y f € C(I), y para cada n > 1 sea
f n = 2 f % nk € ]R ]

Entonces limy, o0 fn = f en C(I). En particular, R[X] es un subconjunto denso de C(I).

Demostracion. Sea e > 0y sea é > 0 tal que
[x—yl <o = [f(x) - f)l <e

Tenemos que

£ = )| = [ L (0 = 7))
= §<5(f(x) — FC)) b + k%»(f(x) — FG)) bk 4
Es claro que - ”
Y ()~ fE b < e ) bu = ©)

——x\<§ k=0
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Por otro lado, si M = sup, g ] |f(x)| es

Z (f(x)_f(%))bn,kSZM Z bn,k

| —x|>0 |k —x|>6
2M k2
< 52 Z (E_x) bn,k
|E_x|>6

n

2M & )
S m];)(k_nx) bn,k,

y, como

n

Y (k—nx)2by,p = Zn: (k(k—1) — (2nx — 1)k + n*x?) b, 1

k=0 k=1
=S(n,2) — (2nx —1)S(n,1) + n*x25(n,0)
=nx(1—x),
concluimos que
Y (@)~ f(5))bus < a1 —x) < S0 ©

|k —x|>6

yaquex(1—x) < }six e [0,1].
Usando ahora (5) y (6) en (4) vemos que

[f(x) = fu(0)| < e+

para todo x € [0,1], asi que

d(f, fn) = sup |f(x) = fulx)| < 2¢

x€[0,1]

; M
sin > 702" |

M
2né?

Corolario 4. QIx] es un subconjunto denso de C(I).

Demostracién. En vista de la proposicion, basta mostrar que R[x] C Q[x].
Sea f = YI_oamxk € R[x] yseae > 0.Sean by, ..., b, € Q tales que |a; — by| < e
paracadak € {0,...,n}.Sea g = Yi_, byx* € Q[x]. Si x € [0,1], entonces

n

f(x) —g(x)| < kZIak —belx" < (n+1)e.
=0

Como ¢ es arbitrario, esto nos dice que d(f, Q[x]) = 0. O
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