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Segundo Cuatrimestre — 2009

Préctica 7: Espacios de funciones y espacios de adjunciéon

Espacios de funciones

1.1. Sean X un espacio topoldgico e Y un espacio métrico. Sobre el producto Y*
consideramos las topologias 7, de la convergencia uniforme, 7, de la convergencia
uniforme sobre compactos, y 75 de la convergencia puntual.

(@) Est,27,273.

(b) SiX escompacto, entonces T; = T,.

(¢) SiX esdiscreto, entonces T, = Tg.

1.2. En general, el conjunto de las funciones reales acotadas definidas sobre un

espacio topoldgico X no es cerrado en R¥ con la topologia de la convergencia com-
pacta.

1.3. Sean X e Y espacios topoldgicos. Si Y es de Fréchet, de Hausdorff o regular,
entonces C(X,Y) es de Fréchet, de Hausdorff o regular, respectivamente, si C(X,Y)
esta dotado de su topologia compacto-abierta.

1.4. Sean X eY espacios topoldgicos y supongamos que X es localmente compacto
y Hausdorff. Si X e Y satisfacen el segundo axioma de la numerabilidad, entonces
C(X,Y) tiene la misma propiedad.

1.5. Sean X e Y espacios topolégicos.
(@) Sea ACX. La funcién
rA:f € C(X9Y)._)f|A€ C(A;Y)

dada por la restriccidon de funciones es continua con respecto a las topologias
compacto-abiertas.

(b) Para cada y € Y sea j, : X — Y la funcién constante con valor y, y sea
j:y €Y~ j, €C(X,Y). Entonces j es un homeomorfismo a su imagen y, si
Y es Hausdorff, tiene imagen cerrada.

1.6. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos, y supongamos que Y es localmente com-
pacto y Hausdorff. Entonces es continua la aplicacion

0:(f,g)eC(Y,Z)xC(X,Y)— foge(C(X,Z)

dada por la composicién de funciones.

1.7. Si 7 es una topologia sobre C(X,Y) que hace continua a la funcién
e:(f,x)eCX,Y)xX— f(x)eY

dada por la evaluacién de funciones, entonces T es més fina que la topologia compacto-J
abierta.
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Espacios de adjuncion

2.8. Sean X e Y espacios topolégicos, A C X un subespacio cerrado, f : A— Y una

funcién continua, y sea Z =X U, Y el espacio de adjuncién correspondiente.

(a) La aplicacién naturali : Y — Z es un homeomorfismo a su imagen, que es un
cerrado de Z.

(b) Sij:X — Z esla aplicacién natural, entonces la restriccién jly\, : X \A— Z
es un homeomorfismo a su imagen, que es un abierto de Z.

(© i(Y)yj(X\A)sondisjuntosyesi(Y)Uj(X \A)=Z.

(d) SiX eY tienen alguna de las propiedades (i) compacidad, (ii) de Fréchet,
entonces Z tiene la misma propiedad.

(e) SiAesnovacioyX eY tienen alguna de las propiedades (i) conexion, (ii)
arco-conexion, entonces Z tiene la misma propiedad.

(f) SiY es conexo y si A interseca cada componente conexa de X, entonces Z es
COonexo.

(g) SiAesconexo yno vacio y Z es conexo, entonces Y es conexo.

2.9. Sean X, Y e Y’ espacios topoldgicos, A C X un subespacio cerrado,y f :A—Y
una funcién continua, de manera que podemos construir el espacio X U, Y, junto
con funciones naturalesi: Y > X U, Y yf:X—X U Y.

(a) Sean ademds Y’ un espacio topoldgico y g : Y — Y’ una funcién continua.
Como Y puede verse como un subespacio cerrado de XU, Y, podemos construir
el espacio (X Uy Y) U, Y'. Podemos, por otro lado, construir el espacio de
adjuncion X U, Y’. En estas condiciones, hay un homeomorfismo natural
(XUpY)U, Y EX Ugop Y7

(b) Sea ahora k : X — X’ una inclusioén cerrada, de manera que tiene sentido el
espacio de adjuncién X" U, Y. Entonces X' U, Y = X'U¢ (X Uy Y) naturalmente.

John Henry Constantine Whitehead
1904-1960, Estados Unidos

Whitehead introdujo los CW-complejos.
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