ToPOLOGIA
Segundo Cuatrimestre — 2009

Practica 2: Funciones continuas

Ejemplos

1.1. Encuentre todas las funciones continuas entre todos los espacios topolédgicos
de a lo sumo 4 puntos.

1.2. (a) SiX es un espacio discreto e Y es un espacio cualquiera, toda funcién
f :X — Y es continua.

(b) SiX esunespacio cualquierae Y esun espacio indiscreto, toda funcién f : X — Y|}
es continua.

1.3. Sea X un espacio topoldgico y sea E C X. La funcidén caracteristica y; : X - R
de E es continua en x € X sii x € JE.

1.4. (a) Sean X e Y conjuntos ordenados dotados de la topologia del orden. Si
f :X — Y es biyectiva y monétona, entonces f es un homeomorfismo.

(b) Muestre que para cada n € N la funcién g : x € Ryg — /X € Ry, es un
homeomorfismo.

(¢) Sea X = (—o00,—1)U[0,00) con su topologia inducida por la de R y sea
f :X — R dada por

x+1, six<O0;
X, six >0.

f(x)={

Muestre que f es biyectiva y que preserva el orden. ¢Es un homeomorfismo?

1.5. Sea X un espacio topoldgico, sea Y un conjunto totalmente ordenado dotado
de la topologia del orden y sean f, g : X — Y funciones continuas.

(a) El conjunto {x € X : f(x) < g(x)} es un cerrado de X.

(b) La funcién h : x € X — max{f(x),g(x)} €Y es continua.

1.6. Sea X un conjunto y sean T y 7’ dos topologias sobre X. Entonces la funcién
idy : (X, 1) = (X, ") es continua sii T es més fina que 7’.

Caracterizaciones

2.7. Muestre que las siguientes condiciones sobre una funcién f : X — Y son equi-
valentes:

(a) f escontinua.

(b) Para todo cerrado F C Y el conjunto f ~1(F) es cerrado.
(c) ParatodoACX es f(Z) Cc JTA)

(d) ParatodoBCY es f-1(B)C f(B).
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2.9.

ni

Para todo B C Y es f~!(intB) Cint f1(B).
Si % es una base de la topologia de Y, entonces f !(B) es abierto en X para
cada B € 4A.

Si # es una sub-base de la topologia de Y, entonces f~!(S) es abierto en X
paracada S € &.

Para todo x € X y todo B € F(,) es f '(B) € Z,.
Para todo x € X y para todo A € Zy(,, existe B € Z, tal que f(B) C A.
Sea f : X — Y una funcién continua.

Si X’ C X estd dotado de su topologia de subespacio de X, entonces la restric-
cién f |y : X’ — Y es continua.

Si Y/ 2 f(X) estd dotado de su topologia de subespacio de Y, entonces la
corestriccién f|¥ : X — Y’ es continua.

Sean X e Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y una funcién. Muestre que ni

VACX, f(intA)Cintf(A)

YACX, f(intA)2intf(A)

son condiciones ni necesarias ni suficientes para que f sea continua.

2.10. Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea . C @ (X) tal que X = (J,c ,A ¥
supongamos que f |, : A— Y es continua para cada A € ..

(@)
®)
©

(d)

Si los elementos de .«/ son abiertos, entonces f es continua.
Si los elementos de .«/ son cerrados y ./ es finito, entonces f es continua.

Encuentre un ejemplo en el que .« sea numerable y sus elementos sean cerra-
dos, pero f no sea continua
Decimos que la familia .« es localmente finita si para todo x € X existe un
abierto U C X tal que x € U y el conjunto {A€ ./ : AN U # @} es finito.

Si ./ es localmente finita y sus elementos son cerrados, entonces f es
continua.
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Karl Theodor Wilhelm Weierstrass
1815-1897, Alemania

Al dar en 1877 la primera prueba rigurosa del teorema de Bolzano-
Weierstrass que afirma que un conjunto infinito y acotado de ntimeros
reales posee al menos un punto de acumulacién, introdujo el concepto

de entorno.
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