ToPOLOGIA
Segundo Cuatrimestre — 2009

Prdctica 1: Topologias

Ejemplos

1.1. Encuentre todas las topologias sobre conjuntos de a lo sumo cuatro elementos.

1.2. Sea X un conjunto.

(@ Seat ={U € Z(X) : X\U es finito} U {@}. Entonces 7T es una topologia
sobre X, a la que llamamos la topologia cofinita. Describa el interior, la clausura
y la frontera de los subconjuntos de X con respecto a esta topologia.

(b) Sea k un cardinal y sea
T, ={U € #(X) : X \ U tiene cardinal a lo sumo «} U {&}
Determine condiciones necesarias y suficientes sobre x para que 7, sea una
topologia sobre X.

1.3. Sea X un conjunto no vacio y sea x, € X.
(@ {UeP(X):x,€ U} es una topologia sobre X.
(b) {UeP(X):x,¢ U} es una topologia sobre X.

Describa el interior, la clausura y la frontera de los subconjuntos de X con respecto
a cada una de estas topologias.

1.4. Sea (X, 7) un espacio topologico y sea Y C X. Muestre que
Ty ={UNY :Ue€r}

es una topologia sobre Y. Llamamos a 7y la topologia inducida por T sobre Y.

1.5. Sea X un conjunto infinito, sea x, € X y sea T € & (X) el conjunto de las
partes de X que tienen complemento infinto o que no contienen a x,. Muestre que
T es una topologia y describa sus cerrados.

1.6. Sea & el conjunto de todos los cerrados acotados de R en su topologia usual,
junto con R. Entonces existe una topologia en R para la cual & es el conjunto de
todos los cerrados.

1.7. Digamos que un subconjunto U de R? es radialmente abierto si su interseccién
con toda recta que pasa por uno de sus puntos es un intervalo abierto de ésta.
Muestre que el conjunto de todos los conjuntos radialmente abiertos de R? es una
topologia sobre R? y compdrela con la topologia usual

1/6



Topologia — Segundo Cuatrimestre — 2009 Practica 1

Clausura, interior, frontera

2.8. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Entonces

A= () FE
F2A
F cerrado

2.9. Sea X un espacio topoldgico y sean A, B C X. Entonces:

(@ A=A

(b) AUB=AUB;

() ANBCANB;

(d ANB CANB cuando A es abierto; y
() A\BCA\B.

¢Pueden ser estrictas las inclusiones?

2.10. Sea X un espacio topoldgico y sean . C & (X). Entonces

(a) UAeﬂZ < UAeﬁA y
(b) ﬂAeﬂA < ﬂAedZ'

¢Pueden ser estrictas las inclusiones?

2.11. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Entonces

intA= | .
UCA
U abierto

2.12. Sea X un espacio topoldgico y sean A, B C X. Entonces:
(@) int(intA) = intA;
(b) intANB =intANintB;
(c) intAUB 2 intAUintB.
¢Puede ser estricta la inclusién de (¢)?

2.13. Sea X un espacio topolégico y sean . € #(X). Entonces

(@ UpeyintACint| Je Ay
(b)) int[ ey A S sey INtA.

¢Pueden ser estrictas las inclusiones?

2.14. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Entonces:
(@ int(X\A)=X\A4;

(b) X\A=X\intA.

2.15. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Entonces:
(@ GA=ANX\A=A\intA;

(b) X\JA=intAuint(X \A);

(©) A=AUIJA;

(d) intA=A\9A4;

(e) AesabiertosiiANIA=@;y

(f) Aes cerrado sii dA C A.

2.16. Considere el conjunto X = [0,1] x [0, 1] con la topologia del orden lexico-
grafico y determine la clausura y el interior de los siguientes subconjuntos de X.
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(@) {(1/n,0):neN}, @ {(x,1/2):0<x <1},
®) {(1—1/n,1/2):neN},
© {(x,0):0<x<1}, () {(1/2,y):0<y <1}

72.17. Sea X un espacio topoldgico y seaA C X. (Cuéntos subconjuntos de X pueden
obtenerse a partir de A usando las operaciones de tomar interior, tomar clausura y
tomar complemente?

2.18. Todo cerrado de R? es la frontera de un subconjunto de R2.

Definiciones equivalentes

3.19. Sea X un conjunto. Un sistema de filtros de entornos & en X es una regla que
a cada elemento x € X asigna una familia &, € & (X) de manera que

(Ey sixeX, Z, #;

(E)) sixeXyAe Z,, entonces x €EA;

(E,) sixeX,AeZ, yBe P(X)son tales que A C B, entonces B € Z,;
(E;) sixeXyA BeZ,,entonces ANB € %, ;

(E,) six € X yA€ Z,, entonces existe B € 7, tal que BC Ay B € &, para
todo y € B.

(a) Si(X,7) es un espacio topoldgico, entonces si para cada x € X ponemos
F,={Ae P(X): existe U € 7 tal que x € U C A}

entonces & es un sistema de filtros de entornos en X.
(b) SiZ esun sistema de filtros de entornos en X, sea

T={A€ P(X):paratodo x €AesAc Z, }U{D}.
Entonces T es una topologia sobre X.

(¢) Las construcciones de (a) y (b) son inversas.

3.20. SeaX ={(x,y)€R?:y>0}.Sip=(x,y)€X con y >0, sea
F,=1{B.(p):0<r <y}

y si, en cambio p = (x,0), sea
T, ={B.(x,r)u{p}:0<r}.

Entonces & genera un sistema de filtros de entornos en X. Si 7 es la topologia
correspondiente, (X, 7) es el plano de Moore. Describa las clausuras y los interiores
de los subconjuntos de X.

3.21. Sea X un conjunto. Una funcién ¢ : & (X) — & (X) es un operador de clausura
en X si

(Cy) (@) =w;

(C,) siAe #(X), entonces A C c(A);

(C3) siAe P (X), entonces c(c(A)) = c(A);
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(C,) siA, Be P(X), entonces c(AUB) = c(A) Uc(B);

(@) Si(X,7) esun espacio topoldgico, entonces la funcién
c:AeP(X)—Ac P (X)

es un operador de clausura en X.
(b) Sic:P(X)— P(X) es un operador de clausura en X, entonces el conjunto

T={UeZX):c(X\U)=X\U}

es una topologia sobre X.
(c) Las construcciones de (a) y (b) son inversas.

3.22. Sea X un conjunto y sea B € X. Entonces la funcién
c:Ae P(X)—AUB e P(X)

es un operador de clausura en X. Describa los abiertos de la topologia correspon-
diente.

3.23. Encuentre una descripciéon como la del ejercicio 3.21 para topologias sobre
un conjunto X basada en un operador de interior i : (X ) — 2 (X).

El reticulado de topologias, bases y subbases

4.24. Sea X un conjunto y sea J el conjunto de todas las topologias sobre X.

(a) La interseccién de una familia arbitraria de elementos de & es un elemento
de 7.
(b) La unién de dos elementos de I no es necesariamente un elemento de 7.

() Si T € 7 es una familia arbitraria de topologias sobre X, entonces existe
exactamente una topologia 7 € 7 tal que

e paratodo T €T setieneque vt C 7,y
e sio €T estal que T C o cualquiera sea T € T, entonces 0 2 Ty.

(d) Si € eslarelacién de inclusion usual, que es un orden parcial sobre &, enton-
ces el conjunto parcialmente ordenado (7, €) es un reticulado completo: esto
es, un conjunto parcialmente ordenado en el que todo subconjunto tiene un
supremo y un infimo.

4.25. Sea X un conjunto y .« € & (X). Entonces existe una topologia 7, sobre X
tal que

e todo elemento de ./ es abierto para 7,y

e si T es una topologia sobre X tal que todo elemento de .¢/ es abierto para 7,
entonces T, C T.

Decimos que 7, es la topologia menos fina que contiene a .« o que es la topologia
generada por ./ sobre X.

4.26. (a) Describa la topologia generada por ./ = {{a}, {b,c},{d}} sobre el con-
junto X = {a, b,c,d}.
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4.27. Sea K = {1/n € R : n € N} y consideremos los siguientes subconjuntos
de Z(R):

%, ={(a,b):a,b R, a<b},
B, ={la,b):a,bER, a< b},
By ={(a,b]:a,beR, a<b},
B, = B,U{B\K :B € %},

Bs = {(a,+00) :a €R},

B ={(—00,a):a eR},

B, ={B € Z(R) : R\ B es finito}.

(a) Muestre que cada uno de %, ..., 9B, es una base para una topologia en R y
compare las topologias correspondientes.

(b) Muestre que %Bs U %, es una subbase para la topologia generada por 43, .
(c) Determinar la clausura del conjunto K en cada una de las siete topologias.
4.28. Sea B ={(a,b):a<b}u{{n}:neZ} C #(R). Muestre que 9 es base de

una topologia sobre R. Describa el interior de los subconjuntos de R con respecto a
ella.

4.29. Su la topologia de un espacio X tiene una base de cardinal «k, entonces la
topologia de X tiene cardinal a lo sumo 2*.

4.30. Dé una definicidn razonable para base de cerrados de un espacio topolégico.

Miscellanea

5.31. Sea X un espacio topolégico. Decimos que un conjunto cerrado F C X es
irreducible si siempre que F = F; UF,, con F; y F, subconjuntos cerrados de X, se
tiene que F; =F o F, =F.

(a) Silatopologia de X es la topologia cofinita de X y X es infinito, entonces X es
irreducible.
(b) SiX esirreducible y U C X es abierto y no vacio, entonces U es denso en X.

5.32. Decimos que un espacio topoldgico X es noetheriano si siempre que si tene-
mos una sucesion decreciente de cerrados

Fi12F, 2 2F 2F ;2
existe iy € N tal que F; = F; para todo i > i.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

() X es noetheriano.
(ii) Toda familia no vacia de cerrados de X tiene un elemento minimal.
(iii) Si
ULWEU,ECU; Ui &

es una sucesion creciente de abiertos de X, entonces existe iy € N tal que
U; = U;, para todo i > .
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(iv) Toda familia no vacia de abiertos de X tiene un elemento maximal.

5.33. Sea X un espacio topolégico noetheriano.
(a) SiF CX escerrado, existen n € Ny cerrados irreducibles Fy, ..., F, C X tales
que F=F,U---UF,.
() Sin,meNyF,,...,F, F{, e, Fr’n C X son cerrados irreducibles tales que
o F,¢F;sii,je{l,...,n}yi#j;
. F{ZF]' sii,j€{l,...,m}yi#j;y
e FU---UF,=F/U---UF,,
entonces n = m y existe una permutacién o € S, tal que F; = F,;) para cada
ie{l,...,n}.

Maurice René Fréchet
1878-1973, Francia

Fréchet fue el primero en considerar espacios topoldgicos abstractos, que
introdujo en su tésis Sur quelques points du Calcul Fonctionnel [Rendiconti
di Palermo 22 (1906) 1-74] bajo la direccién de Jacques Hadamard.
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