ToPOLOGIA
Segundo Cuatrimestre — 2009

Practica 0: Conjuntos ordenados

1. Principio general de definicién recursiva. Sea J un conjunto bien ordenado. Deci-
mos que un subconjunto S C J es una seccién de J si

YaeS,Vped, Pfp<a—=— PeS.

En particular, si 8 € J, el conjunto Sg = {a € J : @ < B} es una seccién de J.
Notemos que si S es una seccién de J y 3 € S, entonces Sg € S.

Sea C un conjunto y sea Z el conjunto de todas las funciones h : S — C cuyo
dominio S es una seccién de J. Sea, finalmente, p : & — C una funcién.Sih: S — C
es un elemento de &, decimos que h es compatible con p si

h(a@) = p(hls,)
para todo a € S. El objetivo de este ejercicio es mostrar que
existe una funcion h : J — C que es compatible con p. (@D)]

Para verlo:

(a) Si S es una seccién de J y hy, hy, : S — C son funciones compatibles con p,
entonces h; = h,.

(b) SipeJysih:Sg— C una funcién compatible con p, entonces existe una
funcién h: Sy U{B} — C que es compatible con p.

() SiK c Jysiparatodo a € K existe una funcién h, : S, — C compatible
con p, entonces existe una funcién

k:| Js.—cC

que es compatible con p.

(d) Paratodo 8 €J existe una funcién hg : Sy — C que es compatible con p.
Sugerencia. Estudie por separado el caso en que 8 tiene un predecesor inmediato y el caso en que
no.

(e) Demuestre (1).

2. (a) Sean J y E dos conjuntos bien ordenados y sea h : J — E una funcidn.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) h preserva el orden y su imagen es E o una seccién de E.
(@) h(a) =minE\ h(S,) para todo a € J.
(iii) Paratodo a € J es h(S,) = Sy(q)-
(b) SiE es un conjunto bien ordenado, entonces el tipo de orden de una secciéon

propia de E es distinto del tipo de orden de E, y que dos secciones distintas
de E tienen tipos de orden distintos.

Sugerencia. Dado J, existe a lo sumo una aplicacién que preserva el orden de J en E cuya imagen
es E o una seccién de E.
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3. Sean J y E dos conjuntos bien ordenados y sea k : J — E una funcién que
preserva el orden. Entonces el tipo de orden de J es el de E o el de una seccién de E.
Sugerencia. Elija eq € E, defina h : J — E mediante la recursién
h(a) = {ml'n(E\h(Sa)) sih(Sq) # E; .
) €n caso contrario;

y muestre que h(a) < k(a) para todo a € J. Concluya de esto que h(S,) # E para todo a € J.

4. Si Ay B son dos conjuntos bien ordenados, entonces se satisface exactamente
una de las siguientes tres condiciones:

e Ay B tienen el mismo tipo de orden;

e Atiene el tipo de orden de una secccion de B;

e B tiene el tipo de orden de una seccién de A.

Sugerencia. Construya un conjunto bien ordenado que contenga a Ay a B y usar el ejercicio anterior.

5. Sean X un conjunto y sea .«/ la familia de todos los pares (A, <) con A un sub-
conjunto de X y < un buen orden en A. Definimos una relacién < en .&f de manera
que (A, <) < (A, <') si (A <) es una seccién de (A, <').
(a) Larelaciéon < es un orden parcial sobre ..
(b) Sea £ una subfamilia de .« totalmente ordenada por <. Sea
B= ] B
(B,<)en

y sea <’ la unién de las relaciones < que aparecen como segunda componente
de los elementos de 9. Muestre que (B, <’) es un conjunto bien ordenado.

6. Usando los ejercicios 1-5 muestre que el principio del maximo es equivalente al
teorema del buen orden.

7. El objetivo de este ejercicio es demostrar, usando los resultados de los ejercicios
1-5, que el axioma de eleccién es equivalente al teorema del buen orden.

Sea X un conjunto, sea 2’(X) el conjunto de las partes no vacias de X y sea
¢ : @?’(X) — X una funcidn de eleccién fijada, de manera que para cada T € 2’(X)
esc(T) e T.SiT esun subconjunto de X y < es una relacién sobre T, decimos que
(T, <) es una torre en X si < es un buen orden de T y si para cada x € T se tiene
que

x = c(X\S(T, <))

con S, (T, <) la seccién de (T, <) por x.

(a) Si(Ty,<;) vy (T,,<,) son dos torres en X, entonces o bien estos conjuntos
ordenados coinciden, o bien uno de ellos es una seccion del otro.

Sugerencia. Suponiendo que h : T; — T, preserva el orden y que h(T;) es igual a T, 0 a una
seccion de T,, pruebe que h(x) = x para todo x € T;.

(b) Si(T,<)esunatorre en X y T # X, entonces que existe una torre en X de la
cual (T, <) es una seccion.

(©) Sea {(Ty,<i):k K} lafamilia de todas las torres de X y sean

T={Jn vy <=={Jsz«

keK keK

Muestre que (T, <) es una torre en X y concluya de esto que T = X.
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