ToPOLOGIA
Segundo Cuatrimestre — 2009

Segundo parcial

APELLIDO Y NOMBRE: .. ttttt ittt ettt ettt et a e e aaaaeeeannn

1. Si X es un espacio, notamos £ (X) a la familia de todas las inclusiones K <— X
de compactos K C X, y decimos que X es compactamente generado si la familia ¢
es final.

(@) Un espacio localemente compacto (esto es, en el que todo punto tiene un en-
torno compacto) es compactamente generado.

(b) SiX esun espacio Hausdorff cualquiera, sea k(X) el espacio topolégico que se
obtiene dotando a X de la topologia final correspondiente a la familia £ (X).

(1) La funcién identidad ¢ : k(X) — X es continua.
(i) t es un homeomorfismo sii X es compactamente generado.

(iii) SiY esun espacio compactoy f : Y — X es una funcidn continua, enton-
ces f : Y — k(X) también es continua.

(iv) La funcién ¢ : k(X) — X induce una biyeccién
bt T (k(X)) = mo(X)
Y, si Xy € X, un isomorfismo

L* : ﬂ:l (k(X), XO) - 7T1(X,X0).

Solucién. (a) Sea U € X un subconjunto tal que para todo compacto K € X la interseccion
U NK es abierta en K. Sea x € U. Como X es localmente compacto, existe un abierto V C X
tal que Ves compacto, y entonces U NV es abierto en V. Pero entonces UNV = (UNV)NV
es un abierto de V, asi que también de X. Como claramente x € UNV C U, vemos que
x €intU. Asi, U es abierto en X.

(b) (i) Para ver que ¢ : k(X) — X es continua basta mostrar, en vista de la definicién
de la topologia de k(X), que para cada compacto K € X la composiciéon K — k(X) S5X
es continua. Pero esta composicion es simplemente la inclusién de K en K, asi que esto es
evidente.

(i) Que ¢ sea un homeomorfismo es equivalente a que la topologia de X coincida con la
de k(X). La equivalencia del enunciado, entonces, es inmediata de la definici6n.

(iii) Sea Y un espacio compacto y sea f : Y — X continua. Entonces f (Y) es un compacto
de X, asf que la funcién inclusién j : f(¥) — k(X) es continua. Si f|/®) : ¥ — f(¥) esla
correstriccién de f, entonces f |/") es continua y la composicién funcién jo f [F®) : ¥ — k(X)
es entonces continua. Esta composicién es precisamente f : Y — k(X).

(iv) Para ver que ¢ induce una biyeccidn en m,, hay que mostrar que dos puntos de X
estan en la misma compontente arco-conexa si y solo si estdn en la misma componente arco-
conexa de k(X). La suficiencia de esta condicién es inmediata, porque ¢ es continua. Por otro
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lado, si x, y € X estan en la misma componente arco-conexa, existe un camino o : I — X
de x a y vy, por lo recién hecho, la funcién o : I — k(X) también es continua. Esto nos dice
que x e y estdn en la misma componente arco-conexa de k(X), como queriamos.

Veamos, para terminar, que ¢ induce un isomorfismo ¢, en 7;(—,x,). Sea @ : I — X un
camino cerrado en x,. Por la parte anterior, la funcién a : I — k(X) es continua, asi que es
un camino cerrado en X, y es claro que t,([a]) = [a]: esto muestra que ¢, es sobreyectiva.
Por otro lado, si a, f : I — k(X) son dos caminos cerrados en x, tales que ¢, ([a]) = t,([8]),
entonces existe una homotopia de caminos H : I x I — X de toa a tof3. Por la parte anterior,
es claro que H : I x I — k(X) es continua, asi que a =, 3, esto es, [a] =[f]. |

2. Sean X un espacio, A € X un subespacio arco-conexo, x, €Ayt :A— X la
inclusion. Entonces el morfismo ¢, : 71(4, xq) — 71(X, x,) es sobreyectivo sii todo
camino en X con extremos en A es homotdpico como camino a un camino totalmente
contenido en A.

Solucién. Supongamos que la condicién se cumple y sea a € 7;(X,x,). Sea @ : I — X un
camino cerrado en x, tal que a = [a]. Como a tiene sus extremos en A, existe 3 : I — A tal
que a =, 8 y entonces, si b =[] € ©1(4, X,), es claro que ¢,(b) = a.

Reciprocamente, supongamos que (, es sobreyectiva y sea a@ : I — X un camino tal
que a(0), a(1) € A. Como A es arco-conexo, existen caminos u, v : I — A tales que
u(0) = v(0) = x,, u(1) = a(0) y v(1) = a(1). Entonces u * a * v_! es un camino ce-
rrado en X, asi que la hipdtesis implica que existe un camino cerrado f# : I — A en Xx,
tal que t,([f]) = [u* a*v™'] o, equivalentemente, tal que 8 =, u % a * v_'. Entonces
u ' xBrv e, utkukaxv kv >, a,yes claro que u!  f v es un camino en A,
asi que esto prueba lo que queriamos. O

3. Sin>3yX CR" es finito, entonces R" \ X es simplemente conexo.

Solucion. Hacemos induccién en n = |X|. Si n = 0, entonces R" \ X = R" es evidentemente
contréactil, asi que es simplemente conexo.

Supongamos ahora que n = 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x = 0;
en efecto, si X = {x}, la funcién 7 : y e R*\ X —» y —x € R" \ {0} es un homeomorfismo.
SeaS" ! ={x €R":||x|| =1} yseai:S" ! — R"\ {0} la inclusién. La funcién

H:(x,t) € R"\{0}) x I — (1—(1—lx]")t)x €R"\ {0}

esta bien definida y es continua.

Six € R"\ {0} y t €I son tales que (1 —(1— [l e)x # 0, entonces 1 = (1 — [|x||})¢. En
particular, t > 0y 0 < [lx|[} = 1— ¢! < 0. Como esto es absurdo, vemos que H est4 bien
definida. Su continuidad es evidente.

Calculando, vemos que H(—,0) = idgn\(q}, que H(x,1) € S™! para todo x € R™ \ {0} y que
H(x,t) = x para todo x € S"™!. Asi, esto muestra que S"! es un retracto por deformacién
fuerte de R"\ {0}. Como S™ ! es simplemente conexo, esto implica que R"\ X es simplemente
CONEXo en este caso.

Supongamos finalmente que n > 1. Para cada i € {1,...,n} sea p; : R" — R la i-ésima
proyeccién. Como X € p;(X) x -+ x p,(X), existe i, € {1,...,n} tal que |p; (X)| > 1. Sean
a=min{p; (x):x €X}, b=min{p;, (x): x €X,p; (x) #a},E=(a+b)/2ye=(b—a)/4.
Sean, finalmente, U = {x € R" : p; (x) <E+e} yV ={x €R": p; (x) > & —¢}. La eleccién
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de a y de b implica inmediatamente que Xy =UNX #J, X, =VNX #@yUNVNX =@.
Es claro, ademas, que {U \ X;;, V \ X,,} es un cubrimiento abierto de R" \ X, y que

(U\X)NV\X)=UNV)\X=UNV

es arco-conexo, porque se trata de un convexo de R". El teorema de van Kampen, entonces,
nos dice que hay un morfismo sobreyectivo de grupos

m(U\Xy)* m (V\Xy) = m (R"\ X),

si calculamos los tres grupos con respecto a un punto base elegido en U N V. Vemos asi que
para mostrar que R" \ X es simplemente conexo basta mostrar que U \ X;; y que V \ X;, lo
son. Como |X,| < ny |X,| < n, la hipdtesis inductiva implica que R" \ X;; y R" \ X, son
simplemente conexos, asi que alcanzard con probar que las inclusiones U \ X; — R" \ Xy,
y V\X, — R"\ X, inducen isomorfismos en los grupos fundamentales. Finalmente, por
simetria alcanzard con hacer esto para U \ X; — R" \ X,,.

Notemos que {U \ Xy, V} es un cubrimiento abierto de R" \ X;;, y que la interseccién
(U\Xy)NV =UNYV es arco-conexa porque es convexa. De hecho, como tanto V como UNV
son subconjuntos convexos de R”, se trata de simplemente conexos y podemos concluir que
la inclusién U \ R" \ X, induce un isomorfismos en los grupos fundamentales invocando el
siguiente resultado probado en la practica:

si Z es un espacio, z, € Z y A, B C Z son dos abiertos tales que Z =AUB, ANB
es arco-conexo, y B y AN B son simplemente conexos, entonces la inclusiéon A — Z
induce un isomorfismo 1,(A,2,) — 7,(Z, 2,)

Esto completa la induccidén. O

Otra solucién, sin usar el teorema de van Kampen. Para ver que R" \ X es simplemente conexo
bastara mostrar las siguientes afirmaciones:

(A) todo camino en R" \ X es homotdpico, como camino, a un camino lineal a trozos;

(B) todo camino lineal a trozos y cerrado en R" \ X es homotdpico, como camino cerrado, a
un camino constante; y

(C) si Z es un espacio topoldgico tal que todo camino cerrado es homotdpico, como camino
cerrado, a un camino constante, entonces Z es simplemente conexo.

Probemos (A). Sea y : I —» R"\ X un camino. Como y(I) y X son compactos en R", existe
6 > 0 tal que para todo t € [ y todo x € X es d(y(t),x) > & ¥, en particular,

Bs(y(t)) SR\ X para todo t € I. )

El conjunto {y*(Bs(y(t))) : t € I} es un cubrimiento abierto de I, que es compacto y métrico,
y existe entonces n € N tal que

sia, belyO0O<b—a< %, entonces existe T € I con v([a,b]) € Bs(y(7)). 2)
Para cadai €{0,...,n}seat; =i/n,yseaH :IxI — R" dada, para t € [t;,t;.1]ys €I, por
H(t,s) = (1 —s)y(t) +s(1—n(t — ,))y(t;) +sn(t — t)y(t;1)

Es inmediato verificar que esto esta bien definido y que se trata de una funcién continua.
Seai € {0,...,n— 1}. De acuerdo a (2), existe T € I tal que y([t;, t;z1]) € Bs(y(7)).
Site[t;,ti1]ys €1, entonces

H(t,s)=(1—s)y(t) +5(1 —n(t— fi)))’i +ns(t —t;)yi1 € Bs(y(7))
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porque y(t), y(t;), y(tis1) € Bs(y(7)), H(s, t) es una combinacion lineal convexa de estos
tres puntos y Bs(y(7)) es convexo. Esto muestra que H([t;, t;,;]1 % I) € Bs(y(7)) € R" \ X.
De la arbitrariedad de i, entonces, vemos que H(I x I) C R" \ X.

En particular, si definimos o : t € I — H(t,1) € R", vemos que ¢ toma valores en R"\ X.
Asi, podemos correstringir o y H a funciones continuas o : I > R*"\X yH : I x I - R"\ X.
Como claramente H(0,s) = y(0) y H(1,s) = y(1) para todo s € I, H es una homotopia de
caminos de y a 0. Como para cada i € {0,...,n—1} ycada t € [¢t;, t;,;] es

o(t)= (1 —n(t— ti))yi +n(t =ty

o es lineal a trozos. Esto muestra la validez de (A).

En segundo lugar, probemos (B). Sea y : I — R" \ X un camino lineal a trozos y cerrado,
de manera que existen n € Ny tg, ty, ..., t, € I tales que t, = 0, t; < t;,; para cada
i€{0,...,n—1},t,=1,ytalesquesit € [t;,t;,,]es

10 = (1= =L )+ oy,

L — ¢ tiy1 — ¢

Sip, g, r € R", notemos
“%(p,q,r)={ap+bg+cr:a,b,ceR,a+b+c=1}
al subespacio afin generado por {p,q,r} en R" y sea

F= U g(y(ti):Y(ti+1):x)'
0<i<n

Afirmamos que int F = @, de manera que en particular existe x, € R" \ F.

En vista de la definicién de F, que intF = @ sigue por induccién a partir de las siguientes dos
afirmaciones:

(D Cualesquiera sean p, q, r € R", el conjunto ¢ (p, q, r') es cerrado y tiene interior vacio en R".

(I) Si M y N son cerrados de R" de interior vacio, entonces M UN es un cerrado de interior

vacio.

Veamos (I). Como n > 3, el conjunto {p —r,q—r} no genera a R" como espacio vectorial, asi que
existe v € R"\ O tal que (p —r,v) = (¢ —r,v) = 0. La funcién lineal ¢ : x € R" — (x,v) € R
es tal que ¢(p) = ¢(q) = ¢(r), asi que es constante sobre Z(p,q,r). Supongamos que
int £(p,q,r) # @, de manera que existen x € %(p,q,r)y € > 0 con B.(x) € £(p,q,r). Co-
mo ¢ es constante sobre £ (p,q,r), es claro que V¢ (x) = 0. Como V¢ = v, esto es imposible.

Veamos ahora (II). Sean M, N € R" cerrados de interior vacio y supongamos que M UN tiene
interior no vacio, de manera que existen x € M UN y ¢ > 0 tales que B,(x) € M UN. Sea
Y €B,(x) ysea 6 > 0 tal que Bs5(y) C B.(x). Si n €N, entonces Bs/,(y) € N porque intN = &,
¥, por otro lado, Bs/,(y) C B(x) S M UN: esto implica que existe y, € Bs/,(y) N M. Es claro
que la sucesién (y,),ey converge a y, y como la sucesion toma valores en M y este conjunto es
cerrado, esto implica a su vez que y € M. Vemos asi que B,(x) € M, lo que es absurdo porque
int M = @. Esta contradiccién prueba (II).

Sea # : (t,s) €l xI— (1—s)y(t)+sx, € R". Seani€{0,...,n—1}, t €[t;, t;;1]ys €1,
y supongamos que

%"(t,s)z(l—s)(l—%)y(t)+(1—s) oy (t) +sx0 €X

i+1 i 1+1 i

Si s # 0, esto implica que x, € Z(y(t;),y(ti11),72(t,s)) € F, lo que es absurdo; si, en

cambio, es s = 0, entonces J(t,s) = y(t) € R"\ X, lo que otra vez es absurdo. Esto muestra

que #([t;, t; 1] xI) CR"\ X, y la arbitrariedad de i, que de hecho J#(I xI) CR" \ X.
Podemos entonces correstringir 5 para obtener una funcién continua 5 : I xI — R"\X.

Calculando se ve que 5#(t,0) = y(t) y que #(t,1) = x, para todo t € I. Por otro lado, si
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s € I, entonces #(0,s) = (1 —s)y(ty) + sx, = #(1,s) cualquiera sea s € I. Asi, vemos que
# es una homotopia de y a una curva constante en tanto caminos cerrados de R" \ X y esto
prueba (B).

Probemos finalmente (C). Sea z, € Z un punto base, y sea y : I — Z un lazo en z,. Por
hipétesis, existen z; y una funcién continua H : I xI — Z tal que H(t,0) = y(t) yH(t,1) =2,
para todo t € I, y H(0,s) = H(1,s) para todos € I. Sea G : I x I — I la funcién tal que si
(t,s)elxZes

H(0,s), si0<t<3; 0
o= H(SLys), sis<t<1-iys<l; AN H

21, si (t,s)=(1/2,1);

H(1,s), sil—5<t<1. e

Es facil ver que esto esta bien definido y que G es continua.

La buena definicién sigue de un calculo directo. Para ver la continuidad mostramos que las
restricciones de G a los tres tridngulos indicados en la figura son continuas. Para dos de
ellas, esto es inmediato, asi que alcanzard con mostrar que la restriccién de G al tridngulo
T={(t,s)€IxI:5<t<1—3}CIxIescontinua.Seaq:(t,s) € IxXI— (s/2+(1—s)/t,s) €T,
que es una funcion continua, sobreyectiva, y cerrada—esto tltimo porque todo cerrado de su do-
minio es compacto, y todo compacto de su codominio es cerrado—asi que se trata de un cociente.
Es inmediato verificar que G|; o q = H, asi que esto implica que la continuidad de H implica la
de G|.

Es G(t,0) = y(t) para todo t € I ¥, si definimos o : t € I — H(0,t) € Z, entonces
G(t,1) = (o *o1)(t) para todo t € I. Como G(0,s) = G(1,s) = z, para todo s € I, conclui-
mos que G es una homotopia y ~, o * o1 de lazos en z,. Esto implica que en 7,(Z,z%,) es
[vy]=0. Asi, 7,(Z,2,) =0, como queriamos mostrar. O

Notemos que si X € R" es ahora un subconjunto cerrado y numerable, exactamente el
mismo argumento prueba que 7t; (R"\X) = 0. La tnica diferencia aparece en la demostracién
de (B): en este caso el conjunto F es una unién numerable de subespacios afines de dimensién
a lo sumo 2, y para ver que F ¢ R" necesitamos invocar el teorema de Baire en vez de la
afirmacién (II) hecha arriba.

4. Sean X e Y espacios arco-conexos y localmente arco-conexos, y sean p : X — X
yq:Y — Y revestimientos con X y Y simplemente conexos. Si X ~ Y, entonces
X~vY.

Solucion. Sean f : X - Y y g : Y — X equivalencias homotdpicas inversas, de manera que
existen homotopias H: X xI » Xy G : Y xI — Y talesque H: gof —idy yG: fog = idy.

Sea §, €Y, y1 = q(§1), xo = 8(31)> %o € P (X0)s Yo = f(X0)s Fo €47 Vo), X1 = g(¥o)
y X; € p~(x;), de manera que tenemos un diagrama de espacios punteados

(V1) — (X, x9) —— (Y, ) ——> (X, x,)

Como tanto X como Y son arco-conexos, localmente arco-conexos y simplemente cone-
xos, aplicando tres veces el teorema de levantamiento vemos que existen: una unica fun-
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cién continua g’ : (¥,7,) — (X Xo) tal que po g = gogq, una Unica funcién continua
f:(X,%,)— (¥,,) tal que go f = f op, y una tnica funcién continua § : (¥, y,) — (X, %,)
tal que p o g = g oq. Por otro lado, tenemos diagramas de espacios puntados

(R X1, (50,00 o (B %) (F X L,(51,00) =% (7, 70)

A

(X X 1,(x0,0)) ——= (X,x;) (¥ xL,(31,0)) —— (¥, ¥p)

y como X x I y ¥ x I son arco-conexos, localmente arco-conexos y simplemente conexos,
existen una tnica funcién H : (X x I, (%,,0)) — (X, xl) tal que goH = Hop x id;, y una
tinica funcién G : (¥ x I ,(71,0)) — (Y, j,) tal que qo G=Gogqxid,.

Notemos que pogof =gofop,asique gof :(X,%)— (X, %) es un levantado de la
funcién gofop : (X,%,) — (X,x;) alolargode p : (X, %;) — (X, x;) tal que (gOf)(xO) = .
y es de hecho el tnico. Por otro lado, si ¥ € X, es

p(H(%,0)) = H((p x id,)(%,0)) = H(p(%), 0) = g(f (p(X))),

de manera que p o H(—,0) = g o f op, y H(%X,,0) = x,, asi que H(—,0) : (X,%,) = (X,%,)
es otro levantado de go f op : (X Xo) — (X,x;) alo largo de p: (X X1) = (X,x;). Como
coincide en el punto base don § o f, la unicidad implica que § o f = H(—,0).
Por otro lado, si % € X es p(H(%, 1)) = H((p xid,)(%,1)) = H(p(x), 1) = p(x), de manera
que p o H(—, 1) = p. Esto implica que H(—, p) : X — X es un homeomorfismo.
Sear:Z — Z un cubrimiento con Z arco-conexo, localmente arco-conexo y simplemente conexo,
y sea ¢ : Z — Z una funcién continua tal que r o ¢ =r. Sea %, € Z, zp = r(%) y 21 = ¢(%0);
notemos que 2; € 77 1(zp). Dadas las hipétesis hechas sobre Z, existe un tnico levantamiento de
r:(Z,%,) = (Z,z) auna funcién 7 : (Z,%,) = (Z,%p) talque ro¥ =r.

La funcién 7o ¢ : (Z,%) — (Z,%) es tal que ro 7o ¢ =r, asi que se trata de el tnico levan-
tamiento de r : (Z, %) — (Z,%p) que manda Z, a Z,. Pero la funcién id; : , Z) — , Zo) €es
otro levantamiento que cumple la misma condicidn, asi que 7 o ¢ = id;. De la misma forma, la
funcién ¢ o 7 : (Z,%;) — (Z,%,) es el tnico levantamiento de 7 : (Z,%;) — (Z,2,) que manda %,
a ;. Como id; tambien es un levantamiento que cumple esa condicién, vemos que ¢ o 7 =id;.

Asi, concluimos que ¢ es un homeomorfismo y que 7 es su inverso.

Vemos entonces que H es una homotopia de § o f a un homeomorfismo X — X. Esto nos
dice que g o f es homotépico a una equivalencia homotépica, asf que § o f es una equ1va-
lencia homotdpica. Razonando de la misma forma con G y G, podemos ver que f o g’ es una
equivalencia homotépica. Entonces f es una equivalencia homotépica, porque en la practica
mostramos que

una funcién a : U — V es una equivalencia homotopica sii existen functiones

B,y :V — U tales que p o ay a oy son equivalencias homotdpicas. 2

5. SiX es un espacio arco-conexo y localmente arco-conexo tal que 7t;(X) es finito,
entonces toda funcién continua f : X — S! es homotépica a una funcién constante.

Solucién. Sea x, € X y elijamos como punto base de S! a s, = f(x,). El morfismo
fo : m(X,xy) = m,(SY, f(x,)) tiene imagen finita. Como 7t;(S?, f(x,)) = Z no tiene sub-
grupos finitos no triviales, vemos que f, es el morfismo nulo. En particular, si p : R — S! es
el cubrimiento usual y r, € p~1(s,), es claro que f,(7;(X, x,)) € p.(7;(R, ry). Del criterio de
levantamiento, entonces—ya que X es arco-conexo y localmente arco-conexo—concluimos
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que existe una funcién continua f : X — R tal que f(x,)=ryypof =f.
Sea ahora H : X x I — S! tal que para cada x €X ycada t €t es

H(x,t)= p((l —t)f (x)+ tro).
Es inmediato que H es una funcién continua, que H(—,0) = p o f=Ff y que H(—,1) es

la funcién constante X — S* de valor s,. Vemos asi que f es homotdpica a una funcién
constante. O
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