ANALISIS COMPLEJO
Primer Cuatrimestre — 2009

Préctica 7: Singularidades

Singularidades

1.1. Sea f(z) = m Encuentre el desarrollo en serie de Laurent de f
en cada uno de los siguientes anillos:

(@) {zeC:0< |z| <1}, (d{zeC:0<|z—1]| <1};

(b) {zeC:1< |z| <2}; (e) {zeC:1< |z—1]};

(c {zeC:2< |z} H{zeC:1<|z—-2| <2}

1.2. Determine el coeficiente de z en el desarrollo de Laurent de ZeTZl en el

anillo {z € C: |z| > 1}.

1.3. Sea A € C. Si 0 < |z| < oo, entonces
1A (z41) .- ( w1 )
2 z) = J—
e a0+n§:1an 2"+~

_ 1 7T _Acost
cona, =5 [y e cosntdt paran > 0.

1.4. Determinar qué tipo de singularidad tiene cada una de las siguientes
funciones f en 0. Cuando sea evitable, definir f(0) de modo que f resulte
holomorfa en 0; cuando sea un polo, determinar su orden y hallar la parte
singular.

(a) f(z) = 2; @ f(z) = ez; (®) f(z) = Z4;
(b) f(z) = %% (e) f(z) = ‘o8lztl);
(©) f(z) = c=sz=1; () f(z) = Lcosl; (h) f(z) = 2=

1.5. (Es 0 una singularidad esencial de la funcién que define la siguiente serie
de Laurent?

1 1 1 1 z z"
+7_1+'+E+§+272+"'+W

1.6. Sea f una funcién holomorfa en C\ {7,2i}. Si f tiene singularidades no
evitables en z = i y en z = 2i, entonces el desarrollo en serie de Laurent de f
en {z € C:1 < |z| < 2} tiene infinitos términos negativos e infinitos términos
positivos no nulos.

1.7. (a) Sizges un cero de orden k de una funcién f sii es un polo de orden k

1
de 7-
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(b) Si zp es un cero (polo) de orden k de f y un cero (polo) de orden k de g,
¢qué clase de singularidad de g es zg?
(c) Si zp es una singularidad esencial de f y un polo de g, ;qué tipo de
singularidad tienen fgy (Jg: en zg?
1.8. Si zg es una singularidad evitable, un polo o una singularidad esencial de
la funcién f, determine qué tipo de singularidad tiene la funcién e/ en zg.

1.9. Sea

a4+ mz+ap
Cobpz'+ b1zt by

f(2)
De acuerdo con el grado de los polinomios, jqué tipo de singularidad tiene f
en oo?

1.10. Clasifique las singularidades de las siguientes funciones en C y determi-
nar el orden de sus polos.

(@) f(z) = ezfz#; d) f(z) = %; Q) flz) = %;
W ) =cos(zle H; @ fle)=sen(2)T W f2) = by
(© f(z) = 5= +ze5; () f(z) =eT3;

1.11. Sea f una funcién entera.

(a) f tiene una singularidad evitable en oo sii f es constante,
(b) f tiene un polo de orden 1 en oo sii f es un polinomio de grado n.

1.12. Si f : € — C es entera y biyectiva, entonces existen a, b € C con a # 0
tales que f(z) = az + b para todo z € C.

Calculo de residuos

2.1. Calcular los residuos de f en cada una de sus singularidades aisladas en
C:

@ f(z) = zz(zliJrl)’ (b) f(z) = Hsenz, (©) f(z) =z%cos 1.

2.2. (a) Siaun polo de orden m de f y si g(z) = (z —a)"f(z), entonces

Res(f,a) — (mil)' lim "1 (2).

zZ—a

(b) Sia es un polo simple de f, entonces

Res(f,a) (z—a)f(z).

= lim
z—a

2.3. Sea f una funcién meromorfa en un abierto (2, sea ¢ holomorfa en Q) y
seaa € ().

(a) Sia es un polo simple de f, entonces Res(fg,a) = Res(f,a)g(a).
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(b) Si a es un cero de orden m de f, entonces a es un polo simple de L y

f
Res(J}, ) = m.

(c) Si a es un polo de orden m de f, entonces a es un polo simple de fTI y
o=
Res( Foa a) = —m.
(d) Si a es un cero de orden m de f, entonces a es un polo simple de £ fg
Res(ff—g,a) = mg(a).

2.4. Calcule los siguientes residuos:

(a)

4,z .
enz=0,1; (b) ggﬁi ~enz=0; (c) %enz:m.

(z— 1)z

2.5. Sea C la circunferencia {z € C : |z| = 2} recorrida en el sentido positivo.
Calcular

@ Jo 757 dz 0 fo st dz © fo mripy

2.6. Sea f : C — C entera y sea 7y una curva como en la figura

f@)

Si 7y no se anula sobre vy |, v 2 dz = 0, entones f no se anula en el interior
de 7.

+oo ¥

2.7. Para 0 < a < 1 calcule | 175+ dx integrando, para cada R > 0, en el

rectdngulo de altura 277i

27ti

R R

y tomando limite cuando R — oo.

2.8. (1) Sea Q : C — C una funcién racional sin polos reales. Muestre que si
lim|;| 00 2Q(z) = 0, entonces

/w Q(x)dx = 271} Res(Q, z1).

con la suma tomada sobre todos los polos z; de Q con parte imaginaria
positiva.

(b) Calcule
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. [} 1 . .. [ x2 X [} x2
i) |7 g dx (i) [7, a0 dx (i) [y sy dx-

2.9. (a) Si Q:C — C es una funcién racional sin polos reales para la cual se
tiene que Iim||_,,, Q(z) = 0, entonces

v.p. / Q(x)e dx = 271 Y Res(Q(2)e", 21).
—oo =
con la suma tomada sobre todos los polos z; de Q con parte imaginaria

positiva.
(b) Calcular

; ®©  cosx . i ® xsenx
@ |7, 7 dy (i) [, oy dx.
2.10. (1) Sea Q : C — C una funcién racional sin polos reales, salvo por el
origen, en donde tiene un polo simple. Si lim|;|_,, Q(z) = 0, entonces

lim </_Rr Q(x)e™ dx + /rR Q(x)e™ dx>

R—+o0 —
r—0
r>0
= 7iRes(Q(z)e”%,0) +27i ) _Res(Q(z)e”, z;),

Zj

con la suma tomada sobre todos los polos z; de Q con parte imaginaria
positiva. Para verlo, integre sobre curvas como la siguiente, y considere
los limites cuando R — 400y r — 0:

—R fr‘ r R

(b) Muestre que

) —r eix oo eix ’
lim / —dx+ —dx ) =mi
V—)(()) —c0 X r X

r>
y deduzca que
® senx T
dx = —.
/0 x T2

Inx
x2+a?

2.11. Para cada a € R\ {0}, muestre que la integral [;°
calctlela.

dx converge y

2.12. (a) Sea Q: C — C una funcién racional sin polos en [0, +0) y fijemos
€ (0,1). Si limz— Q(z) = 0, muestre que

(1 o e727ritx) /()+°° Qx(:c) dx = Zﬂi;Res <Q2(a2)’zi> ,
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donde la rama elegida de z* es la obtenida tomando el argumento de z
en (0,27). Proceda calculando la integral a lo largo de la siguiente curva

N

y luego tomando limites R — 400, r = 0y e — 0.
(b) Calcule las siguientes integrales:
@ [y ﬁ%l) dx;
@) 07 sk
(iii) [y % dx.

2.13. (a) Sea Q: C?> — C una funcién racional tal que el denominador no se
anula sobre la circunferencia de centro 0 y radio 1, ysea R : C — C la
funcién definida por

Muestre que

/027T Q(cosx,senx)dx =27 ) Res(R(z),z).

|zi|<1

Sugerencia. Integrar sobre la curva {z € C: |z| = 1}, parametrizada por z = e 0< x<2m.

(b) Sean a, b E R. Calcule:
(i) f a+senx, com |a| > 1;

i) [ (a+bcosx)2 con0 < b <a;

cos(2x)
(iii) [y T 2rcerrm dx con fa| < 1.

Teorema de Rouché y residuos en el infinito

3.14. Sea 7 el rectingulo de vértices 0, 1, 1 + 2i y 2i recorrido en sentido
positivo, y sea f una funcién meromorfa en C tal que f(z +2i) = f(z) y
f(z+1) = f(z) para todo z € C. Probar que si f no tiene polos ni ceros sobre
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7, la cantidad de ceros de f en el interior de y es igual a la cantidad de polos
de f en el interior de <y (contados con multiplicidad).

2i 1+2i

1

3.15. El polinomio p(z) = 2z° + 7z — 1 tiene una raiz real positiva de médulo
menor que 1y que el resto de sus raices estanen {z € C: 1 < |z| < 2}.

3.16. El polinomio p(z) = z° + 15z + 1 = 0 tiene una tnica raiz en el conjunto
ze C:l|z| < 2}, ;Tiene alguna raiz en {z € C : |z| > 21?
pBAR g

3.17. Si« € R tal que & > 1, entonces la ecuacion
et E =1
tiene exactamente 7 raices en {z € C : |z| < 1}.

3.18. Calcule los residuos en co de las siguientes funciones:

2 . :
@ f(2) = g2y ) f(2) = A2z

3.19. Sea C la circunferencia {z € C : |z| = 2} recorrida en el sentido positivo.
Calcule:

2 _ 241
@ Jo =5 dz ® fo 5 de.
Aplicaciones
4.20. Sea Q= C\ [-1,1] y sea f : O — C la funcién dada por

z+1
z—1

f(z) = log

con la rama del logaritmo definida en C \ R< y tal que logr € R para todo
r > 0. Calcule [ f(z)dz si C es la circunferencia {z € C : |z| = 2} recorrida
en sentido positivo.

4.21. Sea f una funcién holomorfa alrededor de zy. Entonces f es inyectiva en
algtn entorno de zg si y solo si f’(zg) # 0.

4.22. Sea f una funcién holomorfa e inyectiva en la bola Bg(a). de centro a y
radio R. Sea r tal que 0 < r < Ry sea v = 9B,(a), orientada positivamente.
Entonces para todo w € f(B(a,r)) se tiene que

_ 1 zf'(z)
f 1(w)_ﬁ/7f7(z)—wdz'
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4.23. Sea f una funcién holomorfa en el abierto A = {z € C: |z| < r} que no
es constante y tal que f(0) = 0. Entonces existe un entorno () de 0 contenido
en A y una funcién g : O — C holomorfa e inyectiva tal que g(Q) = {|z|] < s}
para algin s y f(z) = g(z)™t(t0) para todo z € Q.

Georg Friedrich Bernhard Riemann
1826-1866, Alemania
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