ANALISIS COMPLEJO
Primer Cuatrimestre — 2009

Préctica 4: Integrales

1. Calcule
b . it
(a) [, Zdzparay:te€[0,2nr] — ¢ € C.
o | . |z|>zdz si 7 es la curva, que empieza y termina en el origen, de la
siguiente figura:

i

0 1
2. Sea 7 : [a,b] — C una curva y definamos la curva
—y:t€abl —»yla+b—-t)eC
Muestre que

/_Arf(z)dz:—fyf(z)dz.

3. Seana € C\{0},beC,yseaT:z€ Crraz+be C.Sice Cy yesuna
curva en C\ {c}, entonces

/ dz _/ dz
Toyz—T(c) Jyz—c

4. Si 7y esla curva

-1 1

muestre que
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6. Si v la curva del gjercicio 4, calcule | ., cos(z) dz.

7. Sean r > 0, sean a, b € C tales que |b —a| # r y consideremos la curva
y:te0,2m] — a+ret € C.

(a) Calcule f,y(z —b)"dz paracadan € Z\ {—1}.

(b) Si |b—a| < r, entonces y dezb = 271i.
(c) Si |b— a| > r, entonces y dezb =0.

8. Sea () C C un abierto, sean f,, : QO — C, paracadan € N,y f : Q3 — C
funciones. Sea ademds y C () una curva en Q).

Si fu — f uniformemente sobre O, entonces [ fu(z)dz — [ f(z)dz,
siempre y cuando todas la sintegrales involucradas tengan sentido.

9. Seay:t € [0,27] — acost +ibsent € C, de manera que la imagen de 7y es
la elipse de ecuacién
2 2
SENL AT
a? = b?

Calcule [, 4 v deduzca que

/2” dt _2m
0o a?cos?t+b2sen2t ab’

10. Sea 7 : [a,b] — C una curva y sea w € C tal que w ¢ <. Sea 1(y,w) el
indice de la curva <y con respecto a w. Entonces:

e Si —v es la curva del ejercicio 2, entonces 7 (y, w) = —5(—7,w).

o Si M = miax;cpap |7(t) y [w| > M, entonces (7, w) = 0.

e La funcion i, : w € C\ v — 7(y, w) € R es continua.

e La funcion i, es constante en cada componente conexa de C \ 1.

11. Determine el valor de f y

renciables, simples y cerradas y no pasan por =£i.

%, para todas las curvas y en C que son dife-
12. Evalue la integral

z
/e—dz
v Z

para cada una de las siguientes curvas 7:

13. Sean 7y : [a,b] — C una curva diferenciable a trozos y sea 3 C C un
abierto. Sea ¢ : v x (3 — C una funcién continua y sea g : 2 — C la funcién
tal que g(z) = [, ¢(w,z) dw para cada z € Q.
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(a) La funcién g es continua.
(b) Si
e para todo w € 7 la funcién ¢(w, —) : QO — C es holomorfa y

. w es continuaenwy z,

entonces g es holomorfa y g'(z) = [ a"’(azg'z) dw.

14. Sean v : [a,b] — C una curva diferenciable a trozos y sea f : Im(y) — C
una funcién continua. Sea g : C \ Im(y) — C la funcién tal que

8(z) = Azjmdw
para cada z € C\ Im(y). Entonces g es holomorfa y
o= [ LD
para todon € N.
15. Calcular:
(a) f7 % dz con 1y : t € [0,27] — 4e't € C;
(b) fwzzﬁdzcon'y:te [0,271] — 1+ etk eCykez
(c) [,*5*dzcony:te[0,2m] — et e G;
lo

@ J, %;?dz cony:t€0,2m] — %t € C;

(e) f7 ‘(:;’;f’gg dzcony:te0,2n] »1+ek cCyke.

16. Sea () C C un abierto, sean f, : QO — C, paracadan € N,y f : Q3 = C
funciones y supongamos que f;, — f uniformemente sobre cada compacto
de Q). Si f, es holomorfa en () cualquiera sea n € N, entonces f es holomorfa
en Qy f; — f' uniformemente sobre cada compacto de Q).

17. Sea H = {z € C: R(z) > 0}. La funcién f : H — C tal que

+oo
f(z) = / e # dt, paracadaz € H
0

es holomorfa.

18. Sea r > 0, sea B,(0) el disco abierto de radio r centrado en 0, y sea
f: Br(0) — C una funcién continua que f es holomorfa en B,(0). Entonces

£2) = 5 [, S o

27t Jjw|=r w—z

para todo z € B,(0).
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Edouard Jean-Baptiste Goursat
1858-1936, Francia

El resultado mas conocido de Goursat es el teorema de Cauchy-
Goursat, que afirma que la integral de una funcién a lo largo de una
curva simple cerrada se anula si la funcién es analitica en el interior
de la curva habia sido probado por Cauchy bajo la hipétesis de que
la derivada de la funcién fuera continua: Goursat logré, en 1884,
eliminar esta hipétesis innecesaria. Sus trabajos en andlisis fueron
variados y profudos: fue él el primero en enunciar el teorema general
de Stokes y el que dio su enunciado final al lema de Poincaré sobre
formas diferenciales, por ejemplo.
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