ANALISIS COMPLEJO
Primer Cuatrimestre — 2009

Préctica 3: Series

Series

1.1. Estudie la convergencia de la serie cuyo término general es el siguiente:

(a) ay = 24, (d) ay =log (1+73),
) a, = ﬁ, (e) a, = sen %

(c) ap = \/%/

1.2. La serie anz a, con a, = m para cadan > 2

(a) convergesig>0yp>1; (c) divergesiq >0sip <1;
(b) convergesig>1lyp=1; (d) divergesi0<g<1lyp=1

1.3. Encuentre el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

(a) 22021 mz”, (d) 220:1 4”22”,
(b) e, T, () T, 2,
(© (37", (P Loy 2.

1.4. Criterio de Weierstrass. Sea X un espacio métrico, para cada n € N sea
Uy, : X — C una funcién y sea (M;),eny una sucesiéon de ntmeros reales
positivos. Supongamos que |u,(x)| < M, para todo x € X. Entonces

[e9) ()
Z M,, converge — Z uy(x) converge uniformemente en X.
n=1 n=1

1.5. Sumacion por partes. Sean (a,)y>0, (2n)n>0 Sucesiones de ntimeros com-
plejos tales que la sucesion (4,112 ),>0 converge. Entonces

[e9) (0]
Z (an — ay41)zn converge <= Z an(zZn — zy—1) converge.
n=0 n=1

1.6. Sean (a,),>0 Y (2n)n>0 dos sucesiones de nimeros complejos.

(a) Criterio de Dedekind. Si lima, = 0, si Y5 (a, — a,41) converge absolu-
tamente y si las sumas parciales de Y_,” ;z, estdn acotadas, entonces la
serie ) o ; d,Z, converge.

(b) Criterio de du Bois-Reymond. Si Y, 1(a, — a,+1) converge absolutamente
y si Y7 1z converge, entonces Y .- ; ,Z, cOnverge.

Sugerencia. Use el ejercicio anterior.
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1.7. Criterio de Dirichlet. Sea (r,),>1 una sucesién decreciente de numeros
reales positivos que converge a 0 y sea (z,),>1 una sucesion de nimeros
complejos. Si las sumas parciales de Y, ; z, estdn acotadas, entonces la serie
Y1 "nZn converge.

Sugerencia. Use el criterio de Dedekind.
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1.8. Determine el radio de convergencia de las siguientes series de potencias
y estudie el comportamiento en el borde del disco de convergencia:

(@) Yoy 52", ® Lo e
O B G () Ty iz

(c) Yo n\/iﬁz”, (i) T, 1

@ Lo 42", () Ty 2",

(e) Yiq ﬁzn/ (k) Y z"senn,

N Tom e () Ty SHanlmih),

1.9. Describa el conjunto de valores de z para los cuales las siguientes series
resultan convergentes:

N Ti1 sz
(b) Yo ﬁ\zv () Yo Z T
n n+

))l ’
© T () Ty (3)"
L (=
(d) T2, 5, (i) T2, L(£2)" con |af < 1.

1.10. Sea m € Ny sea (a,),en una sucesion de ntimeros complejos. Entonces
los conjuntos de convergencia de las series Y ; 2,2" y Y1 Am+nz" coinciden

1.11. Sea k € N. Si el radio de convergencia de la serie de potencias ), 2,2z"
es p > 0, entonces el de Y a,n*z" también es p.

1.12. Determine los términos de orden < 3 en el desarrollo en serie de poten-
cias de las siguientes funciones:

(a) € senz, (d) £=c0s2,
(b) senzcosz, (e) cosecz,
== (f) tanz.

1

1.13. Encuentre el desarrollo en serie de potencias de la funcion f,(z) = (¥ 0

para cada n € N.

)= 1 (n— 1)
Sugerencia. Es f, = = 1 T f1 .

1.14. Sea f(z) = Y, a,2z" una serie de potencias con radio de convergencia p
positivo.
(a) f(—z) = f(z) para todo z con |z| < p sii 4, = 0 para todo n € N impar.
(b) f(—z) = —f(z) para todo z con |z| < p sii a, = 0 para todo n € N par.
1.15. La sucesion de Fibonacci es la sucesion (a,),>0 tal que
ap =0,
a1 =1,
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ay = ay_1 + ap_p para cada n > 2.

Consideremos la serie de potencias R(z) = Y_;"a,z".

1. Muestre que la serie R tiene radie de convergencia positivo y que su
suma es una funcién racional de z. De una expresién cerrada para esa
suma.

2. Descomponiendo R(z) en fracciones simples y usando la suma de la serie
geométrica, obtenga un nuevo desarrollo de R(z) en serie de potencias.

3. Comparando ambos desarrollos, obtenga una férmula cerrada para el
término general de la sucesién de Fibonacci.

Logaritmo y Raices n-ésimas

2.1. Sea () C C un abierto conexo. Una rama del logaritmo en () es una funcién
continua g : ) — C tal que ¢8(*) = z para todo z € Q.

(a) Toda rama del logaritmo es inyectiva y holomorfa en Q).

(b) Si g1y g2 son dos ramas de logaritmo en () y si existe zp € () tal que
81(20) = §2(20), entonces g = g».

(c) Si existe una rama del logaritmo en ), entonces 0 ¢ Qy S ¢ Q.

2.2. Sea g : (3 — C una rama del logaritmo y sean b € C y a € (). Definimos
b — pb-g(a)
a’=e .

(a) Sib € N, entonces el valor de a” no depende de la eleccién de g y coincide

con el productog- - -a.
——"
b veces
. . 3
(b) Determine todos los valores que pueden tomar i*, (—1)5
rar todas las posibles elecciones del logaritmo.

y 17 al conside-

(c) Fijando una rama del logaritmo, mostrar que las funciones

h:zeQmzleC

hy:ze C—a*e€C

son holomorfas.
(d) Sean z € Q 'y a, b € C ;Qué relacién hay entre z*+? y 29207 Si ademas
2% € O, ;qué relacion hay entre z% y (z%)°? ;Y si b € 72

2.3. Sea log la rama principal del logaritmo definida en C \ R<p. Muestre que
para todo ¢ € R se tiene que

1
arctan 2 Ogl+t

2.4. Sean € Nysea () C C* un abierto. Una rama de la raiz n-ésima en Q)

es una funcién continua g : QO — C tal que g(z)" = z para todo z € Q. Si
¢ : Q) — C es una rama de la raiz n-ésima, escribimos {/z a g(z).
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(a) Si Q) = C\ R>g, hay exactamente dos ramas de /z en Q). Delas explicita-
mente.

(b) Toda rama de la raiz cuadrada es holomorfa en su dominio.

(c) Si()esconexoysifesunarama de la raiz cuadrada en (), entonces f y
— f son todas las ramas.

2.5. Sea ) = C\ R<, sea g(z) una rama del logaritmo definida en Q) y note-
mos /z a la rama de la funcién raiz ctbica definida en Q) tal que /z = €8(3)/3,
(a) Cualquiera sea la rama g elegida para el logaritmo, +/z pertenece a ()
para todo z € ().
(b) Encuentre todas las ramas g del logaritmo para las cuales se tiene que
¢(V/z) = 1g(z) para todo z en Q.

(c) Probar que si en lugar de considerar el abierto () consideramos a C \ R,
aumenta la cantidad de ramas que satisfacen la condicién el item anterior.

Paul David Gustav du Bois-Reymond
1831-1889, Alemania

du Bois-Reymond hizo su doctorado bajo la supervisién de Ernst
Eduard Kummer sobre la teoria matemdtica del equilibrio de fuidos.
Su trabajo posterior se concentr6 en las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales y el andlisis de funciones de variable real. Suyo
es el primer ejemplo de una funcién continua cuya serie de Fourier
diverge en un punto—de hecho, la serie de Fourier de su ejemplo di-
verge en un conjunto denso—y, afios mads tarde, logré dar un ejemplo
de una funcién continua que no es diferenciable en ningtin punto.
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