ALGEBRA II
Primer Cuatrimestre — 2007

Préctica 7: Teoremas clasicos de estructura

1. Moédulos y anillos semisimples

1.1. Sea A un anillo y sea M un A-médulo simple. Entonces o bien M, consi-
derado como grupo abeliano, es isomorfo a una suma directa de copias de Q,
o bien existe p € N primo tal que M es, considerado como grupo abeliano,
isomorfo a una suma directa de copias de Z,.

1.2. Sea A un anillo conmutativo y M y N dos A-médulos. Si alguno de M
o N es semisimple, M ® 4 N es semisimple.

1.3. (1) Si A es un anillo semisimple y B C A es un subanillo, ;jes B necesa-
riamente semisimple?

(b) Si A es un anillo semisimple e I << A es un ideal bilatero, entonces A/I
es semisimple.

1.4. Anillos de matrices.

(1) Sean A y B anillos y n, m € N. Entonces M;;(M,(A)) = My,(A) y
M, (A x B) 2 M, (A) x My(B).

(b) Si A es un anillo semisimple y n € N, entonces M, (A) es semisimple.

(c) Sea A un anillo y sea n € N. Sea P el conjunto de vectores fila de n com-
ponentes en A y sea Q el conjunto de vectores columna de n compo-
nentes en A. Entonces P es un A-M;(A)-bimédulo y Q es un M, (A)-A-
bimédulo con acciones de M, (A) inducidas por el producto matricial.
Mads aun, hay un isomorfismo Q ® 4 P = M, (A) de M, (A)-bimédulos y
un isomorfismo P @y, 4) Q = A de A-bimédulos.

Como consecuencia de esto, si M es un A-médulo izquierdo, entonces

P ®wm,(a) (Q®a4 M) = M.

(d) Si M es un A-B-bimédulo y N es un B-mdédulo izquierdo proyectivo,
entonces M ®p N es un A-médulo proyectivo.

(e) Sea A un anillo. Si existe n € N tal que M,,(A) es semisimple, entonces el
anillo A mismo es semisimple.

1.5. Sea A un anillo, M un A-médulo finitamente generado. Si B = End4 (M)

y A es semisimple, entonces B es semisimple. Notemos que esto tiene como

caso particular a la segunda parte del ejercicio 1.4, ya que si M = A", entonces

End, (M) = M, (A).

1.6. (a) Un anillo artiniano a izquierda sin divisores de cero es un anillo de
divisién.

(b) Si A es un anillo sin divisores de cero tal que M, (A) es semisimple para
algin n € N, entonces A es un anillo de divisién.
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2. Algebras de grupos ciclicos

Sin € N, sea G, un grupo ciclico de orden n y sea g» € G, un generador.

2.1. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Si kG, = M, (D7) X - - - x My, (Dy)
es la factorizacion de kG, como k-dlgebra dada por el teorema de Wedderburn,
de maneraqueestr € N,ny,...,n, € Ny Dy, ..., D, son k-dlgebras de division,
entonces 117 =ty = --- =n, = 1y D; es un cuerpo para cadai € {1,...,r}.

En particular, hay exactamente r isoclases de kG,-moédulos simples y si Sy,
..., Sy son representantes de estas clases, hay un isomorfismo de kG,-médulos
kG, = @j_; Si.

2.2. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Sea M un kG,-médulo simple y
seaq:m € M gym € M la multiplicacién por g,,. Entonces a € Endg, (M)
porque kG, es un anillo conmutativo. Sea y € k[X] el polinomio minimal de a
sobre k. Muestre que i es irreducible en k[X]. Ademas, si k = Q, entonces y
tiene coeficientes enteros.

2.3. Algebras de grupos ciclicos sobre C. Sea ), C C* el subgrupo multiplicativo
de C* de las raices n-ésimas de la unidad.

(a) La aplicacion ¢ : x € homgp (G, Qn) = x(g1) € Oy es un isomorfismo
de grupos abelianos. Esto implica que el conjunto G, = homgep (G, Q)
tiene exactamente n elementos; llamemoslos x1, ..., Xxu-

(b) Muestre que si x, p € én, entonces

-1
Y. X(8)p(g™") = dxp:
8€Gy
Sugerencia. Multiplique el miembro izquierdo de esta igualdad por (1 — x(g1)p(g7!))-
() Sixe Gy seaey = %deGn x(g71)g € CGy,. Entonces si x, p € Gy,

2
ey = ey,

exep =1, cuando x # p,

ZEX::L

x€Gn

(d) Consideremos el anillo A = C x -+ x C con n factores y sean x1, ...,
Xy € Alos elementos de la base canénica. Hay un isomorfismo de anillos
¢ : CG, — A tal que ¢(ey;) = x;si 1 < i < n. Describa representantes
para cada isoclase de CG;-moédulos simples.

2.4. Algebras de grupos ciclicos sobre Q.

(a) Sea p un nimero primo. Si 0 < k < [, sea ¢ : (@sz — Qka el tnico
morfismo de anillos tal que ¢y(g,1) = g, Entonces ker ¢ ; = <gz,k —1).
Ademds, si0 <r <k <l es ¢, = P10 Py,

(b) Sea p un ntimero primo y pongamos ®, = Zf:ol X! € Z[X]. Entonces

1-1 .
XP —1=(X—1)[]®,(x")
i=0
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(c)

(d)

(e)
"

(g)

(h)

(i)

3.

y cada uno de los factores CIDP(XVi) con 0 < i <[ es irreducible en Q[X].
Sea p un ndmero primo impar. Sea I > 1y sea M un QG,-médulo
simple. Si dimg M < p! — p!~1, entonces existe k < | y un QG x-médulo
simple N tal que M = ¢} (N).
Sea p un ntimero primo impar. Notemos My al tinico QG;-médulo sim-
ple. Entonces, para todo / > 1 existe, a menos de isomorfismo, un tinico
QG i-médulo simple M; tal que dimg M; > p' — p'~1. Ademas, se tiene
que

e dimg M; = p-p Ly

o QG = @2y 95 (Mi) & M;.
Sugerencia. Haga induccion con respecto a [.
Enuncie y pruebe enunciados anédlogos a los dos tltimos para p = 2.
Sea p € N primo, [ > 1y sea M; un Qsz—médulo simple de dimensién
p' — p'~1. Entonces M, posee una base con respecto a la cual la matriz
de la aplicacion a : m € M — gy € M es la matriz compariera del
polinomio @F(Xpl).
Sea f € Q[X] un polinomio ménico irreducible y sea a € M,(Q) su
matriz compafiera. Entonces, si C(a) C M, (Q) es el centralizador de a en
M, (Q), hay un isomorfismo C(a) = Q[X]/(f).
Sea p € N primo. Para cada ! € N, sea {; € C una raiz primitiva p'-ésima

de la unidad y sea Q({;) el menor subcuerpo de C que la contiene. En-
tonces hay un isomorfismo de élgebras

QG = @x Q1) x -+ X Q).

Supongamos que n es impar y que n = p;’” -+ py" es la factorizacion
de n como producto de potencias de primos distintos. Entonces G, =
GW1 X oo X Gomr.

p Pr

1
Si M es un QG,-moédulo simple, entonces existen [, ..., I, € N tales
quel; <m;siie{l,...,r}y

M= Mpllmllll XK Mpr/mr,lr'

Aqui M, ) es el tnico QGym-moédulo simple de dimension pt—plL.

Algebras de grupo

3.1. Muestre que si k € {Q, R, C}, entonces kS3 = k x k x My (k).

3.2. Encuentre la descomposicién de Wedderburn para kD, con k € {Q,R,C}
siDy=(s,t:s>=tt=1,sts =t71).

3.3. Sea Q = {£1, +i, +j, £k} el grupo de los cuaterniones unitarios. Muestre

que

QR=QxQxQxQ x Hg,
RO=RXRXR xR x Hg,
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CQECXxCxCxCxM;yC).

Aqui Hg es el anillo de los cuaterniones reales y Hg es el andlogo definido
sobre Q.

4. Dominios de ideales principales

4.1. Mostrar que Z[v/10] y Z[v/—10] no son dominios de factorizaciéon tnica.
Encontrar ideales no principales en estos anillos.

4.2. (1) Mostrar que Z[V/d] es euclideano sid € {-2,2,3}.

(b) Factorizar a 16 + 111/2 como producto de elementos irreducibles del ani-
llo Z[v/2].

(¢) Unntmero primo p € Z es irreducible en Z[y/—2] sii —2 es un cuadrado

en Zy. Dé ejemplos de factorizaciones en Z[/—2] de ntimeros primos
de Z.

4.3. Sea p € N un namero primo, p = (p) el ideal primo correspondiente y
sea Zjy la localizacién de Z en p. Describir todos sus ideales. Mostrar que Z;
es un dominio de ideales principales con un tinico ideal maximal y encontrar
un conjunto completo de elementos primos no asociados dos a dos.

4.4. Sea A un dominio de ideales principales y sea M un A-mdédulo finita-

mente generado. Mostrar que

(1) M es de torsion sii homy (M, A) =0;y

(b) M es indescomponible sii o0 bien M = A o bien existe p € A irreducible
yn € Ntales que M = A/(p").

¢Qué puede decir cuando M no es finitamente generado?

4.5. Sea p € N un namero primo. Encuentre todos los grupos abelianos de
orden p?, p?, pty p°.

4.6. Sea G un grupo abeliano finito y sea p € N un ntiimero primo tal que
p | |G|. Entonces el ntimero de elementos de orden p de G es coprimo con p.

4.7. (a) Para los siguientes grupos abelianos, dar la factorizacién del teorema
de estructura:

1) Zy+ Ze + Zo;
ii) Zp + Zp + Zg + Zy;
iii) Zp +Z + Zyo + Z;
iV) Zag +Zoy +Z+ 7+ Zpo + Zo + Zs.
(b) Determinar la factorizacién canénica de un grupo abeliano G de orden 36

que tiene exactamente 2 elementos de orden 3 y que no tiene elementos
de orden 4.

(c) Determinar la factorizacién canénica de un grupo abeliano G de or-
den 225 que tiene por lo menos 40 elementos de orden 15 y tal que todo
subgrupo de orden 9 es isomorfo a Zz ® Zs.

4.8. Sea G C Z" un subgrupo.
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(a) [Z" : G] es finito sii G tiene rango n.
(b) Si G tiene rango n'y {g1,...,dn} es una base de G, sea M € M,(Z) la
matriz que tiene a los g; como columnas. Mostrar que [Z" : G| = |det M]|.

Abraham Adrian Albert
1905-1972, Estados Unidos.

Albert fue uno de los pioneros en el estudio de la estructura de las
algebras de division. Su libro Structure of Algebras es un clasico.
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