ALGEBRA II
Primer Cuatrimestre — 2007

Préctica 7: Teoremas clasicos de estructura

1. Modulos y anillos semisimples

1.1. Sea A un anillo y sea M un A-médulo simple. Entonces o bien M, consi-
derado como grupo abeliano, es isomorfo a una suma directa de copias de Q,
o bien existe p € N primo tal que M es, considerado como grupo abeliano,
isomorfo a una suma directa de copias de Z).

Solucién. Sea D = Ends(M). El lema de Schur nos dice que D es un anillo de divisién y, en
particular, su centro Z(D) es un cuerpo. Sea k la interseccién de todos los subcuerpos de Z(D).
Es facil ver que o bien k = Q o bien existe p € N primo tal que k = Z,. En cualquier caso,
como k C D, M es un k-espacio vectorial y el resultado del ejercicio es consecuencia de que todo
k-espacio vectorial es isomorfo a una suma directa de copias de k. O

1.2. Sea A un anillo conmutativo y M y N dos A-médulos. Si alguno de M
o N es semisimple, M ® 4 N es semisimple.

Solucion. Supongamos que N es semisimple. Como el producto tensorial se distribuye sobre sumas
directas, podemos suponer sin pérdida de generalidad que N es simple. En ese caso, existe un
ideal maximal m < A talque N = A/my M®, N = M®4 A/m = M/mM. Como M/mM es
un A/m-médulo y A/m es un cuerpo, M/mM es A/m-semisimple. Esto implica inmediatamente
que M®4 N = M/mM es A-semisimple. O

1.3. (a) Si A es un anillo semisimple y B C A es un subanillo, ;es B necesa-
riamente semisimple?

Solucion. El cuerpo Q es semisimple pero Z C Q no es semisimple. O

(b) Si A es un anillo semisimple e I << A es un ideal bilatero, entonces A/
es semisimple.

Solucion. Sea B = A/I. Via la proyeccién canénica 77 : A — B, B resulta un A-médulo a izquierda.
Como A es semisimple por hipétesis, B es un A-médulo semisimple. Ahora bien, un sub-B-
moédulo de A es lo mismo que un sub-A-médulo de B porque 7t es sobreyectiva. Luego B es
semisimple como B-médulo a izquierda, esto es, B es un anillo semisimple. O

1.4. Anillos de matrices.
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(1) Sean A y B anillos y n, m € N. Entonces M;;(M,(A)) = My,(A) y
My (A x B) = My (A) % My (B).
(b) Si A es un anillo semisimple y n € N, entonces M,,(A) es semisimple.

Solucion. Si A es semisimple, existen 7, ny, ..., n, € Ny anillos de divisién Dy, ..., D, tales que
A = My, (D1) X My, (Dy). Si n € N, el ejercicio anterior implica entonces que

M, (A) = Mn(Mnl(Dl) X Mn,(D,)) = Mnln(Dl) X My, (Dr)

y esto es, claramente, un anillo semisimple O

(c) Sea A un anillo y sea n € N. Sea P el conjunto de vectores fila de n com-
ponentes en A y sea Q el conjunto de vectores columna de n compo-
nentes en A. Entonces P es un A-M; (A)-bimédulo y Q es un M, (A)-A-
bimédulo con acciones de M, (A) inducidas por el producto matricial.
Mas aun, hay un isomorfismo Q ® 4 P = M,,(A) de M, (A)-bimddulos y
un isomorfismo P ®p,4) Q = A de A-bimédulos.

Como consecuencia de esto, si M es un A-médulo izquierdo, entonces

P @, (a) (Q®a M) = M.

Solucién. Las aplicaciones o : Q ®4 P — My (A) y T: P ®py,(4) Q — A inducidas por la multipli-
caci6n matricial, esto es, tales que c(® p) = qpy T(p® q) = pg cada vez que p € Py q € Q son
isomorfismos de M, (A)- y A-bimédulos, respectivamente.

La dltima afirmacién sigue de considerar la composicién

= ®id
P @, (4) (Q®a M) =M —> (P, Q) @aMEM 2 A M —> M

en la que el primer morfismo es el isomorfismo que da la asociatividad del producto tensorial y
el tercer morfismo el isomorfismo canénico.

(d) Si M es un A-B-bimédulo y N es un B-médulo izquierdo proyectivo,
entonces M ®p N es un A-médulo proyectivo.

Solucion. Es claro que si N es un B-médulo a izquierda libre, M ®p N es libre como A-mdédulo.
Si N es un B-médulo proyectivo, entonces existe otro B-médulo N’ tal que N & N’ es libre. Pero
entonces M ®@p (N® N') 2 (M ®p N) @ (M &5 N’) es B-libre y M ®p N, es un sumando directo
de él, es B-proyectivo. O

(e) Sea A un anillo. Si existe n € N tal que M, (A) es semisimple, entonces el
anillo A mismo es semisimple.

Solucién. Basta mostrar que si M, (A) es semisimple, entonces todo A-modulo izquierdo es
proyectivo. Sea entonces M un A-médulo. Como M, (A) es semisimple, el M, (A)-médulo
Q ®a M es proyectivo. Usando ahora las dos partes anteriores de este ejercicio, esto implica
que M = P ®y, (4) (Q®4 M) es A-proyectivo. O
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1.5. Sea A un anillo, M un A-médulo finitamente generado. Si B = End4 (M)
y A es semisimple, entonces B es semisimple. Notemos que esto tiene como
caso particular a la segunda parte del ejercicio 1.4, ya que si M = A", entonces
End, (M) = M, (A).

Solucion. Como A es semisimple y M es finitamente generado, existen k € N, ny, ..., np € N
y A-moédulos simples no isomorfos Mj, ..., My tales que M = @Ll M,nZ Si D; = Enda(M;),
entonces

B = EndA(M) = M"l (Dl) X - X Mnk(Dk)'

En particular, B es semisimple.

1.6. (2) Un anillo artiniano a izquierda sin divisores de cero es un anillo de
divisién.

Solucion. Sea A un anillo artiniano a izquierda sin divisores de cero. Para ver que A es un anillo
de division, basta mostrar que todo elemento a € A Fosee un inverso a izquierda. Ahora bien,
la cadena decreciente de ideales izquierdos Aa D Aa* D --- debe estabilizarse, de manera que
existe k € N tal que Aak = Aa**1. En particular, existe b € A tal que ba**! = 4%, esto es, tal que
(ba —1)a* = 0. Como en A no hay divisores de cero, vemos que ba = 1. Luego a tiene a b como
inverso a izquierda. O

(b) Si A es un anillo sin divisores de cero tal que M, (A) es semisimple para
algtin n € N, entonces A es un anillo de divisién.

Solucién. Si M, (A) es semisimple, entonces es artiniano. Esto implica que A mismo es artiniano.
Como ademds no ay en A divisores de cero, la parte anterior implica que A es un anillo de
divisién. O

2. Algebras de grupos ciclicos

Sin €N, sea G, un grupo ciclico de orden n y sea g, € G, un generador.

2.1. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Si kG, = M, (D7) X - - - x My, (Dy)
es la factorizacion de kG, como k-dlgebra dada por el teorema de Wedderburn,
de maneraqueesr € N,ny,...,n, € NyDy,..., D, son k-dlgebras de divisién,
entonces 117 =ty = --- =n, = 1y D; es un cuerpo para cadai € {1,...,r}.

En particular, hay exactamente r isoclases de kG,-moédulos simples y si Sy,
..., Sy son representantes de estas clases, hay un isomorfismo de kG,-mdédulos
kG, = @j_; Si.

i=
Solucion. En efecto, si ese no es el caso, el dlgebra de la derecha no seria conmutativa. O

2.2. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Sea M un kG,-médulo simple y
seaa:me€ M gym € M la multiplicacién por g,. Entonces a € Endg, (M)
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porque kG, es un anillo conmutativo. Sea p € k[X] el polinomio minimal de a
sobre k. Muestre que y es irreducible en k[X]. Ademss, si k = Q, entonces u
tiene coeficientes enteros.

Solucién. Supongamos que it = f1f> con fi, fo € k[X] y (f1, f) = 1. Existen entonces aq, a, € k[X]
con & f1 + azf, = 1. Pongamos e; = &;(a)f(a) € Endyg, (M) parai € {1,2}. Claramente

e1ey = ezer = aq(a)aa(a) f1(a) fo(a) = a1 (a)az(a)p(a) = 0,

asi que, como Endig, (M) es un anillo de divisién, podemos suponer que ¢; = 0. Esto implica que
u= fifa | «1f1 y vemos que f5 | a;. Pero entonces

folaifi+aofo =1,

de manera que f, € k. Esto muestra que y es irreducible en k[X].
Ahora bien, como gj; = 1 en G, a" = idps. Como y es el polinomio minimal de 4, concluimos
que y | X" — 1. Cuando k = Q, usando que p es ménico vemos que i tiene coeficientes enteros.
O

2.3. Algebras de grupos ciclicos sobre C. Sea ), C C* el subgrupo multiplicativo

de C* de las raices n-ésimas de la unidad.

(a) La aplicacion ¢ : x € homgrp (G, Qn) — x(g1) € Oy es un isomorfismo
de grupos abelianos. Esto implica que el conjunto G, = homgrp (G, On)
tiene exactamente n elementos; llamemoslos x1, ..., Xn-

(b) Muestre que si x, p € Gy, entonces

Y x(8)p(g™") = dyp-
8€Gy

Sugerencia. Multiplique el miembro izquierdo de esta igualdad por (1 — x(g1)p(g7"))-
(c) Six € Gy, seaey = %deGn x(g71)g € CG,,. Entonces si x, p € Gy,

2 _
ex = ey

exep =1, cuando x # p,

y
Z EX = 1.
x€Gn
(d) Consideremos el anillo A = C x --- x C con n factores y sean xy, ...,

xy € A los elementos de la base canénica. Hay un isomorfismo de anillos
¢ : CG, — A tal que ¢(ey;) = x; si 1 < i < n. Describa representantes
para cada isoclase de CG,-médulos simples.

2.4. Algebras de grupos ciclicos sobre Q.
(a) Sea p un ntimero primo. 5i 0 < k <1, sea ¢ : QG — QG el tnico
K
morfismo de anillos tal que ¢y ( gpl) = g+ Entonces ker ¢ = ( gZ , —1).
Ademads, si0 <r <k <l esd,; = ¢ 0Py
(b) Sea p un ntimero primo y pongamos &, = le;()l X' € Z[X]. Entonces

1-1 .
XP —1=(X—1)[]®,(x")
i=0
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y cada uno de los factores CIDP(X”i) con 0 < i <[ es irreducible en Q[X].

(c) Sea p un ntmero primo impar. Sea I > 1y sea M un QG,-médulo
simple. Si dimg M < p' — p/~1, entonces existe k < I y un QG x-modulo
simple N tal que M = ¢/ (N).

Solucién. Sea M como en el enunciado. Notemos p : QG, — Endg(M) al morfismo de anillos que
determina la estructura de QG,;-moédulo sobre M. Es ficil ver que alcanza con mostrar que existe

k
k < I tal que gZ, — 1 € kerp, ya que en ese caso serd ker ¢ ; C kerp y p se factorizara a lo largo

de ¢k/l~
Seaa:m € M g,m € M la multiplicacién por g, y sea i € Q[X] el polinomio minimal

de a sobre Q. Sabemos que y es irreducible en Q[X]. Por otro lado, como ' =id M, €S

plxP —1=(x- 1)ﬁ<1>,,(xl’i).

i=0
Luego o bien y = X — 1 o bien existe i € {0,...,/ — 1} tal que p = <I>p(X”i).
En el primer caso, vemos que a = idy; y M es un QGPI -médulo trivial. Esto dice que 8y —1l¢e
ker p y que podemos tomar k = 0. ‘
Supongamos entonces que estamos en el segundo caso, de manera que y = d>p(XV’) con
0<i<I. Como
pi+1 _ pi — degy < dlm@M < p’ _ pl—l,
se tiene de hecho que i < I — 1. Por otro lado,
. :ép(Xpi) | X1,
; i+1
asi que a? T —id M Y vemos que g;’; ,+ — 1 € kerp. Concluimos que, en este caso, podemos tomar
k=i+1. O

(d) Sea p un nuimero primo impar. Notemos My al tinico QG1-médulo sim-
ple. Entonces, para todo / > 1 existe, a menos de isomorfismo, un tinico
QG i-médulo simple M tal que dimg M; > p' — p'~1. Ademas, se tiene
que
o dimgM; = pl — pl_l; y
* QG = @ ¢ (M;) & M.

Sugerencia. Haga induccién con respecto a [.

Solucién. Supongamos primero que ! = 1. Sea M un QG,-médulo simple no trivial y sea yu €
Q[X] el polinomio minimal de la aplicacién a : m € M — gym € M. Es a? = idy, asi que
| XP—1= (X—-1)®,(X). Como p es irreducible y 1 no puede ser un autovalor de a, esto
implica que y = @, (X).

En particular, dimg M > deg ®,(X) = p — 1. Como todo médulo simple es sumando directo
de QGp, ¢5,(Mo) © M es sumando directo de QG, y vemos que dimg M < p — 1. Asf, debe ser
dimgM = p— 1y QG, = ¢, (Mo) & M.

Esto nos dice que hay dos isoclases de QG,-médulos simples, las de ¢;,(Mo) y la de M.
Llamando M; = M, concluimos que el enunciado es cierto cuando [ = 1.

Supongamos ahora que [ > 1y consideremos un QG ,-médulo simple M tal que dimg M >

p' — p'~1. La hipétesis inductiva nos dice que los QG,-modulos

$i-1,1(P51-1 (Mi)) = ¢ (Mi),  con0<i<I—1
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y ¢;_;1,;(M;) son simples. Como tienen dimensiones distintas dos a dos, son no isomorfos dos

a dos; més atin, tienen dimensién estrictamente menor que p' — p'~!, de manera que no son
isomorfos a M. Entonces

-1
U= ¢;;(M)eM
i=0
es un sumando directo de QGPI. Calculando dimensiones, vemos que
fl=1 .
p<dimgM+p ™ =1+ Y (p' = p'!) +dimg M < dimg QG = p',
i=1

asf que dimg M = p' — p'~1. Ademés, como entonces dimg U = dimg QG,, concluimos que de
hecho

-1
QG, = P ¢l(M) &M
i=0

y que todo (@Gpl -mé6dulo simple de dimensi6n al menos p! — p'~! es isomorfo a M; = M.
Esto completa la induccién. O

(e) Enuncie y pruebe enunciados analogos a los dos tltimos para p = 2.

() Seap € Nprimo, ] > 1y sea M; un QG,;-médulo simple de dimension
p' — p'~1. Entonces M, posee una base con respecto a la cual la matriz
de la aplicacion a : m € M +— g, m € M es la matriz companera del

polinomio ch(XF”),

Solucién. Sea y € Q[X] el polinomio minimal de 4; recordemos que es irreducible sobre Q. Como
af =id M

-1 .
pl(X= 1)1}%(?(”’)-

Como dimg M > 1{ M no es un médulo trivial, asi que u # X — 1. Existe entoncesi € {0,...,[—1}
tal que y = ®,(X?"). En particular, deg y = p'*! — p'. Sim € M\ 0, es

pl=p Tt =dimgQG, - m < deg =y -,

de manera que i = [ — 1y degy = dimg M. Esto nos dice que y coincide con el polinomio
caracteristico de 4, y un resultado conocido de élgebra lineal implica que existe una base de M
con respecto a la cual la matriz de a es precisamente la matriz compariera de . O

(g) Sea f € Q[X] un polinomio moénico irreducible y sea a € M,(Q) su
matriz compafiera. Entonces, si C(a) C M, (Q) es el centralizador de a en
M, (Q), hay un isomorfismo C(a) = Q[X]/(f).

Solucién. Como f es irreducible, todas sus raices en C son simples. El teorema sobre la forma
normal de Jordan nos dice, entonces, que exite una matriz ¢ € GL,(C) tal que cac! es diagonal
con todos sus coeficientes diagonales distintos.

Sea ahora b € C(a). Es cbc™! € C(cac™!). Como cac™! es diagonal con autovalores simples,
existe un polinomio g € C[X] tal que g(cac™!) = cbc~!. Pero entonces g(a) = b.
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Notemos que, a menos de reemplazar a q por el resto de dividirlo por f, podemos suponer
quedegg < n.Sig = Z;‘_Ol q; X', vemos entonces que

Gnr1@" gy 0a" 2 L qratgo = b.
Tomemos ahora n — 1 variables escalares Xy, ..., X;,_1 y consideremos el sistema de n? ecuaciones
que se obtienen tomando las coordenadas de la siguiente ecuacién matricial:

Xy1a" '+ Xy 0a" 2+ -+ Xqa+ Xg =b.

Ese sistema estd sobredeterminado pero claramente es compatible, ya que poniendo X; = g; para
cadai € {0,...,n — 1} obtenemos una solucién. Como tiene coeficientes racionales, esto implica
que tiene soluciones racionales. Esto nos dice exactamente que existe un polinomio ¢ € Q[X] con
degg < n tal que g(a) = b.

Hemos mostrado que el morfismo de anillos ¢ : I € Q[X] +— h(a) € C(a) es sobreyectivo.
Como f es el polinomio minimal de 4, ker ¢ = (f) y obtenemos el isomofismo C(A) = Q[X]/(f)
buscado. O

(h) Sea p € N primo. Para cada ! € N, sea {; € C una raiz primitiva p'-ésima
de la unidad y sea Q({;) el menor subcuerpo de C que la contiene. En-
tonces hay un isomorfismo de élgebras

QG =Qx Q1) x -+ x Q(&).

Solucidn. Sabemos a esta altura que hay un conjunto de representantes de las isoclases de QG-

modulos simples de la forma {My,..., M;} tal que M es trivial y para cada i € {1,...,1},
M; posee una base en la cual la multiplicacién por g, tiene asociada la matriz compariera del

polinomio <I>,,(X7’i). En particular,

Qsz = EndQGPI (Mo) X 000 3% EndQGpl (M])

Bastara mostrar, entonces, que Endgg , (M;) = Q(;) para cada i € {0,...,/}. Notemos que
4

cuando i = 0 esto es evidente.

Sea entonces i € {1,...,1}.Sia € M (Q) es la matrix companera de <I>,,(Xf’i), entonces

pi—pi=1 v

es fécil ver que Endqg , (M;) = C(a). Usando el item anterior, esto es isomorfo a Q[X] /(@p(XP)).
% v

El resultado seguird si podemos mostrar que <I>,,(X”Z) es el polinomio minimal de {; sobre Q.

Como <I>,,(X”i) es irreducible sobre (, esto es consecuencia inmediata de que @, (7 ‘) =0. O

. . _m my . s 2
(i) Supongamos que 1 es impar y que n = p; ' ---p, " es la factorizacion

de n como producto de potencias de primos distintos. Entonces G, =
Gpml X e X Gp‘;'lr.

1
Si M es un QG,-modulo simple, entonces existen [, ..., I, € N tales
quel; <m;siie{l,...,r}y

M =My i, B - BMp -
Aqui M, ) es el tnico QGpm-médulo simple de dimension pt—ptL
3. Algebras de grupo

3.1. Muestre que si k € {Q,R,C}, entonces kS3 = k x k x My(k).
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3.2. Encuentre la descomposiciéon de Wedderburn para kD4 con k € {Q,R,C}
siDy=(s,t:s> =t =1,sts =t71).

3.3. Sea Q = {1, £i, £/, £k} el grupo de los cuaterniones unitarios. Muestre
que

QR=QxQxQxQ xHyg,
ROZRXRXR xR x Hg,

CQECXxCxCxCxM;yC).

Aqui Hg es el anillo de los cuaterniones reales y Hg es el andlogo definido
sobre Q.

4. Dominios de ideales principales

4.1. Mostrar que Z[v/10] y Z[+/—10] no son dominios de factorizacién tnica.
Encontrar ideales no principales en estos anillos.

4.2. (a) Mostrar que Z[V/d] es euclideano sid € {-2,2,3}.

(b) Factorizar a 16 + 11v/2 como producto de elementos irreducibles del ani-
llo Z[v/2].

(c) Unntmero primo p € Z es irreducible en Z[y/—2] sii —2 es un cuadrado

en Zy. Dé ejemplos de factorizaciones en Z[/—2] de nimeros primos
de Z.

4.3. Sea p € N un nimero primo, p = (p) el ideal primo correspondiente y
sea Zjy la localizacién de Z en p. Describir todos sus ideales. Mostrar que Z;
es un dominio de ideales principales con un tnico ideal maximal y encontrar
un conjunto completo de elementos primos no asociados dos a dos.

4.4. Sea A un dominio de ideales principales y sea M un A-médulo finita-

mente generado. Mostrar que

(1) M es de torsion sii homg (M, A) =0;y

(b) M es indescomponible sii o bien M = A o bien existe p € A irreducible
yn € Ntalesque M = A/(p").

¢Qué puede decir cuando M no es finitamente generado?

4.5. Sea p € N un ntimero primo. Encuentre todos los grupos abelianos de
orden p?, 3, p*y p°.
4.6. Sea G un grupo abeliano finito y sea p € N un ntimero primo tal que
p | |G|. Entonces el niimero de elementos de orden p de G es coprimo con p.
4.7. (a) Paralos siguientes grupos abelianos, dar la factorizacién del teorema
de estructura:
i) Zy+ Zg + Zo;
i) Zo + Zp + Zg + Z14;
i) Zo +7Z + Zg9 + Z;
iv) Zip+Zon +Z+Z+ Zpo+ Zg + Zy.
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(b) Determinar la factorizacién canénica de un grupo abeliano G de orden 36
que tiene exactamente 2 elementos de orden 3 y que no tiene elementos
de orden 4.

(c) Determinar la factorizacién canénica de un grupo abeliano G de or-
den 225 que tiene por lo menos 40 elementos de orden 15 y tal que todo
subgrupo de orden 9 es isomorfo a Zz @ Zs.

4.8. Sea G C Z" un subgrupo.
(a) [Z" : G] es finito sii G tiene rango n.

(b) Si G tiene rango n'y {g1,...,dn} es una base de G, sea M € M,(Z) la
matriz que tiene a los g; como columnas. Mostrar que [Z" : G| = |det M]|.

& -
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