GEOMETRIA PROYECTIVA PRIMER CUATRIMESTRE 2003

PRACTICA 7

1. a) Sea M la superficie regular dada por el gréifico de una funcién diferenciable
f:A— R A C R? abierto. Sea acAy p = (a,f(a))eR3 Mostrar que

T,M es el subespacio paralelo del plano tangente a f en a:

T,z = fa) + Pa)a—m) + §—§<a><y ~a)

b) Sea M = F~'(b) con F : R® — R diferenciable tal que b es un valor regular.
Dado pe M, comprobar que en este caso, T,M es el subespacio paralelo del plano
tangente a F'(z,y,2z) =ben p:

or oF or

Ty : 3_:13(1’)@ —p1) + a—y(P)(x —p2) + 5(17)@ —p3) =0

2. a) Sean My = My =S8%  Ac O(3) y f: My — M> dada por f(p) = p.A. Probar que
f es una isometria.

b) Sea M; = {(cosf,senf,z) / 0 < 0 < 27, zeR} y My = (0,27) x R{0}. Si
f: My — M se define por f(cosf,senf,z) = (60,z,0), probar que f es una
isometria.

c) Si My =R?*x {0} y My = {(z,y,2) e R® / 2% + y*> = 1}, probar que la funcién
f: My — M, definida por f(u,v) = (cosu,senu,v) es una isometria local.

3. Sea ¢; : R — R? la curva dada por ¢;(t) = (a.cht,0,a.t) (a > 0), llamada catenaria.
La superficie M7, que se obtiene rotando la catenaria c¢; alrededor del eje z, se llama
catenoide. La funcién ¢; : R? — R? dada por

g1(u,v) = (a.chwv.cosu,a.chv.senu, a.v)

es una parametrizacién de M; que verifica g; (R?) = M;.

Sea ¢y : R — R? la hélice dada por cy(t) = (cost,sent,a.t). La helicoide My es el
conjunto de todas las rectas (horizontales) que unen cada punto de eje z con un punto
de la hélice a la misma altura. Se define una parametrizaciéon g, : R — R3 por

g2(u,v) = (0,0, a.u) +v.((cosu,senu, a.u) — (0,0, a.u)) = (vcosu,vsenu,a.u)
que satisface go(R?) = M.

a) Verificar que M; y M, son superficies regulares

b) Sea h : R? — R? definida por h(u,v) = (u,a.shv). Mostrar que h es un difeomor-
fismo y que f: M; — M, definida por f(g1(u,v)) = g2(h(u,v)) es una isometria
local.
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4. Sea f: S? — N — R? la proyeccién estereografica desde el polo norte. Probar:
a) C es un circulo en S? que pasa por el polo norte si y sélo si f(C) es una recta en
el plano z =0
b) C es un circulo en S? que no pasa por el polo norte si y sélo si f(C) es un circulo

en el plano z = 0.

5. Sea M C R3 una superficie regular, (U, r) una carta de M alrededor de p. Verificar
que dz, : T,M — R? satisface dz,(0z;|,) = e; , i = 1,2, donde {e1, e} es la base
canénica de R2.

6. Sea 52 = {(1,9,2) e R® | 2+ 37 + 22 =12}, N = (0,0,7) , § = (0,0, ). Sea € el
semimeridiano que une N con S y pasa por (—r,0,0); es decir, la imagen de la curva

c(0) = (—=rcosh,0,r.senf), =3 < 6 < 5. Sea f : (—m,m) x (=5,5) — S?—Cla

parametrizaciéon de S? dada por
fla,0) = (r.cosacos@,rsenacosf,rsenb)

denominada coordenadas geograficas. Si (U, z) es la carta definida por: U = S* — Cy
x=f
a) Verificar que si p = f(a, 6):
0z1]p = df(a,0)(e1) = (—rsencacos b, rcos acosb,0)
02s|p = df(a,0)(e2) = (—rcosasend, —r cosasend, rcosd)
b) gui(p) = r?cos*(0) , g12(p) = ga1(p) = 0, gaa(p) = r*
c) < wv,w >= vywir? cos?  + vowqr?,

donde (v1,v2) v (wy,ws) son, respectivamente, las componentes de v y w respecto
de la base de T,,5? inducida por (U, z).

d) Concluir que = : U — R? no es conforme.

7. Sea M una superficie regular de R? y (U, z) una carta de M. Verificar la equivalencia

de las siguientes afirmaciones:

a) z:U — x(U) C R? es conforme

b) SipeU y ¢1,¢0 : I — U son curvas regulares tales que ¢ (tg) = c2(ty) = p para
algin tg e I, entonces

£(é1(to), éalto)) = Z(z 0 erlto), x 0 ea(to))

8. Sea M C R? una superficie regular conexa y orientable. Probar que M admite dos
orientaciones posibles.

9. Sea M una superficie regular de R?, orientable segin un campo normal unitario

N:M — R3 Sean pe M ,ve T,M y S es subespacio generado por v y N(p).
a) Mostrar que p+ S ={zrecR® / <w,z—p>=0} paraun we S* | Jw| =1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

b) Construir una parametrizacién (A, f) de M con 0 A C R?, f(0) = p que satisfaga
dfol1,0) = v y dfo(0,1) = w

c) Sea h : A — R? dada por h(u,v) = (u,< w, f(u,v) —p >). Verificar que
dho(1,0) = (1,0) y dhy(0,1) = (0,1)

d) Mostrar que existen entornos abiertos A9 C A de 0e R?, I , J de 0e R tales que
h: Ay — I x J es difeomorfismo.

e) Sig: I — M estéd dada por g(t) = foh™'(¢,0), comprobar que g(0) = p, §(0) = v
y g(t)e M N (p+ S) para cada te I.

f) Probar que existe un € > 0y una curva diferenciable ¢ : (—&,&) — M parametriza-
da por longitud de arco tal que ¢(0) =p, é¢(0) =vyc(t)e MN(p+S) si |t <e.

(a,b,c)

Sea el plano M = {(z,v,2) e R® / ax+by+cz = d} ((a,b,c) #0)y N = ————.

Verificar que dN, = 0 para todo pe M y que por lo tanto K = 0.

Dados S?, la esfera unitaria de R3, y N : S? — R3 la normal exterior, verificar que
dN,(v) = v para cada pe S? y ve T,M.

Deducir que la curvatura de Gauss de S? en p es 1.

Sean M la superficie regular de R? definida por M = {(x,y,2)eR® / z = 2'} |

f: R? — R3 la parametrizacién f(u,v) = (u,v,u*) y N : M — R3 definida por

Nof= M Verificar que dNy = 0.

| fu % £l
Sea el cilindro M = {(z,y,2)eR? / 2> + y> = 1} y N : M — R3 definida por
N(z,y,z) = (x,y,0). Verificar que dN,(v1,vq,v3) = (v1,v2,0) para cada pe M. De-
ducir que los autovalores de dN, son A\;(p) = 0, A2(p) = 1y que la curvatura de Gauss
es idénticamente nula.

Sea el paraboloide eliptico M = {(z,y,2)eR? / 2 = 22 + ¢’} y f : R*> — M la
parametrizacion f(u,v) = (u,v,u® + v?). Sea N : M — R? definida por N o f =

X .
=2 % Verificar que

|fu X fol

N o f(u,v) —Uu —v 1
o u?” = ) Y
Vu+o2+1/4 Ju2+02+1/4 2/u2 +02 4 1/4

Deducir que dNy(v) = —2v. Concluir que los autovalores de dNy son A1 (0) = A2(0) =
—2 y que la curvatura de Gauss en 0 es 4.

Sea el paraboloide hiperbélico M = {(z,y,2)eR3 / 2 =¢y* —2?} y f: R? — M la
parametrizaciéon f(u,v) = (u,v,v* — u?). Sea N : M — R3 definida por N o f =

X .
L8 Y Verificar que

[ fu X fol

No f(uv) — — 1
o u7v = 7 Y
VR +or+1/4 Ju+ 02 +1/4 Ju+02+1/4
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16.

17.

Deducir que para cada ve ToyM es v3 =0y dNy(v) = (2v1, —209,0).
Concluir que los autovalores de dNy son A\1(0) =0, X\3(0) =1y K(0) = —4.

Sea el cilindro parabdlico M = {(x,y,2) e R* / z = 2°} y f : R?> — M la parametrizacién

f(u,v) = (u,v,u?). Sea No f = % Verificar que

—2u 1
No f(u,v) = ,0,
flu ) <\/1—|—u2 \/1—|—u2)
Deducir que dNy(vq,v2,v3) = (—2v1,0,0). Concluir que los autovalores de dNy son

Sea M el toro de R?® definido por M = F~1(r?), donde F : R® — {(0,0,2) / ze R}
estd dada por F(z,y,z) = 22 + (v/22 + y* — a)? (a > r). Verificar que la aplicacién
N : M — R3 dada por

Ny Z):l r(yv/22+y? —a) y(v/22+y% —a) .

es un campo normal unitario en M.

Sea f:(0,2m) x (0,27) — M la parametrizacién
f(u,v) = ((a+ rcosu) cosv, (a+ rcosu)senv, r.senu)

Comprobar que

u X v
N o f(u,v) = (cosucos v, cos usen v, senu) = —u(u,v)
‘ CoS U : .
Deducir que K(f(u,v)) = ——— . Analizar el signo de la curvatura en cada

r(a +rcosu)
punto de M.
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