GEOMETRIA PROYECTIVA PRIMER CUATRIMESTRE 2003

PRACTICA 6

1. Sean f: G CR" — R* | g: G’ C R¥ — R™ diferenciables con f(G) C G'. Verificar
que go f: G — R™ satisface:

d(go f)p = dgsup) o dfy

2. Sean M C R* , N C R¥ abiertos y f : M — N una funcién. Probar la equivalencia
de las siguientes afirmaciones:
a) f es continua
b) Si (p,) es una sucesién en M que converge a pe M, entonces f(p,) — f(p)

c) Si A es un abierto de N, entonces f~'(A) es un abierto de M.
3. Sea M C R", probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes

a) M es compacto
b) Todo cubrimiento por abiertos de M contiene un subcubrimiento finito
c) Toda sucesién en M tiene una subsucesién convergente.

4. Sea M C R" no vacio y f : M — R™ continua. Probar que si M es compacto,

entonces f(M) también lo es.

5. Sean M C R* , N C R¥y f: M — N una funcién. Probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
a) f es homeomorfismo
b) f es continua, biyectiva y abierta.

6. Probar que f : R? — {(0,0)} — R? definida por f(z,y) = (z* — % 2zy) es una
inmersién no inyectiva. {Quién es f si se identifica R? con C?

7. Sea f:R* — R? definida por f(z,y) = (v +y, (x +y)?). Mostrar que todo punto de
R? es un punto critico de f.

8. Sea M una superficie regular. Verificar:

a) Si G es un abierto de M y pe G, existe una carta (U,x) de M con pe U tal que
vca

b) Si G es un abierto no vacio de M, entonces G es una superficie regular.

c) Sea (A, f) una parametrizacién de M, B C R? un abierto y ¢ : B — A un
difeomorfismo. Entonces, (B, f o ) es una parametrizacién de M.
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9. Verificar que el cono @ : 22 + y? — 22 = 0 no es una superficie regular.

10. Sear > 0y S? C R? la esfera con centro en el origen y radio r. Verificar que la funcién
fi(=m,m) x(=%,%) — R® definida por

f(a,0) = (rcosacosf,rsenacosf,rsend)

es una parametrizacién de S2.

<Y

o = longitud = latitud

11. Proyecciones estereograficas

Sea S? la esfera unitaria de R3.

a) Sea N = (0,0, 1), el polo norte de S?. Se consideran las funciones ¢ : S~ N — R?
y ¥ : R? — §% — N dadas por

I )
So(xlax27x3) = < )

1—ZL‘3’ 1—ZL‘3

21, 2w 2+ i1
U, 22) = | 52 NG R NG R
ri+as+1 2y +a5+1 zi+x5+1

Probar que son diferenciables y que ¢ = ¢!

NoTA: (5% — N, ¢) se llama proyeccién estereografica desde el polo norte.
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12.

13.

b) Enunciar y probar un resultado similar para la proyeccién estereografica desde el
polo sur S = (0,0, —1).

¢) Deducir que ambas proyecciones estereograficas son cartas de S2.
Sean a,re Rcona>r >0y

T={(r.y,2)e R [ 2 =0 = (Va2 + 4 — )’}
el toro de radios a,r centrado en el origen. Verificar que

a) T es una superficie regular

p=((a+r.cos(u))cos(v), (a+r.cos(u))sen(v),r.sen(v))
b) f:(0,27) x (0,27) — R3? definida por
f(u,v) = ((a+ rcosu) cosv, (a+ rcosu)senv, rsenv)
es una parametrizacion de T

Sea € el semimeridiano de S? de extremos (incluidos): polo norte N = (0,0, r) y polo
sur S = (0,0, —r) que pasa por el oeste O = (1,0, 0).

a) Comprobar que S? — € es un abierto de S2.
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b) Sea f: (0,27) x (0,7) — S? — € el homeomorfismo definido por
f(a,0) = (rcosasenf,rsenasend,rcosa)

Mostrar que (S? — €, f!) es una carta de S2.
14. Sea A= (0,27) x (0,27) y f1, f2 : A — R?® dadas por

filu,v) = ([2 + v.sen (%)} .senu, [2 + v.sen (%)] . COS U, COS (%))

fo(u,v) = ([2 + v.sen (% + %)] . COS U, — [2 + v.sen (% + %)} .sen u, cos (% + %))
Sea M = f1(A)U fo(A). Probar que M es una superficie regular de R3.
NoTA: M se llama cinta de Mébius.

Una forma de obtenerla es hacer rotar el segmento [(0,2,—1),(0,2,1)] en sentido horario
alrededor de la circunferencia de ecuaciones z? +y?> = 4 , z = 0 de modo que —habiendo

rotado dicho segmento en un dngulo u— éste se incline en un angulo 5 respecto de la vertical.

15. Sea M una superficie regular de R®, G C M un abierto y f : G — R™ diferenciable.
Verificar que f es continua.

16. Sea M una superficie regular de R y v e R3. Mostrar que las funciones f,h: M — R
definidas por f(p) = |v — p|? y h(p) =< p,v > son diferenciables.

17. Sea M C R? una superficie regular y f: M — R™ con f = (f1,..., fn). Verificar la
equivalencia de las afirmaciones:

a) f es diferenciable

b) f; : M — R es diferenciable para todo i =1,...,m.

18. Sea S% = {(z,y,2)eR® / 2* +y* + 2> = 1} y A : S* — S? la funcién antipodal,
A(z,y,z) = (—x,—y, —=z). Probar que A es un difeomorfismo.
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

Probar que el paraboloide z = 22 + y? es difeomorfo al plano R? x {0}.

Sea G C R3 un abierto no vacio y f : G — f(G) un difeomorfismo entre abiertos de
R3. Sea M C G una superficie regular. Probar

a) f(M) es una superficie regular

b) f: M — f(M) es un difeomorfismo.

Sea M C R3 una superficie regular y G C M un abierto no vacio. Si pe G, verificar
que T,G =T,M.

Sea M una superficie regular de R®* y G C R3 un abierto tal que M C G. Sea
g : G — R™ diferenciable y f = g|y. Probar que df, = dg,|7,, para todo pe M.

Verificar que si @ : F(u) = 0 es una cuadrica en R" y si pe @) es no singular, entonces

el hiperplano tangente a () en p es:
T,(Q) ={ueR" / <grad(F|,),u —p>= 0}
. Qué relacion hay entre 7),(Q)) y el hiperplano tangente a @) definido para cuadricas?

Sea M una superficie regular de R® y B = {v;,v9,v3} una base de R3. Construir una
carta (U,x) de M alrededor de pe M tal que Oz;|, =v; , 1 <@ < 3.

Sea S? la esfera unitaria de R® y (U, z) , (V,y) las cartas de S? dadas por las proyec-
ciones estereograficas desde los polos norte y sur.

a) Para cada pe UNV hallar las coordenadas de los vectores tangentes 0y;|, (i = 1, 2)
respecto de la base {0x1],, 0z2|,} de T,52.

b) Si (W, z) indica la carta dada en el ejercicio 13., para cada pe U N W calcular las
coordenadas de 0z, (i = 1,2) respecto de la base {9x1|,, dza|,} de T,S52.

Composicién tipogréafica: IATEX 2¢ (http://www.miktex.org)
Gréficos: Tkpaint (http://www.netanya.ac.il/"samy/tkpaint.html)



