GEOMETRIA PROYECTIVA PRIMER CUATRIMESTRE 2003

PRACTICA 4

1. Sea F': R?* — R la funcién cuadratica cuya expresién en la base canénica es
F(z) = 2% — 25 + 3x109 + 2073 — 11 + 315 — 10

a) Hallar su expresion respecto de la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

b) Hallar una base B’ de R3 tal que en la expresién de ' en B’ no haya térmi-

nos del tipo az;x; con i # j.

c) Encontrar A e R? tal que F' =4 + 2pa.
2. Sea F': V — R una funcién cuadratica. Probar que son equivalentes:

a) F es reducible en V
b) F es reducible en V,, para todo Ae V
c) F esreducible en V4, para algin Ae V.

3. Determinar en cada caso si existe A< R? tal que Q : Y4(z) = —ca.

a) Q:2?— 211y +31, —22+3=0
b) Q: 2%+ 23— 2179+ 271 + 22+ 1=0

4. Encontrar ()¢ en cada uno de los casos siguientes:

a) Q:x?+42r3— 21179+ 219 — 1 =0 (en R?)
b) Q: 2%+ 422 — 4wy + 2x — 4dag — 5 =0 (en R?)
c) Q:z?—2r1w9+ 223+ 211 +3=0 (en R?)
d) Q:af—a3+23+1=0 (en R3)
e) Q:a?+ 13— 13+ 2x119+203+1=0 (en R3)
f) Q: 223 — a3 — 22 + 2319 + 22123 — 27973 + 271 + 429 + 623 —4 =0 (en R3)
g) Q: a2 +a5—zro+a3—7=0 (en R*)

5. Determinar (g para cada una de las siguientes cuadricas de R™:

a) Q:2r7+ a3 +a3 —4dz+1=0

b) Q: 2% — 23+ 23 — 2x123 — 2091y + 4xy =0

d) Q:zixo+x324 +22=0

(
(

c) Q:a? — a2 — 22— 2m173 + 2073 — 20374 + T1 — To + 203+ x4 = 0 (n=
(

e) Q:22 -2, +1=0 (
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6.

10.

Determinar los a ¢ R para los cuales la cuddrica @ de R? de ecuacidn:
Q: 2]+ (a®+ 3)a3 + (a* — 3)a; + (2a + 4)r129 + 20123 + 31 — 205+ 1 =10
tiene centro unico.

. L. 3 Ty + T3 = 0
a) (Es posible encontrar una cuddrica @) de R* tal que Q¢ : y cuyo
T1+ X9 = 1

tnico punto singular es (1,0, —1)7

b) Caracterizar las cuddricas tales que todos sus puntos son singulares.

a) Sea @ : F(z) =0 una cuddrica y Ae @ no singular. Mostrar que
Ta:9(A,x) 4+ p(x) +0(A) +c=0

si F(x) = ¢(x,z) + 2p(z) + c.
b) Verificar que si Q es una pardbola de R?, entonces para cada Ae Q, Ty es la recta

tangente (i.e., la Unica recta no paralela al eje que corta a () en un sélo punto.)

Hallar la ecuacién del hiperplano tangente a las siguientes cuddricas de R™ en los
puntos indicados:

a) Q: 52+ 8x1xy+ 5r3 — 311+ 29 —2=0 P =(1,0)
b) Q:2? — 2x129 + 322 — 311 + 51y — 10 =0 P =(-2,0)
c) Q:3x3 — 522+ 3x119 + 631 — 19 =0 P =(1,0,0)
d) Q:22+23+22—-1=0 P =(0,0,0)
e) Q:6rwy— 4z +9719 —6=0 P =(-3,0,0)

Hiperplano Polar

Dado BeV tal que no es centro de la cuddrica ), se llama hiperplano polar de B
respecto de () a
PB:QOB(Z‘)—FCB:O

siQ:vY+2p+c=0.

a) ;Para qué se pide que B no sea centro de Q7

b) Mostrar que la ecuacién de Pg puede escribirse en la forma:
o(B,x) +¢(x) +¢(B) +c=0

c) ;Qué relacién hay entre Py y T4 cuando Ae @ — Qg7
d) Dados Ac Q@ — Qs y BeV —Qc, verificar que

BeTy, <= AcPp

e) Calcular Pg para Q : 23 + 23 — 221 —3 =0y B = (—1,4). Graficar.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dada la cuadrica
Q - 43:% + x% + 4dxix9 — 4123 — 22923 + 2201 — 4y — 5 =0

a) Hallar la ecuacién de Py g 1)
b) Encontrar Ae R3 tal que Py : 1921 + 729 — 1023 = 0

¢) Encontrar una cuédrica tal que el hiperplano polar de (0,1, —1) respecto de ella

tenga ecuacién : xq + 9 — x3 = 0.

a) Hallar las tangentes a la conica Q : 373 — 41 +2x5+3 = 0 que pasan por P = (1,1)

b) Determinar todos los puntos P de la cénica Q : z2+x3—1 = 0 tales que la tangente
en P sea paralela a la recta L : x1 + 29 = 3.

a) Hallar los planos tangentes a la cuadrica
Q:af—Tas+225—12=0
que son paralelos al plano 7 : 3x1 + 6z3 — 1 = 0.
b) Hallar los planos tangentes a la cuadrica

Q: 627 +31; —a5—4=0

. 4513'1 — 31'2 =0
que contienen a la recta L :
T3 = 4
Sean Hy, Hy dos hiperplanos (afines) en Vy @ = Hy U Hy. Probar que Qg = H; N Hs.

Determinar los puntos comunes a las cénicas
Qr:2*4+xy+2r+y=0 Qy:x?—y* +32x+2y—1=0

Hallar L N @ siendo L la recta y @ la conica definidas por

a) L:xy—xo+2=0 , Q:2?—202+30;—12+2=0
b) L:4dx; 42z, =1 , Q202 — 223 — 2mxo + 201 + a9 —4 =0
Determinar la ecuacion normal afin de las siguientes cuadricas de R", indicando en
cada caso
> sistema de coordenadas afines utilizado
> rango e indice

> grafico aproximado

a) 4t —dxizo + 25 — 4wy — 8wy — 4 =0 (n =2)
b) 3 — 23 + 2% + 2zy03 + 4oy — 229 + 423+ 3 =0 (n=3)
C) x%_2$1$3+l’i+21‘1—$2+$3+2$4+1:0 (n:4)

3
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18.

19.

20.

21.

22,

d) 2?2 —dwyzo + 223 + 221 — 420 +1 =0

e) 2z% + 213 + 222 + 2xy1w3 — 2wy + 4xg —da3 +4 =0
f) o3 + 223 + 22 + dryx3 — 20 — 4wy — 1023 — 1 =0
g) =3 — 23+ 22 + 2wyw3 + 4wy — 279 + 43— 5 =0
h) 22 + 223 + 22 — 2 203 — 4oy + 41, +2=0

i) 22 — 3wyxo + 422 + 22 — 420 +1 =0

j) 372 — 24179 + 3221 +40 =0

k) 222 — 122129 + 1822 + 21 — 325, — 6 =10

1) 22— 2z, +1=0
m) 322 — 523 + 8x123 + 621 + 2025 + 8wz — 17 =0
n) 5x7 + 2023 + 122179 + 22973 + 871 + 8x3 + 16 = 0
0) =%+ 2z% +4x% + 4dxryx3 + 311 — 225 +8=0

p) 5% + 523 + 12 — 81179 + 27173 — 2w0x3 — 1 =0
q) 422 + 23 +4x39 — 23+ 32, +1=0

r) 422 + 23 +4xim0 + 47y + 205+ 1 =0

s) 4x? + x5+ 4xze + 37, +1 =0
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a) Dada la cénica de ecuacién @ : (z; — a)? + (z2 — b)? = 1, hallar un sistema de

coordenadas afines que exprese a () en su forma normal afin.

b) Idem con Q : 9(z1 — a)? — 4(za — b)* =1
Probar que la forma cuadrética de R?
F(z) = 23 4 223 + 23 + 32179 — 20103 — 3273
es reducible.
Determinar los valores de a y 3 (a > 0) para los cuales la forma de R?
F(z) = ax? + Ba3 + 21129
es reducible.
Dada la cénica @ de R? de ecuacién : 322 — 4z + 225 + 3 = 0, hallar

a) el cono de tangentes de () desde A = (1,1)

b) las rectas tangentes a ) que pasan por A.
Dada la cuddrica de R? de ecuacién:

Q : 0491:% — 2087179 + da973 — 20009 — 623 + B =0

determinar 'y (3 de manera tal que el cono de tangentes desde (0,0, 0) corte a @ sobre

el plano 7 : 2x5 + 8x3 = 1.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Sea A ={Q / Q es cuddrica de V}. Se define en A la siguiente relacion:
Q~Q — existe f e GA(V) tal que f(Q) = @’
Probar que ~ es una relacion de equivalencia.

Dadas las cénicas de R? es ecuaciones

Q - 7m%—10x1x2+7x§—4x1—4x220
Q¢ 5yi Fdyye +2y5 — 2y + 4y —1=0

Encontrar un isomorfismo afin f que hace Q ~ @Q'.

Definir isomorfismos afines en R? que lleven cada una de las cuddricas de ejercicio 17
a la forma normal afin.

Sea @ : 22 + 22 — 22 = 0 en R3. Definir transformaciones afines f; : R* — R? que

verifiquen:

a) f7(Q) = elipse

b) f;1(Q) = hipérbola
c) f31(Q) = pardbola
d) f;'(Q) = cono plano

Sean F': V — R una funcién cuadratica y A, Be V tales que F(A) >0y F(B) < 0.
Probar que para algin z, del segmento que une A con B es F(zq) = 0.

Sea 1 : V — R una forma cuadratica y @) la cuddrica definida por @ : ¢(z) — ¢ = 0.
Probar que
Qs # O = c=0

Si L es una recta y () una cuadrica, probar que L N @ s6lo puede tomar uno de estos
valores:

& ; unpunto ; dos puntos distintos ; L

Probar que si una cuéddrica contiene un hiperplano de puntos singulares, la cuddrica

coincide con el hiperplano.
Hallar todos los P e R? por los cuales pasan dos tangentes a la cénica @Q : 2125 —1 = 0.

Hallar todos los puntos P de la cénica @ de R? de ecuacién : 23+ 3 —1 = 0 tales que

la tangente a P es paralela a la recta L : z1 + x5 = 3.
Determinar para qué valores de a, la siguiente cuddrica de R3
Q : 223 + 325 + axi — 27109 + 423 — 5 =0

a) es un hiperboloide de una hoja

b) es un par de planos paralelos
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34.

35.

36.

37.

c¢) es un cilindro parabdlico

d) es un paraboloide eliptico

a) Encontrar la ecuacién de @Q : 2% — 22 = 1 en el sistema
S =1{(1,0,0);(2,1,1),(2,1,0),(2,0,0)}
b) Hallar un sistema de coordenadas afines en R3 de modo tal que, en ¢él, la cuadrica
Q : x% + 22123 + 22923 + 221 + 229 + 223 = 0
quede expresada mediante su ecuacion normal afin.
Sea en R® la cuddrica Q : 23 4+ 23 — (z3 — 1) = 0.

a) Encotrar planos m; (i = 1,...,6) tales que m; N Q sea

(1) una elipse

(2) una pardbola

(3) una hipérbola
(4) un como plano
(5) un punto

(6) una recta doble
b) Probar que no existe ningin plano 7 tal que 7 N @ sea un par de rectas paralelas

distintas.

Determinar la ecuacién normal eucidea de las siguientes conicas de R?, indicando en
cada caso el sistema de coordenadas utilizado:

a) v — 3wywy + 423+ 22, — 4o +1=0

b) 523 + 8x1w9 + 522 — 311 + 212 —2=10

c) 42?2 —4xiwo + 13 — 4y — 81y —4 =0

d) 222 — 1221209 + 1823 + 71 — 32, — 6 =0

Determinar la ecuacién normal eucidea de las siguientes cuddricas de R3, indicando en
cada caso el sistema de coordenadas utilizado:

a) 223 — 223 — 3r1w9 — 11 + 23 =0

b) 32% — 523 4 8123 + 621 + 2029 + 813 — 17 =0

c) 573 + 5x3 + 22 — 81219 + 27173 — 2103 — 1 =0

d) :C% + 2179 + 22173 — 2201 + 209 + 203 —2 =0
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