Algebra Lineal — 2005

Préctica 10: Mas diagonalizacion.

a) Mostrar que si p, g € k[X] son coprimos, f € End(V),yv € V son
tales que p(f)(v) = gq(f)(v) = 0, entonces v = 0.
[

b) (Es cierto quesip,q € k[X]y f € End(V) son tales que p(f)q(f) =
0, entonces p(f) =06 g(f) =0?

¢) Muestre que existe p € k[X] tal que hay mas de degp matrices
A € M, (k) tales que p(A) = 0.

. Mostrar que si A, B € M, (k) son semejantes, entonces x4 = Xp y que
mp = mp. i Vale la reciproca?

. Sea A € M,(R). Mostrar que el polinomio minimal de A considerada
como matrix real coincide con el polinomio minimal de A considerada
como matrix compleja.

. Determinar los polinomios minimal y caracteristico de las siguientes
transformaciones lineales:

a) f:R[X]s — R[X]3 dada por f(p) = p' + 2p;

b) f: M,(k) — M, (k) dada por f(A) = A};

c) f: My(k) - M,(k) dada por f(A) = BA para una matrix B €
M, (k) fija.

. Mostrar que sid : f € R[X] — f’ € R[X] es el endomorfismo de R[X]
dado por la derivacion, no existe p € R[R] \ 0 tal que p(d) = 0.
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. Mostrar que f € End(V) es un isomorfismo sii x(0) # 0. En ese caso,
determinar a f~! como polinomio en f.
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) , determinar A~ !, A3 y A8,

. Mostrar que un endomorfismo f de un espacio vectorial complejo V
de dimensién finita tal que su tnico autovalor es 0 es nilpotente. ;Qué
sucede en el caso real?
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Sea A € M,(C) tal que tr A = 0. Mostrar que A es semejante a una
matriz B que tiene su diagonal nula.

Determinar el polinomio minimal de un proyector p € End(V) tal que
dimimp =s.

Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita.

a) Si f € End(V) es diagonalizable, y S C V es un subespacio f-
invariante, entonces f|s es diagonalizable.

b) Sean f,g € End(V) tales que fg = gf. Mostrar que si A € ky
Vy ={v e V: f(v) = Av}, entonces V) es g-invariante.

¢) Sean f,g € End(V) dos endomorfismos diagonalizables de V tales
que fg = gf. Entonces son diagonalizables simultineamente, es de-
cir, existe una base B de V tal que [f]g y [¢]p son simultédneamente
diagonales.

d) Sea f € End(V) diagonalizable y con exactamente dim V autovalo-
res distintos. Mostrar que si § € End(V) es tal que fg = gf, enton-
ces g es diagonalizable. ;Qué sucede cuando f posee autovalores
con multiplicidad mds grande que 1?

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Determine todos los
endomorfismos f € End(V) tales que todo subespacio S C V es f-
invariante.

Un endomorfismo f € End(V) de un espacio vectorial es semisimple si
todo subespacio f-invariante S C V admite un complemento en V que
es f-invariante.

a) Muestre que un endomorfismo diagonalizable es semisimple.

b) Muestre que si k es algebraicamente cerrado, todo endomorfismo
semisimple es diaginalizable.

c) Dé un ejemplo de un endomorfismo semisimple no diagonalizable
Mostrar que si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, V un espacio

vectorial de dimension finita sobre ky f € End(V), entonces existe una
base B de V tal que [f]g es triangular superior.

(Es necesaria la hipo6tesis hecha sobre el cuerpo?
Determinar todas las matrices A € M, (R) tales que A% + Id = 0.
Mostrar que x4t = x4 y que Mt = my4 cualquiera sea A € M, (k).

a) Dar un ejemplo de un par de matrices Ay B tal que map # mpa.

b) Mostrar que si f € k[X]y A,B € M,(k), entonces ABf(AB) =
Af(BA)B.



¢) Mostrar que si A, B € M, (k), entonces nisp = mpa 6 map = Xmpa
6 mpa = XmAB.

d) Mostrar que si A,B € M,(k), entonces Ii — AB es inversible sii
Id — BA es inversible.

18. Determine la validez de los siguientes enunciados:

a) Si A es diagonalizable, A? también.

b) Si A es diagonalizable y A € k, entonces, A A es diagonalizable.

c) Si Ay B son diagonalizables, A + B es diagonalizable.

d) Si Ay B son diagonalizables, AB es diagonalizable.

e) Si Ay B son diagonalizables y AB = BA, entonces A + By AB son

diagonalizables.

19. Mostrar que en M (C) no hay tres matrices linealmente independientes
que conmuten entre si.

(Puede determinar el tamafio maximo de un conjunto de matrices lineal-
mente independientes que conmutan entre si en M3(C)?



