Algebra Lineal — 2005

Segundo Parcial: Soluciones

Ejercicio I
Sea V un espacio vectorial de dimension n.

a) Sea f € End(V') un endomorfismo diagonalizable que posee un vector
ciclico. Entonces todos los autovalores de f son simples.

b) Si f € End(V) es un endomorfismo con n autovalores distintos, y si
{Ul, . ,vn} es una base de autovectores, entonces v + - -+ + vy, €s
un vector f-ciclico.

a) Sea f € End(V) diagonalizable, y sea v € V un vector f-ciclico, de manera
que es (v)s = V,y, en particular, grmg, = dim V. Sabemos que m¢,|xs y
que ms|xy, asi que mirando los grados, vemos que s = x. Esto nos dice
que, cualquiera sea A € k, el bloque mas grande correspondiente a A en
la forma normal de Jordan de f tiene tamafio igual a la multiplicidad de
A. Como f es diagonalizable por hipétesis, todos los bloques en la forma
de Jordan tienen tamafio 1, y vemos que todos los autovalores son simples,
como querfamos. O

a) Sea f € End(V) diagonalizable. Si para cada A € k ponemos V) = ker(f —
AMd), es V = @, V). Para cada A € ksea py € End(V) el proyector sobre
V) correspondiente a esta descomosicién en suma directa, de manera que
espr|Vy =1Idy, y p)“@yek\{A} v, = 0. Sabemos que p, conmuta con f ya que,
de hecho, puede escribirse como un polinomio en f.

Sea v € V es un vector f-ciclico, de manera que (v)r = V.Sea A € k.
Entonces es

Vi = (V) = pa(({foli=0)) = {pafoliz0) = {fPavtizo)
= (pav) -

Ahora bien, como por supuesto es pyv € Vy, es ffpjv = A¥p,v cualquiera
sea k > 0, y vemos que

Vi = (pro)y = ({A*pavtizo) = (pa0).

En particular, dim V) <1, y todos los autovalores son simples. O

a) Sea f € End(V) un operador diagonalizable, y sea B = {v; }1<;<, una base
de V de autovectores para f, de manera que,si 1 < i < n, existe A; € k tal
que fv = Av.



Sea v € V un vector f-ciclico, de manera que (v); = V y de hecho
B' = {f*v}o<k<n es una base de V. Como B es una base de V, existen
coeficientes w; € k para cada i € {1,...,n}, tales que v = Y-, a;v;.
Claramente es fkv = Y cic, aiMf;. o

La matriz de cambio de base Cp p es entonces (oci/\k)i,k, y tiene determi-
nante

X1 oy o &y
a1 A XA .. ApAy
2 2 2
0 # detCp r = det a1A] A5 o agAy
n—1 n—1 -1
AT AT L A

= H L& H (Al_/\])

1<i<n  1<i<j<n

En particular, A; # A;sii # j, y todos los autovalores de f son simples. [l

Sea f € End(V) diagonalizable y supongamos que v € V es un vector f-
ciclico, de manera que en particular B = {f*v}o<;-, es una base de V y
grmys, =dimV.

Sea A € kyseaw € V \ 0 un autovector de f de autovalor A. Como
B es una base de V, existen coeficientes «o,...,a,_1 € k tales que w =
Yo<ken 0 fF0. Sea p = Yocpon ;XK € k[X]; claramente, p # 0, grp < ny
w = p(f)o.

Ahora bien, como w es un autovector, tenemos que

Ap(flo = Aw = fw = fp(f)o,

de manera que es (f — Ald)p(f)v = 0y vemos que m,|(X — A)p(X). Co-
mo ambos polinomios tiene el mismo grado, existe r € k \ 0 tal que

_Mfo
P=rx— g

En particular, si llamamos po = m, /(X —A) € k[X] y wo = po(f)v, vemos
que w € (wp).

Luego (wg) contiene todos los autovectores de f correspondientes al
autovalor A, y, como tiene dimensién a lo sumo 1, A tiene multiplicidad a
lo sumo 1 como autovalor. ]

Sea f € End(V) arbitrario, y supongamos que existe v € V f-ciclico. Con-
sideremos el subespacio C; = {g¢ € End(V) : ¢f = fg} de End(V), y
definamos ¢ : ¢ € Vy — fv € V; es claro que se trata de una aplicacién
lineal. Afirmo que se trata de un isomorfismo.

Verifiquemos esta afirmacién. Se trata de un monomorfismo: si ¢ € Cy
es tal que ¢(g) = gv = 0, entonces cualquierasea k > Oes ¢ffv = ffgv = 0,
y como V = ({f*o}g<rn}), vemos que ¢ = 0. Sea, por otro lado,w € V.



Existe un elemento ¢ € End(V) tal que ¢ffv = ffwsi 0 < k < n, porque

B = {f*v}g<r<, es una base de V. Mds aun, f¢ = ¢f: para verlo, basta

verificarlo sobre los elementos de B, y sobre ellos es inmediato. Luego g €

Cy. Como claramente ¢(g) = gv = w, w € im ¢, como queriamos ver.
Como ¢ es un isomorfismo, dim Cy = dim V. El ejercicio sigue ahora

del siguiente lema:

Lema. Supongamos que f € End(V) es diagonalizable. Entonces f tiene

autovalores simples sii dim Cy = dim V.

Demostracién. Sean Ay, ..., A, € k los autovalores distintos de f. Para cada

ied{l,...,r}, seaV; = ker(f — A;ld). Por hipétesis, es

V= V. (1)

1<i<r

Paracadai € {1,...,r},seaq; : V; — V lainclusion, ysea p; : V — V; la
proyeccién sobre V; correspondiente a la descomposicion (1). Es claro que

fgi=Aigi: Vi =V ()

y que
Pif = )\ipi V- Vz (3)

Sea 77 : @1<;<, End(V;) — End(V) definida de la siguiente manera: si
g =(81,---,8) € B1<i<, End(V;), ponemos

n(g) = Y. qigipi € End(V)

1<i<r

Se trata claramente de una aplicacion lineal. Notemos que im 7t C Cy: en
efecto, si g = (81,...,8r) € P1<i<, End(V)),

fom(g)=fo ( Y. qigipi> = Y faigpi= ) M4igipi
1<i<r 1<i<r 1<i<r
en vista de (2), mientras que
n(g)of = ( Y. quz-rn) of = Y qigipif = Y, Miqigipi
1<i<r 1<i<r 1<i<r

en vista de (3), de manera que f o (g) = 7(g) o f.
La aplicacién 7t es un monomorfismo. En efecto, supongamos que ¢ =
(81,---,8r) € B1<i<,End(V;) estalque 1(g) =0.5i1 <[ <ryvec V,es

0=rm(g)v= Z qi8ipPiv = 418190,

1<i<r



y esto muestra que g; = 0 en End(V)) porque g; es inyectiva. Asi, ¢ = 0,
como querfamos.
Como 7T es un monomorfismo, vemos que

dimCr > dim € End(V;) = } dimEnd(V;) = ) (dimV;)?

1<i<r 1<i<r 1<i<r
Si ponemos m; = dim V;, entonces, tenememos que

m; = dimV y m? < dim Cy.
f

1<i<r 1<i<r

Como m; > 1 cualquiera sea i, vemos que dim C = dim V sii m; = 1 para
todo i, y esto es precisamente el enunciado del lema. O

Ejercicio II
Seak = C.

a) Sea N € M, (k) una matriz nilpotente de indice mdximo, de manera
que N" = 0y N"~! # 0. Muestre que N y N* son semejantes.

b) Muestre que toda matriz en M, (k) es semejante a su transpuesta.



Ejercicio III
En un espacio con producto interno, y p € End(V) un proyector. Son
equivalentes:
a) p es ortogonal;
b) p=p"
c) p es normal;
d) ||p(v)| < ||v|| paratodov € V.
Es claro que los autovalores de p estan en {0,1}, y que p* es un proyector.
(a) = (b): Siu=u'"4+u",v=0 40" € Vconu',v' €impyu”,v" €kerp,
es
(pu,0) = (u, po) = (pu’ + pu", ' +0") = (' +u", po’ + po”)
=W, ) —W,J)=0
de manera que p* = p.
(a) = (b): Como ker p* = (imp)* = kerp = (imp*)*, p* es ortogonal, e
imp* = imp. Luego p = p*.
(a) = (d): Sov € V,esv = pv+ (v — pv), con (pv,v — pv) = 0 ya que
pv € impy v — po € kerp. Luego [[o]* = [[po|* + o — po|* > [lpo], v,

por supuesto, ||v|| > ||pv]|.

(b) = (a): Siu eimpyv € kerp,es (u,v) = (pu,v) = (u,pv) = (u,0) =
0. Esto muestra que im p L ker p, y que, entonces, p es ortogonal.

(b) = (c): Sip = p*, ppx =pp=p'p.

(b) = (d): Siu € V es tal que pu = 0, entonces es claro que ||pv|| < ||7]|.
Supongamos entonces que pu # 0. En ese caso,

lpul® = [(pu, pu)| = [{pu, u)| < [lpull|lu]],

y, dividiendo esta desigualdad por ||pu||, vemos que ||pul|| < ||u]|.

(c) = (a): Como py p* conmutan, todo subespacio p-invariante es tam-
bién p*-invariante; en particular, p*(imp) C imp. Ahora, sis € imp, es
(s —p*s,s) = (p(s — p*s),s) = (s — p*s, p*s), asi que, restando, vemos que
(s —p*s,s — p*s) =0, 0,10 que es lo mismo, que s = p*s.

(c) = (b): Como p es normal, existe una base ortonormal B de V tal que
[p]s es diagonal. Como los autovalores de p son reales, [p|s es real, y en-

*

tonces, [p*|g = @t = [p]|g, de manera que p = p*.



(c) = (d): Si p es normal, g = pp* es un proyector; en efecto, q> =
pp*pp*x = p*p*? = pp* = g. Mds atin, q es claramente autoadjunto. Co-
mo (b) = (d),siv e V,es

olI* > llpp*oll” = (pp*o, ppr™o) = (pp™o, p*po) = (P*p", po)
= (pp", pv) = (p"po, po) = (po,p*0) = (p, po)
= [|poll*.
Luego, en cualquier caso es ||v]| > ||pv||, como queriamos.

(d) = (a): Supongamos que p no es ortogonal. En ese caso, existen s €
impytekerptalesque||s| = [|t|| =1yu= (s,t) #0.Seav = —u s+t
claramente, ||pv|| = |u| ™", y, por hipGtesis entonces es

ul 2 = lpo)* < ol = (0,0) = |u] *+1+% (2075, 1))
=l -1,
y, restando |u| 2 en ambos extremos de esta desigualdad, vemos que nues-
tra hipétesis implica que 0 < —1, lo que, por supuesto, es absurdo.
Ejercicio IV

Sea V. =R*, y sea (—, —) el iinico producto interno en V tal que

1 1 2 4
0 1 1 2
{0’0’1’1}

es una base ortonormal de V. Sea ¢ € V* tal que

é( ) =2x =3y +z —4w.

S N R

ysean vy € V tal que ¢p(u) = (vo, u) para todou € Vy S = (vy).
Sea f :V — V tal que

X 3x + 2y +z+ 2w

/N N 2x +z
Y= .

w yt+tw+z

Encuentre un proyector ortogonal de V sobre S+ N (ker f*)*.

Hay que calcular S* N (ker f*)*.
Primero, S* = {v € V : (vy,u) = 0} = ker ¢, asi que



