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Introduccion.

Si bien las construcciones clasicas de la topologia algebraica tienen lugar dentro
del contexto de la categoria de espacios topolégicos mas tarde se descubrié que tra-
bajando en la categoria de variedades diferenciables muchas de estas construcciones
tienen un modelo analitico o geométrico. Una primera muestra de este fenémeno
es la existencia de la cohomologia de de Rham. La experiencia ha demostrado que
estos modelos geométricos posibilitan la interaccion y la aplicaciéon de métodos de
la topologia algebraica a numerosas ramas de la matemaética y la fisica.

En un contexto algebraico, podemos citar como ejemplos las distintas teorias
de cohomologia existentes, como ser la singular, la simplicial, la de Cech, la de
Alexander-Spanier, entre otras.

En el contexto de la teoria de homotopia, tenemos las construcciones debidas
a S. Eilenberg y S. MacLane, hechas entre 1943 y 1954. Ellos crearon y estudiaron
una clase de espacios que llevan sus nombres. Un espacio de Eilenberg-Maclane
de tipo (m,n), donde n € N y 7 es un grupo abeliano si n > 2 6 un grupo
cualquiera para n = 1 es un espacio topolégico K (m,n) con la particularidad que
su unico grupo de homotopia no trivial es el n-ésimo y ademas es isomorfo a 7.
Uno de los resultados fundamentales al que Eilenberg llegé a partir del estudio de
estos espacios es mostrar que, para cada n € N, el funtor de cohomologia singular
X — H™"(X;m), donde X es un complejo CW conexo y 7 un grupo abeliano, es
representable por K (m,n), esto es, existe un isomorfismo natural

H™(X;m) = [X, K(m,n)],

donde [X, Y] indica la clase de homotopia de aplicaciones X — Y.

Ademas de representar el funtor de cohomologia para cada grado, este iso-
morfismo natural provee una interpretacion homotépica de un objeto puramente
algebraico como es H"(X; 7). Clases de cociclos médulo cobordes pasan a ser clases
de homotopia de funciones continuas.

Una caracterizacion geométrica andloga a la anterior es méas dificil de obten-
er. En primer lugar, solo se pudo hasta ahora avanzar grado por grado; no existe
ninguna caracterizacion completa en términos de objetos geométricos para las co-
homologias en grados arbitrarios de una variedad diferenciable X, a pesar de que
se tienen sospechas de los posibles objetos que podrian resolver este problema, las
n-categorias.! Este trabajo trata, entre otras cosas, sobre estas caracterizaciones
para grado 2 y 3.

En lo que sigue se considera m = Z y X una variedad suave.

IExisten varias definiciones de estas categorias de orden superior, pero hasta la fecha no se
ha demostrado si son todas equivalentes.



Grado 2.

Valiéndonos de los resultados de Eilenberg, una forma de llegar a una inter-
pretacién geométrica del grupo H?(X;Z) es tratando de descubrir que objetos
geométricos estan relacionados con los espacios K(Z,n) y con las clases de ho-
motopia de aplicaciones X — K(Z,n). Existe una caracterizacion topoldgica de
estos espacios de Eilenberg-MacLane en términos de productos simétricos, que no
es adecuada para lo que se busca en este caso.

Mas 1til es notar que un espacio de Eilenberg-MacLane del tipo (Z, 2) tiene el
tipo de homotopia del espacio proyectivo infinito CIP*°. Esto es, el espacio CP> es
un espacio de Eilenberg-MacLane del tipo (Z,2) y

H™(X;Z) = [X,CP>].

Mas atn, CP* es la grassmaniana G1(C*) de subespacios de dimensién 1 del
espacio C* vy, de la teorfa de fibrados vectoriales? se sabe ademds que existe una
biyeccién entre el conjunto [X; G1(C*)] y el conjunto de clases de isomorfismo de
fibrados de linea sobre X, que notamos Pic™(X). Asi obtenemos isomorfismos

H*(X;7Z) = [X, K(Z,2)] & [X, G1(C®)] & Pic™®(X).

Estos isomorfismos y las observaciones anteriores indican claramente que los obje-
tos a considerar en este caso son los fibrados de linea. Se llega a una interpretaciéon
geométrica del grupo H?(X;Z) construyendo clases de cohomologia considerando
ciertas funciones asociadas a fibrados de linea, llamadas cociclos. Dado un fibrado
de linea L, esta correspondencia entre (clases de isomorfismo de) fibrados de linea
y clases de cohomologia define una clase ¢;(L) € H?(X;Z), llamada la primer clase
de Chern de L.

Conexiones y Curvatura.

Al igual que se hace para el fibrado tangente de una variedad suave, en un
fibrado de linea L podemos también definir una conexién y su curvatura. Con-
siderando esta estructura extra, e invirtiendo lo hecho anteriormente, buscamos
ahora obtener una interpretacién cohomoldgica de las clases de isomorfismo de
fibrados de linea dotados de una conexion y su relacién con la curvatura.

La informacién adicional dada por la conexién hace insuficiente trabajar con
grupos de cohomologia usuales. Considerando un sistema de coeficientes que pueda
procesar la estructura extra de las conexiones, se llega a una tal caracterterizacién
cohomoldgica y, siendo la curvatura una forma cerrada, también a la relacion con
la cohomologia de de Rham (teorfa de Chern-Weil).

2Un fibrado vectorial de rango n es, a grandes rasgos, una variedad diferenciable E sobre
otra variedad X que localmente es un producto U x V, para U un abierto de X y V un espacio
vectorial de dimensién n. Si n = 1, se les da el nombre de fibrados de linea. En el capitulo 2 de
este trabajo se da una introduccién a estos objetos.
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Grado 3.

Para X una variedad diferenciable y G un grupo de Lie, existe un isomorfismo
entre el grupo de clases de isomorfismo de ciertas fibraciones sobre X con fibra
difeomorfa al grupo G, llamadas G-fibrados principales,® y el grupo de clases de
homotopia de aplicaciones X — BG, donde BG indica el espacio clasificante? del
grupo GG. Més aun, si G es un espacio del tipo (Z, n), entonces BG resulta ser un
espacio del tipo (Z,n + 1). Luego, se tienen definidos isomorfismos

H"NX;7Z) 2 [X,K(Z,n+1)] = [X; BK(Z,n))].

Para el caso particular anterior, en grado 2, la grassmaniana G;(C>) resulta ser
el espacio clasificante del grupo C*, que es un espacio del tipo (Z, 1), y el grupo
Pic™(X) isomorfo al grupo de clases de isomorfismo de C*-fibrados principales so-
bre X. Es decir, podriamos haber llegado a una caracterizaciéon geométrica andloga
considerando C*-fibrados principales en lugar de fibrados de linea.

Este enfoque serda de particular utilidad para relacionar a las clases de coho-
mologia en grado 3 con objetos puramente geométricos, como son los G-fibrados
principales. Para eso, usaremos una caracterizacion de los espacios de Eilenberg-
MacLane del tipo (Z, 3).

Consideremos un espacio de Hilbert separable H y llamemos 3 (H) al espacio
(de Hilbert) de operadores de Hilbert-Schmidt; estos son operadores A : H — H
tales que la traza de AA* es finita.

Al ser ¥(H) separable, el grupo unitario U(X(H)) de H resultara ser contractil.
Por otro lado, se tiene una accién por conjugacién del grupo unitario U(H) en
Y(H), lo que a su vez induce una accién libre del grupo de automorfismos proyec-
tivos PU(H) del espacio H en X(H). Esto hace de U(X(H)) — U(X(H))/PU(H)
un PU(H)-fibrado principal. Mas atn, es el PU(H)-fibrado universal, y luego el
cociente U(X(H))/PU(H) resulta ser el espacio clasificante BPU(H ).

Ahora bien, siendo U(H) contrictil y U(H) — PU(H) un S*-fibrado principal,
el grupo PU(H) resulta ser también un espacio de Eilenberg-MacLane del tipo
(Z,2). Luego, el espacio clasificante BPU(H) es un espacio de Eilenberg-MacLane
del tipo (Z, 3). Combinando estos resultados se obtienen entonces isomorfismos

H3(X;7Z) = [X,K(Z,3)] = [X, BPU(H)],

que explicitan la relacién entre las clases de cohomologia en grado 3 y los PU(H )-
fibrados principales. El isomorfismo entre el grupo H3(X;Z) y el grupo de clases
de isomorfismo de PU(H )-fibrados principales se debe a J. Dixmier y A. Douady.
El isomorfismo que vincula estos fibrados principales y la cohomologia en grado 3

3Los G-fibrados principales se estudian en el capitulo 2. A grandes rasgos, son espacios P
provistos de una proyeccion P — X para los cuales existe una accion del grupo G a derecha, y
tales que, localmente, son difeomorfos a un producto U x G, donde U C X es un subconjunto
abierto.

4Dada una variedad arbitraria X y el grupo G, se puede construir un G-fibrado principal con
espacio total EG y base BG con la propiedad de que todo G-fibrado principal sobre X es el
pullback del fibrado EG — BG por una aplicacién X — BG. Por esto BG recibe el nombre de
espacio clasificante de G y EG — BG de G-fibrado universal.
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se obtiene también independientemente de las clases de homotopia de aplicaciones
X — BPU(H).

Y, repitiendo el esquema seguido para grado 2, podemos también definir conex-
iones y curvatura en estos fibrados principales y relacionar estas construcciones con
la cohomologia.

Ademas de haber resultado de importancia dentro de la matematica, estas con-
strucciones tienen aplicaciones importantes a la fisica, por ejemplo en el monopo-
lo de Dirac. Dentro de la matemaética, estas relaciones geométricas motivaron la
aparicion de las llamadas teorias de cohomologia suave.

Contenidos.

A continuacién, una breve resena de lo estudiado en cada capitulo.

En el primer capitulo se dan las nociones introductorias y las herramientas
necesarias para lo que se desarrolla luego, como por ejemplo la nocién de prehaz y
haz y diferentes construcciones con ellos. A continuacion se estudia la cohomologia
de Cech de una variedad diferenciable y su relacién con la cohomologia de de
Rham. Se vera también una muy breve introduccién a las variedades de dimension
infinita, para finalizar con algunos reultados sobre el grupo de automorfismos de
un espacio de Hilbert y la definicién del producto tensorial de dichos espacios.

A continuacién, en el capitulo 2, se da una introduccién a los fibrados vectori-
ales y los fibrados principales; estos son precisamente los objetos geométricos que
permitiran la caracterizacion geométrica de la cohomologia.

Los ultimos dos capitulos tratan precisamente sobre las caracterizaciones ge-
ométricas de la cohomologia, como asi también de una interpretacién cohomoldgica
de fibrados con conexiones.

En la primera parte del capitulo 3 se llega al isomorfismo entre H(X;Z) y el
grupo de clases de isomorfismo de fibrados vectoriales de rango 1. A este isomor-
fismo se llegara independientemente de considerar espacios de Eilenberg-MacLane.
Es decir, se construyen clases de cohomologia directamente a partir de los cociclos
de un fibrado de linea. A continuacion se define la nocién de conexién en un fibra-
do de linea y su curvatura, para luego buscar una caracterizacién cohomoldgica
del grupo de clases de isomorfismos de fibrados de linea dotados de una conexion;
siendo insuficiente para este trabajo la cohomologia de Cech, se define y se dan
también algunas propiedades de la cohomologia con coeficientes en un complejo de
haces, también llamada hipercohomologia, y en particular, de la cohomologia suave
de Deligne, para finalizar con una interpretaciéon cohomoldgica de la curvatura, que
vincula la cohomologia de de Rham con las construcciones anteriores.

Para finalizar, en el ultimo capitulo se desarrolla lo mismo que en el capitulo
anterior pero para la cohomologia en grado 3. La dificultad principal en este caso
sera la aparicién en los desarrollos de grupos y dlgebras de dimensién infinita.

VIII



Capitulo 1

Nociones Preliminares.

Sera util aclarar algunas pocas nociones y notaciones que se van a utilizar a lo
largo del texto.

Cuando, sin aclarar, nos refiramos a una variedad suave X, estaremos suponien-
do que X es paracompacta. En la mayoria de los casos, las construcciones mas im-
portantes tanto para variedades suaves como para espacios topolégicos explotan
fuertemente la paracompacidad de los espacios involucrados.

Si U C X es un subconjunto abierto e Y es una variedad suave, C*(U,Y)
denota el conjunto de aplicaciones suaves U — Y. Si Y = R, usualmente se nota

C>(U,R) por C>=(U).
Diferenciable 6 C'*° se usaran como sinénimos de la palabra suave.

1.1. Categorias y Cohomologia.
1.1.1. Categorias y Funtores.

Una categoria % consta de lo siguiente:

1. una familia de objetos, notada Ob ¥,

2. una familia de flechas entre objetos de %, notada F1 €, cuyos elementos se

denominan morfismos. Si X e Y son objetos de %, entonces la familia de
morfismos X — Y se nota Mor(X,Y);

3. una operacién binaria F1 ¢ x F1 ¢ — F1 €, (f,g) — fg, tal que

a) si h € Mor(X,Y), g € Mor(Y,Z) y f € Mor(Z,W), entonces (fg)h =
f(gh);

b) para cada objeto X de € existe un morfismo idy : X — X tal que, si
feMor(X,Y)yge Mor(Y, X), entonces fidy = f yidxg = g.

Ejemplo 1.1.1. Como ejemplos de categorias se pueden dar los siguientes:

1. La categoria .%%, donde Ob .“ estd formado por todos los conjuntos y
F1.%% por todas las funciones entre conjuntos.
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2. La categoria. 7, donde los objetos son los espacios topoldgicos y las flechas
las funciones continuas.

3. La categorfa “, con objetos los grupos y las flechas los homomorfismos de
grupos.

4. La categoria .%% de grupos abelianos.

5. La categoria 7 de K-espacios vectoriales de dimensién finita, donde las
flechas son los isomorfismos.

6. Dado un espacio topolégico X, queda definida una categoria Open(X) cuyos
objetos son los subconjuntos abiertos de X y las flechas las inclusiones.

7. Cualquier grupo G se puede considerar como una categoria con un unico
objeto, que denotaremos e, y tal que, para cada g € G, se tiene definida una
flecha g : @ — e, con inversa g~ ' : @ — o,

Dadas dos categorias € y &, un funtor covariante F : ¢ — 2 consiste de dos
aplicaciones F': Ob € — Ob 2y F : F1 € — Fl 2, tales que

1.si f: X — Y es un morfismo en ¢, entonces F(f) : F(X) — F(Y) es un
morfismo en Z,

2. F(idx) = idpx),

3. F(fg) = F(/)F(9).

La definicién de funtor contravariante es analoga, solo que, si f : X — Y es
un morfismo en €, entonces F(f): F(Y) — F(X)y F(fg) = F(g9)F(f).

Ejemplo 1.1.2. 1. El funtor de olvido | - | de la categoria de espacios topoldgi-
cos en la categorfa de conjuntos, definido en los objetos por | X| = X, o sea
| X| es es conjunto subyacente del espacio topoldgico X, y en los morfismos

por | X 7, Y| =|X] 7, |Y'|. Es decir, este funtor "olvida” la estructura de
espacio topoldgico.
2. El funtor dual D : 7% — 7%, definido en los objetos por D(V) = V* y en
los morfismos por D(V 7, W) =Ww* ARG 73
Dados funtores covariantes F,G : € — & entre dos categorias ¢ y &, una
transformacion natural 0 de F en GG, que notamos 6 : ' — G es una familia de

morfismos {fx : F(X) — G(X) | X € Ob %} tales que, para cada morfismo
f: X =Y en @, el diagrama

F(X) -2~ G(X)
F(f)l J{G(f)
F(Y)——=G(Y)



conmuta. Es claro que, si § : F — G y n: G — H son transformaciones nat-
urales entre funtores covariantes, entonces la composicion nf : F — H definida
por (nf)x = nx0x es una transformacién natural (estas definiciones se extienden
de manera obvia a funtores contravariantes). Dos funtores F, G : € — 2, ambos
covariantes ¢ contravariantes, se dicen naturalmente isomorfos si existen transfor-
maciones naturales § : F' — G, n : G — F tales que, para cada par de objetos
X,Y de %, eyﬁy = ldg(y) N 77X6‘X = ldF(X)

Dadas entonces dos categorias ¢ y Z podemos definir la categoria Hom(%', 2)
cuyos objetos son los funtores € — Z y las flechas las transformaciones naturales
entre estos funtores.

Definiciéon 1.1.3. Sean ¥ y & dos categorias. Se dice que son equivalentes si
existen funtores F': € — 2, G : 9 — € tales que F'G es naturalmente isomorfo
al funtor identidad de Z y GF al funtor identidad de €. Las categorias se dicen
isomorfas si existen funtores F' y GG definidos como antes, y tales que F'G =idg y
GF =idg.

A continuacién definimos el colimite de un funtor.
Definicién 1.1.4. Sea I' una categoria. Decimos que es filtrante si y solo si
1. Dados a, 8 € Ob I existe un objeto v y morfismos o — v, 3 — vy

2. Dados dos morfismos f, g : @« — (3, existe un objeto v y un morfismo h : § —
v tal que hf = hg.

Los numeros naturales forman una categoria, con las flechas definidas como
sigue: dados n,m € N, existe un morfismo n — m si y solo si n < m. Por las
propiedades de los nimeros naturales, esta categoria resulta filtrante. En general,
cualquier conjunto dirigido es también una categoria filtrante!.

Sea ahora I' una categoria filtrante y F' : I' — .%% un funtor, que normalmente
se llama un diagrama en . Si fop : @ — [ es un morfismo en I', llamemos,
a menos que sea necesario especificar, F,3 a la funcién F(f,3) v F, a la imagen
F(a). Se define el colimite? de F' como

C:colrlmF:HFa/N,

acl

con (z,a) ~ (y, 3) siy solo si existe un v € I' y morfismos fo, : @ — 7, fzy : 8 — 7
tales que, Fi,(z) = F3,(y). Es decir, dos elementos coinciden en C si y solo si ya
coincidian en algin F’, para cierto v € I'.

Este objeto puede ser caracterizado por la siguiente propiedad universal: Si
X es un conjunto para el cual, dados «, 3 € I' arbitrarios, existen aplicaciones

'Recordar que un conjunto I se dice dirigido si tiene definida una relacién < tal que
1. ¢ <iparatodoie€l.
2. Sii<jyj<k, entonces i <k.

3. Si iy j son elementos cualesquiera de I, entonces existe k € I tal que i < ky j <k.

2También llamado en la literatura colimite filtrante 6 limite directo.



ga : Foy — X vy g3 : Fg — X, entonces existe una tnica funcién f : C' — X tal que
el diagrama siguiente

F,
\ ga
fa
c-—1-x
%
95

conmuta.

Si el funtor F' toma valores en la categoria de grupos (resp. grupos abelianos),
es decir, F' es un diagrama de grupos (resp. grupos abelianos), existe una tnica
estructura de grupo en C' tal que las aplicaciones f, : F,, — C dadas por z — [z, &/
resultan homomorfismos de grupos. Ademds, si F' toma valores en .%%, C' resulta
ser abeliano. Para este caso, se reemplaza la unién disjunta por la suma directa.?

Considerando, para fijar ideas, la categorfa de diagramas de grupos Hom(T', &),
el colimite filtrante es un funtor

colim : Hom(T', ‘&) — &,.

Definicién 1.1.5. Dados, para cada n € Z, funtores F™ € Hom(T', &) y trans-
formaciones naturales " : F* — F"*1 decimos que forman una sucesién

ey 1 Ol (1.1)

en Hom(T', &) si para cada v € T,
anl 9’?71 Fr 0’771 FnJrl 1.9
- — FJ — N — T = ( . )

es una sucesién en <. Decimos que la sucesién (1.1) es ezacta si para cada y € T
lo es la sucesion (1.2).

La siguiente proposicion sera de utilidad luego; su demostracion es directa.
Proposicién 1.1.6. El funtor colim : Hom(T', &) — & es exacto; es decir, dada
una sucesion ezacta en Hom(T', ;) como (1.1), entonces la sucesién inducida en
(/ 2

/&

. _q 7t . " .
. — colim F™ ! = colim F™ — colim F™*!...
r r r

es exacta.

3La definicién general de colimite es usando el coproducto; para la categoria de conjuntos, el
coproducto es la unién disjunta y para la de grupos la suma directa.
*Los homomorfismos de grupos 6" vienen definidos por 0"[x,] = [07 (), 7].
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1.1.2. Cohomologia de de Rham.

Sea X una variedad suave de dimensién £k y U C X un abierto. Notaremos
L(U,A"(X)) 6 Q"(U) al C>=(U)-médulo de n-formas diferenciales® reales sobre U,
donde A"(X) = A"(TX) es el conjunto de tensores alternados sobre X.6 Si U = X
en lugar de I'(X, A"(X)) se escribird I'(A"(X)) . El operador de diferenciacion
exterior d : T(U,A"(X)) — T(U, A" (X)) es el homomorfismo, de grado +1,
definido como sigue:

1. Si A : U — R es una O-forma, entonces d\ : U — TX*, donde T X* es el
fibrado cotangente de X, es la 1-forma d\(x) = d\,. Equivalentemente, si

o= (z',...,2%) : U — R* es una carta de X, entonces d\ = 3% | D da'.
2. Siahoraw =>_. . A\, i dr"...dz'" es una n-forma, definimos dw por

1500y in

do= " d\. s da’ . da™.

Se puede ver facilmente que dd = d?> = 0, lo que bésicamente es consecuencia de
que las derivadas mixtas conmutan, obteniéndose asi el complejo de de Rham

T(U,A°(X)) = C®(U) -5 T(U,AN(X)) = TU* -5 T(U, A*(X)) — - -,

donde T'(U,A"(X)) = 0 para n < 0. Notar que también I'(U, A"(X)) = 0 para
n >k ya que A"(X) = 0. Decimos que una n-forma es

1. cerrada siy solo si dw = 0 (esto es, las formas cerradas son el nucleo del
operador d), y

2. ezacta siy solo si existe una (n — 1)-forma 7 tal que dr = w.

Como d? = 0, toda forma exacta es cerrada. Se define entonces el n-ésimo grupo”
de cohomologia de de Rham como

H"(X;R) = {n-formas cerradas}/{n-formas exactas}.

Usamos la notacién H®*(X;R) cuando se consideren todos los grupos de coho-
mologia, es decir H*(X;R) = (H"(X;R)),>0, y llamaremos a H*(X;R) la coho-
mologia de de Rham de X con coeficientes en R.

Definicién 1.1.7. Sea V un R-espacio vectorial, U C X un abierto y notemos
con A"(U) ®@ V' al conjunto [[,., A"(TX)) @r V = [[,cp A"(TX,) ®r V. Una
n-forma diferencial en U a valores en V' es una aplicacion w : U — A"(U) ® V tal
que w(z) = w, € A"(TX,) ®g V y que se puede expresar, sobre U, por

_ i1 7
w = E firindx™ . dx™,

5La primer notacién quedars aclarada en la siguiente seccién, cuando se estudien los fibrados
vectoriales.

SRecordar que para cada n existe un isomorfismo canénico entre A(TXV) y A™(TX).

"En realidad, R-espacio vectorial.



donde (z',...,2%) : U — R* es una carta de X y f;, ;. : U — V son aplica-
ciones suaves. Equivalentemente, si I'(T'U) denota el espacio de campos de vec-
tores definidos sobre U, una n-forma a valores en V' es una aplicacién C*(U, R)-
multilineal w : T'(TU)" — C*(U,V), con T'(TU)* = T(TU) x --- x I'(TU) (n-
veces).

Asi, por ejemplo, si V' = C, se pueden construir los grupos de cohomologia de
de Rham con coeficientes complejos H"(X; C), considerando el complejo de formas
diferenciales a valores en C.

1.1.3. La Definicién de Haz y Cohomologia de Cech.

Sea X un espacio topoldgico paracompacto arbitrario.

Definicién 1.1.8. Un prehaz F' de conjuntos sobre X es una correspondencia que
a cada abierto U de X le asigna un conjunto F(U) y a cada inclusién iyy : U C V,
una funcién F(igy) = pyy @ F(V) — F(U), llamado morfismo de restriccion, o
simplemente restriccion, tal que

1. F(id) es la identidad y F(0) = 0.

2. Si se tienen inclusiones igy : U — V, iy : V — W, entonces F(iywipgy) =

SiUCVyae F(V),laimagen pyy(a) € F(U) se llamard la restriccion de a
a U, y se usard también la notacion aly.

Si F': Open(X) — %% es un prehaz y U es un abierto de X, se define el prehaz
restriccion F|y : Open(U) — “ de la manera obvia: si W es un abierto de U,
entonces existe un abierto V' de X tal que W = VNU. Luego, F|y(W) = F(VNU).
Analogamente para los morfismos. Usaremos también la notacién Fy para este
prehaz.

Un morfismo u homomorfismo de prehaces 6 : F — G es una familia de
funciones {0y : F(U) — G(U)}ucopen(x) tal que, para cada inclusién iyy : U — V,
el siguiente diagrama conmuta:

FOV) -2 G(v)

pVU\L lPVU

F(U) =~ G(U)

Las definiciones anteriores se pueden resumir en la siguiente: si Open(X) denota
la categoria de los abiertos del espacio X, con morfismos las inclusiones, entonces
un prehaz de conjuntos sobre X es un funtor contravariante F: Open(X) — .
Un morfismo de prehaces 6 : F' — G es una transformacion natural del funtor F
en el funtor G.

Se pueden definir, en forma completamente analoga, prehaces de grupos, anillos,
A-médulos, etc. En general, dada cualquier categoria €', un prehaz sobre el espacio
topoldgico X es un funtor contravariante F': Open(X) — €.

Es de facil verificacion que, dada una categoria %y fijado un espacio topoldgico
X, los prehaces sobre X a valores en ¢ forman una categoria.
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Definicién 1.1.9. Sea F' un prehaz, digamos, de conjuntos para fijar ideas, sobre
el espacio X. Un prehaz GG de conjuntos sobre X se dice un subprehaz del prehaz
F si para cada abierto U de X, G(U) es un subconjunto de F'(U).

Ejemplo 1.1.10. Dado un grupo G, se define el prehaz constante como el funtor
G : Open(X) — %, que a cada abierto U de X le asigna el conjunto de fun-
ciones localmente constantes U — G, y a cada inclusiéon U C V' la restriccién
correspondiente.

Ejemplo 1.1.11. Sea (Y, yo) un espacio topolégico. Se nota con QY al espacio
de lazos 7 : [0,1] — Y basados en yo, es decir, si v € QY| v(0) = (1) = yo.
En los cursos de teoria a de homotopia a se demuestra que el conjunto de clases
de homotopia a de aplicaciones Z — QQY = Q%Y notado [Z, Q*Y], es un grupo
abeliano para todo espacio topoldgico con un punto base Z. Se tiene entonces el
prehaz [—, Q?Y] : Open(X) — .9%, definido en los objetos por U — [U,Q*Y] y en
los morfismos por (i : U — V) — i* : [V,Q*Y] — [U,Q?Y], donde i*([f]) = [fi].
Se puede definir andlogamente un prehaz [—, QY] pero en este caso, [Z, 2Y] es un
grupo (no necesariamente abeliano).

Ejemplo 1.1.12. Si X es una variedad diferenciable de dimensién n y T'(A*(X))
son las k-formas diferenciales sobre X, se tiene el prehaz Q% : Open(X) — .07
definido por: Q% (U) = T(U,A*(X)) = Q¥U), y sii : U — V es una inclusién,
O (i) = pyy : T(V, A*(X)) — T(U, A¥(X)) es el morfismo

pVU( Z Fivin da’t . ..dxj’“> = Z Fivdelo da’t ... da'*,
1< <jk J1<e<Ji
donde f;,. ;. : V — R son diferenciables. El morfismo de restriccién pyy también
se nota i},;. Si w es una n-forma definida en X, la restriccién % (w) de w a
un abierto U de X se notard simplemente w|;. Andlogamente podemos definir el
prehaz de k-formas diferenciales a valores complejos Q’§(7C.

Ejemplo 1.1.13. Si X e Y son espacios topoldgicos, sea F : Open(X) — % el
funtor dado por

FU)={f:U—=Y | f escontinua} =C(U,Y)
FU-V)(f:V=Y)=flv:U—-Y.

El funtor F' define un prehaz de conjuntos sobre el espacio topologico X. Si X e
Y son variedades diferenciables podemos también definir el prehaz de funciones
diferenciables F' : Open(X) — % dado por F(U) = C*(U,Y). A estos haces
los notaremos indistintamente por Yy, quedando claro del contexto cual de ellos
estamos utilizando.

Definicién 1.1.14. Decimos que un prehaz F' sobre X es un haz si para cada
abierto U C X, cada cubrimiento abierto {U; | i € I} de U y cada familia (a;)er,
con a; € F(U;), tal que

a; Uu;NU; — aj U;NU;
para cada par de indices i, j € I, entonces se verifica que existe un tinico a € F(U)

tal que

a\y, = a;.



Es decir, F' es un haz si dada cualquier familia (a;) como antes, que se pegan
bien en las intersecciones, entonces podemos obtener un elemento a pegando todos
los a;.

Como se puede apreciar de la definicién anterior, los haces prestan fundamental
atencién a los datos locales, los cuales se pierden completamente considerando
prehaces. Para clarificar esta idea, sea GG un grupo y consideremos el prehaz Fy :
Open(X) — & que a cada abierto no vacio U de X le asigna el grupo G y a
cada inclusién, la identidad G — G.® Sea ahora U un abierto disconexo de X y
sean Uy y Uy sus componentes. Luego, F(U) = F(Uy) = Fi(Us) = G. Si ahora
g; € Fo(U;) = G, i = 1,2 son dos elementos distintos de GG, entonces deberia existir
un elemento g € G tal que g = g1 = g9, lo que claramente es una contradiccién.
Esto dice precisamente que el prehaz F; no es un haz.

Consideremos ahora el prehaz de funciones continuas Ry. Para comparar con
el caso anterior, sea U como antes. Luego, Ry, = R, @ Ry;,, cosa que no ocurria
en el ejemplo anterior.

Ejemplo 1.1.15. El prehaz constante G definido previamente es un haz, como se
puede verificar inmediatamente.

Ejemplo 1.1.16. Si F es un haz sobre X y U C X es abierto, entonces la restric-
cién F|y = Fy resulta un haz.

Ejemplo 1.1.17. Considerar el prehaz [—, QY] : Open(X) — <, donde & es
la categorfa de grupos y sea U =, Vi,. Para la inclusién i, : V,, — U, se tiene el
morfismo ¥, : [U, QY] — [V, QY] dado por

io([f1) = [fidl,

donde los corchetes indican clase de homotopia. Sea yy el punto base del espacio
Y y sea ctey, el lazo constante en yy. Entonces, para cualquier subconjunto V' de
X, el elemento neutro del grupo [V, QY] es la clase [ctey,].

Lo primero que debe cumplir [—, QY] para ser un haz es lo siguiente: si f :
U — QY es una funcién continua tal que [fi,] = [cte,,] = 0, entonces debe pasar
que [f] = 0, o sea f es homotdpica a la funcién constante U — QY. x +— ctey,.
Veamos que en general esto no se cumple.

Considerar U = X = S y sea Y = CP* = (., CP". Por un resultado de
Milnor (ver [Mil56]) se tiene una equivalencia de homotopfa

St~ QCP>.

Sean Vj, V4, V5 los siguientes abiertos de S!:

8 Algunos autores definen al prehaz constante en G por el funtor Fg.
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eir: Vip — S (k=0,1,2) las inclusiones. El conjunto Vj se puede expresar
como
Vo={e : 0<t <1}

Sea entonces Hy : Vg x [0,1] — S! la funcién dada por
Ho(eioct’ S) _ eia(l—s)t.

Esta funcion continua define una homotopia entre 7y y la funcién constante en el
punto 1 € S*. En general, se tiene que, para cada k, i; es homotépica a la funcién
constante en 1, situaciéon que notamos i =~ cte;.

Sea ahora f : S — QCP* una equivalencia de homotopia y sea g su inversa.
Sea ctey : Vi, — S! la funcién constante en 1. Entonces

fir = fetey = ctegqy : Vi — QCP™.

Si f fuera homotdpica a la funcién constante cteyq) : St — QCP>, z — f(1),
entonces se tendria que

idg1 ~ gf >~ gctery = cteg(r1)),
lo que es absurdo.

Ejemplo 1.1.18. Los prehaces Q2% e Yy son haces, como se puede verificar facil-
mente.

Dado un abierto U de X, consideremos la relacién de equivalencia ~ en Yx (U) =
C(U,Y) definida por: f ~ g siy solo si existe un abierto W C U tal que f|w = g|w.
Entonces el funtor dado por U — Yx(U)/ ~ es un haz, llamado el haz de gérmenes
de funciones continuas. El mismo haz se puede definir también para funciones difer-
enciables. Notaremos a este haz por Y.

Ejemplo 1.1.19. Sean F'y G haces de grupos sobre X. Definimos el funtor FF&G :
Open(X) — < por
(FoG)(U)=FU)®GU)
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(FoG)(U—-V)=(F(U—=V),GU—-V)).?

Este funtor resulta un haz y se llama la suma directa de F'y G. Mas generalmente,
dada una familia de haces de grupos (F;);cs, el producto F' = [[,.; F; definido por

F(U):HFi(U)

es un haz. El caso del prehaz F' = @
finito, puede no ser un haz.

.1 Fi es diferente, ya que, a menos que I sea

Aligual que para los prehaces, los haces sobre un espacio topolégico X a valores
en la categoria ¢ forman una categoria.
La nocién de morfismo es la misma que para los prehaces.

Definicién 1.1.20. Sea F' un haz de conjuntos (resp. grupos) sobre el espacio X.
Un haz G se dice un subhaz del haz F' si y solo si

1. para cada abierto U de X, G(U) es un subconjunto (resp. subgrupo) de F(U)
y

2. siV C Uy pyy, Tyv son los morfismos de restriccién para F' y G respecti-
vamente, entonces Ty = pUV|G(U).

Gérmenes y Haces Asociados.

En esta seccion, cuando se diga haz, estaremos haciendo referencia a un haz de
conjuntos 6 grupos. ¥

Definicién 1.1.21. Sea z un punto del espacio topolégico X y F' un prehaz sobre
X. El germen de F en x, notado F), es el objeto definido por

F=[[F@W)/~,

Usx

donde la relacion de equivalencia ~, normalmente llamada relacion de gérmenes,
viene dada por: si a € F(U) y a’ € F(V), entonces a ~ a si y solo si existe un
abierto W, con z € W C UNV tal que pyw(a) = pyw(a’). La clase de equivalencia
de a € F(U) se notara a,.

Recordar que si F' es un haz de grupos, el coproducto [] en la categoria ¢ es
la suma directa.

Siendo {U € Open(X) | z € U} una categoria filtrante, con las inclusiones
como morfismos, se puede dar una definicién equivalente de germen, via colimites:

F, = colim F(U).

U

9Si f: G — Hy f : G — H' son homomorfismos de grupos, definimos el homomorfismo
(f,f): GG — H @ H', también notado f & g, por (f, f')(g,9") = (f(g), f'(¢')). La misma
consideracion se aplica al producto directo.

10T,0 desarrollado en esta seccién podria hacerse en general para haces a valores en cualquier
categoria que tenga colimites filtrantes.
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Ejemplo 1.1.22. Considerando el haz de gérmenes de funciones continuas sobre
el espacio topologico X del ejemplo 1.1.18, si x € X, entonces la clase f, de una
aplicacion f : U — R es el conjunto de aplicaciones g : V — R, con x € V| para
las cuales existe una vecindad W de x;, W C U NV, tal que f y g coinciden en el
abierto W. La clase f, de una funcién f se llama el germen de f en x.

Ejemplo 1.1.23. Sea G un grupo y consideremos el haz constante G. Entonces,
para cada x € X, la aplicacién ¢, : G, — G dada por

pr(f :Jc) =f (:L’)
es un isomorfismo de grupos.

Dados dos haces de conjuntos ¢ grupos F'y G sobre el espacio X y un morfismo
de haces 0 : F' — G, para cada x € X queda inducido un morfismo de gérmenes
0, : F, — G, dado por

0.(a,) =0(a),.

Lema 1.1.24. Sean F y F’' dos subhaces de un haz G. Entonces F = F' si y solo
si los gérmenes F,, F.. C G, coinciden.

Demostracion. Sea U un abierto de X y a € F(U) C G(U). Si « € U, entonces
a, € F, = F/. Luego, sea V C X un abierto, tal que x € V y ' € F'(V), con
al, = a,. En particular, a € G(U) y @’ € G(V); luego, existe un abierto W, C UNV
tal que aly, = d'|w,. Llamemos a'(z) € F'(W,) a d'|w,.

Haciendo esto para cada x € U obtenemos un cubrimiento {W, | x € U} de U
y una familia {da/(x) | x € U} tal que, para cada x € U,

alw, = d'(x).

Luego, al ser I’ un haz, podemos asegurar la existencia de un elemento o’ € F'(U)
tal que d'|y, = d'(x) = alw,. Y, como G es un haz, necesariamente a = a’. Q.E.D.

Sea ahora GG un grupo; definimos a continuacién un nuevo haz de grupos con
una particularidad: esta ” concentrado” en un punto x del espacio X. Dado x € X,
se define el haz rascacielos G, por

%(U):{G’ six eU,

0, sino,

donde 0 indica el grupo trivial. La verificacion de que G, es un haz es inmediata.
Y tiene la particularidad de que, si y es un elemento distinto de z en X, (G,), = 0
y para x, (G;), = G. Por esto el nombre rascacielos.

La construccién de gérmenes permite dar una nueva interpretacion de un haz
de conjuntos o grupos sobre un espacio topolégico X. Para fijar ideas, sea F' :
Open(X) — < un haz de grupos, y consideremos el conjunto

&F) =] F

zeX
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Tenemos entonces una proyeccién canénica 7 : &(F) — X dada por 7(a,) = .
Dado ahora un abierto U de X, llamemos py, a la aplicacién candnica al colimite
F(U) — F,, para x € U. Topologizamos al conjunto &(F") definiendo como base
de abiertos a los conjuntos

Ova ={pvz(a) | z € U},

para U € Open(X) y a € F(U). Es decir, la base de abiertos esta formada por las
imégenes de las aplicaciones U — [], ., F, © — pue(a). Como se puede esperar,
no serd una topologia agradable; como ejemplo, el espacio & (F') con esta topologia
generalmente ni siquiera resulta un espacio de Hausdorff.

Definicién 1.1.25. El espacio topoldgico &(F) se llama el espacio étale del haz
F.

Dado un abierto U de X, una aplicacién continua s : U — [] ., F se llama
una seccion sobre U si s(x) € F; equivalentemente si s = id. Llamemos I'(U, F)
al conjunto de secciones continuas definidas sobre U. Siendo F' un haz de grupos,
podemos multiplicar secciones, obteniendo asi una estructura de grupo en I'(U, F).
Definiendo ahora el funtor I'r : Open(X) — & por I'r(U) = I'(U, F) se obtiene,
como se puede verificar directamente, un haz de grupos que llamaremos F.Ysi
en lugar de partir de un haz partimos de un prehaz F', entonces F' sigue siendo un
haz. Mas aun, vale la siguiente

Proposicion 1.1.26. Sea F' un prehaz de grupos. Entonces F' es un haz si y solo
st es naturalmente isomorfo al haz F.

Demostracion. Por un lado, si F' es naturalmente isomorfo a F', entonces resulta
un haz, puesto que F' lo es. Si ahora F' es un haz, entonces resulta naturalmente
isomorfo a F' definiendo la transformacién natural 6 : F — F' dada por

Ou(a)(z) = puz(a).
QED.

El resultado precedente sugiere la siguiente
Definicién 1.1.27. Si F' es un prehaz, el haz F se llama el haz asociado a F.

Ejemplo 1.1.28. Si F' y G son haces de grupos abelianos sobre X, entonces el
prehaz ' ® G no siempre resulta un haz. Luego, llamamos F' ® G al haz asociado
al prehaz U — F(U) ® G(U).

Al conmutar el colimite con la suma directa y el producto tensorial, valen los
siguientes isomorfismos

1. ( FaG),=2F,&dG,.
2. (FG),=2F,oG,.

Dado entonces un haz F', se puede obtener un espacio topolégico & (F') sobre X
y viceversa, via la construcciéon anterior del haz asociado. Muchos autores definen
los haces como espacios topoldgicos sobre X, definiciéon que veremos en breve.

La demostracién de la proposicién siguiente se puede ver en [War83].
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Proposicién 1.1.29. Sea F un haz y m : &(F) — X la proyeccion del espacio
€tale de F' sobre X. Entonces,

1. para cada abierto U de X y cada elemento a € F(U), la restriccion
TUa = Tloy. : Ovae — T(Ova)
es un homeomorfismo. Es decir, m es un homeomorfismo local;
2. El producto 7 (z) x 771 (x) — 771 (x) es una aplicacion continua.

Y reciprocamente, como los gérmenes en cada punto x € X determinan comple-
tamente el haz, podemos dar entonces la definicién equivalente de haz de grupos.

Definicién 1.1.30. Un haz de grupos sobre X es un espacio topolégico F' sobre
X, junto con una proyeccién continua 7w : F' — X que verifican

1. 7 es un homeomorfismo local.
2. Para cada x € X, la fibra 77!(z) es un grupo.

3. Para cada x € X, la operacién del grupo 7~1(x) es una aplicacién continua
7N z) x 77 z) — 7 ().

Sean ahora F'y G haces de grupos sobre X y consideremos los isomorfismos
naturales F — F yG — G de 1.1.26. Dado un morfismo de haces 6 : F' — G queda
entonces inducida una aplicacién continua, que también llamamos 6 : &(F) —

&(G),
0(a,) = 6(a),
y luego también, para cada U en X, una aplicacién fy : F(U)— G(U),

~ ~

que hacen conmutar los diagramas

F) o &(G) F——=G
NZA

F*)G

Ejemplo 1.1.31. Sea GG un grupo. Por definicién, tenemos que para cada abierto
Ude X, G%(U) = G (U)/ ~, donde ~ es la relacién de gérmenes. Llamemos 7 a
la proyeccién al cociente; es decir, my : G%(U) — Gx(U)/ ~. Un célculo directo
muestra que, para cada r € X, 7, : Gy, — Qg(,x es un isomorfismo. Podemos
entonces definir la aplicacién 7 : &(Gy) — &(G%) por

7T|QX’I = Tg,

ue resulta un homeomorfismo. Luego n naturalmente iso-
e resulta un homeomorfismo. Luego, los haces Gy y G% son naturalmente is
morfos.

13



Esta construccion del espacio étale de un haz permite definir facilmente la
preimagen de un haz por una aplicacién continua. Para eso, sea f : X — Y
continua y sea F' un haz de grupos sobre Y'; podemos considerar a F' como el haz
de secciones F. La preimagen de F por f es el haz f~'(F) que, para un abierto U
de X tiene asignado el grupo de secciones continuas s : U — [[,cy Ff@)- De esta
definicién se aprecia inmediatamente que, dado x € X, el germen de f~1(F) en x
es precisamente Fy).

Usando este haz podemos dar la siguiente

Definicién 1.1.32. Sea F' un haz sobre X, K C X un subconjunto cerrado e
i : K — X la inclusién. La restriccion F|k, que también notamos Fy, de F' a K
es el haz definido por

Fr =i Y(F).

Lema 1.1.33. Sean F' un haz de grupos sobre X, U C X un abierto no vacio
y 5,8 : U — [l,ep Fr dos secciones para las cuales existe un xo € U tal que
s(xo) = §'(xg). Entonces existe una vecindad V C U de xq tal que s|y = §'|y.

Demostracion. Podemos considerar a s y s’ como elementos de F'(U). Entonces se
verifica que las clases s, y s}, en Fy, coinciden. Luego, por definicién de relacién

de gérmenes, existe una vecindad V' de zy contenida en U tal que s|y = §'|y.
Q.E.D.

Extensién de un Haz por Cero.

Sea U un subconjunto abierto del espacio X y F : Open(U) — % un haz de
grupos sobre U. Consideremos ahora el funtor F” : Open(X) — % definido como
sigue

F’:{ FV) siVcU,

0 si no,

donde 0 es el grupo trivial. Este funtor no necesariamente resulta un haz. Consid-
eramos entonces el haz asociado a este prehaz.

Definicién 1.1.34. La completacion por cero del haz F es el haz 7. Se notara F.

De la definicién se desprende inmediatamente que el germen de F en un punto
x € U esigual al germen F), y es 0 para x ¢ U, como asi también que la restriccién
Fy es igual, como es de esperar, a F. Mas atn, F es el tnico haz con estas
propiedades.

Extension de la Definicién de Haz.

En lo que sigue se encontrara que es necesario definir un haz solo en ciertos
abiertos del espacio X, y no en todos. Mas detalles pueden verse en [EHO0].

Definicién 1.1.35. Sea B una base de abiertos de un espacio topoldogico X,
considerada como una categoria, donde los morfismos son las inclusiones. Un funtor
F : B — .o% se llama un B-prehaz. Se dice que F es un B-haz si cumple la
condiciones de la definicién de haz, considerando abiertos de B y cubrimientos
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por abiertos también de 9B, y, en lugar de pedir que py,v,,(9a) = pv,v.,(9s), se
debe pedir que para cada abierto V € 8 con V' C V4, se cumpla que py,v(ga) =

PVBV(Q,B)-

Proposicion 1.1.36. 57 B es una base de abiertos de un espacio topoldgico X,
entonces todo B-haz F se extiende de forma unica a un haz F sobre X.

Demostracion. Definimos la extensién F' por

donde lim es el objeto dual al colimite; ver [MLT71]. Q.E.D.

Corolario 1.1.37. Sea U un cubrimiento abierto del espacio topologico X . Suponer
que para cada U € U, Fy es un haz sobre U vy, si U V,W € U son abiertos
cualesquiera con interseccion no vacia, las aplicaciones

puv : Fulvav — Fvluav

son isomorfismos que satisfacen

PYWPUV = PUW

en UNV NW. Entonces existe un unico haz F cuya restriccion a cada U € 3 es
Fy.

Cohomologia con Coeficientes en un Haz.

Sea ahora X un espacio topoldgico, I un conjunto de indices y i = (U;);e; un
cubrimiento por abiertos de X. Consideramos el conjunto 4 como una categoria
cuyos objetos son los abiertos U; y morfismos las inclusiones. Sea F' : { — .0Z un
haz de grupos abelianos. Se definen las 0-cocadenas con valores en el haz F' como
el conjunto de funciones que asignan a cada U; un elemento del grupo abeliano
F(U;). Si se denota a las 0-cocadenas por CO(, F'), entonces

WL F) = [ F(W)).

iel
Las 1-cocadenas son los elementos del grupo

') = J[ Fwinuy,

(i,5)el?

. En general, usando la notaciéon U, ;, para U;, N---NU;, , las n-cocadenas son
los elementos de H(io inyernt F(Us..in)-

Se tienen las inclusiones 0 : U;, i, — Uio...ik...z'nv donde i, indica que el con-
junto U;, fue omitido. Estas inclusiones inducen entonces morfismos de restriccién
F(O) : F(Uy, ;..4.) — F(Ui.,). Se define ahora un homomorfismo de grupos
=6 C"(U, F) — C" (U, F) de la siguiente manera: Sea w una n-cocadena.

Entonces w se puede representar como una upla (wy,. ., ), donde w;, ;. € F(Uy, 4, );
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la imagen de w por el morfismo § estd en C"*H(4U, F). Si (dw)iy..i,., €s la coorde-
nada ig...7,41 de dw, entonces se define

n+1

(5w>i0---in+l = Z(_l)jwio...%j...in+1 |Ui0“.in+1
j=0

_ Z(_njF(aj)(wio,,,;]....w)

La expresion F(9;)(w;, 3. 1) = Wiy i in i Uigrinyy 5€ abreviara generalmente

por w; ;. ..., quedando claro del contexto a que conjunto se restringe.

Lema 1.1.38. La sucesion de morfismos y grupos abelianos
0— CO8L F) -5 O U, F) — -+ — C"(WU, F) = C™HY (8L, F) — - -
es un complejo de cocadenas.

En general, un complejo como el anterior se nota (C™ (U, F'), ™) >0, (C*(Y, F'),0)
o simplemente por C*(4, F').

Demostracion. Solo se debe verificar que 6% = 0.

n+2
(5(6w))io-..in+2 = Z(_l)] (5w)io...%j...in+2

j=0
n+2 n+1

= Z(_l)j Z(_1)]6%0..‘%]-...2,@...1’””
§=0 k=0

= Z(_l)j(_1)]{71%0“.@...ik..‘inm + Z(_Dj(_1>sz‘o...ik...ij“.z‘n+2
i<k k<j

=0

Q.E.D.

Los elementos w € C™(i; F) tales que dw = 0 se llaman n-cociclos de Cech
asociados al cubrimiento L. Notaremos Z™(4; F') al subgrupo formado por dichos
elementos; si w es una n-cocadena para la cual existe una (n — 1)-cocadena 7 y
6T = w, entonces w se llama un n-coborde de Cech asociado al cubrimiento 1.
El subgrupo de n-cobordes se notard B"(4; F). Como §* = 0, todo coborde es
un cociclo. Se define entonces el n-ésimo grupo de cohomologia de Cech de 8 con
coeficientes en F' como

H" (G F) = Z"(W F)/B" (& F).
La notacién H*(4; F) es la utilizada para representar a todos los grupos de coho-
mologfa, es decir H*(L; F') = (H"(4; F'))>0. Llamamos a H*(U; F') la cohomologia
de Cech del cubrimiento 3 con coeficientes en F.

Notar que se hubieran obtenido los mismos grupos de cohomologia suponiendo
que I es un conjunto dirigido y definiendo las n-cocadenas como C™(iU; F)) =
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Ejemplo 1.1.39. Sea X = S' y U el cubrimiento de S* del ejemplo 1.1.17. Se
obtiene entonces el complejo

0 — COU,R) % CHALR) — 0
donde
C°UR)=C' UL R)=R®R®R
CMLR) =0 (n#0,1),
El morfismo §° viene dado por
0w = 8°(wo, wi, ws) = (W1 — wo, Wz — wp, w2 — w)

Se tiene entonces que ker 6° = H°(4,R) = R. En grado 1 se obtiene la siguiente
igualdad H'(M,R) = CYU,R)/im ¢°. Y como im §° = {(zg,z1,72) : o =
1 + 1'3} =R ) R)

H'WUR) *ROROR/ROR = R.

Proposiciéon 1.1.40. Para cualquier cubrimiento Y de X y cualquier haz F :
Open(X) — .97, se tiene un isomorfismo

H(U; F) = F(X).
Demostracion. Como C™(U; F') = 0 para n < 0, vale la igualdad
HO(U; F) = ker § = {w € C°(4; F) | 6w = 0}.

Si w = (w;), entonces w € H(8h; F) si y solo si 0 = d(w;) = (w; — w;), 0 sea, para
cada par de indices ¢, j, w; = w; en F(U;;). En otras palabras, las restricciones de
w; ¥ w; a F(U;;) coinciden. Sea entonces ® : F(X) — H°(4; F') el homomorfismo
dado por

d(w) = (w

De la definicion de haz se desprende facilmente que este homomorfismo es entonces
biyectivo: de la existencia del elemento a definido globalmente (en la definicién) se
desprende la sobreyectividad y de la unicidad la inyectividad. Q.E.D.

Ui)'

Observaciéon 1. En realidad ® es un isomorfismo si y solo si F' es un haz.

Definicién 1.1.41. Sea X un espacio topolégico y U = {U;}ier, U = {V; }es dos
cubrimientos de X por subconjuntos abiertos. Se dice que U es un refinamiento
de U, notado U < ¥ si y solo si existe una funcién ¢ : J — [ tal que, para cada
jed, V} C U¢(j).

La aplicacién ¢ : J — I de la definicién anterior induce una aplicacion entre
los complejos de cocadenas ¢y : C*(U; F) — C*(V; F), o sea, para cada n > 0 se
tiene un homomorfismo de grupos ¢; : C"(U; F') — C"(T; F) dado por

(D4(w))jo-rjn = Wolo)--6Gim) | Uig...in -
También usaremos la notacién (¢4(w))jo..jn = Weo(io)...60n)-

La demostracion del siguiente lema es inmediata.
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Lema 1.1.42. ¢, : C*(M; F) — C*(U; F') es un morfismo de complejos; esto es,
para cada n > 0, el diagrama

C(Y, F) —2= Cn (8L, F)

N B

C™(B, F) —= C™ (T, F)

conmuta.

Ahora bien, si [w] = [w'] en H*(4; F), entonces w — w’ es un n-coborde, con
lo cual existe una (n — 1)-cocadena 7 tal que 07 = w — w'. Luego, w = W' + 47
v ¢s(w) = Py(w) + ¢4(07). Pero ¢y es un homomorfismo de complejos, y luego
¢4(67) = d¢4(7), de donde se deduce entonces que

Py(w) = B3(W') + 0gy(7).

Tomando clase de cohomologia en esta igualdad se llega a que

[fs(w)] = [oy(w)],

lo que prueba la buena definicién, para cada n > 0, de los homomorfismos en las
cohomologias ¢ : H"(LU; F') — H"(*U; F) dados por

Po([w]) = [dg(w)].

Lema 1.1.43. Sea Y = {U;};e;r un cubrimiento de X y U = {V;}jcs un refi-
namiento. Sean ¢, : J — I funciones tales que V; C Uyjy y V; C Uyy). Entonces
existe un operador de homotopia K : C*(U, F) — C*~Y(U, F) tal que

by — ¢y = 6K + K&,

Demostracidn. El operador buscado K : C""(U, F) — C™(Y,.F) es el definido
por la féormula

Kw Jo Jn T Z w¢ (J0) - #(Fk)Y (k)Y (n) -

Q.E.D.

Sea ahora Cov(X) el conjunto de cubrimientos de X. Si 4l y 20 son cubrimientos,
estd definida una flecha U — i si y solo si U refina a 4, o sea U < B. Asi, Cov(X)
resulta una categorfa. Si = {U; | i € I} y U= {V; | j € J} son cubrimientos de
X, un refinamiento de ambos es el cubrimiento {U; NV | (4,7) € I x J} junto con
las proyecciones canénicas my : [ X J = [ ymo: [ X J — J.

Asi, para cada entero n se tiene bien definido un funtor

U H" (U F)
(B — ) — (H" (W F) 2 H™(; F))
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de la categoria de cubrimientos de X en la categoria de grupos abelianos. El
colimite de este funtor,

H"(X;F) = cogm H" (W F)

es el n-ésimo grupo de cohomologia de Cech del espacio X con coeficientes en el
haz F. Al igual que para la cohomologia de un cubrimiento, cuando no se haga
distincién del grado considerado, notaremos la cohomologfa de Cech del espacio X
por H*(X; F).

Observacién 2. De acuerdo a lo expuesto anteriormente, se pueden calcular tam-
bién los grupos

C"X;F):= coilim C"(U; F).

Esta construccion da como resultado un complejo de cocadenas C*(X; F) y la co-
homologia de este complejo resulta isomorfa a la cohomologia de Cech; ver [Bre97].

Sea 6 : F' — G un homomorfismo de haces y 4 = {U; | i € I} un cubrimien-
to abierto de X. La transformacién natural 6 da origen a un homomorfismo de
complejos O, : C*(U; F') — C*(U; G) definido por

Os(Wig...i) = Ous, s, (Wig..in)-

Este homomorfismo pasa a las cohomologias 6} = 0, : H"(; F') — H™(; G) del
cubrimiento Y definiendo

Os ([(wio...in)]) = [0u,.i,, (Wig...i)]-

Y entonces, tomando colimites, llegamos a
0, : H"(X; F) — H"(X;G).

Buenos Cubrimientos...6 Cémo Calcular Cohomologias.

Los resultados siguientes dan una caracterizaciéon muy 1til a la hora de querer
calcular la cohomologia de Cech de una variedad X. Las demostraciones de los
resultados fundamentales se pueden encontrar en [God58] y [Bre97].

Definicién 1.1.44. Sea {4 = {U; | i € I} un cubrimiento abierto de la variedad
suave X, con dim X = k. Se dice que U es un buen cubrimiento si todas las
intersecciones no vacias U; son difeomorfas a R,

0---in

Se vié anteriormente que, dados cubrimientos abiertos U y U de una variedad
X, entonces se puede encontrar un refinamiento para U y L. Considerando la
relacion de inclusion, el conjunto de todos los cubrimientos abiertos de X resulta
ser un conjunto dirigido.

Definicién 1.1.45. Sea I un conjunto dirigido. Un subconjunto J C I se dice que
es cofinal en I siy solo si para cada ¢ en [ existe un j en J tal que ¢ < j. Notar
que en ese caso, J también es un conjunto dirigido.
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A partir de la definicién de colimite filtrante se puede verificar facilmente que,
si I es un conjunto dirigido y J C [ es cofinal, tomar colimite sobre sobre el
subconjunto J da el mismo resultado que tomarlo sobre I.

La demostracién del siguiente teorema se puede ver en [BT82].

Teorema 1.1.46. Dada una variedad X y U un cubrimiento arbitrario, existe un
buen cubrimiento U de X que refina a Ll.

Es decir, toda variedad X tiene buenos cubrimientos y el subconjunto del con-
junto de cubrimientos abiertos de X formado por los buenos cubrimientos es cofinal
en dicho conjunto. Esto permite entonces restringirnos a los buenos cubrimientos
al tomar colfmite para definir la cohomologia de Cech de X. Es decir, para cada
n vale la igualdad

H"(X;F) = cogm H" (4 F),

donde el colimite se toma ahora sobre el subconjunto de buenos cubrimientos de
X.

El siguiente resultado es el que muestra la importancia de estos buenos cubrim-
ientos. La demostracién se puede ver en [God58|.

Proposicién 1.1.47. Si U es un buen cubrimiento de la variedad X, entonces el
homomorfismo natural H"(4; F) — H™(X; F') es un isomorfismo para cada n.

El Isomorfismo entre las Cohomologias de Cech y de Rham.

Por simplicidad, veremos solo el caso para n = 2. Es decir, se probard que
H?*(X;C) = H*(X;C). El caso general es analogo. Para discusiones mas detalladas
y generales se pueden consultar las referencias [God58], [Bre97], [Bry92], [BT82],
entre otras.

Sea 4 = {U; | i € I} un buen cubrimiento de la variedad X y sea 6 una 2-forma
cerrada en X. Como cada U; € 4 es homeomorfo a R, entonces H?(U;C) = 0
para todo i € I, y luego, si 0; = 0|y, es la restriccién de 6 al abierto U, [0;] = 0,
donde los corchetes indican clase de cohomologia. Esto es, 6; es exacta en U; y
luego existe una 1-forma w; definida en U; tal que

dwi = 61

Ahora bien, U;; # () es también homeomorfo a R*, y entonces HQ(UZ-j; C) =0, con
lo cual, al ser w; —w; cerrada en U, se tiene que existe una O-forma f;; : U;; — C
tal que

dfij = W; — u)j.

En Ui, vale la igualdad d(f;; + fjr — fir) = 0y luego, al ser 4 un buen cubrimiento,
las aplicaciones f;; + fjr — fir son constantes sobre Ui, digamos

fij + fir — fie = azx € C.

Las constantes a,;; forman una 2-cocadena de Cech a = (a,;;,) € C?(4; C). Aplican-
do el homomorfismo ¢ y haciendo un célculo directo se llega a que a es en realidad
un 2-cociclo y luego define una clase de cohomologia [a] € H?(4U;C) = H*(X;C).
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Se puede verificar que esta clase no depende del buen cubrimiento elegido, ni de
la eleccion de las formas w; y fi;. Es decir, queda bien definido un homomorfismo

o: H*(X;C) — H*(X;C)

(6] — lal,

que resulta ser biyectivo.

1.1.4. Sucesiones Exactas de Haces.

Sea  : F' — G un morfismo de haces de grupos. Se definen los prehaces nicleo
e 1magen de 6 por

(Ker 0)(U) =ker 0y , (Ker0)(U — V) = pyylker Oy : ker 6 — ker 0y

(ImO)(U)=im 0y , (Im0O)(U — V)= pyylim Oy :im 6, — im ;.

Notar que los morfismos estan bien definidos ya que 6 es una transformacion
natural.

El prehaz ntucleo Ker 6 resulta un haz, pero la imagen Im 6 puede no ser-
lo (se puede construir un contraejemplo considerando un espacio X disconexo y
recordando que el prehaz F(U) = G no es un haz en este caso).

Por ello, si 8 : FF — G es un morfismo de haces de grupos, se llama haz
imagen de 0 al haz asociado al prehaz Im 6. Abusando de la notacién, notaremos
también Im 6 al haz asociado a este prehaz; siempre que se hable de la imagen de
un morfismo de haces el texto hard referencia, sin aclaracién, al haz asociado al
prehaz Im 6.

Decimos entonces que el homomorfismo de haces 8 es inyectivo si Ker 6 = 0, el
haz trivial; equivalentemente, si para cada abierto U, ker 6y = 0 y sobreyectivo si
los haces Im 6 y G son iguales.

Definicién 1.1.48. Una sucesion
. 91‘71 . 91’ .
. 1—>FZ—>FZ+1—>"'
de haces y morfismos se dice exacta si para cada i,

Ker #" = Im 6" %

Si para cada abierto U de X, la sucesion de grupos

i—1

S P ) S Py e P )

es exacta, entonces, por la proposicion siguiente y exactitud del colimite, la sucesién
de haces y morfismos de haces también es exacta. La afirmacion reciproca no es
valida en general, ya que la sucesion de haces y morfismos

0—-F —-F—F'—0 (1.3)
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puede ser exacta pero la sucesion de grupos
0— F'(X)— F(X)— F'(X)—0

no necesariamente lo es. Mas precisamente, la sucesién (1.3) puede ser exacta
sin que los morfismos F'(U) — F”(U) sean sobreyectivos. Para detallar més la
situacion, consideremos el funtor evy de la categoria de haces de grupos abelianos
sobre X en la categoria de grupos abelianos dado por

evx(F) = F(X).
Lema 1.1.49. El funtor evx es exacto a izquierda; esto es, si
0—-F —-F—=F"—0

es una sucesion exacta en la categoria de haces de grupos abelianos sobre X, en-
tonces la sucesion de grupos abelianos y homomorfismos

0— F'(X)— F(X)— F'(X)
es exacta.

La exactitud a derecha no vale en general; ver el ejemplo 1.1.52 mas abajo.
Un criterio muy 1til a la hora de verificar exactitud lo da la siguiente

Proposiciéon 1.1.50. Una sucesion de haces de grupos y morfismos

) ANy AN /N (1.4)
es exacta si y solo si, para cada v € X lo es la sucesion de grupos

0= F Y g O gy, (1.5)

Demostracion. Supongamos que la sucesion (1.4) es exacta. Entonces los subhaces
Im ¢ y Ker 6 de F coinciden. Luego, por el lema 1.1.24, para cada © € X se
verifica la igualdad

(Im 6'), = (Ker 0),,

y como (Im 6'), = im 0, y (Ker 0), = ker 0,, queda verificada la exactitud de
(1.5) (la exactitud en F, y F! es inmediata).
La exactitud de (1.4) se deduce enseguida a partir también de 1.1.24. Q.E.D.

Ejemplo 1.1.51. Sea X una variedad suave y Z(1) el grupo abeliano 2miZ. Con-
sideremos los haces sobre X de funciones diferenciables Cx y C%. Entonces la
sucesion
0—Z(1) - Cx Z2C% —0
es exacta, donde (y : Z(1) — C*(U,C) y expy : C=°(U,C) — C*(U,C*) vienen
dadas por
Ly (2min) = ctegrin,

expy (f)(z) = ).

22



Ejemplo 1.1.52. Si X = S! entonces el homomorfismo de grupos exp = expg: :
C>(S',C) — C*(8*,C*) dado por

exp(f)(z) = &/
no es sobreyectivo.

Ejemplo 1.1.53. Sea F' un haz (digamos de grupos abelianos para fijar ideas)
sobre el espacio topolégico X y G un subhaz de F. El prehaz cociente F'/G no
necesariamente resulta un haz. Definimos entonces el haz cociente como el haz
asociado al prehaz F'/G, y lo notamos, como hicimos con la imagen, F/G. Con-
siderando esto, la sucesién de haces y homomorfismos

0—-G-—~F-"F/G—0,

resulta exacta, donde ¢ es la inclusién y 7 la proyeccién candnica (esto es béasica-
mente consecuencia de que para cada x se tiene un isomorfismo (F/G), = F,/G.,).

A pesar de no ser exacto el funtor de evaluacién, siempre podemos encontrar
abiertos U de X en donde, dado un morfismo sobreyectivo F' — G, el homomor-
fismo inducido F'(U) — G(U) también lo sea. Mdas atin, estos abiertos forman un
cubrimiento de X, como veremos a continuacién. Para probar esto, se usara la
definicién equivalente de haz vista anteriormente.

Proposicion 1.1.54. Sean F' y G haces de grupos sobre X y 0 : ' — G un
morfismo de haces sobreyectivo. Entonces existe un cubrimiento U de X tal que,
para cada U € U, el homomorfismo de grupos F(U) — G(U) es sobreyectivo.

Demostracion. Considerando la proposicién 1.1.29, sea 4 = {U; | i € I} un cubrim-
iento de X tal que las proyecciones 7p : &(F) — X y ng : &(G) — X son
homeomorfismos locales sobre 7' (U;) v 7' (U;) respectivamente. Consideremos

el diagrama conmutativo
0;

F(Uz> *)G(Uz)

L

F(U,) "> G(Uy),

donde 0; = 0y, 0; = Oy, y las flechas verticales son los isomorfismos naturales entre

los haces F' y GG y sus haces asociados. Basta ver entonces que 6; es sobreyectiva.
Sea entonces t : U; — [[,.; Go = 7' (U;) una seccién continua. El siguiente

diagrama conmutativo nos indica como definir una seccién s tal que 6;(s) = t:

e (U:)
UZ' 4t> W&l(Ul) & Ui,
donde la flecha vertical es la aplicacion inducida por 6 en los gérmenes. Sea entonces

s:U; — 7t (U;) dada por

_ -1 _ -1
S=mp gt =n5.
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Q.E.D.

Volviendo nuevamente al contexto de la cohomologia, tenemos el siguiente re-
sultado, cuya demostracion se puede ver en [Bre97].

. . . 0 n
Lema 1.1.55. Sea Y un cubrimiento abierto de X. Si0 — F' — F — F" — 0
es una sucesion exacta de haces, entonces la sucesion

0— C* (W F) L oo, F) 25 C* (8 F) — 0 (1.6)
es exacta.

A partir de la sucesién (1.6), se obtiene una sucesién exacta larga
0— H8 F) 5 HOWL F) 25 O Py <5 HYSGFY) — -

de grupos de cohomologia asociados al cubrimiento 4. Luego, al ser el colimite un
funtor exacto por 1.1.6, obtenemos el siguiente

Lema 1.1.56. La sucesion ezacta de haces 0 — F' —» F —1s F" — 0 induce una
sucesion ezxacta de grupos de cohomologia de Cech

0— HYX; F') — H(X; F) — H(X; F") — HY(X; F') — -

Veamos como se define el morfismo 0 : H"(; F”) — H" 1 (4; F). Considerar
el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0—=C" Y8 F) —= C" L (W, F) —> C" Y ") ——0

s Is Is

0 —= C™(i F') —— C™( F) —— C™(h F") ——0

0 0 i&

0 ——= C™ (4 F') =2 O (4 F) —1= O™ (8 F7) —— 0.,

Sea [a] € H"(4U; F"). Entonces da = 0. Como 7 es sobreyectiva, existe b € C™(4L; F)
tal que nb = a; y como nd = dn, entonces nob = 0. Asi, 6b € ker n = im 6, y por
ser 6 inyectiva, existe un tnico elemento en C™*1(4; F”), llamemoslo ¢, tal que

Oc = Hb.

Ademds, ¢ es un (n + 1)-cociclo: por ser 62 = 0, §6c = 0. Pero 66 = 64, con lo cual
foc = 0; y como 6 es un homomorfismo inyectivo, necesariamente dc = 0.

Se define entonces d[a] = [¢]. A este homomorfismo se lo conoce usualmente como
homomorfismo de conexion.
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Haces Inyectivos.

La siguiente es la generalizacion a los haces del concepto de grupo inyectivo.
La definicién, como muchas otras definiciones de haces particulares que toman el
nombre de una cierta clase de objetos en la categoria en la que toman valores, es
una copia apropiada de la definiciéon de grupo inyectivo.

Definicién 1.1.57. Un haz de grupos abelianos I sobre X se dice inyectivo si
cada vez que se tiene un diagrama

s

|

G

en la categoria de haces de grupos abelianos sobre X, con Ker(:) = 0 (es decir,
ker ¢y = 0 para cada abierto U de X)), entonces existe una transformacién natural
n: G — I que "extiende” a 6, o sea nu = 0.1

Recordar que un grupo abeliano G es inyectivo si y solo si el homomorfismo
G — G, x +— nx es sobreyectivo,esto es, si y solo si G es divisible; ver [ML94].
En analogia con los grupos abelianos inyectivos , se tiene el siguiente lema:

Lema 1.1.58. Sea
015 F—>G—0 (1.7)

una suceston exacta de haces de grupos abelianos sobre X, con I inyectivo. En-
tonces existe un morfismo de haces ™ : F' — I que hace que la sucesion 1.7 se
escinda; es decir, w0 = id;.

Demostracion. Es inmediata, considerando el diagrama

|

F

id;
— 1.

El morfismo 6 es inyectivo por ser exacta la sucesién (1.7). Luego, el resultado se
desprende de la inyectividad del haz I. Q.E.D.

Lema 1.1.59. Sea I un conjunto de indices y, para cada v € I, sea I; un haz
inyectivo. Entonces el haz producto

1) = [ s

el

es inyectivo.

HLa definicién de grupo abeliano inyectivo es completamente aniloga, reemplazando los haces
por grupos abelianos y los morfismos de haces por homomorfismos de grupos.
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Demostracion. Sean F'y G haces de grupos abelianos, F' — G un monomorfismo
y consideremos el diagrama

F—=1lic, Li:

|

G

Para cada indice j € I tenemos un diagrama conmutativo

F4>]j.

|

G

Luego, queda probada la inyectividad del haz producto, definiendo el morfismo
n: G — [[;e; Ii de la manera obvia

n= (n)ier.
Q.E.D.
Para lo que sigue, vamos a necesitar el siguiente

Lema 1.1.60. Sea I un grupo abeliano inyectivo. Entonces, para cada x € X, el
haz rascacielos I, también es inyectivo.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama en la categoria de haces

Fi>]_:ca
G

donde ¢ es un morfismo inyectivo. Entonces, por ser I un haz inyectivo, para un
abierto U de X que contiene a z, existe un homomorfismo de grupos ny : G(U) —
1,(U) = I tal que nyiy = 0y. Si ahora x ¢ U, entonces I,(U) = 0 y entonces 1y
es el homomorfismo nulo. Q.E.D.

Para demostrar el lema que sigue se necesita su version analoga para grupos
abelianos, cuya demostracién se puede ver en [ML94]:

Teorema 1.1.61. Todo grupo abeliano es subgrupo de un grupo inyectivo. Es decir,
dado un grupo abeliano G cualquiera, existe un grupo inyectivo I y un monomor-

fismo G — 1.

Lema 1.1.62. Si F' es un haz de grupos abelianos sobre el espacio X, entonces
existe un haz inyectivo I y un monomorfismo 6 : ' — 1.

Demostracion. Por el teorema anterior, para cada x € X existe un grupo abeliano
inyectivo I, y un monomorfismo F, — I.

Notaremos por I, al haz rascacielos, cuyo germen en z es el grupo abeliano
inyectivo I,.
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Considerando el homomorfismo natural F'(U) — F, se construye el homomor-
fismo
FU)— F, = 1, =1,(U) (1.8)

que llamaremos 9,(]55 ). Si gz ¢ U, esta aplicacién es claramente el homomorfismo
nulo.
Sea ahora [ el haz definido por

IU) =[] L) =[] LO),

zeX zelU

que resulta inyectivo por 1.1.59 y 1.1.60. Se define entonces la transformacion
natural 6 : F' — [ dada por
0 = (60"))pex.

Veamos que es el monomorfismo buscado.

Sea U un abierto de X y supongamos que 05}”)(@) = Hg)(a’) para cada = € X.
Podemos obviamente suponer que z € U. Por definicién de #® y por ser inyectivo
el homomorfismo F, — I, necesariamente a y a' tienen la misma proyeccion al
colimite, via la aplicacién F(U) — F; es decir, a, = al,. Luego, cada x tiene una
vecindad W, C U tal que

alw, = d'lw,.

Entonces, al ser F' un haz, necesariamente a = a’, y el lema queda demostrado.
Q.E.D.

El siguiente lema sera 1til en la siguiente seccion.

Lema 1.1.63. Sea I un haz inyectivo sobre X y sea U C X un abierto. Entonces
la restriccion Iy de I a U también es un haz inyectivo.

Demostracion. Supongamos que F'y G son haces sobre U, F — G un monomor-
fismo y F' — Iy una transformacién natural. Consideremos las extensiones por
cero F'y G de F y G respectivamente. Por definicién, se puede verificar facilmente
que la transformacién natural inducida F — G sigue siendo un monomorfismo.
Consideramos entonces, para V C U abierto, el diagrama en .07

F(V)=FV)—=I1(V) = Iy(V).

Por ser I inyectivo, existe un homomorfismo G — I que factoriza a F — 1.
Restringiendo entonces esta transformacién natural al abierto U, se obtiene la
factorizacién buscada. Q.E.D.

La siguiente proposicién caracteriza el comportamiento de los haces inyectivos
en lo que se refiere a la cohomologfa. La demostracién se puede ver en [Bry92].
Se puede definir una cohomologia con coeficientes en haces, a partir de ciertas
sucesiones exactas llamadas resoluciones. En el caso de un haz inyectivo, estas
resoluciones son triviales; luego, el resultado queda establecido a partir del isomor-
fismo entre esta cohomologfa de haces y la cohomologia de Cech.
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Proposicién 1.1.64. Si I es un haz inyectivo sobre X, entonces H*(X;I) = 0
para cada n > 1.

Haces ”Flabby” y Suaves.

Vamos a extender ahora la definicién de haz de grupos abelianos sobre un espa-
cio topoldgico X de tal forma de poder tomar en cuenta no solo los subconjuntos
abiertos de X, sino también los cerrados. Esta construccién, que sera de utilidad en
esta seccién, en donde se probara un resultado fundamental, es una generalizacién
directa de la definiciéon de gérmenes dada anteriormente.

Recordemos que X es un espacio topolégico paracompacto.

Definicién 1.1.65. Sea K C X un subconjunto cerrado y F : Open(X) — .07
un haz sobre X de grupos abelianos. El grupo abeliano F(K) se define como

F(K) = colim F(U),

UDK
donde el colimite se toma sobre los abiertos U de X que contienen a K.'?

En el caso en que el conjunto cerrado sea de la forma {z}, la definicién de
F({z}) coincide con la del germen F.

Por la definicién anterior, para cada vecindad abierta U de K, se tiene un ho-
momorfismo F(U) — F(K), que también llamaremos restriccion. Esta definicién
implica que, dado un subconjunto cerrado K y ax € F(K), existe una vecindad
Ude Kyae F(U) que extiende a ag.

Lema 1.1.66. Considerando el haz asociado ]/7\, el grupo F\(K) se identifica con
el grupo de secciones s : K — [, o, F para las cuales existe una vecindad U de
K y una seccion continua s definida sobre U tal que s'|x = s.

Demostracion. Para K C X cerrado, llamemos I'(K) al grupo de secciones definidas
sobre K que se extienden (continuamente) a una vecindad de K. Se define el ho-
momorfismo ¢ : F(K) — I'(K) por

¢(sk) = slk,

donde sk es la clase de una secciéon s : U — ]_[meU F, vy U una vecindad de K.
Como s es continua, s|x € I'(K). Si s = s, donde s y s’ estan definidas sobre
U y V respectivamente, entonces existe un abierto W C UNV,y K C W, tal que
slw = §'lw; luego, s|k = §'|k ¥ ¢ es inyectiva.

La sobreyectividad de ¢ es inmediata a partir de la definicién de I'(K). Q.E.D.

Proposicién 1.1.67. Sean Ky, K1 C X subconjuntos cerrados y sog € T'(Ky), $1 €
['(K4) tales que so|kynk, = S1|Kkoni, - Entonces existe una seccion t € I'( Koy U K;)
tal que t|k, = so Y t|k, = s1.

12Ta definicién general del grupo F(K) es via las secciones globales del haz restricciéon
Flg = Fk, esto es F(K) = i 1(F)(K), donde i es la inclusiéon K — X; pero para un espa-
cio paracompacto, esta definicién coincide con la dada en el texto; ver [Bry92].
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Demostracion. Llamemos también sg y s1 a las extensiones a vecindades Uy de K
y U; de K, respectivamente.

Consideremos el conjunto parcialmente ordenado % de pares (K, s), donde
K C KoUK es cerrado y s € T'(K) es tal que s|gnk, = So ¥ S|knx, = s1, con
(K,s) < (K',s")siysolosi K C K'y s'|x = s. Este conjunto no es vacio ya que
(Ko, s0) y (K71, s1) estan en el. Ademds, como se verifica inmediatamente, cualquier
cadena en 7%/ tiene un elemento maximal. Luego, por el lema de Zorn, existe un
par (K, s) maximal en % . Llamemos también s a la extensién correspondiente a
una vecindad U de K.

Sea ahora g € (KoUK;) — K y supongamos o € Kj. Al ser X paracompacto,
en particular es normal y luego existen abiertos disjuntos V2 K y W 2 xy. Sea
ahora Z .= (UNV)U(UyNW)yt:Z —]],c, F: definida por

Ha) s(x), sizeUNV,
| so(z), sizeUynNW.

Al ser UNV y UyNW abiertos disjuntos, ¢ resulta una secciéon continua. Ademéds
tlznk, = So ¥ tlznk, = s1. Luego, t € I'(K U{zo}) v el par (K U{xo},t) € %, lo
que contradice la maximalidad de (K, s). Entonces necesariamente K = Ky U K
y la proposicion queda demostrada. Q.E.D.

Corolario 1.1.68. Sea F' un haz sobre X, K C X un subconjunto cerrado tal
que K = J,c; K, donde K; es cerrado para cada i. Sea, también para cada i € I,
s; € F(K;) tal que

SilKi; = Sj1Kij»
para cualesquiera i,5 € I, donde K;; = K; N K;. Entonces existe un elemento

s € F(K) tal que s|k, = s; para cada i € I.

Demostracion. La demostracion se reduce a una aplicacion de la proposicién an-
terior, usando nuevamente el lema de Zorn, considerando el conjunto parcialmente
ordenado de pares (J, (s;)jes), donde J C I, s; € I'(K;), s; = s, en K; N K para
cualesquiera j, k € J tales que existe una seccién

ser(UK;)
jeJ
con s|g, = s; para cada j € J. Q.E.D.

Definicién 1.1.69. Un haz F' de grupos abelianos sobre X se dice flabby si y solo
si para cada abierto U de X, la aplicacién F'(X) — F(U) es un epimorfismo.

Ejemplo 1.1.70. Consideremos el haz de grupos abelianos sobre el espacio topologi-
co X que a cada abierto U le asigna el grupo de aplicaciones continuas C(U,R) =
C(U). En este caso, el homomorfismo C(X) — C(U) es la aplicacién que manda
cada f : X — R a su restriccién f|y : U — R. Este seria un haz flabby si para
cada abierto U de X y cada aplicacién continua g : U — R, existe una funcién
continua f : X — R que extiende a g.

El siguiente resultado es inmediato a partir de la definicion:
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Lema 1.1.71. Un sumando directo de un haz flabby es flabby.
Lema 1.1.72. Todo haz inyectivo sobre X es flabby.

Demostracion. Sea I un haz inyectivo y llamemos J al haz producto definido a par-
tir de I, como en la demostracion del lema 1.1.62. Por la definicién del haz J y del
haz rascacielos, J resulta flabby. Del mismo lema 1.1.62 existe un monomorfismo
I — J. Luego se obtiene una sucesion exacta

0—1—J—J/I—0,

con lo cual I resulta sumando directo del haz flabby J por 1.1.58, y luego es flabby,
por el lema anterior. Q.E.D.

Podemos ahora dar la definicién de haz suave y probar el resultado principal
de esta seccion.

Definicién 1.1.73. Un haz S de grupos abelianos sobre el espacio X se dice
suave si para cada subconjunto cerrado K de X, la restriccion S(X) — S(K) es
sobreyectiva.

Ejemplo 1.1.74. Si X es paracompacto y F' es un haz flabby sobre X, entonces
F resulta suave.

Ejemplo 1.1.75. El haz de funciones diferenciables Cx es suave. Para verificar
esta afirmacién, sea K C X un subconjunto cerrado, fx € Cx(U)y f € Cx(U)
un representante de la clase fx, para U D K. Consideremos también la homotopia
®:Cx I — C, para I = |0,1] dada por ®(z,t) = tz. Siendo X paracompacta,
existe una vecindad V de K tal que V C U. Sea entonces h : X — I una funcién
diferenciable con soporte en U y tal que h(x) = 1 paratodox € Vy ¢ : U — C
la aplicacién

p(x) = (f(x), h(x)).

Si x € V, entonces ¢(z) = f(z). Definimos entonces @ : X — C por la férmula

(:C){ o(x) sizeV

0 sl no.

Luego, @ resulta la extension buscada ya que g € Cx(X) y ¢x = fx en Cx(K).

Ejemplo 1.1.76. Generalizando el ejemplo anterior, el haz ngf,c de k-formas com-
plejas sobre X resulta suave para cada k.

Consideremos un haz suave S sobre X y sea K C X un subconjunto cerrado;
podemos entonces, como se hizo para los abiertos, restringir el haz S a K. Luego,
es inmediato verificar que la restriccion S|k también resulta un haz suave.

Lema 1.1.77. 1. Si0 — S — F — G — 0 es una sucesion ezxacta de haces de
grupos abelianos sobre X y S es suave, entonces el homomorfismo F(X) —
G(X) es sobreyectivo.
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0 -,
2. 8ea 0 — S — S — S" — 0 una sucesion exacta de haces de grupos
abelianos sobre X. Si S" y S son suaves, entonces S” también lo es.

3. Si I es un haz inyectivo y S un subhaz suave de I, entonces el haz I/S
también es suave.

Demostracion. El punto 1 se prueba nuevamente mediante aplicacién del lema de
Zorn; la demostraciéon sigue la misma idea de las vistas anteriormente, y se puede
ver en [God58] y [Bry92].

Para el punto 2, sea K C X un subconjunto cerrado; por definicién de la
restriccion de un haz a un subconjunto cerrado y por 1.1.50, la sucesion de haces
sobre K y morfismos

0— S,|K — S|K — S”|K — 0

también es exacta. Luego, por el item 1, el morfismo S|x(K) — S”|x(K) es
sobreyectivo. Pero en este caso S|x(K) = S(K) = S(K) y lo mismo para S”|;
luego S|k (K) — S"|k(K) no es otra cosa que el morfismo inducido 0k : S(K) —
S”(K). La afirmacién se desprende entonces considerando el siguiente diagrama
conmutativo

S(X) - 57(X)

PXKi J{p’)’( K
0
S(K) —— S"(K),
yva que O, O son sobreyectivas, como asi también la restriccion py g por ser S un
haz suave.
El item 3 se sigue inmediatamente de 1.1.72 y del item 2, considerando la
sucesion exacta

0—-S—-I1—-1/S—0.
Q.E.D.

Teorema 1.1.78. 1. Todo haz inyectivo de grupos abelianos sobre un espacio
X es suave.

2. Si S es un haz suave de grupos abelianos sobre X, entonces H"(X;S) = 0
para n > 1.

Demostracion. La primer afirmacion se sigue del lema 1.1.72 y de que todo haz
flabby sobre un espacio paracompacto es suave.

Para demostrar la segunda afirmacién, se procede por inducciéon en n > 1. Por
1.1.62, tenemos un haz inyectivo I y un monomorfismo S — I. Teniendo en cuenta
1.1.64, podemos considerar la sucesion exacta

0— HX;S) - HX;I) — H°(X;I/S) — H'(X;S) — 0.
Al ser S un haz suave, por el lema anterior, el homomorfismo
1(X) = BY(X; 1) — (1/S)(X) = H°(X; 1/5)
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es sobreyectivo, y luego H°(X;1/S) — H'(X;S) es el homomorfismo nulo. Pero
por exactitud en H'(X;S ), este homomorfismo nulo también es sobreyectivo, y
entonces H'(X;S) = 0.

Supongamos ahora que H™(X;S) = 0. Nuevamente por 1.1.64 vale la igualdad
H™Y(X;I) = 0y, al ser I/S un haz suave, por hipétesis inductiva, también
H™(X;I/S) = 0. De esto se deduce entonces que H"*'(X;S) = 0, considerando,
como antes, la sucesién exacta larga de cohomologia asociada a la sucesion exacta
0—-S—I1—-1/S—0. Q.E.D.

1.2. Variedades de Dimension Infinita.

En esta seccion se darda una muy basica introduccién a la teoria de variedades
de dimensién infinita. Por tiempo y espacio, no se demostraran todos los resultados
que se necesitan luego, pero al llegar el momento de usarlos, referencias no faltaran.

La geometria diferencial en dimension infinita es bastante mas complicada que
la finito-dimensional. Podriamos en cierta forma comparar las dificultades como
en el caso del dlgebra lineal y del analisis funcional. En dimensién finita, cada
punto de la variedad tiene una vecindad U y un homeomorfismo U — R", llamado
una carta, y estas cartas definen el atlas que provee la estructura diferenciable.
Decimos entonces, para comenzar con las notaciones necesarias para el caso de
dimensién infinita, que una tal variedad esta modelada sobre R™ con su estructura
diferenciable usual. Para el caso de dimension infinita, se reemplaza R™ por otro
espacio vectorial que puede ser un espacio de Hilbert, de Banach, de Fréchet, etc,
lo que abre un enorme abanico de posibilidades. Hay casos en los que no se dispone
de una herramienta tan 1til como las particiones de la unidad, ya que, por ejemplo,
hay variedades modeladas sobre espacios de Banach que no las admiten.

La breve introduccién que se dard aqui es sobre variedades modeladas sobre
espacios de Hilbert, o variedades de Hilbert, que, como es de esperar, es el caso
mas simple en dimensién infinita.

1.2.1. Diferenciabilidad.

Sean H y H' K-espacios de Hilbert, donde K = R 6 C, U C H un abierto y
: U — H' una aplicacién continua.
/ p

Definicién 1.2.1. La aplicacion f se dice diferenciable en vy € U si existe una
aplicacion lineal acotada d € Homg (H, H') tal que

i 1 (0) = f(vo) —d(v — o)
v [lv = v

= 0.

La aplicacién d se llama la derivada de f en el punto vy y la notaremos df,,.
Decimos que f es diferenciable en U si lo es en cada punto v € U.

Esta derivada cumple las propiedades usuales con respecto a las funciones con-
stantes, aplicaciones lineales, regla de la cadena, etc. Ver por ejemplo [Die66] y
[KF75].
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Con la nocién de diferenciabilidad en espacios de Hilbert ya definida, la defini-
ciéon de variedad modelada sobre un espacio de Hilbert H es una copia exacta
de la definiciéon de variedad diferenciable modelada sobre R™. En este caso, dados
abiertos U, V de la variedad X tales que UNV # () y cartas p : U — ¢(U) C H,
YV — (V) C H, las funciones de transicién

oL p(UNV) — oUNV)
Yot p(UNV) = (UNV)

deben verificar la definicién 1.2.1. La definicién de grupo de Lie se extiende también
de forma obvia a estas variedades de Hilbert.

Nos vamos a enfocar ahora en definir una variedad que utilizaremos luego. Para
eso, sea H un espacio de Hilbert separable y {e, | n € N} un sistema ortonormal
completo. El plano proyectivo P(H) es el conjunto definido por el cociente H —
{0}/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia en H — {0} dada por

vev' <= 3INeE K |V = A,
con la topologia cociente. Consideremos ahora los abiertos
U,={veH|pn(v)#0} C H—-{0},

donde p,, es la proyecciéon ortogonal sobre el subespacio unidimensional generado
por e,. Esto es, los elementos v =) -, (v|e,)e, € H tales que (v]e,) # 0. Clara-
mente estos abiertos cubren H — {0} y, si 7 : H — {0} — P(H) es la proyeccién
canénica, obtenemos abiertos V,, = w(U,,) que cubren P(H).

Proposicién 1.2.2. El plano proyectivo P(H) es una variedad diferenciable mod-
elada sobre un espacio de Hilbert.

Demostracion. Vamos a definir las cartas y verificar que las funciones de transicion
son diferenciables.
Para cadan € N, sea H, el espacio de Hilbert generado por el conjunto {ey | k #
n}. Siv=> -, \er € Uy, la aplicacién ¢, : 7(U,) = V,, — H, dada por
L.
pule] = -4 = ) 0)

es un homeomorfismo. Las funciones de transicién

Spmgpr_zl : ‘P(Vn N Vm) - Som(vn N Vm)
resultan ser

omp (w) = ﬁw () — pn(w) + ),

para w = Zka&n Arex; notar que o, (U, N U,,) = {Zk?én Aker | Am # 0}. Luego,
llamando f a @, ", tenemos que

F(w) = f(wo) = ——(id = pp — p)(w — w0):

Am
lo que prueba que estas funciones de transicion resultan diferenciables, ya que
)\L(id — Pn — Pm) €s una aplicacién lineal. Q.E.D.
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Definicién 1.2.3. Una aplicacion P(H) — P(H) se dice un automorfismo proyec-
tivo si es un difeomorfismo que manda rectas en rectas.

Con la composicién, el conjunto de automorfismos proyectivos de un espacio
de Hilbert H resulta ser un grupo de Lie.

1.3. Preliminares de Analisis Funcional.

1.3.1. Grupos de Operadores.

Sea H un espacio de Hilbert complejo. Decimos que H es separable si contiene
un subconjunto denso y numerable. Esto es equivalente a que la dimensiéon de
cualquier base de Hilbert para H sea numerable. Es decir, los subespacios separa-
bles son aquellos para los cuales existe un sistema ortonormal completo numerable.
Mas atin, H se puede identificar entonces con el espacio L*(]0, 1]) de clases de fun-
ciones f : [0,1] — C medibles Lebesgue tales que

/ (@) Pz < oo,
0

donde las clases de dos aplicaciones f y g coinciden si y solo si f = ¢ salvo en un
conjunto de medida cero.

Si H un espacio de Hilbert separable complejo, los automorfismos de H son los
isomorfismos isométricos, también llamados operadores unitarios. Notaremos este
subconjunto de End¢(H) por U(H).

Si A € S', entonces los operadores escalares Ty : H — H, T\(v) = \v obvia-
mente estén en U(H ). Podemos entonces formar la sucesién exacta central

1—S'—-UH)— UH)/S" — 1. (1.9)

A continuacién se da una descripcién concreta del grupo U(H)/S?.
Todo automorfismo A € U(H ) induce un automorfismo proyectivo A, : P(H) —
P(H), definido por
Aufo] = [A(v)].

Si ahora PU(H) denota el grupo de automorfismos proyectivos del espacio H,
podemos definir un homomorfismo ¢ : U(H) — PU(H) dado por

D(A) = A,.

La siguiente proposicién es un corolario del teorema de Wigner, cuya de-
mostracién puede verse en [Wei96].

Proposicién 1.3.1. El homomorfismo ® es sobreyectivo y su nicleo es S*.

Demostracion. Si A : H — H es un automorfismo tal que ®(A) = id, entonces
para cada v € H, [A(v)] = [v]. Luego, existe una aplicacién continua A : H — C*,
que resulta constante sobre cada subespacio de dimensién 1 de H, tal que

A(v) = A(v)v.
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Sean ahora v y v’ vectores linealmente independientes en H. Siendo A un operador
lineal, se verifica la igualdad

Av+w)(v+w) = Av)v + ANw)w,

y luego (A(v+w) —A(v))v+ (A(v+w) — A(w))w = 0, de donde se deduce entonces
que
A(v) = Aw),

lo que prueba que A es una aplicacién constante. Luego, ker ® = S*, los operadores
unitarios escalares.

La sobreyectividad de ® es precisamente la conclusion del teorema de Wigner:
si H es un espacio de Hilbert y P(H) — P(H) es un automorfismo proyectivo,
entonces existe un automorfismo de H que hace conmutar el diagrama

H—{0} — H — {0}

l l

P(H) P(H),

donde las flechas verticales son las proyecciones candnicas. Q.E.D.

Luego, se obtiene una sucesion exacta
1—S'—=U(H)—PUH) — 1.

En lo que resta del presente capitulo trabajaremos sobre el espacio de Hilbert
L*(I), con I =0, 1]. El producto interno entre f,g € L*(I) lo notaremos

(flg) = / f(@)g(x)de,

y a su norma inducida ||f||ls = \/(f|f). Los siguientes resultados forman parte
de la teoria de J. Dixmier y A. Douady sobre fibrados de espacios de Hilbert y
Banach [DD63], que seré titil en el ultimo capitulo.

Consideremos en H = L?(I) el subespacio

H={feH| f(x)=0VY x>t}

para t € I. Claramente Hj es el subespacio trivial y H; = H. Otra caracterizacién
equivalente para H; es

Ht:{th|f€H};

donde x; = X0, es la funcién caracteristica del intervalo [0,¢). Si ¢, : H — C es
la aplicacién dada por

ou(f) = / (@) Pde,

entonces ¢~ 1(0) = H;.

I3En este caso, el sfmbolo V quiere decir ”para casi todo”. O sea, si f esta en H;, f(z) = 0
para cada x > t salvo subconjuntos de medida nula.
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Lema 1.3.2. La funcion ¢; es continua.

Demostracion. Este resultado es basicamente consecuencia de que la funciéon nor-
ma f — ||f]]2 es continua, ya que ¢, es igual a la composicién

H—H —C
[ fxey = 1 fxeylle

y la primer aplicacion es claramente continua. Luego, el lema se desprende inmedi-
atamente de la desigualdad

£l = [lgll2| < 1If = gll2.
Q.E.D.
Corolario 1.3.3. Para cada t € I, el subespacio H; es cerrado en H.

Podemos entonces considerar la proyeccién ortogonal p; sobre el subespacio
H;, que viene dada por py(f) = fx:. Para cada t € (0, 1], consideremos también la
aplicacion lineal A; : V; — V dada por

A(f)(z) = Vi f(tz).

Esta aplicacién es claramente una isometria, y luego un monomorfismo. Si ahora
g es un elemento de H, entonces la imagen por A; de la funcion f € H; dada por

f)=vig(3)

es precisamente ¢g. Queda asi definida la aplicacién lineal A" : H — H,,
A7 @)@ = = 9(%).
Lema 1.3.4. (|[DD63], Lemme 2). Para cada f € H se verifican las igualdades:
1. dimy .y [[py (f) — po(f)]] = 0 para todo ¢ € [0, 1],
2. limy ¢ ||Avpe (f) — Ape(f)]| = 0 para todo t € (0,1],
3. Wmy i || A (f) — A7H(F)|| = 0 para todo t € (0,1],

es decir, las funciones p,, Ay, y A;' son fuertemente continuas en t.

Demostracion. Supongamos que t < t'; para el primer item, teniendo en cuenta
que
Xt = Xel = Xpe)s

podemos escribir

e (f) = (DI = / Fxe — fxde

= |f|2X[t,t')d$



de donde se desprende la afirmacién por continuidad absoluta de la integral.
Para la segunda igualdad, supongamos primero que f es continua. Entonces,

como Apy(f) = Vif(xt),

\Mwﬂﬂ—A%UNBZAIWU@ﬂ—¢ﬁ@m%%

y el resultado vale por el teorema de convergencia mayorada. Si ahora f es una
funcién arbitraria en L?(I), sea g continua definida en I tal que ||f — g||2 < €.
De esta desigualdad se desprende que también ||A:(f) — A:(g)|]2 < € para cada t.
Luego,

Avpe (f) = Ape ()2 < |[Ae(f) = Av(9)ll2+ || Ar (9) = A(g) 2+ [ Ae(f) — Arlg)]]2

que es arbitrariamente pequeno para t y t’ suficientemente cercanos.

Para la 1ltima identidad, supongamos nuevamente que t < t’. Entonces, desar-

rollando la norma y haciendo un cambio de variable s = %,

14 (1) — A HIE = 20118 - mm/“J_ 15 i (5)ae
—2Hf\|2—2R/ 21 (sL) T
=mv%—2¢;mwﬂﬁ,

donde f(s) = f (st—lt,) Resta verificar entonces que (f]f) - | /1|3 Por conver-

o+

gencia mayorada, el resultado vale para cualquier f continua. Como antes, con-
sideremos ahora f € L?*(I) y g continua tal que ||f — g||2 < . Entonces también

I|f —3ll2 < ey luego N
I1f = fll2 <2e+1lg — 3|2

Pero ||lg — gll2 = ||g]]3 — 2Re {(g|g) + ||9]|3, que tiende a cero cuando ¢’ — ¢ por
continuidad de g. Luego,

Hf‘f“z /—>O-
t'—t

Por otro lado,

FIEY = FIOL< I = Fllall 12,

y el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero por lo anterior; en consecuencia,
(f|f) tiende a {(f|f) = ||f]|3, que era lo que se querfa probar. Q.E.D.

El siguiente resultado es la clave de la eleccion del grupo de automorfismos
isométricos de H.

Lema 1.3.5. ([DD63], Lemme 3). El grupo U(H), dotado de la topologia fuerte,
es contrdctil.
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Demostracion. Trabajamos nuevamente en H = L?(I). Sean p;, A; y A;* como en
el lema anterior y ® : U(H) x [ — U(H) dada por

(idg — pe) + A7 TAAp, sit#0,
idgy sit=0.

BA 1) = {

Para t # 0, ® resulta continua por el lema anterior. Solo resta entonces verificar la
continuidad en los puntos (A, 0), para Ay € U(H). Esto es, debemos probar que

H(A;lAAtpt - pt)(f)”

tiende a 0 cuando (A,t) tiende a (Ap,0). Por un lado, por el lema anterior,
Ipe(f)|| — 0 cuando t — 0. Por otro lado, al ser A;', A y A, isometrfas,
A7 PAAp ()] = |lpe(f)|| que también tiende a 0 para t — 0. Luego, el lema
queda demostrado teniendo en cuenta que

||(At_1AAtpt —Pt)(f)H < ||At_1AAtpt(f)|| + ||Pt(f)||

Q.E.D.

1.3.2. Producto Tensorial de Espacios de Hilbert.

En esta seccion se definird, dados K-espacios de Hilbert H y H’, su producto
tensorial H @ H’, que serd un nuevo espacio de Hilbert.

Dados vg € H y v, € H', podemos definir las funcionales acotadas ¢,, : H —
K, ¢, + H — K dadas por ¢y, (v) = (v|vo) ¥ %6 (v") = (V'|vf). Recordemos
ademas que, por el teorema de representacién de Riesz, existe una correspondencia
(lineal conjugada) biyectiva entre un espacio de Hilbert cualquiera y su dual.

Llamemos ahora v @ v : H x H' — K a la forma bilineal

00 ® th(, ) = o (V)i (),

y sea W el K-espacio vectorial generado por estas formas bilineales. Definimos
ahora una aplicacién W x W — K por medio de la férmula

(01 ® v}, v2 ® V)) = (vi|v2)(vi|vs),

y extendiéndola bilinealmente.
La demostracion del siguiente resultado se puede ver en [RS80].

Proposicién 1.3.6. La aplicacion anterior estd bien definida y define un producto
interno en W dado por

(V1 ® v|ve @ vy) = (v1]va) (Vi]vy).

Definicién 1.3.7. El producto tensorial de H y H', notado H®y H' o simplemente
H ® H' es la completacién de W con la norma inducida por el producto interno
en W definido previamente.
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Otra aproximacion analoga es considerando a H y H' como K-médulos; pode-
mos definir entonces su producto tensorial, que resulta ser el K-médulo W. Para
que este producto quede bien definido en la categoria de espacios de Hilbert, nece-
sitamos completar el K-mddulo W para obtener el espacio de Hilbert H @ H'.

La siguiente proposicién dice que si dos espacios de Hilbert son separables,
entonces su producto tensorial también lo es.

Proposicién 1.3.8. Si {e, | n € N} y {e], | n € N} son sistemas ortonormales
para V' y V' respectivamente, entonces {e, ®@e¢} | n,k € N} es un sistema ortonor-
mal para V@ V',

Demostracién. De la definicién de H® H' se deduce que {e,®e! | n,m € N} es un
conjunto ortonormal. Veamos entonces que H ® H' esta contenido en el subespacio
(cerrado) S generado por los vectores e, ® €/,.

Seav®v € H® H', con

Entonces queda bien definido el vector
w = Z(v, en)(v' el Ve, @€l ) e S,

va que > (v, en) (V' €),)]* < oo. Llamemos a, y a, a (v,e,) y (v, €;,) respecti-

vamente. Entonces

N M N M
llv®@ v — ZZana;n(en@e;n)HQ =|v®v — Zanen® Zaﬁne;nHQ =
n=1 m=1

n=1m=1

N M N M
= [|v|]*||V'[|* + HZ Anen HZ a, e ’—ZRe (Z Z anal, (v, e,) (v, e'm)>,
n=1 m=1

que tiende a 0 cuando N y M tienden a oo. Q.E.D.
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Capitulo 2

Fibrados.

2.1. Definiciones basicas.

Sea X una variedad suave de dimensién finita.

Definicién 2.1.1. Un fibrado vectorial complejo suave' de rango n sobre X con-
siste en lo siguiente:

1. una variedad diferenciable F, llamada el espacio total,
2. una funcion diferenciable y sobreyectiva p : E — X, llamada la proyeccion,
3. paracada z € X, una estructura de C-espacio vectorial en el conjunto p~*(z),

4. (condicién de trivialidad local) un cubrimiento abierto {U; | i € I} de X y,
para cada abierto del cubrimiento un difeomorfismo

tal que para cada x, la funciéon z +— hi_l(x, z) es un isomorfismo entre C" y
p~!(z) (ala preimagen p~!(U;) se la nota usualmente E|y,). Se pide ademds
que, si h; , es el isomorfismo lineal

E, 25 {2} x C 22
la aplicacién g;; : U; N U; — GL(n,C) dada por g;;(z) = hmh]’; sea suave.’

Podriamos obviamente haber usado un espacio vectorial complejo cualquiera
de dimensién n en lugar de C", obteniendo el mismo objeto.

Los abiertos U C X para los cuales existe un difeomorfismo como el (2.1) se
llaman abiertos trivializantes y los difeomorfismos, trivializaciones locales 6 so-
lo trivializaciones. Las funciones g;; reciben el nombre de cociclos asociados al
cubrimiento {U; | @ € I}. Es inmediato verificar que en U; N U; N Uy, cumplen la
relacién

9ij9ik = Gik,

'En general, omitiremos la palabra suave.
2Consideramos a GL(n,C) con la estructura diferenciable usual heredada de c’.
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de la que se desprende que g;;(z) = idcn si x € U; y gji(x) = gi;(x)~! para cada
x € Ul N Uj.

A X se lo llama el espacio base y al espacio vectorial p~!(z), la fibra sobre
x, que se notard F,. Si es posible elegir U; = X, entonces F se dice un fibrado
trivializable.

Sean U y V abiertos trivializantes, con trivializaciones hy : E|y — UXC"y hy :
Ely — V xC" respectivamente, y g : UNV — GL(n, C) el cociclo correspondiente.
Entonces, al ser g una aplicacién suave, existen funciones diferenciables \;; : U N
V —C,1<14,5 <n tales que

)\11(1’) s )\1n(l')
g(x) = : :
An1(x) oo Apn(z)

En general, la funcién f : X — N que asigna a cada x la dimensiéon del espacio
vectorial E, es localmente constante. Pero si X es conexa, entonces resulta con-
stante, y permite definir sin ambigtiedad el rango del fibrado F como la dimensién
de sus fibras.

Es 1til hacer algunas aclaraciones sobre las trivializaciones locales y la estruc-
tura diferenciable del espacio total E. Se puede suponer sin pérdida de generalidad
que los conjuntos U; son elementos del atlas que define la estructura diferenciable
de X. Sea ¢; : U; — R* una carta de X. Considerando la composicién

ht
E|Ui*z>Ui x Cn (2.2)
(pi,id)

R* x C"

se obtiene un atlas para E, con cartas (E|y,, (¢;,id)h; !). Cabe preguntarse en-
tonces que relacion hay entre la estructura diferenciable original de E y la obtenida
considerando este ultimo atlas. El siguiente lema responde esta pregunta.

Lema 2.1.2. Sea X una variedad diferenciable de dimension k, {(U;,;) | i € I}
un atlas para X y p una aplicacion sobreyectiva del conjunto E en X. Supongamos
ademds que se tienen aplicaciones biyectivas h; : p~*(U;) — U; X C™ que preservan
las fibras (es decir, hi(p~(z)) = {x} x C") y tales que, si U;NU; # 0, las funciones
hih;t: (U N U;) x C" — (U; N U;) x C* vienen dadas por

hihj_l(x> Z) = (33, gij(x)z)>

para ciertas funciones suaves g;; : U; N U; — GL(n, C). Entonces existe una tinica
estructura de variedad diferenciable en E que lo hace un fibrado vectorial de rango
n sobre X y tal que las funciones h; son las trivializaciones locales.

Demostracion. A partir de que las biyecciones h; preservan fibras, se puede definir
una estructura de espacio vectorial en p~!(x) de la siguiente manera. Para e, es €

p ) y A, A €C,

)\161 + )\262 = h;;;()\lhw(el) + )\th(eg)).
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Sea ahora E|y, = p~'(U;). Se topologiza a E pidiendo que las aplicaciones h;
sean homeomorfismos. Considerando la identificacién canénica entre C* y R?*" y
la composicién (2.2) se obtienen homeomorfismos ¢; : E|U; — R* x R?". Por
hipétesis, la biyeccion hih; ' : (U; N U;) x R*™ — (U; N U;) x R*" viene dada por

hih; ' (z,b) = (z, gij(2)b)

que es suave. Veamos que la aplicacién goigoj_l es diferenciable. Para esto consider-
emos el siguiente diagrama conmutativo

-1

h; )
(U; NU;) x R — E|U; NU; —> (U; N U;) x R
(wj,id)i
@DJ(UZ N Uj) X RQn

J{(wuid)
¢Z(Uz N U]) X RQn

1
Pip;

donde (U;, ;) v (Uj,;) son cartas de X. Entonces
pip; (a,b) = (i (a), gi (¢5 " (a))b)

lo que muestra que las funciones de transicion para el atlas de E son diferenciables.
Solo resta ver entonces que las funciones h;, h; L'y p son suaves con esta estructura
diferenciable. Para la diferenciabilidad de h; se considera

hi

E|Uz Uz X RQn

Pi l i (4,id)

Rk % RQn *f>Rk % R2n

Como ¢; = (14,1d)h;, entonces f resulta ser la identidad, lo que muestra que h; es
suave. Para h;l es andlogo. Ahora, para probar la suavidad de p se debe verificar
que la funcién wipigoi_l :RF x R?" — RF es C, donde p; = Plp-1(u,)- Pero

wipisofl(m b) = %’pih;lw;l(a)a id(b)) = a

ya que p preserva las fibras.

Sea ahora A otro atlas que cumple las condiciones anteriores. Sea (A, f) € A
una carta. Se puede suponer que A = E|U; para algin i. Se quiere ver entonces
que p;f~ty fo; ' son diferenciables. Como por hipétesis h; también es un difeo-
morfismo con la estructura dada por A, las funciones (¢;,id)h;f =ty fh; '(y; !, id)
son suaves. Pero ; = (1;,id)h;, lo que prueba la afirmacién. Luego, las estructuras
C* para E coinciden. Q.E.D.

Como muestra la demostracion anterior, estos resultados son validos también
para fibrados reales.

Definicién 2.1.3. Seanp; : F — X, po : E/ — X fibrados vectoriales sobre X. Un
homomorfismo de fibrados de E en E’ es una funcién suave f : F — E’ que manda
E, linealmente en E’. Si f es un difeomorfismo, entonces se dice que los fibrados
son isomorfos, notado E = E’ (en ese caso, la restriccion f, : E, — E/ de f ala
fibra E, es un isomorfismo para cada = en X). El conjunto de homomorfismos de
fibrados £ — E’ se notarda Hom(F, E'), que, como veremos mas adelante, resulta
también un fibrado vectorial.
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Se tiene entonces la categoria de fibrados vectoriales suaves sobre X |, cuyos
objetos son los fibrados vectoriales C'™ sobre una variedad y flechas los homomor-
fismos de fibrados.

2.1.1. Ejemplos de Fibrados Vectoriales.
El Fibrado Trivial.

Es el fibrado vectorial definido por m : X x C* — X, m(z,v) = x, con la
estructura de espacio vectorial en las fibras dada por:

a(x, z) + Bz, w) = (z,az + pw),

donde z = (21,...,2,), w = (wy,...,w,) € C"y a, B € C. Al espacio total de este
fibrado se lo notara €% o simplemente ", tanto para el caso complejo como para
el real.

Si E es un fibrado de rango n sobre X tal que £ = €", entonces E se dice un
fibrado trivializable.

El Fibrado Tangente.

Sea X una variedad suave de dimensién k, con atlas {(U;,v;) | i € [} y sea

TX ={(x,v) : xGXyUETXx}:HTXI,

zeX
donde T'X, indica el espacio tangente a X en x. Sea 7w : T'X — X la proyeccion,
m(z,v) = x. (2.3)
Se definen las funciones h; : 7= 1(U;) — U; x R* por la siguiente férmula

hi(z,v) = (z, (dihi). (v)).

Estas aplicaciones son biyectivas y preservan las fibras. Si U; N U; es no vacio,
entonces

hih; (@, a) = (2, (d)o (A ) g (@) = (2, d( iy )y, @) (a)-
Sea g;; : U; N U; — GL(k,R) la aplicacion g;;(z) = d(%wj_l)wj(x). Esta funcién
es suave y, por el lema anterior, se obtiene entonces una estructura de variedad

diferenciable de dimensién 2k en T'X que lo hace un fibrado suave (real) de rango
k. Notar que las cartas resultan ser ¢; = (¢;,id)h; : 7= 1(U;) — R,

pile,v) = (Yi(@), (dihi)o(v)).

Ahora, las funciones de transiciéon para T'X tienen la forma
pioy (a,b) = (Vi (a), (A ')y (g1 (D)) = (Vig(a), g3 (%5 () (B)).
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Llamemos J(p;;) a la matriz jacobiana de la funcién @igoj_l. Entonces

o= ("8 i)

Luego, det J(p;;) = det J(1;;)det gij(wj_l(a)) = det®J(¢;;) > 0. Esta igualdad
muestra que T'X es siempre una variedad orientable, a pesar de que X no lo sea.
Ahora, se sabe que el producto de variedades X X Y es orientable si y solo si lo
son X e Y. Sea entonces X una variedad no orientable. Por el desarrollo anterior
sabemos que T'X es orientable y luego no puede ser trivial, ya que si lo fuera,
entonces TX = X x R*, lo que niega la orientabilidad de X (una variedad cuyo
fibrado tangente es trivializable se dice que es paralelizable).?

El Fibrado Cotangente.

Considerar ahora el conjunto

donde TX/ indica el espacio dual al espacio vectorial TX,. Sea 7 : TX" — X la
proyeccién. Se definen las funciones h; : 7~ 1(U;) — U; x (R™)Y por

hi(l" @) = ([E, Qp(de);l)

Estas funciones inducen cartas para TX™* que lo hacen una variedad suave de
dimension 2k y, via el lema anterior, se obtiene también una estructura de fibrado
vectorial real de rango k. Este fibrado recibe el nombre de fibrado cotangente de
X 6 fibrado de 1-formas en X.

2.2. Fibrados Isomorfos y Relaciones entre sus
Cociclos.

Sea f : E'— E’ un isomorfismo entre fibrados vectoriales con base X y {U; | i €
I} un cubrimiento abierto de X tal que, sobre cada U;, £y E’ son triviales.
Supongamos también que

hi hi /
E|U¢ — U, XC”<—E|UZ.

son trivializaciones locales para E y E’ sobre U;. Llamemos g;; a los cociclos de
E 'y gj; los cociclos para E', es decir, g;j(z) = high;, v gi;(x) = hi (h],)™"
Consideremos ahora el siguiente diagrama

3Mas precisamente, se puede afirmar que, si X no es orientable, entonces su fibrado tangente
no puede ser isomorfo al fibrado trivial.
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donde z € U y f, eslarestriccion de f alafibra E,. Sea e € E,; entonces h; ,(f(e))
no necesariamente coincide con h; ,(e), es decir, el diagrama anterior puede no ser
conmutativo. Supongamos que h;.(e) = z y h; ,(f(e)) = 2" y sea g;(z) : C* — C",
gi(z)(z) = 2'. Esto define una aplicacién diferenciable g; : U; — GL(n,C) dada
por
gi(@) = Wi o fhis.

El diagrama anterior serfa conmutativo si y solo si g;(z) = idcn. Para U; se tiene la
aplicacién g; : U; — GL(n, C) obtenida anilogamente a como se obtuvo la funcién
g;- Luego, por definicién de g; y g;, es vélida la identidad

9i(@) = gi(x)gij () g; ()~ (2.4)

para todo x € U; N U;.

Y, reciprocamente, supongamos que viene dada una familia de aplicaciones
suaves {g; : U; — GL(n,C) | i € I} que verifican (2.4). Entonces, se define la
funcién f : £ — E' como

fe) = (hi )" gi(@)hia(e),
donde e € E,. Si x € U; N Uj, entonces, por (2.4), vale la igualdad
(h;,x>_lgl(x)hl,$ = (h;,x)_lgj ($)hj71”

lo que muestra la buena definicion de f. Ademaés, claramente es biyectiva, preserva
las fibras y es diferenciable, y lo mismo para f~!. Luego, define un isomorfismo
entre £y F'.

2.3. Secciones.

Definicién 2.3.1. Una seccion de una fibrado vectorial p : E — X es una funcién
diferenciable s : X — F tal que s(z) € E, para cada « € X. Una seccién se dice
nunca nula si para cada v € X, s(z) # 0 en E,.

De aqui en més, la palabra seccion serd sinénimo de seccién suave.

Ejemplo 2.3.2. Para cualquier fibrado E sobre X se tiene bien definida una
seccién global s : X — E dada por s(x) = 0 para todo x € X. Se llama la seccidn
nula.

Ejemplo 2.3.3. Sea E un fibrado sobre X y h : E|U — U x C" trivializacién
local. Sea {ej,...,e,} la base candnica de C". Se tienen entonces las secciones
s; : U — FE definidas sobre el abierto U de X dadas por

si(x) = h ™ (z, €).

Ejemplo 2.3.4. Unaseccién X — T X se llama un campo de vectores diferenciable
sobre X . Considerando el fibrado cotangente, una secciéon X — T X" se llama una
1-forma sobre X.
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El conjunto de secciones (suaves) de un fibrado vectorial E sobre un abierto
U C X se notard por I'(U, E). Si U = X (secciones globales) se omitird la escritura
de X y se escribird solo I'(F). Claramente, el conjunto I'(U, E') tiene estructura
de C°(U,C)-médulo. Si f : L — L' es un isomorfismo de fibrados sobre X,
entonces los C*°(X, C)-mdédulos I'(L) y I'(L') son isomorfos, via el homomorfismo
f« : T(L) — T'(L') dado por f.(s) = fs.

Definicién 2.3.5. Sean sy, ...s, secciones suaves del fibrado F sobre X; se dice

que estas secciones son linealmente independientes si para todo x € X, {s1(x), ..., s,(z)}
es un conjunto linealmente independiente en E,. Si ademas el fibrado E tiene rango
n, entonces el conjunto {sy,...,s,} se llama una base de secciones para E.

Lema 2.3.6. Sean p : E — X, p/ : E' — X fibrados vectoriales complejos de
rangon y f : E — E' una funcién suave que manda la fibra E, isomorficamente
en la fibra E!.. Entonces f es un isomorfismo.

Demostracién. Se debe verificar inicamente que la aplicacién inversa f ! : B/ — E
es diferenciable. Podemos entonces trabajar localmente, en un abierto U de X que
trivializa a F y E’. En ese caso, f: U x C" — U x C" y toma la forma

f(I,Z) = (I7AZ)7

donde A = A(z) € GL(n,C). Por hipétesis, las entradas a;; = a;;(z) de la matriz
A(z) son aplicaciones diferenciables U — C. Luego, como las entradas de la matriz
inversa A~! son polinomios en las funciones a;;, la inversa f~! : U x C" — U x C",
definida por la ecuacion

[Nz, 2) = (z, A7 2)
resulta claramente diferenciable. Q.E.D.

Las secciones permiten caracterizar los fibrados trivializables.

Teorema 2.3.7. Un fibrado vectorial complejo de rango n es trivializable si y solo
st admite n secciones si,. .., S, linealmente independientes.

Demostracion. Sean sq, ..., s, secciones linealmente independientes. Considerar la
funcién h : X x C* — FE dada por

h(z,z) = z181(x) + - - + zpsn (),

donde z = (z1,...,2,). h es continua y manda cada fibra del fibrado trivial en la
correspondiente fibra sobre E. Por el lema anterior, E resulta trivializable.

Supongamos ahora que E es trivializable, y que h : X x C" — E es un difeo-
morfismo. Sean s; : X — E (i = 1,...,n) las funciones definidas por:

si(x) = h(z,e;),
donde e; = (0,...,0,1,0,...,0). Sia; : X — X xC" es la inclusién «;(z) = (z, €;),

entonces s; = ha;, lo que prueba que s; es diferenciable. Como ademaés s;(x) € E,
para todo 7 y s; es no nula para todo 7, estas son las secciones buscadas. Q.E.D.
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Sea U C X un abierto trivializante para el fibrado p : E — X de rango n, y sea
{s1,...,sn} base de secciones sobre U. Entonces cualquier otra seccién s : U — Ly
se escribe como

5= AS1+ -+ Apsp,

donde las aplicaciones \; : U — C, ¢ = 1,...,n son suaves. La demostracion de
esta afirmacion es, adaptando notaciones, igual a la dada para probar el resultado
analogo para, por ejemplo, campos de vectores o formas diferenciales sobre una
variedad.

Ejemplo 2.3.8. Otra forma de verificar la trivialidad local del fibrado tangente
a una variedad suave X es via el teorema anterior. Si ¢ = (xq,...,23) : U — R”
es una carta para X, con x € U, se considera la aplicacién (lineal) dgo;(lz) ' RF —
TX,. Como ¢! es un difeomorfismo, entonces su diferencial es un isomorfismo de
espacios vectoriales. Se obtiene asi una base para T'X,, considerando

_ 0
dp i (e) = %(x)'

Se toman entonces las secciones locales s : U — T'X,

5(2) = (o).

Estas secciones son linealmente independientes sobre U, lo que prueba la trivialidad
local de T'X.

Ejemplo 2.3.9. Sea X un grupo de Lie; esto es, una variedad diferenciable, con
una estructura de grupo y tal que las operaciones de multiplicacién e inversién son
suaves. Considerar el difeomorfismo L, : X — X,

llamado traslacién a izquierda. Sea 1 el elemento neutro de X. Entonces la diferen-
cial (dL,); mapea el espacio tangente 7'X; isomérficamente en T'X ;.. Sea {vy, ..., v}
base de T X7 y sean s; : X — T'X definidas por

si(x) = (dLy)1(v;) , 1<i<k.

Estas funciones dependen suavemente de z y ademas s;(z) € TX,, es decir, son
secciones suaves del fibrado tangente de X. Como ademés (dL,); manda bases
en bases, entonces el conjunto {si(z),...,sg(x)} es linealmente independiente en
TX, para cada x € X. Luego, todo grupo de Lie es paralelizable.

2.4. Reconstrucciéon de un Fibrado a partir de
sus Cociclos.

Los cociclos son a los fibrados vectoriales lo que las funciones de transicion
son a las variedades diferenciables. Estas funciones de transicion definen las leyes
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de transformacion en las intersecciones de las cartas y, junto a estas, definen la
estructura diferenciable para la variedad. Algo similar ocurre para los fibrados
vectoriales, como veremos a continuacion.

Supongamos dada una variedad suave X con un atlas {(U;,1;) | i € I} y una
familia de aplicaciones diferenciables {g;; : U; N U; — GL(n,C) | 4,5 € I} que
verifican la relaciéon

9ij95k = Yik
en U; N U; N Uy. Entonces necesariamente g; = iden y g;i(2) = ¢;5(x) ! para cada
x € U; NU;. Consideremos ahora el conjunto formado por triples (z, z,4), donde
x € U;y z € C" y consideremos la relacién de equivalencia (z, z,4) ~ (2/, 2/, 5) si
y solo si x =2’y 2/ = g¢;;(x)z. Llamemos E al conjunto de clases de equivalencia
[z, z,i] por esta relacién y sea m : E — X la funcién m [z, z,1] = .

Por medio del lema 2.1.2 vamos a ver que m; : £ — X define un fibrado
vectorial de rango n sobre X.

Si x € U;, entonces 7y ' (z) = {[z, g;j(%)z,7] | 2 € C*y j € 1(i)}, donde I(i) es
el subconjunto de I formado por los indices j para los cuales U; N U; no es vacio.
Sea h; : ;1 (U;) — U; x C™ definida por

hilx, z, 1] = (x, 2).

Esta aplicacién es claramente biyectiva. Supongamos ahora que U; N U; # 0; en-
tonces
hihj_l(xwz) = hi[z, z, j] = hilz, gij(7)z, 1] = (z, gij(7)2),

y luego 7 : E — X define un fibrado vectorial complejo de rango n sobre X.

2.5. Fibrados Inducidos y Operaciones.

En esta seccion se describen formas de obtener fibrados vectoriales nuevos a
partir de otros dados. La idea es aplicar las operaciones funtoriales usuales del
algebra lineal para obtener las fibras de un nuevo fibrado vectorial, a partir de los
que se tienen dados. El resultado fundamental para esta seccion sera el lema 2.1.2,
del cual se dara un enunciado alternativo.

2.5.1. Swubfibrado.

Antes de pasar a la definicion, repasemos algunas otras.

Si f: X — Y esuna aplicacién diferenciable, decimos que f es una inmersion
si para z € X, la diferencial df, es inyectiva. Si ahora Y C X es un subconjunto
con la topologia relativa y ademas una variedad diferenciable, decimos que Y es
una subvariedad sumergida si la inclusion ¢ : Y — X es una inmersién y Y e
i(Y) C X son homeomorfas.

Sea ahora p : ' — X un fibrado vectorial de rango n. Un subfibrado de E — X
es un subconjunto F' C E tal que

1. F' es una subvariedad sumergida de E.

2. Para cada x € X, la fibra F,, = F'N E, es un subespacio vectorial de FE,.
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3. Con la estructura de espacio vectorial anterior en cada fibra, p|p : FF — X
es un fibrado vectorial.

2.5.2. Suma directa externa.

Seanp: E — X y q: F — Y fibrados vectoriales de rangos n y m respectiva-
mente. La suma directa externa EH F es el fibrado (de rango n + m) con espacio
base X x Y y proyeccion

pxq: FHF — X xY.

La fibra (E'H F)(,,) resulta ser la suma directa externa F, B F, (en el sentido del
algebra lineal). Si h; : E|y, — U; x C" y g; : Fly, — V; x C™ son trivializaciones
locales para E y F' respectivamente, entonces la aplicacién f; : (E B F)|y, —
(U; x V;) x (C" B C™) dada por

file,€') = (hi(e), gi(€))
es una trivializacién local para E'H E’. Ademds, en este caso
fif; N (@), (z,w) = filhy (@, 2), g7 (y, w))
= (hihj (2, 2), 9ig; * (y, w))
= ((2, hij(2)(2)), (y, 9i; (y) (w)))
= ((z,y), (hij(x)(2), g (y) (w))),

donde h;; y gi; son los cociclos de E' y F' respectivamente. Para la suma directa
externa E'H F, los cociclos f;; : (U;NU;) x (V;NV;) — GL(n+m, C) vienen dados
por

i (@, 9)(z,w) = (hij(2)(2), 9i(y) (w)),

que son suaves ya que h;; y g;; lo son.

2.5.3. Pullback.

Sea p : E — X un fibrado vectorial de rango n y sea f : Y — X una funcién
suave. Considerar el siguiente subconjunto de F x Y:

fE={(y,e) | fly) =ple)}.

Sea m : f*E — Y la funcién m(y,e) = y y h; : E|U; — U; x C" trivializacién
local para E. Por la definicién de f*E se tiene una biyeccién entre Ey,) y la fibra
7' (y) = (f*E),, lo que induce una estructura de espacio vectorial en esta tltima.
Poniendo V; = f~(U;) se tiene una biyeccién

R fFE|V; -V, x C"

dada por h}(y,e) = (y,p2h(e)), donde py : U; x C* — C™ es pa(z,2) = 2.
Sele daa f*E' la topologia que hace homeomorfismos a las funciones h;. Ahora,
la inversa de h; viene dada por

(h) My, 2) = (v, hi ' (f(y), 2)).
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Entonces,

hi(h5) "y, 2) = Bi (y, b (f(y), 2))
= (y,p2hih; ' (f(y), 2))
= (y, zf(y)h] fy) (2))
= (4,95 (f())(2))

de donde se deduce que los cociclos para f*E son g;; : V;NV; — GL(n,C),
9;} = 9]

Luego, por el lema 1.2.2, f*FE es un fibrado vectorial suave de rango igual al rango
de F.

Se le da a este fibrado el nombre de pullback porque efectivamente es el pullback
(o producto fibrado) del siguiente diagrama

E
lp
!
Y —X
en la categoria de variedades diferenciables y funciones suaves. Veamos que efec-

tivamente cumple la propiedad universal. Sea U una variedad y p; : U — Y,
p2 : U — E diferenciables tales que hacen conmutar el siguiente diagrama:

\\
* 2
P1 fE*)E

el b

Y ——X

donde my(y, e) = e. Sea entonces ¢ : U — f*FE dada por

p(u) = (pr(w), pa(w))-

@ estd bien definida ya que pps = fp; y ademas es la tinica aplicacion tal que
Mo = P2 ¥ M1 = po. Y COMO p1 ¥ po SON suaves, entonces  también lo es.

Como caso particular, sea Y C X una subvariedad sumergida y consideremos
la inclusion 7 : Y — X. Entonces el pullback i*E del fibrado E por la aplicacion 4
se llama la restriccion de E a Y.

2.5.4. Suma de Whitney.

Sean p : F — X y q: E' — X fibrados vectoriales complejos de rango n
y m respectivamente. Sea d : X — X x X la diagonal. El fibrado vectorial (de
rango n + m) d*(E B E’) se llama la suma de Whitney de E y E’' y se nota
E®F.Sim:d(EBE) — X es la proyeccién m (z, (e,e’)) = x, entonces
i (2) = {(e.¢') € EBE' | ple) = q(€) = 2} = p~i(a) @ ¢~} (a) = B, & B
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2.5.5. El fibrado de homomorfismos.

Sean p: F — X y q: F' — X fibrados complejos de rango n y m respectiva-
mente. Considerar el conjunto

HOHl(E, El> = H HOm(Ex, E;)a
rzeX

con la proyeccién m : Hom(E, E') — X, m(z,A) = x. Si h; : Ely, = U; x C" y
E : E'y, — U]l x C™ son trivializaciones locales para E y E’ respectivamente, sea
h; : Hom(E, E")|y, — U; x Hom(C"™, C™) dada por

Si gi; ¥ gi; son los cociclos para E'y E’ respectivamente, entonces los cociclos para
el fibrado Hom(E, E') son g;; : U; N U; — Aut(Hom(C",C™)),

9ij (z)(A) = ggj<x)Agij(x>'

2.5.6. El fibrado dual.

Sea F un fibrado vectorial de rango n sobre la variedad X, con trivializaciones
h; : Ely, — U; x C". Sea EY el conjunto

EY =] E.
reX

(donde E) indica el espacio dual al espacio vectorial E,) con la proyeccién usual.
Entonces las funciones hy : EY|y, — U; x (C")" dadas por b (x,¢) = (z,¢h;,)
son las trivializaciones locales para EV. Los cociclos para EY son las funciones
955+ UinU; — Aut((C")Y), definidas por

95()(A) = Ahjoh; ; = Agij(x) ™",

donde g;; son los cociclos para F.

2.5.7. Producto tensorial de fibrados.

Sean 'y E' fibrados vectoriales sobre X de rangos n y m respectivamente, con
trivializaciones h;, h;. Considerar el conjunto

EoE =]]E.®E,
zeX

con la proyeccion usual. Para este caso, las trivializaciones locales resultan ser
hz‘ E® EI|UZ. — UZ X (Cn ®Cm),
hi(z,e®¢€) = (2, hi(e) ® h;’z(e’).
Si gij ¥ gi; son los cociclos para E' y E' respectivamente, entonces las funciones
g+ UiNU; — Aut(C" ® C™) dadas por
9i; (z) = gij(x) ® ggj ()
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resultan ser los cociclos para £ ® E’. Veamos que son efectivamente funciones
diferenciables.

Sea ¢;; = (Ai)i<ki<n, donde Ay @ U; N U; — C son diferenciables para todo
k,l. Entonces, la matriz del producto tensorial de las aplicaciones lineales g;;(z) y
g;;(x) viene dada por

All(m)gz/‘j(x) T All(z)g;j(m)
gi;(x) = 9i5(7) ® géj(x) = : : )
Aer(@)gi;(2) - Aalz)gi; (@)
lo que prueba la suavidad de los cociclos g;;.
Lema 2.5.1. Se tiene un isomorfismo candnico EV @ E' = Hom(E, E').

Demostracion. Sea f: EY ® E' — Hom(F, E') la funcién
[l o) =(x,4,),

donde A, : E, — E! es la aplicacién lineal A,(e) = ¢(e)e’. Esta funcién manda
fibras en fibras isomérficamente. La verificacion de la suavidad tanto de f como de
f~! es bastante tediosa, pero no dificil. Considerando las trivializaciones para E
y E', y deellas las de EV, EY ® E' y Hom(FE, E'), se puede, localmente, armar la
expresion de f y verificar que las funciones componentes de la matriz que resulta
de esto son diferenciables. Q.E.D.

Notar que, si s : X — Fy s : X — E’ son secciones, entonces la aplicacién
s®s : X — E® FE definida por la identidad
(s®s)(x) = s(x) ® ' (z)

es también una seccion. El siguiente lema dice precisamente que toda seccién del
fibrado £ ® E’ se obtiene de esta manera.

Lema 2.5.2. Sea t : X — E ® E' una seccion. Entonces existen secciones
/

S,y 8 X > Eys,...;s X — F tales que

»er
r
t:ZSZ@)S;
i=1

Demostracion. Por simplicidad, vamos a suponer que ambos E' y E’ tienen rango
1. El caso general es completamente analogo.

Sea 4 un cubrimiento de X por abiertos trivializantes para E'y E’ y, para cada
Uel sy:U — Elyy sy : U— E'|y secciones nunca nulas. Para z € U € 4,
existe una funcion diferenciable Ay : U — C tal que

t(x) = Ay (2)(su(x) © sy (x)) = Av(z)su(x) @ sy ().

Sea {py : U — R | U € U} una particién de la unidad subordinada al cubrimiento
Uysean s: X — Ey s : X — E’ las secciones definidas por las igualdades

s=Y yudusy

Uei

/ /
s = E PUSy-

Ued
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Entonces, si ¢ € U,

(s®s) (@)= pul@)v(@)su(@) ® Y wu(@)sy()

Uey Uet

=Y (@) Au(@)sy (@) ® s ()
Ueu

= Z pu(z)t(x)

Q.E.D.

Corolario 2.5.3. Sean E y E’ fibrados vectoriales sobre X y A el anillo C*>(U, C).
Entonces los A-mddulos T(E @ E') y I'(E) ®4 T'(E") son isomorfos.

Demostracion. Existe una aplicacién obvia I'(F) ®4 I'(E') — T'(F ® E'), cuya
inversa se puede definir via el lema anterior. Q.E.D.

2.5.8. Complexificacion.

Sea p : ' — X un fibrado vectorial real de rango n. La complexificacién E¢ de
E es el espacio definido por

Ec = HEx®R(C-

rzeX

Queda definido entonces un fibrado vectorial de rango n complejo sobre X ,con
espacio total E¢, que se llama la complexificacion de E.

2.5.9. El producto alternado de fibrados.

Si V es un espacio vectorial complejo de dimensién finita, notamos con A" (V') C
V® alos tensores alternados de V de grado r. Si p : E — X es un fibrado vectorial
de rango n, se define el fibrado alternado de grado r de E como

A(E) [T A (B,

zeX

junto con la proyeccién usual. Cuando F = T'X (real), las secciones de este fibrado
son las r-formas diferenciales, y, para U C X, notaremos por {2"(U), en lugar de
I'(U,A™(TX)), al conjunto de r-formas diferenciales sobre U.

Considerando la complexificacién A"(T'X )¢ del producto alternado A™(T'X),
sus secciones son las n-formas a valores en C, 6 n-formas complejas. Méas general-
mente, si V' es un espacio vectorial complejo de dimension finita, las secciones del fi-
brado A"(TX)c®V = [[ex A"(TX)c®cV = [[ex A"(TX)@rV = A"(TX)®V
son las n-formas a valores en V. El médulo de secciones sobre un abierto U de X
para este fibrado vectorial se notara Qf (U).

Se puede dar un paso mas incluso, y definir las n-formas a valores en un fibrado
vectorial E como las secciones del fibrado A"(TX) ® E. Al igual que antes, este
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fibrado resulta complejo si £ lo es. En este caso, el médulo de secciones sobre U
se notara Q%(U).

Al igual que para las formas sobre una variedad, se tiene un isomorfismo
canoénico entre:

1. las n-formas complejas sobre U C X y las aplicaciones C*° (U, R)-multilineales
(U, TX))" — C>(U,C) y

2. las n-formas sobre U C X a valores en un fibrado vectorial complejo E y las
aplicaciones C*°(U, R)-multilineales (I'(U, TX))" — I'(U, E).

En lo que resta del texto, en general no se distinguira entre las formas diferen-
ciales vistas como secciones o como aplicaciones multilineales, quedando claro del
contexto a cual de las representaciones nos estamos refiriendo.

Asi, una n-forma sobre U a valores en E se puede representar por una expresion

del tipo
Z Wi & Si,

para ciertas n-formas complejas w; sobre U y secciones s; de E|y y donde, para
cadazeUy¢&,....& € I'(U,TX), el término (w; ® s;)(&1, ..., &) (x) viene dado
por la expresion

wi(@) (&1, &n)si().

2.5.10. La construccién general.

Enunciaremos en esta secciéon una forma alternativa del lema 2.1.2 en el lengua-
je de las categorias.
Sea 7¢ la categoria de espacios vectoriales complejos de dimension finita, donde los
morfismos son los isomorfismos. Podemos entonces formar la categoria producto
Yo x Yo = (Y¢)?, donde los objetos son pares de espacios vectoriales y los mor-
fismos son pares de isomorfismos. Si V' y W son espacios vectoriales isomorfos,
notamos con Iso(V, W) al conjunto de isomorfismos de V' en W.

Definicién 2.5.4. Un funtor covariante® F : (¥¢)" — ¥ se dice que es suave
O diferenciable si la aplicacion

Iso(Vi, W) x -+ x Iso(V;, W;) — Iso(F(Va, ..., Vi), F(Wi, .., TV;))

dada por
(fl)"')f?“) HF(fl,...,fr)

es diferenciable para cualesquiera espacios vectoriales V; vy Wy, i =1,...,7r.

Notar que la definicién anterior tiene sentido ya que el conjunto de isomorfismos
entre dos espacios vectoriales V' y W de dimensiéon finita tiene una estructura
canénica de variedad diferenciable, la heredada del espacio vectorial Home (V, W).

4El caso contravariante es completamente analogo.
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Consideremos como ejemplo el fibrado dual EY sobre una variedad X. Para
este caso, sea F': ¢ — ¢ el funtor dado por

F(V)=V"

F(f)=f",
donde f : V' — W es un isomorfismo y f¥ : WY — V"V es la aplicacién fY(¢) = ¢f.
En el curso de la demostracién de que EV es un fibrado vectorial, se tuvo que probar

justamente que este funtor F' es suave. Esta construccién funtorial se puede usar
para construir el fibrado EY de la siguiente manera: Se considera el conjunto

[] F(E.).

rzeX

Entonces, que los cociclos gl-vj sean suaves es equivalente a que el funtor F' sea
diferenciable.

En general, si Fy, ..., E, son fibrados vectoriales sobre la variedad X, entonces se
toma

F<E1>‘~~7Er) = H F((El)xw”a(Er)x)'

zeX

Si el funtor F' es suave, entonces se puede topologizar al conjunto F'(Ey,..., E,)
de una forma canodnica de tal forma de hacerlo un fibrado vectorial, con fibras
F((E1)g, .-, (E.)y); ver [MS74] 6 [Ati67].

2.6. Sucesiones Exactas.

Nos interesaran principalmente las sucesiones cortas de fibrados vectoriales,
que definimos a continuacién.

Definicién 2.6.1. Una sucesion de fibrados vectoriales sobre X y homomorfismos
0->E -LE-LE 0
se dice ezacta si, para cada x € X, la sucesion de espacios vectoriales y transfor-

maciones lineales ;
xT

O—>E;—>Exﬂ>Eg—>0
es exacta.

Definicién 2.6.2. Una sucesién exacta corta 0 — E’ 1, E 25 E" - 0 de

fibrados vectoriales se dice que se escinde si se verifica alguna de las siguientes
propiedades equivalentes:

1. Existe un epimorfismo f': F — E’ tal que f'f =idg.
2. Existe un monomorfismo ¢’ : E” — E tal que g¢’ = idg».

3. El fibrado F es isomorfo a la suma de Whitney E' @& E”.
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Ejemplo 2.6.3. Dados dos fibrados vectoriales E, E’ — X, podemos formar la
sucesion exacta (que obviamente se escinde)

0-E BEer ™ F o0,
donde fy(e) = (e,0) y ma(e, ') = €.

Teorema 2.6.4. Toda sucesion exacta corta de fibrados vectoriales de rango finito
sobre una variedad X paracompacta se escinde.

Demostracion. Basta ver que, dado un monomorfismo f : E — E’, existe un
epimorfismo f': £ — E tal que f’f es la identidad. Supongamos primero que £ =
g% y E' = ek son triviales. Entonces, f es equivalente a tener un monomorfismo
f : C* — CF. Sea entonces f’ : C¥ — C" un epimorfismo tal que f'f es la
identidad de C". Se obtiene asi la aplicacién buscada f’ : €% — &% definiendo
F(@,2) = (2, f(2)).

Supongamos ahora que {U; | i@ € I} es un cubrimiento de X por abiertos
trivializantes para E'y E' y sea f; : E|y, — E'|y, el homomorfismo f restringido.
Por lo anterior, para cada i € I, tenemos entonces definidas aplicaciones f] :
FE'ly, — Ely, tales que f!f; = id. Si ahora {¢; | i € I} es una particién de
la unidad subordinada al cubrimiento {U; | i € I}, entonces el homomorfismo

f' E — E,
F=> el
i€l
que, para ¢’ € EJ, viene dado por f'(¢/) = >, ; i(z)fi(€'), cumple lo pedido.
Q.E.D.

2.7. Fibrados de Linea.

Un fibrado de linea es un fibrado vectorial complejo de rango 1. Si L — X es
un fibrado de linea, las trivializaciones locales son de la forma

hiLIU—>UXC,

donde U es un abierto de la variedad X. Esto equivale a tener una seccién s : U —
L|y que no se anule en ningiin punto.

Como sucede con los espacios vectoriales de dimensién 1, los fibrados de linea
son un poco mas simples de manejar que los vectoriales de rango n > 1. Si s :
U — L|y es una seccién local nunca nula, cualquier otra seccién s’ : U — Ly es
de la forma s’ = As, para A : U — C una funcién suave. Como caso particular, si
L' — X esotro fibrado de lineay s’ : U — L'|y es una seccién nunca nula, entonces
todas las secciones de (L ® L')|y son de la forma A\(s ® s’) para A : U — C. Si
ahora consideramos el fibrado dual LY, la seccién local s induce una seccién local
nunca nula s¥ : U — L"|y, dada por sY(x)(s(x)) = 1.

Sea f : L — L' un homomorfismo de fibrados de linea sobre la variedad X.
Notemos con f, a la restriccion de f a la fibra L,; luego, f, : L, — L) es una
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aplicacién lineal. Como ademas L, y L’ tienen dimensién 1, f, es un isomorfismo
o es la aplicacién nula. Sean ahora los conjuntos

U={x e X | f, es un isomorfismo}

V={reX]|f =0}

Claramente U y V son abiertos de X, disjuntos y su unién es X, con lo cual
alguno de ellos debe ser vacio. Entonces cualquier homomorfismo de fibrados de
linea sobre X es un isomorfismo o es el homomorfismo nulo.

Consideremos ahora el fibrado de homomorfismos L — L, donde L es un fibrado
de linea. Sea s : X — Hom(L, L) la aplicacién definida por s(z) = (x,id,). Esta
funcién es suave, no nula y mapea cada = € X en la fibra sobre x de Hom(L, L).
Luego es una seccién y por 1.1.10, LY ® L = Hom(L, L) resulta trivial.

El conjunto de clases de isomorfismo de fibrados de linea complejos con base
X se notard Pic™(X). Las propiedades de ® junto con la trivialidad de LY ® L
permite proporcionarle a Pic®™(X) una estructura de grupo.

Notemos con [L] la clase de isomorfismo del fibrado L y definamos un producto
en Pic™(X) de la siguiente manera: [L][L'] = [L ® L']. La asociatividad de ®
induce una asociatividad en Pic™(X). Si ¢! denota el fibrado trivial X x C, entonces
[eY[L] = [L][e'] = [L] yaque e' ® L = Lee! = L, via el isomorfismo L& (X xC) —
L dado por e® (z, z) — ze; y dado [L] € Pic™(X), su inverso es la clase del fibrado
dual, [LY]. Como ademés L® L' es canénicamente isomorfo a L' ® L, Pic™(X), con
la operacion antes definida, resulta un grupo abeliano; es la version diferenciable
del grupo de Picard usual de clases de fibrados de linea holomorfos sobre una
variedad compleja.

Ejemplo 2.7.1. Sea V = C". Si z € V, existe un subespacio unidimensional de
V', o sea una recta por el origen, que contiene a z. Llamemos indistintamente /¢
a esta recta, vista en V' 6 vista como un punto del plano proyectivo P"~(V). Si
Vi € V — {0} es el abierto

Vi={(z1,...,2n) | 2 # 0},

entonces P" (V) = U, U;, donde U; = n(V;) y 7 : V — {0} — P }(V) es la
proyeccion candnica. Vamos a construir a continuacién un fibrado de linea complejo
sobre P"~1(V), llamado el fibrado tautoldgico.

Sea L el conjunto de los pares (¢, z), donde ¢ es una recta por el origen en V'
yz € lyseam : L — P V) la proyeccién (¢, z) = {. Consideremos ahora,
para cada i = 1,...,n la aplicacién h; : L|y, — U; x C definida por

hi(l,2) = (¢, z).

Esta aplicacién restringida a la fibra L, es claramente lineal; y ademés es una
biyeccion, con inversa

BN = (8 2),

donde z = (21,...,2,) € V es el tnico vector que verifica simultdneamente que
z €y z = A\ Para cada £ € P"71(V), fijemos un representante z* = (2¢,... 2%),
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por ejemplo de norma 1. Entonces, los cociclos para L resultan ser las funciones
diferenciables g¢;; : U; N U; — GL(1,C) = C* dadas por

z

GO0 = 22

N

2.8. Fibrados Principales.

Sea GG un grupo de Lie actuando a derecha sobre una variedad diferenciable X
via la aplicacién suave 6 : X x G — X. Notemos con z.g a la imagen del par (z, g)
por 0(g), es decir

0(x,9) = .9
La accion se dice libre si cada vez que se cumple x.g = x para ciertos elementos
g€ Gyxe X, entonces g = 1, el elemento neutro de G.

Definicién 2.8.1. Sean P, X y F' variedades suaves, G un grupo de Lie actuando
a derecha libremente sobre P y p: P — X una aplicacion diferenciable sobreyec-
tiva. Entonces p se dice un fibrado principal 6 G-fibrado principal si se cumple lo
siguiente:

1. La aplicacién p (proyeccién) es G-invariante, esto es, p(e.g) = p(e) para todo
ec Pyged@,

2. X = P/G via el difeomorfismo [e] — p(e).

3. P es localmente trivial. O sea, existe un cubrimiento abierto {U; | i € I} de
X y difeomorfismos

hi:p "(U;) = Ply, = Uy x F

tales que mh; = p param : U; Xx F' — U; la prgyeccién y,simg: Uy x F'— F
es la proyeccion de la segunda coordenada, y h; = moh;, entonces

hule.g) = Tu(e)g

para cada e € p~1(U;) y g € G.

La variedad F recibe el nombre de fibra (notar que, si z € X, entonces
P, =p !(x) y F son difeomorfas).

Algunas consecuencias inmediatas de la definicién son las siguientes:

1. La accion de G preserva las fibras. O sea, si e € P,, entonces e.g € P, para
cada g € G.

2. El punto 2 de la definicién podria no ser cierto en general y por eso se pide
en la definicién). Considerar el diagrama

P—=X
P/G
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Entonces la aplicacién p induce un homeomorfismo f : P/G — X si y solo
si p es una funcioén cociente; ver [Mun75].

3. Se tiene un difeomorfismo G = P, definido por g — e.g. La inyectividad es
consecuencia de que la accion es libre. Si esta funcién no fuera sobreyectiva,
entonces se estaria contradiciendo el item 2. de la definicion. En particular,
G actia sobre si mismo a derecha.

4. Por la observacion anterior, se pueden escribir las trivializaciones locales
como

h1P|UZ—>U2XG

Una seccion del fibrado principal P — X es una aplicacion diferenciable s :
X — P tal que s(x) € P,. Contrariamente al caso de los fibrados vectoriales, para
los fibrados principales se puede asegurar la existencia de secciones locales, via las
trivializaciones, pero no globales. Ver la proposicion 2.8.14.

Sea {U; | i € I} un cubrimiento abierto de X tal que, para cada i € I tenemos
definido un difeomorfismo

th’UlﬁUzXG

Supongamos que U; N U; = U;; # 0. Podemos entonces considerar el producto
E-E;l : Ply,, — G definido por

i (€) = Ra(e)h(e) ™.

Seae € P,,conx € U;j y g € G. Como las aplicaciones hiy Ej son G-equivariantes,
entonces

Eﬁ;l(e.g) = hi(e)gg 'h;(e)~".

Luego, Eiﬁj_l depende solo de la proyeccion de e en X y no de e, quedando bien
definida una aplicacion diferenciable g;; : U;; — G dada por

donde e € P,. Estas funciones diferenciables se llaman cociclos del fibrado P y,
andlogamente al caso de fibrados vectoriales, verifican

L si UZ n UJ M Uk = Uz_]k # @, entonces gl]g]k = Gik : ka N G’
2. gii(z) = 1 para cualquier z € U; y

También como en el caso de fibrados vectoriales, los cociclos permiten reconstruir
el fibrado principal univocamente. Ver [KN63|, proposicién 5.2.

Ejemplo 2.8.2. El G-fibrado principal trivial es m : X x G — X, donde la accion
de G viene dada por

(z,9).h = (x, gh).
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Ejemplo 2.8.3. Sea X una variedad suave de dimensiéon n y ey = X x R" — X
el fibrado trivial. Notemos con Iso(R",T'X,) el subconjunto de Homg(R™, T'X,)
formado por todos los isomorfismos R" — T'X,. Se define el fibrado de bases de X
por

FX =[] Iso(R", TX,),

zeX

con proyecciéon 7 : FX — X, (z,¢) — x. En este caso, GL(n,R) actia libremente
en F'X via

((z, ), A) = (z,pA),

donde ¢ : R" — T'X, es un isomorfismo. Si h; : TX|y, — U; x R™ es una trivial-
izacién local para el fibrado tangente, entonces h; : F'X|y, — U; x GL(n,R) dada
por

Ei(‘ra 90) = (LL’, hl,wgp)

es una trivializacién local para FX. Como también F X/GL(n,R) = X y vale que
7(z, pA) = w(z,¢), FX resulta un GL(n,R)-fibrado principal.’

Ejemplo 2.8.4. Generalizando el ejemplo anterior, podemos considerar el fibrado
de bases de un fibrado vectorial complejo de rango n arbitrario £ — X, definido
por

FE = ][] Iso(C", E,).

rzeX

Para este caso, G = GL(n,C). Esta construccién define un funtor covariante de
la categoria de fibrados vectoriales complejos de rango n sobre X en la categoria
de G-fibrados principales sobre X que a cada fibrado vectorial E le asigna su
fibrado de bases F'E y a cada homomorfismo f : E — E’ le asigna la aplicacién
f«: FE — FE' definida por

[z, 0) = (2, fa),

donde f, es la restriccion de f a la fibra E,. La misma consideracién vale obvia-
mente para fibrados reales.

Ejemplo 2.8.5. Sea O(n) el grupo ortogonal real (matrices reales con columnas
ortonormales; o sea A € O(n) si y solo si AA* = 1). Podemos identificar al grupo
O(n — 1) con un subgrupo de O(n) via

A0
A (0 1) .
Esto produce un difeomorfismo f : O(n)/O(n — 1) — S*71

[A] = [(aij)] = (a1n, azn, - -, ann).

®La estructura de variedad diferenciable en un cociente X/G, donde G es un grupo de Lie
actuando sobre X, dista mucho de ser trivial. Un texto introductorio que contiene resultados
sobre acciones de grupos en variedades es [Lee02]. Otros textos que se pueden consultar, mas
avanzados y especificos, son [tD87] y [Bre72].
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Considerar la accién O(n) x O(n — 1) — O(n), dada por
(A, B) — AB.

Esta accién es libre y define un O(n — 1)-fibrado principal p : O(n) — S™ ! donde
p= fm, conm:0(n) — O(n)/O(n — 1) la proyeccién candnica.

Ejemplo 2.8.6. Analogamente al ejemplo anterior se obtienen fibrados principales
1. Un) — S, G=U(n-1),
2. SU(n) — S*»~1. G =SU(n —1),
3. Sp(n) — S§471 G = Sp(n — 1),

donde U(n) (el grupo unitario) es el andlogo complejo de O(n), SU(n) (el grupo
unitario especial) es el subgrupo de U(n) formado por los elementos con deter-
minante 1 y Sp(n) son las matrices A con coeficientes cuaterniénicos tales que
AA! =1 (es el andlogo cuaterniénico de O(n) y se llama el grupo simpléctico).

Los tdltimos ejemplos son casos particulares de un resultado que se vera a contin-
uacién. Para la demostracion, se necesita el siguiente teorema, cuya demostracién
se puede ver en [War83].

Teorema 2.8.7. Sean H C G grupos de Lie, con H cerrado, y [g] € G/H. En-
tonces existe un vecindad W de [g] y una aplicacion diferenciable s : W — G tal
que s = idy, donde m: G — G/H es la proyeccion candnica.

Corolario 2.8.8. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G. Entonces
la proyeccion canonica m: G — G/H define un H-fibrado principal.

Demostracion. La acciéon de H en G es la multiplicacion G x H — G, (g, h) —
g.h = gh. Los puntos 1 y 2 de la definicién de fibrado principal son inmediatos.
Veamos que 7 : G — G/H es localmente trivial. Sea [go] € G/H, W una vecindad
de [go] como en el teorema anterior y ¢ : W x H — G la aplicacién dada por

©([g], h) = s[g]h.

Supongamos ahora que ¢([g],h) = ¢([¢'], 1’). En ese caso, vale la igualdad
slg] 'slg'] = slg™ gl = hh'.

Aplicando m a ambos lados de la igualdad, y teniendo en cuenta que 7s = idy,
llegamos a que [g7'¢'] =1, o sea [g] = [¢] y luego también h = k', lo que muestra
la inyectividad de ¢.

Claramente, im ¢ C 7' (W). Sea ahora g € 7—!(WW). Por el teorema anterior,
vale la igualdad [s[g]] = [g] en G/H. Esto es equivalente a que exista un (\inico)
h € H tal que g = s[g|h. Entonces,

©(g,h) = s[glh = g.
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Luego, la aplicacién ¢ : W x H — 7~ 1(W) es biyectiva y ademds preserva las
fibras, con lo cual solo resta verificar que es G-invariante, ya que claramente ¢ y
¢~ ! son suaves. Para eso consideremos la composicién

W) LW x H T

La inversa de ¢ viene dada por

donde h es el tnico elemento de H tal que g = s[g|h. Sea ahora h' € H. Entonces
T~ (gh') = ma([gh'], ho) = ho,

donde gh = s[gh]ho = s[g]ho. Por otro lado,
o (g)h' = ma([g], h)H = hh'.

Pero g = s[g|h y luego gh’ = s[g|hh’ = s[g]ho, con lo cual hy = hh', y el corolario
queda demostrado. Q.E.D.

Observacién 3. Notar que el teorema anterior dice que para cada [g] € G/H, se
tiene una seccion s : W — G, donde W es una vecindad de [g] en G/H. Luego, en
el corolario, lo unico que se hizo fue construir las trivializaciones a partir de estas
secciones que proporciona el teorema. Comparar con el caso andlogo para fibrados
vectoriales.

2.8.1. Fibrados Asociados.

Sea p : P — X un G-fibrado principal y p : G x C* — C" una accién lineal a
izquierda fija del grupo G en C". Considerar el espacio cociente

Px%C"=PxC"/G,

donde [e, z] = [¢/, 2] si y solo si existe un g en G tal que ¢ = e.gy 2/ = g~'.2. Sea
p P x%C" — X la aplicacién p'[e, 2] = p(e).

Lema 2.8.9. La funcion p’ define un fibrado vectorial complejo de rango n.

Demostracién. En primer lugar, sean [e, 2] y [¢/, 2'] en la misma fibra p'~!(z), esto
es, p(e) = p(e’) = x. Como se tiene un isomorfismo C* entre P, y G, existe una
upla de la forma (e, w) tal que [¢/, 2'] = [e, w]. Se define entonces

ale, z| + Ble, w] = le, az + Pw],

donde o y 8 son ntimeros complejos. Las trivializaciones locales f; : p'~1(U;) —
U; x C" se definen a partir del siguiente diagrama

pH(U;) x (C”(hi—’idlUi x G x C"

W\L l (ldvp)

P HU) & U; x C",
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donde h; : p71(U;) — U; x G es una trivializacién local para p : P — X. Esto es,
sie€ P,y hi(e) = (z,g), entonces

file, z] = (x,9.2) = (p(e), g.2).

Veamos que estd bien definida. Si [e, z] = [¢/, 2], entonces e y €’ estan en la misma
fibra, digamos P, y existe un elemento gy € G tal que € = e.qo vy 2’ = g5 .2
Sea h;(e) = (x, g). Por el item 3 de la definicién de fibrado principal, se tiene que

hi(e') = hi(e.go) = (,990). Entonces f[e’, 2] = (z,990.2') = (#,9.2) = [[e, 2], ya
que go.2' = z.

Para encontrar la expresién de los cociclos de este nuevo fibrado, notemos
primero que f; ' : U; x C* — p'~Y(U;) viene dada por

fil (@, 2) = e, ha(e) ).

Luego, o
fif (@, 2) = (@, hi(e)hi(e) ™ .2),

o sea, los cociclos g;; : U;; — GL(n, C) vienen dados por

9i;(z)(2) = hi(e)h;(e) " .z,

que estan bien definidos por ser la accién de G en C" lineal.
Resta verificar que f;! : C* — P, es un isomorfismo lineal. Para eso solo basta

ver que es lineal. Si z y 2’ son elementos de C", f; '(z +2/) = fi '(z,2+ 2) =
(W7 (@, 1), 24+ 2] = (A7 @, 1), 2]+ (B (1), ) = £ (2) + £,/ (2))- Si ahora A es
un nimero complejo, fi'(Az) = [hy ' (z, 1), Az] = Af;, (2). Q.E.D.

Ejemplo 2.8.10. Si G x C* — C" es la representacién trivial

(g’ Z) — Z’
entonces P x& C” resulta isomorfo al fibrado trivial X x C™.

Ejemplo 2.8.11. Considerar el fibrado de bases F'X de una variedad suave X. En
este caso, F'X x “R" resulta isomorfo al fibrado tangente T X, donde G = GL(n, R),
via el isomorfismo f : FX x%R" — TX dado por

fl(, ), 9] = (2,0(y)).

Ver la proposiciéon 2.8.15.

Si V' es un espacio vectorial complejo (resp. real) de dimensién finita, G un
grupo de Lie y G x V' — V una representacion lineal de G, la construccién anterior
puede generalizarse muy facilmente para obtener un fibrado vectorial complejo
(resp. real) P x9 V.

Si A:V — W es una aplicacién lineal entre representaciones de GG, queda
inducido un homomorfismo A, : P x%V — P x%W que viene dado por la férmula

A.le,v] = [e, A(v)].
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Sean ahora G un grupo de Lie, p : P — X un G-fibrado principal, V; (i =0, 1,2)
tres espacios vectoriales complejos de dimensién finitay p; : GXV; — V; (i = 0,1, 2)
tres representaciones de G. Supongamos que la sucesién

0V, 2%y, ALy, o

es exacta. Entonces queda inducida una sucesion de fibrados vectoriales

0—PxGV %% puCy, A pyGy, o

que también resulta exacta.

Si la representacién G x V' — V es la trivial, entonces es facil ver que el fibrado
vectorial P x“ V es isomorfo al fibrado vectorial trivial X x V.

El siguiente resultado da una caracterizacion del médulo de secciones de los
fibrados asociados.

Proposicion 2.8.12. 51 U es un subconjunto abierto del espacio X, el modulo de
secciones locales T'(U, P xS V') es isomorfo al médulo C®(P|y, V)< de aplicaciones
suaves G-equivariantes Ply — V.

Notar que en este caso, una aplicacién f : P — V es G-equivariante si f(e.g) =

g fle).

Demostracion. Consideramos U = X. Sea f : P — V una aplicacién suave G-
equivariante y f : P — P x V la funcién f(e) = (e, f(e)). Entonces

fle-g) = (e.g. fle.g)) = (e-9.97 ' f(e)) = fle).g.

Definimos la seccién s; : X — P x%V por medio del diagrama

Pt opxy
pl l
X2 pxCv,

donde 7 es la proyeccion al cociente. Es decir,

para e € P,. Si ¢/ € P,, entonces ¢/ = e.g para cierto g € G y luego

(e, f(€') = m(e.g, f(e.g))
= le.g.97" f(e)]
= [e, f(e)]
= 7(e, f(e)),

lo que muestra la buena definicién de la seccién s¢. Queda entonces determinado
un homomorfismo ® : C*(P, V)¢ — (P x9 V), ®(f) = s;.
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Supongamos ahora que tenemos dada una seccién s € I'(PxV). Por definicion
de la accion de G, la restriccion

Te = Tlieyxv i e} x V. — (P x ¢ V)pe)
es un difeomorfismo. Sea entonces f, : P — V la aplicacién suave dada por

fs(e) =me(s(p(e))),

donde 7, es la composicion

-1
(P XTV)pe) == {e} x V "5V,

para m, la proyeccién candnica.
Sea ahora g € G y supongamos que s(p(e)) = [e, v]. Entonces

fsle.g) = fe.g(S(p(e'g)))

y luego f, € C°(P, V)Y, quedando definido asi un homomorfismo I'(P x¢ V) —
C>=(P,V)%, s+ fs, que resulta ser el inverso de ®. Q.E.D.

Definicién 2.8.13. Un homomorfismo de G-fibrados principales sobre X, P — @),
consiste en una funcién suave f : P — @ que es G-equivariante, es decir, que
cumple f(e.g) = f(e).g para todo e € Py g € G,y tal que qf = p, donde
p: P — Xyq:Q — X son las proyecciones. Si ademads la aplicacion f es
un difeomorfismo, entonces se dice que los fibrados son isomorfos y que f es un
1somorfismo.

Como antes, llamamos a un G-fibrado principal trivializable si y solo si es
isomorfo al fibrado trivial X x G.

Proposicién 2.8.14. Un G-fibrado principal P — X es trivializable si y solo si
existe una seccion global s : X — P.

Demostracion. Si P — X es trivializable, via un isomorfismo f : X x G — P,
entonces la aplicacién s : X — P dada por s(z) = f(z, 1) define la seccién buscada.

Por otro lado, para cada x en X vale la igualdad P, = {s(z).g | g € G}; luego,
el homomorfismo f : X x G — P definido por

[, 9) = s(x).g
define el isomorfismo buscado. Q.E.D.
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Sea Fiec(X) la categoria de G-fibrados principales sobre X donde la accién de
G estd fija y Zrrcn(X) la categoria de fibrados vectoriales complejos de rango n
sobre X. La construccién de fibrado asociado permite definir un funtor covariante
— X9 C" 1 Hpe(X) — Ziownen(X), que a cada G-fibrado principal le asigna su
fibrado vectorial asociado P x¢ C" y a cada morfismo f : P — P’ en Zs..q(X),
el homomorfismo f, : P x% C" — P’ x% C" definido por la expresién

f*[ev Z] = [f(e)’z]

Recordar que también estd definido un funtor F : Zaz.cn(X) — Fueq(X), que
a cada fibrado vectorial complejo de rango n le asigna su fibrado de bases, con
G = GL(n,C).

Proposicion 2.8.15. Si G = GL(n,C), las categorias Fisec(X) y Zerrcn(X)
son equivalentes.

Demostracion. Se debe verificar que, dados un fibrado vectorial complejo FE de
rango n y P un G-fibrado principal, se tienen isomorfismos

P — F(Px%C")

E — FE x%C".
Sea f: P — F(P x%C") definida por
f(e)(z) = [e, z].

Es claro que f preserva fibras, es G-equivariante y que, para cada e € P, f(e) es
un isomorfismo C* — (P x%C"),, suponiendo a e en P,. Si f(e) = f(€'), entonces
para todo z € C", las clases [e, z] y [¢/, 2] coinciden. Luego, debe existir una matriz
Ac Gtal que e =eAyz = A1z Pero esto puede pasar solo si A = 1y
asi e = ¢’. Sea ahora A : C" — (P x% C"), un isomorfismo, o sea un elemento de
la fibra sobre z del fibrado F(P x% C"). La fibra sobre z del fibrado P x¢ C" la
podemos escribir como

{leo, 2] | 2 € C"},

para un cierto ey € P, fijo. Asi, el isomorfismo A es en realidad equivalente a un
isomorfismo C" — C", es decir, a un elemento del grupo G. Llamando también
A a este isomorfismo y tomando e = e¢gA™!, vale entonces que f(e) = A. Luego
f resulta una biyeccion. Sea ahora U un abierto de X en donde P es trivial, con
trivializacion h. Luego (ver el lema 2.8.9), la trivializacién h’ sobre U para el fibrado
vectorial P x C" viene dada por Ile, z] = (v, Az), si h(e) = (z, A). Entonces

fle)(z) = (M) (z, h(e)2),

lo que prueba la suavidad de f.

Veamos ahora la inversa f~! : F(P x% C") — P. Las aplicaciones lineales
C" — C™, es decir, los elementos de G = GL(n,C) estdn en correspondencia
biunfvoca con los isomorfismos C* — (P x%C"), vio el isomorfismo A — A, visto
anteriormente.

67



Sea ahora A, € Iso(C", P x% C"),) y e, ¢ € P, tales que [e, Az] = [¢/, AZ]
para cada z € C". Entonces existe una matriz inversible B tal que ¢/ = e.B y
Az = B7'Az, de donde se deduce que B = 1, y luego e = ¢’. Definimos entonces
la inversa f~! por la férmula

fﬁl(A*> =e.A,

donde e € P, es el unico elemento tal que A.(z) = [e, Az]. Un célculo directo
muestra que efectivamente f~! es la aplicacién inversa de f, considerando la iden-
tidad [e.A, z] = [e, Az], y ademds preserva las fibras. La suavidad se verifica de
una manera analoga a como se hizo con f.
Para el otro isomorfismo, consideremos la aplicacién ¢ : FE x¢ C* — E dada
por
glA, 2] = A(2).

Si [A,z] = [A, 2], entonces A’ = AB'y 2/ = B~'z para cierta matriz inversible B.
Luego, A'2’ = AB(B™'2) = Az y g estd bien definida, ademés de preservar y ser
lineal sobre cada fibra. Si ahora g[A, z] = g[A’, 2], basta tomar B = A~'A’ para
verificar inmediatamente que [A, z] = [A’, 2/]. Luego, resulta una biyeccién y, por
el lema 2.3.6, resta verificar que es diferenciable.

Para eso basta considerar el diagrama

FE|U XGCn E|U
i |
UxC" U x(C",

donde la flecha vertical de la izquierda (trivializacién) viene inducida por el dia-
grama

FElp xC My x g xcn

FE|y x6 Cr—— U x C",

y en este caso las flechas verticales son las proyecciones al cociente por la accién
de G. Q.E.D.

Podemos entonces pasar de una categoria a la otra sin perder ninguna infor-
macién. Y mas aun, para los automorfismos vale el siguiente resultado andlogo:

Proposicién 2.8.16. Sea E un fibrado vectorial de rango n sobre X y FE su
fibrado de bases. Sean Aut(E) y Aut(FE) los grupos de isomorfismos (automor-
fismos) E — E y FE — FE respectivamente. Entonces Aut(E) y Aut(FE) son

1somorfos.

Demostracion. Sea ® : Aut(F) — Aut(FE) dada por
(I)(f) = fu

La inyectividad es inmediata de verificar. Sea ahora h : FFE — F'E un isomorfismo
y h, : FE x¢C" — FE x% C" el correspondiente homomorfismo de fibrados

68



vectoriales. Sea ¢! : B — FE x% C" la inversa del isomorfismo de la proposicion
anterior, que viene dado por g~!(e) = [4,z2], con e = A(z), y llamemos h a la
composicién gh,g~!: E — E. Entonces, si A € FE, y 2 € C*,

®(h)(A)(z2) = h.(A)(z) = hA(2)
= gh.g ' A(2)
= gh.[A, 2]
= glhA, 7]
= h(A)(2).
Q.E.D.

2.8.2. Fibrados Asociados a Fibrados de Linea.

Sea p : L — X un fibrado de linea complejo y 0 : X — L la secciéon nula.
Notemos con LT al complemento de la imagen de 0 en L, es decir

Lt = L—0(X).

El conjunto 0(X) = im 0 se llama, abusando del lenguaje, la seccidn nula de L. Sea
pt : LT — X larestriccién de p a L™. Veamos que resulta un C*-fibrado principal,
con la accién inducida por la multiplicacién de escalares complejos.
Como en este caso las fibras tienen estructura de C-espacio vectorial, si e € L,
no es el vector nulo y z € C*, entonces ez = ze € L, no es el vector nulo y
pt(ze) = pT(e). Cada fibra L, del fibrado de linea L es un C-espacio vectorial de
dimensién 1y luego X = L1/C* via la aplicacion [e] — pT(e) (e no nulo).
Restringiendo las trivializaciones locales para L se obtienen trivializaciones para
LT,

ht: LT|U = L|U - 0(U) — U x C*.
Resta ver solamente que la accién es libre, lo que es trivial ya que es multiplicar
por un nimero complejo no nulo. Asi, se tiene que p*™ : LT — X es un C*-fibrado
principal, llamado el fibrado principal asociado a L. Cabe destacar que LT es
precisamente el fibrado de bases del fibrado de linea L,

LT =FL.

Notemos con Zoz»(X) ala categoria de fibrados vectoriales complejos sobre X de
rango 1, cuyas flechas son los isomorfismos y con F.. (X) a la categoria de C*-
fibrados principales sobre X donde la accion de C* en las fibras es la multiplicacién
y las flechas también son los isomorfismos. De la proposicion anterior se desprende
inmediatamente el siguiente

Corolario 2.8.17. Las categorias Zerr(X) y Do (X) son equivalentes.

Ejemplo 2.8.18. Sea V =C"y 7 : V — {0} — P" (V) la proyeccién canénica.
Esta aplicacion define un C*-fibrado principal, considerando las trivializaciones
locales h; : V; — U; x C* dadas por

hi(z) = ([2], ),
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donde V; = {z € V—{0} | 2; # 0}, U; = m(V;) y [z] indica la clase de z en P"~}(V).
La inversa h; ' viene dada por h;'([z],a) = (£2z,...,q,..., +2n), v los cociclos
Gij - U,L N Uj — GL(L(C) =C* por

9i(2)(a) = —a.

El fibrado de linea asociado a este fibrado principal resulta ser, como es facil de
verificar, isomorfo al fibrado tautoldogico; ver el ejemplo 2.7.1.
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Capitulo 3

Cohomologia en Grado 2.

3.1. La Relacion entre Fibrados de Linea y Co-
homologia.

Sea X una variedad diferenciable paracompacta de dimension finita. Consid-
eremos el haz C% y sea L un fibrado de linea sobre X. Dado un cubrimiento
U={U; | i€ I} de X, que podemos suponer de abiertos trivializantes para L ya
que estos forman un subconjunto cofinal en Cov(X), podemos elegir, para cada
i € I, una seccién nunca nula s; : U; — L|y,. En este caso, las 1-cocadenas de Cech
son los elementos del grupo

c'wcy) = J[ cxwy,c,
(i,j)€I?
con Uij = []z N Uj.
Sea x € Uj;; entonces, dado e € L, un vector no nulo, existen tinicos ntimeros
complejos A y p tales que As;(x) = e = us;(x). Asi, se obtiene la identidad

six) A <t

Luego, en cada interseccién no vacia se tienen definidas funciones suaves g;; : U;; —
GL(1,C) = C,

si(z)

sj(x)’

y (gi5) resulta una 1-cocadena de Cech asociada al cubrimiento {. En la interseccién
Uiji, vale la igualdad

gij(x) =

9ik = YijYjk;
esto es, las funciones g;; son cociclos del fibrado de linea L.
Apliquemos el morfismo & : C*(U, Cy) — C?(44,C%) a la 1-cocadena g = (g;;):

(09)ijk = gjkg;klgij
= gijgjkgi_kl
e ]_7

71



lo que muestra que, en realidad, g = (g;;) es un l-cociclo de Cech. Sea ¢,(L) €
H'(84,C%) la clase de cohomologia del cociclo g. Si L' es un fibrado de linea
isomorfo a L, entonces ¢1(L) = ¢;(L'). En efecto, por lo visto en la seccién 2.2,
si ¢ = (gi;) es el l-cociclo de Cech para L', entonces, para cada i € I existen
aplicaciones diferenciables g; : U; — GL(1,C) = C* tales que g;; = gl-gijgj’1 =
gijgigj_l en U y (gigj_l) es un l-coborde.

Teorema 3.1.1 (Weil, Kostant). La clase de cohomologia c¢1(L) del cociclo de
Cech (gi;) es independiente del cubrimiento considerado y de las secciones s;.

Demostracion. Sea 4 = {U; | i € 1} un cubrimiento de X por abierto trivializables
y, para cada i € I, s;,s; : Uy — L|y, secciones nunca nulas. Entonces existe una
funcién diferenciable f; : U; — C* tal que s; = fis;. Sea ¢’ = (gj;) el cociclo de
Cech asociado a s} y g = (gy;) el cociclo asociado a s;. Entonces

%) S; fj vy
Consideremos ahora la 0-cocadena f = (f;) € C°(U4,C%) =[], C>=(U;,C*). Apli-
cando el morfismo J se obtiene (5f);; = f;f; . Luego,

Gij (gz/‘j)_l = (5f)ij>

es decir, g y ¢’ difieren en un coborde, y luego sus clases de cohomologia coinciden.

Sea ahora U = {V; | j € J} otro cubrimiento por abiertos trivializables de X.
Achicando los abiertos V; si fuera necesario, podemos suponer que U es un refi-
namiento de U; sea entonces ¢ : J — I la aplicacién correspondiente. Se obtienen
asi secciones nunca nulas ¢; : V; — Ly, definidas por

ti = So()lv;-

Llamemos f al 1-cociclo asociado al cubrimiento U. Aplicando el homomorfismo
inducido ¢y : CH(U; C%) — CH(T; C%) se verifica inmediatamente que

¢4(9) = f,

v luego, g.|g] = [f] € H'(; C%). Asi, las clases de cohomologia de g y f coinciden

por definicién de H'(X;C%), ya que el diagrama

H'(86,C%)

.

2 H'(X;Cx%)

/

H'(3; Cx)
conmuta. Q.E.D.
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Teorema 3.1.2 (Weil, Kostant). La asignacion [L] — c;(L) define un isomor-
fismo entre Pic>(X) y el grupo de cohomologia H'(X;C%).

Demostracion. En primer lugar, verifiquemos que ¢; es un homomorfismo de gru-
pos, es decir, ¢;(L; ® Ly) = ¢1(L1)c1(Ls). Como para cualquier fibrado de linea
L, ¢1(L) es independiente de las secciones, consideremos la seccién s; ® s, : U; —

(L1 ® Ls)|y,, donde s; y s, son secciones nunca nulas de Ly y Lo respectivamente
sobre U;. El cociclo para L1 ® Ly sobre U; N U; es
_ 8; ® S,
9ij = 7
S5 & 55

Ahora bien, sobre U;; = U; N Uj, existen funciones suaves a;; y b;; a valores en C*
tales que s; = ag;s; y s = b;;s}. Entonces

]
/ /
— S; X S; . S; X S;
7] / /
Sj ® Sj Q555 ® bijsi
11 s
=——=——
aij bij Sj Sj
!
= 0ij9;;-

Supongamos ahora que los cociclos g;; = 2 de un fibrado de linea L forman un
J

l1-coborde de Cech. Esto es, existe un elemento f = (f;) € C°(4,C%) tal que
(0f)ij = }{—; = g;;. Entonces, las aplicaciones % U — Cry ;—j : U; — C* son
secciones nunca nulas que coinciden sobre U; N U;. Luego, la funcién s : X — L
dada por
s(x) = 5i(2)
fi(x)
define una seccion global nunca nula de L y entonces L resulta trivializable.
La sobreyectividad de c¢; se sigue de la reconstruccion de un fibrado vectorial
a partir de sus cociclos. Q.E.D.

Definicién 3.1.3. La clase ¢;(L) se llama la primer clase de Chern de L.

Consideremos ahora la sucesién exponencial de haces, vista anteriormente:
0—2%2(1) -Cx - Cx — 0.

Esta sucesion da origen a una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia de
Cech. Ahora, siendo Cx un haz suave, es vélida la igualdad H"(X;Cx) = 0 para
n > 1y se obtiene asi un isomorfismo 0 : H'(X;C%) = H?*(X;Z(1)). Podemos
enunciar entonces el siguiente

Corolario 3.1.4. Los grupos Pic™(X) y H?(X;Z(1)) son isomorfos.

A partir del 1-cociclo de Cech g = (gi;) considerado antes, se construye un
2-cociclo de Cech 1 = (uijx) a valores en el haz Z(1) de la siguiente forma: Para
cada par de indices 7,5 € I, sea logg;; una rama del logaritmo de g;; sobre Uj;.
Entonces se define

Hijr = log gji — log gir +10g gi;.
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Considerando la definiciéon del homomorfismo de conexién 0 es facil verificar que
la imagen de la primer clase de Chern ¢;(L) por O es precisamente la clase del
2-cociclo p.

Ejemplo 3.1.5. Sea S1 C R? la esfera unitaria de dimensién 1. Como el grupo
H?(S*;Z(1)) es trivial, entonces Pic™®(S1) = 0. O sea, todo fibrado de linea com-
plejo sobre S! es trivializable. Para el caso real, Pic>®(S') = Zo.

Ejemplo 3.1.6. Consideremos ahora la esfera unitaria S? C R3. En este caso,
como H?(S?%;Z(1)) 2 Z(1) = Z, entonces también

Pic™(S?) = Z.

Existe entonces un fibrado de linea complejo L — S? tal que su clase de isomorfis-
mo genera al grupo Pic™®(5?). A continuacién se dara una caracterizacién explicita
de los elementos del grupo Pic™(S5?).

Una manera de construir fibrados vectoriales es utilizando lo desarrollado en
la seccién 2.4, que es lo que se usard en lo siguiente.’

Para lo que sigue, consideramos la esfera S? centrada en el punto (0,0,1).

Dado 0 < e < 1, consideremos el cubrimiento abierto de S? dado por los
siguientes subconjuntos

Uy ={(r1,19,13) € S* | 2< 23 < 1 —¢}
U, :{(.2?1,$2,.T3) S 52 | 14+e < a3 SO}

Sean N = (0,0,2) el polo norte de S% y py : S*> — N — C la proyeccién estere-
ografica desde el polo norte. Se define ahora la aplicacién g5 : U3 — C por

912(517) = pN(CI?)-

Esta funcién esta bien definida, es diferenciable y su imagen esta contenida en C*.
Queda entonces definido un fibrado de linea L; — S?, donde

2

L1 = H(UZ X C)/ ~,

=1

con (x,\,4) ~ (y,p,j)siysolosiz =yy g;(x)\ = p. Y lafuncién g, es el cociclo
de L; asociado al cubrimiento {Uy, Us}.

En general, para cada nimero entero n, queda definido un fibrado de linea
L, — S?, considerando el mismo cubrimiento {U;, U} de antes y definiendo la
funcién

gi12(z)" = pn(z)".
Veamos que Pic™(S5?%) = {[L,] | n € Z} y que [L;] lo genera. Para eso basta ver
que

1. si n # m, entonces los fibrados L,, y L,, no pueden ser isomorfos,

'En realidad, la construccién dada en dicha seccién sirve para fibrados en general, no solamente
para los vectoriales. Ver [Ste51].
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2. LY=L,y
3. Ly 2 LY.

Para el primer punto, supongamos que n # m y que existe un isomorfismo f :
L, — L,,. Vamos a ver que este isomorfismo no puede existir, teniendo en cuenta
lo desarrollado en la seccion 2.2.
Para este caso particular, las aplicaciones g; : U; — GL(1,C) = C*, coni = 1, 2,
vienen dadas por
gi(x) = Wi o fhig,
donde h; y h! son, respectivamente, las trivializaciones locales para L,, y L, sobre
U;. Entonces
—1
9i(x)z = hi o fhi,(2)
- h;,mf[xv Z, Z]
= h;,x[x> fx(z)v Z]
- f m(z>,
donde f, : C — C es el isomorfismo lineal inducido por f.
Ahora bien, por lo visto en la seccion 2.2, deberia cumplirse la identidad

g12(2)™ = g1(x)g12(x)"g2(x) L. Pero como en este caso los factores del término
de la derecha conmutan, se obtiene

pn(2)" = gr2(z)™ = g1a(2)" = piv ()",
y luego debe ser n = m.
Para verificar el item 2, solo basta recordar que el cociclo para el producto
tensorial LY viene dado por gio(x)®" = gio(2)" = py(x)". Lo mismo para el
punto 3, pero esta vez recordando que el cociclo gy, correspondiente al fibrado

dual LY es gi5(7) = gi2(z) ™.

3.2. Fibrados con Conexiones.

En esta seccién, dado un fibrado de linea L, vamos a definir lo que se conoce
como una conexién en L, que es basicamente un operador que permite diferen-
ciar secciones, dando como resultado otra seccién. Asi como en la primera parte
de este capitulo buscamos una interpretacién geométrica del segundo grupo de
cohomologia de una variedad X, a continuacién procedemos en forma inversa: se
dara una caracterizacién cohomoldgica del grupo de isomorfismos de un fibrado de
linea con conexion.

3.2.1. Conexiones en Fibrados de Linea.

Sea p : L — X un fibrado de linea complejo y sea s : X — L una secciéon de L.
Una conezion en el punto x € X es una aplicacion bilineal V,, : TX, xI'(L) — L,,
notada por V. (v, s), que cumple la regla de Leibniz:

Vi(v,As) = dA.(v)s(z) + MNx)V(v, s),
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donde A : X — C es una aplicacién suave arbitraria. La imagen V,(v, s) se llama
la derivada covariante de la seccion s en el punto z en la direccién del vector v.

Sea ahora End(I'(L)) el conjunto de endomorfismos del C-espacio vectori-
al T'(L). Una conexion en el fibrado L es una aplicacién lineal V : I'(T'X) —
End(I'(L)), € — V() = Vg, tal que

L. Ve(s)(x) = Va(&(z), 5),
2. V¢ = AV¢ para cualquier aplicacién suave A : X — Cy

3. (Regla de Leibniz) V¢(As) =< dA\, £ > s + AV¢(s) para todo campo £ €
['(TX) y toda aplicacién suave A : X — C.

Si w es una 1-forma y £ un campo de vectores, el simbolo < w, & > representa
la contraccion de w y £ y se define por < w,§ > (x) = w(z)(&(x)); es decir, esta
contraccién representa el isomorfismo entre 1-formas y aplicaciones C*°(X, C)-
multilineales I'(T'X) — C*°(X,C). Luego, por una observacién hecha anterior-
mente, no distinguiremos entre estos dos objetos; esto es, llamaremos también w a
la contraccién < w, — >.

Tambiém podemos considerar una conexiéon en L como una aplicaciéon C-lineal
V : I'(L) - Hom(I'(T'X),I'(L)) que cumple las condiciones anteriores, donde
Hom(I'(T'X),I'(L)) indica el conjunto de aplicaciones C*°(X, C)-lineales I'(T'X) —
['(L), o sea, las 1-formas sobre X a valores en el fibrado L. Esto es, para cada
seccién s de L, V(s) : T(TX) — T'(L) define una 1-forma en Q} (X) via V(s)(£) =
Ve(s). En este caso, la regla de Leibniz toma la forma

V(As) =dA\®@ s+ AAV(s).2

Si L es un fibrado de linea sobre X con conexién V, notaremos la situacion por
(L, V).

Sea U C X un abierto y s : X — L una seccién tal que s(z) = 0 para todo
x € U. Fijemos un punto zy € U y consideremos una aplicacién suave A : X — C
tal que A(xz) = 1 en una vecindad de zy contenida en U y sop(\) C U. Entonces,
As : X — Ceslaseccién nulay, por la regla de Leibniz, V¢(As) también, cualquiera
sea el campo de vectores . Por otro lado, considerando nuevamente la regla de
Leibniz y evaluando en el punto x,

0 = Ve(As)(wo) = dAuy(£(20))5(20) + A0) V() (w0) = Vi (s)(20),

por como se definié A. Luego, la seccién V¢(s) también se anula sobre el abierto
U. Esto es, dos secciones que coinciden sobre un abierto de X tienen alli iguales
derivadas covariantes. Esto muestra que V¢(s)(z) depende solo del gérmen de la
seccion s en el punto z, lo que permite restringir la conexién a un abierto U de X,
considerando

V|y : T(U, TX) — End(T(U, L)).

2Notar que, si w es una n-forma a valores complejos y 7 es una k-forma a valores en un fibrado
vectorial E, entonces el producto w A 7 estd bien definido y es una (n + k)-forma a valores en E.
Cuando w sea una 0-forma, omitiremos la escritura del simbolo A.
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Y reciprocamente, supongamos que 4 es un cubrimiento abierto de X y sobre
cada U € 4 se tiene definida una conexién VY. Podemos entonces construir una
conexién global, de la siguiente manera: si {¢y | U € 4} es una particién de la
unidad subordinada al cubrimiento 4, la conexién global V se puede definir como

V=) eV
Uesl

Si ahora £ es un campo de vectores tal que {(z) = 0, entonces, por definicién
de V, vale la igualdad V¢(s)(x) = 0. Es decir, V¢(s)(z) depende del gérmen de la
seccién s en el punto z y del vector £(z).

Sean V! y V? conexiones sobre L — X y 1,05 : X — C aplicaciones suaves.
Definimos entonces , haciendo abuso de notacién, la aplicacion ¢; V! + V2 :

I(TX) — End(I'(L)) por
L1V +92V*)(€)(s) = 1 Ve(s) + 92 VE(s).

Esta aplicacién resulta una conexion si y solo si ¢1(x) + ¢2(x) = 1 para todo z
en X. En general, cualquier combinacién lineal convexa de este tipo resulta una
conexién, como muestra el siguiente

Lema 3.2.1. Sean ¢1,...,¢, : X — C funciones suaves y supongamos que para
cada k = 1,...,n se tiene definida una conexion V¥ en L — X. Entonces una
combinacion lineal del tipo

n

> eV

k=1

es una conexion si y solo si, para cada x € X, > 7, op(z) = 1.

Demostracion. SeaV =37 ¢x V¥ y llamemos ¢ a la funcién Y ,_, ¢r. Suponien-
do que existe un xy € X para el cual ¢(xy) # 1, debe existir una vecindad U de
zo tal que p(z) # 1 en U. Ahora bien, si s : U — L|y es una seccién nunca nula
y A : U — C una funcién diferenciable, desarrollando la expresiéon V¢(As)(x) para
xreUy&el'(UTX),y teniendo en cuenta que V es una conexion llegamos a la
identidad
Ao (§(2))s(x) = dAo(E(2))s(x)p(2).

Luego, (1 —¢(x))d\:(£(z))s(z) = 0 y siendo s nunca nula y ¢(z) # 1 paraz € U,
necesariamente d\,(£(z)) cualquiera sea el campo €. Asi, A debe ser una aplicacién
localmente constante.

Por otro lado, siendo inmediato de verificar la linealidad, veamos que V verifica
la regla de Leibniz:

V(\s) = Z 0V (\s)
k=1

= Xn: or(d\ ® s + AVF(s)).
k=1

Luego, V¢(As)(z) = d\.(&(x))s(z) + AM(x)VF(s), y el lema queda demostrado.
Q.E.D.
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Consideremos ahora un abierto U de X tal que L|y es trivial y una seccién
local nunca nula s : U — L|y. Si ¢’ : U — L|y es otra seccién local, queda definida
entonces una aplicacién suave 5;/ : U — C. Si V es una conexién en L|y y £ un
campo de vectores definido sobre U, entonces V¢(s) es otra seccién local de L.
Luego, existe una aplicacién A : U — C tal que V¢(s) = As. Claramente, A es una
aplicacion que depende del campo &; mas aun, podemos escribir

V(s)

S

A= :T(U, TX) — C®(U,C).

Por las propiedades de V, esta aplicacién es C*°(U, C)-lineal, o sea, es una 1-forma.
Maés precisamente, existe una tnica 1-forma w = w(s) tal que

Ve(s)

=< w, &>

para cada campo £.
Equivalentemente, si s : U — L|y es una seccién local nunca nula, entonces
V(s) es una 1-forma a valores en L, y podemos entonces escribir V(s) = w ® s.

Definicién 3.2.2. La 1-forma w se llama la forma de conexion asociada a s. Se
la notard w(s), ws 6, siempre que no se preste a confusién, w.

Dadas V una conexién en L — X y « una 1-forma compleja, se obtiene una
nueva conexién V + « por la férmula

(V+a)(€)(s) = Ve(s)+ <, > s,

6, equivalentemente, (V + a)(s) = V(s) + a ® s. En este caso, si w es la forma de
la conexién V asociada a una seccién nunca nula s : U — L]y, entonces la forma
de conexion para V + « resulta ser, como muestra un calculo directo, la 1-forma
w+ .

Vale ademas la siguiente caracterizacion:

Proposicion 3.2.3. Sea V una conexion en el fibrado de linea L. La aplicacion
del conjunto de 1-formas complejas Qt(X) en el conjunto Con(L) de conexiones
en L dada por a— V + «a es una biyeccion.

Demostracidn. Llamemos ¢ : Qf(X) — Con(L) a la funcién c(a) = V + . La
inyectividad es clara, dada la bilinealidad de la contraccion entre 1-formas y campos
de vectores Qf(X) x T(TX) — C*(X,C). Si ahora V' € Con(L), resta ver que
la diferencia V' — V define una 1-forma compleja. Para eso, sea s : U — L]y una
seccién nunca nula y definamos o € Qf(X) localmente por la férmula

(o) Ye) = Vels)

S

Por las propiedades de las conexiones, esta expresion no depende de la seccién
nunca nula considerada y ademéds es C*°(U, C)-lineal. Luego, define una 1-forma
compleja sobre X, que era lo que se esperaba. Q.E.D.
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Veamos a continuacién como varia la forma de conexién al considerar otra
seccién nunca nula s' : U — L.

Proposicién 3.2.4. Sean s,s' : U — Ly secciones locales nunca nulas y w,w’
las formas de conexion asociadas a s y s’ respectivamente. Entonces existe una
aplicacion suave \ : U — C* tal que

Ww=w+ —.

A

Demostracion. Al ser s’ otra seccién nunca nula sobre U, sabemos que existe una
aplicacion suave A\ : U — C* tal que s’ = As. Entonces, si £ € I'(U, TX), podemos
escribir Ve(s') =< dA, £ > s+ AV¢(s). Ahora bien,

Ve(s) _ <d\E> | Vels)

s A s
O sea A\
<dM &>
<W, &E>= ++<w,§>.

Usando ahora la linealidad de < —,¢& >, llegamos a que, para cualquier campo &
definido sobre U, vale la igualdad

<W E>=<w+ £ >,

7)
que era lo que se queria demostrar. Q.E.D.

Observacién 4. En estos desarrollos, algunos autores, como por ejemplo J. L.
Brylinski en [Bry92], al contrario de B. Kostant en [Kos70], trabajan sin tener en
cuenta la constante QLM y luego consideran como haz de coeficientes a Z(1) en lugar
de Z.

En particular, si U; y U; son abiertos de X, con U; N U; # 0, tales que L,
y L|y, son triviales y s; : U; — Ly, y s; : Uj — L|y; son secciones nunca nulas,
entonces en la interseccién U; N U; vale la igualdad

Si = 9ijSj

para cierta aplicacion suave g;; : U; N U; — C*; de la proposiciéon anterior se sigue
que
da:
wy = w; + i (3.1)

9ij

donde w; y w; son las formas de conexién asociadas a s; y s; respectivamente.

Proposicién 3.2.5. Sea {U; | i € I} un cubrimiento abierto de X, {s;, | i € I}
una coleccion de secciones nunca nulas s; : U; — Ly, tal que s; = gijs; en U; N U;
y{w; | i € I} una familia de 1-formas, donde w; estd definida sobre Uy, tal que, si
U;NU; # 0, w; ywj verifican la ecuacion (3.1). Entonces existe una dnica conexion
V tal que, para cada i € I, w; es la forma de conexion asociada a s;.
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Demostracion. Basta definir la conexién V localmente en cada abierto U; por la
férmula

Ve(s) = (< dN € >+ <wi, &> N)s;,

donde s es una seccion definida sobre U; tal que s = As;. Q.E.D.

Si L — X es un fibrado de linea con conexion V, notaremos la situacion por

(L, V).

Ejemplo 3.2.6. Sea L un fibrado trivializable y s : X — L una seccién nunca
nula. La conexion trivial en L viene dada por la ecuacion

Vg(s) = 0.

Es decir, la forma de conexién asociada a la seccién s es wy, = 0. Si ¢’ : X — L es
otra seccién nunca nula, con s’ = As, entonces

Ve(s') =< d), € >,
0 sea Wy = %. Ver el lema 3.2.25.

Ejemplo 3.2.7. Sean (L,V) y (L', V') fibrados de linea sobre X con conexién.
Queda inducida entonces una conexion V/ = V®id +id ® V' en el fibrado L ® L'
dada por

Vi(s®5') = Ve(s) @ s+ @ V(s).

Sis:U — Llyys : U — L'|y son secciones nunca nulas, cuyas formas de conexion
asociadas son w y w’ respectivamente, entonces la forma de conexién asociada a
la seccién nunca nula s® s : U — (L ® L')|y es w + w'. Por esto, notaremos a la
conexién V" por V + V'.

Dado ahora un fibrado de linea L — X con conexién V, consideremos el
pullback f*L de L por la aplicacion suave f : Y — X. La conexion V en L induce
una conexiéon f*V en f*L de la siguiente forma: Sea U un abierto de X en donde
L es trivial y s : U — L|y una seccién nunca nula. Entonces f*L|s-1(yy es trivial
y queda definida también una seccién nunca nula f*s : f~Y(U) — f*L|;-1(y) dada
por

Se puede ahora dar la expresién local de la conexién f*V, la cual es

FVy(f7s) =<w'n > [,

donde w* : T(f~Y(U), TY) — C>®(f~

L(U),C) es el pullback de la forma w por la
aplicacién f:Y — X es decir, w*(n)(y) =

w(f W)(dfy(n(y)))-
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Conexiones como Distribuciones.

Existen muchas formas de definir conexiones, por supuesto todas equivalentes
en el sentido de que se puede obtener una definiciéon a partir de cualquier otra. En
esta seccién veremos una de estas definiciones equivalentes, que permite en cierta
forma ver més claramente el contenido geométrico de la conexién.

Sea p : L — X un fibrado de linea complejo, provisto de una conexién V y
s : U — L|y una seccién local tal que s(z) = e. Podemos considerar en U una
base local de campos de vectores formada por &1, ..., & € I'(U, TX). Supongamos
ademés que r : U — L|y es una seccién nunca nula y A : U — C tal que s = Ar.
Entonces, para cada i =1,...,k,

Ve (s)(x) = Ve, (Ar) () = do(&(2))r(2) + A(2) Ve, (r)(2).

[gualando a cero esta ultima ecuacién y llamando z; a w € C para cada 1,

obtenemos

dX\;(&(z)) = —ziM(z), i=1,...,k

que es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en el plano complejo, cuyas
soluciones A definen secciones s = Ar con la particularidad que para cada campo
de vectores £ € I'(U,TX), Ve(s)(x) = 0.

Podemos asi dar la siguiente:

Definicién 3.2.8. Sea s € I'(U, L) una seccién local y x € U tal que s(z) = ey
Ve(s)(x) = 0 para todo campo £ € I'(U, TX). Definimos el subespacio HY C TL,
por

HY® = ds,(TX,).

El siguiente lema muestra que este subespacio depende solo de la conexién y
no de la seccion particular elegida.

Lema 3.2.9. Si s’ : U — L|y es otra seccion tal que s'(x) = e y Ve(s')(x) =0

para todo campo & sobre U, entonces He(s) = Hésl).

Demostracion. Si r : U — L|y es una seccién nunca nula, entonces valen las
igualdades s = A\r, s = Xr para ciertas funciones suaves A\, \' : U — C. Como
las secciones s y s’ coinciden en el punto z, necesariamente \(x) = \'(z). Por otro
lado, para s tenemos que

0= V¢(s) = Ve(Ar) =< d\, € > r+ AVe(r) (3.2)

y también una igualdad andloga para s’. Igualando (3.2) con la expresion anédloga
para s’ se obtiene la ecuacion

<d\N—dN,E>r+ (A= XN)Ve(r)=0.
Evaluando esta ultima igualdad en z € X, se llega a la identidad
(dAs — dX,)(€(z))r(z) =0
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que, como 7 es nunca nula, se puede escribir como

dAo(§(7)) = dX,(&(x)).

Pero esta igualdad es vélida para cualquier campo local de vectores £ € I'(U, T X);
luego,
d\y = d)\,. (3.3)

Ahora bien, consideremos la trivializacién local 7 : U x C — L|y inducida por
T?
r(z,2) = zr(z).

Entonces, siendo s = Ar,

Luego, 7 's = (id, \) y 7 's’ = (id, ). Por otro lado, siendo 7 un difeomorfismo,
se verifica la igualdad ds,(T'X,) = ds, (T X,) si y solo si

dr oy ds2(TX;) = dF 1, ds, (TX,).

Pero d(77's), = (id,d\,) = (id,d)\,) = d(r's'), gracias a la igualdad (3.3).
Q.ED.

Gracias al lema anterior, podemos entonces dar la siguiente

Definicién 3.2.10. El subespacio horizontal de T'L., donde p(e) = z, es el sube-
spacio definido por
H. =ds,(TX,),

donde s : U — L|y es una seccién local tal que s(z) = e y Ve(s)(x) = 0 para

todo campo de vectores £ € T'(U,TX). Los elementos de H, se llaman vectores
horizontales.

Consideremos ahora la grassmaniana de subespacios de dimensién k£ = dim X
del espacio tangente T'L., que notamos Grassy(7'L.). Esto es,

Grassy(TL.) = {S C TL. | dim S = k}.
Definimos el conjunto Grassy(7'L) como

Grassy(TL) = H Grassy(TLe).

ecL

Definicién 3.2.11. Una distribucion de dimension k en una variedad diferenciable
X de dimension finita es una aplicacion D : X — Grass,(TX) tal que D(z) €
Grassg(7'X,;). La distribucién se dice que es diferenciable si cada € X tiene una
vecindad U y campos de vectores &1, ..., & € I'(U, TX) tales que para caday € U,
los vectores & (y), ..., &x(y) son una base del espacio tangente 7'X,. El conjunto
de distribuciones diferenciables sobre una variedad X se notard D>°(X).
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Tenemos entonces definida en L una distribucion H de dimensién igual a la
dimensién de X dada por
H(e) = H,,

que llamaremos la distribucion generada por V.

Lema 3.2.12. Para cada e € L con p(e) = z, la sucesion de C-espacios vectoriales
0— Tp(2)e 2 TL, 25 TX, — 0 (3.4)

es exacta.

Demostracién. Claramente di, es inyectiva, dp, sobreyectiva® y Tp~!(z). C ker dp,.
Supongamos ahora que dp.(v) = 0 y escribamos v = v; + v9, donde vy € Tp~1 (),
y vo € H,. Entonces

dpe(UQ) = _dpe(vl> = 0.

Ademas, existe un vector w € T'X,, tal que ds,(w) = vy, con lo cual
0 = dpe(v) = d(ps)(w) = w,
lo que prueba que vy = 0, 0 sea v = vy € Tp~(z).. Q.E.D.

Notar que, para una seccién s : U — L|y tal que s(z) = ey V¢(s)(z) = 0 para
todo campo £ sobre U, la diferencial ds, hace que la sucesién (3.4) se escinda,
obteniéndose asi una descomposicién

TL.=Tp ' (2).® H,.

Mas generalmente, esta descomposicién se obtiene considerando la sucesién exacta
de fibrados vectoriales sobre L

0= TF 1L ™ pTx =0, (3.5)

donde TF, = Tp~ () para p(e) = x y p : L — X la proyeccién; notar que para
cada e € L, la fibra p*T X, es isomorfa a T'X,.. Asi, la distribucién es la que define
una aplicacién p*T'’X — T'L que hace que la sucesion (3.5) se escinda, obteniéndose
asi la descomposicion T'L =TF & p*T X.

El subespacio V, = Tp~'(x). C TL. se llama el subespacio vertical de T'L., y
sus elementos, vectores verticales. Dado un vector tangente v € T'L,, escribiremos
v =" +v", donde v¥ es la componente vertical de v y v" la horizontal.

Sea ahora a un nimero complejo no nulo, R, : L — L la traslacion

R.(e) = e.a

y fijemos e € L con proyeccién x € X y sea ds,(T'X,) = H,, con s : U — L|y,
x € U. Podemos entonces considerar la seccién R,s: U — Ly,

R,s(x) = s(x).a,

3Ver el parrafo siguiente a la definicién 3.2.13.
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es decir, R,s = cte,s, donde cte, : U — C es la funcion constante en a € C*, ya
que, en este caso, R, = L,. Por la regla de Leibniz,

Ve(Ras) = Ve(ctegs)
=< dctey, & > s+ cte,Ve(s) (3.6)
=0

ya que V¢(s) =0y dcte, = 0. Luego,
(dRy)e(He) = (dRy)e(dsy(TX,)) = d(cteqs) (T Xy) = Hea,

donde la ultima igualdad es vélida por definicion de subespacio horizontal.
Consideremos ahora la funcién ® : Con(L) — D>(L) que a cada conexién en

L le asigna su distribucion asociada. Dada ahora una distribucién diferenciable H,

definimos el operador V7 : T'(L) — Hom(T'(TX),T'(L)) definido por la férmula

Ve (s)(x) = (dso(8(2))"

La aplicacién ¥ : D*(L) — Con(L), W(H) = V# resulta ser la inversa de ®; es
decir, podemos considerar una conexién en el fibrado L como un operador V 6 como
una distribucion H, ya que podemos recuperar cualquiera de estas definiciones a
partir de la otra, en forma univoca.

Podemos asi definir una conexion en el fibrado de linea L como una distribucion
H : L — Grassg(T'L) que verifica lo siguiente:

1. Hes C,
2. TL.=H,®V, paratodoe€ Ly
3. (dR,)e(H.) = H., para todo a € C*.

3.2.2. Conexiones en Fibrados Principales.

En esta seccion se extendera la nocién de conexion a los G-fibrados principales,
para luego trabajar en el caso particular del fibrado asociado a un fibrado de linea.

Sea p : P — X un G-fibrado principal sobre X, condim X =k, y P, xG — P,
la accién a derecha de G en la fibra P,, que notaremos (e, g) — e.g. Esta accién
induce una aplicacién de traslaciéon a derecha R, : P — P,y estd definida por
R,(e) = e.g. Mas atin, esta funcién resulta ser un automorfismo del fibrado P.

Definicién 3.2.13. Una conexion en el G-fibrado principal p : P — X es una
distribuciéon H : P — Grassg(T'P), que notaremos H(e) = H,, que cumple lo
siguiente:

1. Hes C,
2. TP, = H,® V,, para todo e € P, donde V, = Tp~'(x). y

3. Ladiferencial (dR,), : TP. — TP. , manda el subespacio H, en el subespacio
H,

e.g-
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Como antes, llamamos a H, el subespacio horizontal y a V, el subespacio vertical.

Antes de pasar a los fibrados asociados, veamos algunas propiedades que se
desprenden de la definicién de fibrado principal que seran tutiles luego.

Sean p : P — X un G-fibrado principal, e € P, y s : U — P|y una seccién
local. Dado ¢ > 0, sea v : (—¢,¢) — P, una curva suave tal que y(0) = ey
dv(1) = 4(0) = v € TP,. Luego, la composicién py es la curva constante en
r € X y entonces

dpe(v) = d(py)o(1) = 0;

esto es, dp.(V.) = 0 para cada e € P. Si ahora § : (—¢,e) — X es una curva tal
que 6(0) = z y 6(0) = w, para w € T'X, un vector arbitrario, vale la igualdad

dpe(d(s6)0)(1)) = w,

ya que psd = §; o sea, dp. es sobreyectiva y luego, por el teorema de la dimen-
sién, necesariamente ker dp, = V, y restringiendo la diferencial dp. al subespacio
horizontal da como resultado un isomorfismo de espacios vectoriales H, = T X,,.

Sea ahora p : L — X un fibrado de linea y p* : LT — X su C*-fibrado
principal asociado. En este caso, la accién del grupo C* en las fibras coincide con
la multiplicacién por escalares. Si H : L — Grassy(T'L) es una conexién en L,
queda inducida una conexiéon Ht en L™ simplemente restringiendo H a L*. Y
reciprocamente,

Proposicién 3.2.14. Sea_ﬁ € D®(L"). Entonces existe una unica distribucion
H € D>*(L) tal que H* = H.

La demostracion de esta ultima proposicion se da después de la proposicion
3.2.22, luego de la introduccién de la 1-forma de conexién en LT asociada a una
distribucion.

Hablar entonces de una conexion H en L es equivalente a hablar de su conezion
asociada® H* en L.

Para lo que sigue, necesitaremos algunos resultados sobre grupos de Lie. Las
demostraciones se pueden ver en [War83|, [Ada69] y [Spi79].

Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo uniparamétrico de G' es un homomorfismo
de grupos de Lie # : R — G, donde R es el grupo de Lie de los nimeros reales
con la operacién de adicién, dotado del atlas formado por la carta (R,idg). A cada
subgrupo uniparamétrico 0 le asociamos el vector tangente

de

dbo(1) = =

(O) e TG,
Esta aplicacion define una correspondencia biyectiva entre subgrupos uniparamétri-
cos de G y TG,.
Un campo de vectores £ : G — TG se dice invariante a izquierda si para cada
ge@G,
dLy§ = ELyg,

4Esta correspondencia vale también para fibrados vectoriales arbitrarios £ — X. A partir
de una conexién (distribucién) en F, se define una conexién asociada en FE, univocamente
determinada. Muchos autores definen una conexién en F como una distribucién en FE.
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es decir, para cada h € G,
(dLg)n€(h) = &(gh).

El dlgebra de Lie del grupo GG, notada g, es el conjunto de campos invariantes
a izquierda, con la multiplicacién dada por el corchete de Lie. Andlogamente, se
pueden definir los campos de vectores invariantes a derecha y el algebra de Lie
como el conjunto de campos invariantes a derecha, considerando R, en lugar de

L,.
La aplicacién g — T'G; dada por £ +— &(1) es un isomorfismo de espacios
vectoriales; luego, podemos identificar a g con T'Gj.

Sea ahora v € TGy y 0, : R — G su correspondiente subgrupo uniparamétrico.

Se define entonces la ezponencial exp : TGy — G por
exp(tv) = 0,(t).
Entre otras cosas, esta aplicacion cumple que
1. dexpy : T'go = g = TG1 — TGy es la identidad.

2. El subgrupo uniparamétrico de difeomorﬁsmos_gt : G — G asociado con el
campo invariante a izquierda & viene dado por &,(g) = Lexp(e(g))-

Recordemos que, si £ : X — T'X es un campo de vectores completo sobre una
variedad suave X, el grupo uniparamétrico de difeomorfismos que genera & es su
flujo maximal £ : Rx X — X, donde cada &, = £(t,-) : X — X es un difeomorfismo
y, para cada © € X, £, = E(,x) : R — X es una curva integral de £ tal que
£,(0) = 2. Y reciprocamente, si € : R x X — X es un flujo, el campo ¢ : X — T'X
que lo genera viene dado por

E(e) = (,)o(1) = S

(0).

Estas identificaciones definen una correspondencia biunivoca entre grupos uni-
paramétricos de difeomorfismos y campos completos.

Supongamos ahora que el grupo de Lie G' actia sobre una variedad suave X
a derecha. Para cada vector tangente v € g se tiene el subgrupo uniparamétrico
0, : R — G, 0,(t) = exp(tv). Para cada x € X, este homomorfismo induce una
curva 6, : R — X dada por

0.(t) = x.exp(tv) = z.0,(t).

Dado g € G, notamos con R, : X — X a la aplicacién R,(z) = z.g. Asi, 0,(t) =
Rexp(tv) (:E) .
La representacion adjunta de G es el homomorfismo Ad : G — Aut(g) definido
por
Ad(g) = (L, R, "), = (AR, Ly):.

Sea ahora o : g — I'(T'X) la aplicacién




Proposicién 3.2.15. Supongamos que G actia a derecha en X. Entonces
1. La aplicacion o : g — ['(TX) es lineal,
2. o([v,w]) = [o(v), o (w)],

3. Si la accion de G en X es libre y v # 0 en g, entonces el campo o(v) no
tiene ceros.

Dado v € g, el campo de vectores o(v) se llama el campo fundamental en v.
Si G = C*, entonces TGy = g = C y los subgrupos uniparamétricos de C* son
f,:R— C*,
0.(t) = e,

para cada z € C. La aplicacion exponencial exp : C — C* es lo que se espera, o

sea

exp(tz) = e”*.

Como en este caso R, = L,, Ad(a) = id¢ para cada a € C*.
Consideremos ahora el fibrado principal Lt sobre X, asociado al fibrado de linea
L. En este caso, G = C* actua sobre LT via multiplicacion, la accién preserva las

fibras y g = C.

Lema 3.2.16. Dada o : C — I'(T'P) como antes, entonces
1. la aplicacion z — o(z)(e) es inyectiva para cada e € LT y
2. {o(z)(e) | ze C} =V,.

Demostracion. Sea e € L. Como la accién de C* en LT es libre, necesariamente
la aplicacién z — o(z)(e) es inyectiva. Para 2. debemos verificar que su imagen
es el subespacio vertical V.. Sea € X tal que e € P, = p~!(z). Como la accién
preserva las fibras, podemos escribir R, : P, — P, y luego (dRy)e : Vo — Ve.
Q.E.D.

Esté definido entonces un isomorfismo candénico C — V, para cada e € L™,
dado por
2z o(z)(e).

Proposicién 3.2.17. Para cada z € C y a € C* vale la igualdad
dR,(0(2)) = o(Ad(a™")(2))Ra = 0(2)Ra,
es decir, (dRy)e(0(z)(e)) = o(z)(e.a).
Demostracion. Sean z € C, a € C* y e € L. Entonces
dR,(0(2)(e)) = dR4(db.)o

= d(Rag)o

= (dge.a)[)

=o(z)(e.a)

= 0(2)(Ra(e)),
ya que R0, = 0..,. Q.E.D.
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Ejemplo 3.2.18. Consideremos el fibrado trivial X x C*. En este caso, la accion
de C* sobre X x C* viene dada por (z,a).b = (z,ab), y el algebra de Lie de C* es
C.

Para cada z € C, la aplicacién 0, : R — C* dada por 0.(t) = €'* es el subgrupo
uniparamétrico que define la curva 6, ) : R — X x C* dada por

9(17(1) (t) = (Zlf, a92<t)) = (l‘, aetz).
Luego, en este caso, la aplicacién o : C — I'(T(X x C*)) viene dada por la férmula

d0 2.0

i (0).

o(2)(z,a) =

Sim: X xC" - X ym: X xC" — C* son las proyecciones, entonces podemos
escribir

g(x,a) (t) - (ng(x,a)a 71-25(:13@))
= (cte,(t), La0,(t)),

para cte, : R — X la aplicacién constante en x. Luego,
o(2)(x,a) = (0,aze™).

Sea H : L™ — Grass(T'L") una conexién en LT. Por medio de esta distribucién
vamos a definir una 1-forma sobre L™ a valores complejos, que también caracteri-
zard a la conexién. Esto es, vamos a definir una aplicacién w : L™ — Hom(T'L*, C),
donde Hom(T'L*,C) es el fibrado vectorial con base L™ cuya fibra sobre e es
Homg (T L}, C), de la siguiente manera: Si e € L™, entonces TL} = H, ® V.. Si v
es un vector tangente a L™ en e, escribimos como antes

v=10"+ b,

donde v" es la componente vertical de v y v" la horizontal. Se define la aplicacién
lineal w(e) : TLT — C por

w(e)(v) =

0 si H,,
{ S1 vV € (3‘7)

z sivel,

donde z es el tinico nimero complejo tal que o(z)(e) = v = v". Es decir, para cada
ee€ LT, H, =ker w(e).

Se obtuvo entonces una 1-forma diferenciable en L™ a valores en el dlgebra de
Lie C de C*. Usaremos la notacién w, en lugar de w(e).

Proposicion 3.2.19. La forma w cumple lo siguiente
1. w(o(2))(e) = z para todo e € LT,

2. Wea((dRy)e(€(e))) = Ad(a™)(we(é(e)) = we(é(e)) para cada a € C* y & €
T(TL").
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Demostracion. Para 1. consideramos a w como una aplicacién suave w : I'(TLT) —
C°°(L*,C). En ese caso, w(o(z))(e) = we(o(2)(e)) = z por definicién de w.

Para probar el punto 2. consideremos un campo & : LT — TLT. Podemos
entonces descomponer a & como & = £¥+¢" donde £¥(e) es la componente vertical
de £(e) y €%(e) la horizontal. Sea a € C*. Entonces (dR,).(£(e)) es un vector
vertical y (dRy,).(£"(e)) uno horizontal. Luego,

We.a((dRa)e(£(€))) = Wea((dRa)e(£Y(€))). (3.8)

Como &£V(e) es un vector vertical, existe un unico z € C tal que

£'(e) = a(z)(e),

y, por la proposicién 3.2.17, podemos escribir

(dRa)(£7(¢)) = (dRa)e(0(2)(e)) = 0 (2)(e.a).

Reemplazando esta tltima ecuacién en la ecuacién (3.8) se obtiene

We.a((dRa)e(§(€))) = wea(o(z)(e.a)) = z,

donde la ultima igualdad es vélida por definicién de w. Por otro lado, w.(£(e)) =
we(€V(e)) = we(o(z)(e)) = z, nuevamente por definicién de w. Q.E.D.

Definicién 3.2.20. La forma w definida antes se llama la forma de la conexion
H.

Si partimos entonces de una conexion V en un fibrado de linea L — X, queda
inducida una conexién en su fibrado principal asociado LT, y reciprocamente, en
forma univoca. Mas atn, la forma w contiene toda la informacién sobre V, y
podemos recuperar completamente la conexion a partir de esta 1-forma, que, a
diferencia de las formas w, asociadas a secciones locales definidas en la seccién
3.2, es una l-forma global y no depende de las secciones consideradas. Incluso es
posible también calcular las formas locales w; de la conexién a partir de w (ver la
proposicién siguiente).

Es por esto que, dada una 1-forma w en un G-fibrado principal, se dice que w
es una forma de conexion si verifica los items 1 y 2 de la proposicion anterior. Més
aun, en la mayoria de los casos se define una conexién en un G-fibrado principal
como una 1-forma diferencial que verifica 3.2.19.

Un fibrado de linea L con conexién V se notard entonces (L, V) 6 (L,w).

Consideremos ahora la 1-forma compleja 7 := ‘i—“, donde a es la coordenada en
C*. Esta es, salvo constantes, la tinica forma en C* invariante por multiplicacion;
es decir, para cada a € C*, R*(7) = 7. Dado ahora un difeomorfismo f, : C* — L}
C*-equivariante, el pullback f; es un isomorfismo y luego, para cada x € X existe
una unica 1-forma compleja w, sobre L} tal que

filws) = .

Se puede verificar entonces, para este caso particular en que la representacién
adjunta es trivial, que el item 1 de la proposicion 3.2.19 es equivalente a que, para
cada € X, la restriccién de la forma de conexién w a la fibra L es la forma
w, y que el item 2 dice precisamente que la forma w es C*-invariante; ver el lema
3.2.28.
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Lema 3.2.21. Sea w una forma de conexién en L, s : X — L' una aplicacién
suave y o5 : X x C* — LT dada por o4(x,a) = s(x)a. Entonces

oi(w) = s"(w) + o%a‘

Mds atn, sir: X — LT es otra aplicacion suave tal que ps = pr, entonces

donde g == : X — C*.
S
Demostracion. Del parrafo anterior al lema es claro que

da

02(w)|{x}xc* = ;

Ahora bien, ¢ es una aplicacién C*-equivariante® y luego, al ser w una forma C*-
invariante, o%(w) también lo es.® Veamos entonces que o (w) queda determinada
por su valor en X x {1}.

Sean v € TX,, w € TC! y consideremos el difeomorfismo R, : X x C* —
X x C*, Ry(z,a) = (z,ab). Sean ahora v,w € T'X, & TC} los tinicos vectores tales
que (dRy)(2,1)(V) = vy (dRy)(z,1)(w) = w. Ahora bien, para el vector v tenemos

que
7 (W) (.a) (V) = 05 (W) @,0) (ARa) 1) (V)
= Ws(z a(d(os ) (ﬂ))
= (05 Ra)" (W)(@.1) (V)
= 03(W)@ (),
donde la ultima igualdad es vélida por ser o}(w) invariante por C*. Y lo mismo
para 0 (w)(g,q)(w). Luego

03 (W) (@) (v + W) = 05 (W) (2,1 (V+ W),

y la afirmacion queda demostrada.
Por otro lado,

75 (W)lxxy = 8" (w)

por definicién de o . Entonces, gracias a lo anterior y al isomorfismo entre T'(X X
C*)y TX @ TC*, llegamos a la identidad buscada

Consideremos ahora la aplicacién p : X x C* — X x C* dada por

ple,a) = (z,9(z)a).

5La accién de C* sobre C* x X es la trivial.
5Ver el lema 3.2.28
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Entonces, por ser w una forma C*-invariante podemos escribir

p*(o(w)) = oi(w) + o (3.9)
Pero por otro lado, p*of = (04p)* = 0. Igualando entonces esta expresién con la
ecuacién (3.9), queda probado el lema. Q.E.D.

Las formas w(s) = ws y w estan relacionadas de la siguiente manera:

Proposicion 3.2.22. Sea s : U — L una seccion nunca nula. Entonces
s*(w) = ws. (3.10)

Reciprocamente, si w es una forma de conexion en L, entonces la (inica) conezion
V en L que genera w satisface la ecuacion (3.10) para toda seccion nunca nula
s:U — L y cada abierto U en donde L es trivial.

Demostracion. Sea U un abierto trivializante para el fibrado Ly s : U — L|y una
seccién nunca nula. Consideremos la aplicacién o, : C* x U — LT|y, que resulta
un difeomorfismo, definida como en el lema anterior.

Si w es una forma de conexién en Lty ¢’ : U — L|y es otra seccién nunca
nula, entonces, por el lema anterior vale la identidad

s*(w) = s*(w) + @
g

Sea w una conexién en LT, 8 = {U; | i € I} un cubrimiento de X tal que
para cada i € I, L|y, es trivializable y s; : U; — Uj; secciones nunca nulas. Gra-
cias nuevamente al lema anterior, en las intersecciones U;; podemos escribir las
identidades
5w) = sj(w) + 2

Gij

para g;; = j—] : U;j — C*. Por la proposicién 3.2.5, existe entonces una unica
conexién V tal que w; = sf(w) para cada i € I. Q.E.D.

Demostracion de 3.2.14. Sea w la forma asociada a la distribucién H. Consider-
emos un cubrimiento abierto 4 = {U; | i € I} de X tal que parai € I, estd definida
una seccion s; : U; — L|y, nunca nula y sean p: L — X y pt =plp+ : LT — X
las proyecciones. Podemos entonces definir, gracias a la proposiciéon anterior y al
lema 3.2.21, las formas locales w; de una conexiéon V en L dadas por

Luego, esta conexion induce una distribucion H en L, definida por
H(e) = H, = ds.(TX,),

para e € L, y s : U — L|y seccién con z € U tal que V¢(s)(z) = 0 para todo
campo local € € I'(U, TX).
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Sea ahora ey € L, un vector no nulo y V¢(s)(z) = 0 para cada campo de
vectores £, donde s : U — L|y es una seccién tal que s(z) = ep; podemos suponer
que s es en realidad nunca nula, es decir una seccién local de L*. Luego,

H,, =ds,(TX,) = dsx(dpjo(ﬁeo)),

ya que dpjo restringida al subespacio horizontal H,, es un isomorfismo con T'X,.
Pero, por otro lado, dp,, restringida a H,, es también un isomorfismo del subespacio
H,, con el espacio tangente T'X, y entonces

dpeo(Hey) = dp—et) (Heo ),

de donde se deduce que necesariamente H,, = H., ya que p y p* coinciden alrede-
dor de eg. Q.E.D.

Ejemplo 3.2.23. Demostremos que la forma de conexiéon para V + « es w + o,
donde w es la forma de la conexién V y a* es el pullback de « por la proyeccion
pt LT — X.

Por un lado, si s es una seccién nunca nula sobre un abierto U de X, entonces
s*(w + a*) = ws + a. Verifiquemos a continuacién que la forma w + o* verifica los
items 1 y 2 de la proposicién 3.2.19.

Para el primero, tenemos (w + a*)(0(z))(e) = w(o(z))(e) + a*(o(2))(e) = z +
a*(o(z))(e). Ahora bien, si e € L,, a*(0(z))(e) = ax(dpf(c(z)(e))) = 0 por ser
o(z)(e) un vector vertical.

Para el segundo item, hacemos también un calculo directo; sea & un campo de
vectores en LT. Entonces

(W + a)eal(dRa)e(§(€))) = wel&(e)) + ag o((dRa)e(£(€)))
= we(&(e)) + au(dpl,(dRa)e(&(e)))
we(§(€)) + aa(d(p™ Ra)e(£(€)))
= we(&(e) + aa(dp/ (£(e)))
= we(£(e)) + ag(é(e))
= (w+a’)e(&(e)).

Ejemplo 3.2.24. Si (L,w) y (L/,w') son fibrados con conexiones, la conexién
inducida w” en el fibrado L ® L', viene dada por la expresiéon

V=wRl+1dJ.

3.2.3. Secciones Planas.

Lema 3.2.25. Sea L — X wun fibrado de linea complejo con conexion V, U un
subconjunto abierto de X donde L es trivial y s : X — L|y una seccién nunca
nula, es decir, una seccion sobre U del fibrado Lt. Son equivalentes:

1. wy=0.

2. 8i 8" = A\s es otra seccion definida sobre U, entonces Ve(s') =< dX, € > s.
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3. Ve(s) =0 para cualquier £ € T'(U,TX).

Demostracion. Si ws = 0, entonces, para s = As vale la igualdad V¢(s') =
Ve(As) =< dX, € > s+ AV¢(s), y entonces

/
Vels) gy g > aYeld)
S S
=<d\ &>+ <wg & >
—<d)\E >

Ahora, como AV¢(s) = V¢(s')— < dX\, § > s, entonces V¢(s) = 0 para cualquier
campo de vectores £. Y, en este caso, como < wg, & >= vi(s) = 0 para todo
campo &, entonces necesariamente w, = 0. Notar que, si s’ es nunca nula, su forma

asociada resulta ser %. Q.E.D.

Definicién 3.2.26. Una seccién local nunca nula s : U — Ly se dice una seccidn
plana u horizontal si 'y solo si ws; = 0. Equivalentemente, si ds,(T'X,) = H, para
cada z € X y cada e € L, (ver la definicién 3.2.10).

Traduciendo esta definicién al C*-fibrado principal L™, se dice que una seccién
s:U — L* es plana u horizontal si y solo si s* : Q&(LT) — Q&(U) cumple que

s"(w) = 0.

Tanto esta definicién como la anterior, via la igualdad ds,(TX,) = H., se pueden
usar como definicién de seccién plana en un fibrado principal arbitrario.

La existencia de secciones planas depende de la existencia de soluciones de la
ecuacion diferencial

Vg(S) =0

para cualquier campo de vectores £, lo que en general puede no ocurrir. Cuanto
dista una conexién de ser plana viene dado por la curvatura de la conexién, que
se estudia en la seccion 3.5.1.

Ejemplo 3.2.27. En el fibrado trivial X x C*, consideremos la 1-forma compleja
w dada por
we =dL; ",

para a € C*. Luego, si m : X x C* — C* es la proyeccién canédnica, m5(w)
define una 1-forma compleja en X x C* que, es facil de verificar, es una conexién
en X x C*. Si ahora s : X — X x C* es la seccién s(x) = (z,1), entonces
os =1d : X x C* — X x C*. Luego, por el lema 3.2.21,

. da
Ty (w) = —,

W) =2

ya que mys(x) = 1 para cada x € X y entonces (ver la demostracion del mismo

lema) w = 2. A la forma 73(w) se la llama conezidn trivial 6 conexién plana en

el fibrado X x C*. Andlogamente, la conexion trivial en el fibrado trivial X x C

es la conexién definida por la forma wy = 0.
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Si ahora r : X — X x C* es una seccién cualquiera, podemos escribirla como
r(z) = (z,g(x)), para cierta aplicacién suave g : X — C*. Luego, nuevamente por
el lema 3.2.21 (o por un célculo directo)

d
r(m) =
3.2.4. La Categoria de Fibrados de Linea con Conexiones.

El siguiente lema permite definir la categoria de fibrados con conexiones.

Lema 3.2.28. Sea f : LT — L3 un homomorfismo de C-fibrados principales y w
una conexion en Ly . Entonces f*(w) es una conexion en L7 .

Demostracion. Para ¢ = 1,2, consideremos los campos fundamentales
o;: C—T(TL})

que venian dados por o;(z)(e) = (d@fj))o, donde e € L y 53)

aplicacion

R — L} esla

9" (t) = e.exp(tz).

€

Sea e; € LT tal que f(e;) = e3. Entonces

[ (W)er (01(2)(€1)) = we, (dfe, (01(2)(e1)))-
Ahora bien, df., (01(2)(e1)) = df., (d0))y = d(f8))o v f0.. es el campo funda-

mental gz). Luego
[ (W)e, (o1(2)(e1)) = 2.

Para el segundo item,

FH(@)er.a((dRa)e, (§(€1))) = wWes.a(d(f Ra)e, (€(€1)))
(d(Raf)e (£()))
((dRq)e, (dfe, (§(e1))))
= we, (dfe, (§(€1)))
= ["(W)ei (E(e1)).

= Wey.a

= Wey.a

Q.E.D.

Notar que en la demostracion anterior, solo se usé que la aplicacion f es C*-
equivariante.

Podemos ahora definir la nociéon de homomorfismo de fibrados de linea con
conexiones.

Definicién 3.2.29. Un homomorfismo de fibrados de linea con conexiones f :
(L,w) — (L',w') es un homomorfismo de fibrados de linea f : L — L’ tal que

W) =w.

Se dice que f : (L,w) — (L, /) es un isomorfismo si loes f : L — L'. Esta
situacion se notard ( w) = (LW).

>~
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Queda definida entonces la categoria Zaz.c(X,w) de fibrados de linea comple-
jos sobre X dotados de una conexién. Al igual que para la categoria Zaz.c(X),
queremos estudiar ahora las clases de isomorfismo de los objetos de esta categoria.

Lema 3.2.30. Sea L un fibrado de linea con conexion V y LV el fibrado dual a
L. Entonces existe una unica conexion V¥ en LV tal que V + VV es la conexion
trivial en el fibrado L @ LY.

Demostracion. Dado un cubrimiento 44 = {U; | i € I} de X, consideremos, para
cada i € I, una seccién nunca nula s; : U; — L|y,. Sean w; las formas de la
conexién V asociadas a las secciones s;. La conexién buscada en LV viene dada

por las formas

Vo

asociadas a las secciones nunca nulas s : U; — LY|y, definidas por

s} (@)(si(x)) = L.
Q.E.D.

Podemos entonces, en el conjunto de clases de isomorfismo de fibrados de linea
con conexién, definir la operacién

(L, )II(L, )] = [(L® L, w")],

que le da a este conjunto una estructura de grupo abeliano: el neutro es la clase
del fibrado trivial ! y la conexién trivial y, por el lema anterior, el inverso de un
elemento [(L, V)] es la clase [(LY, VV)]. Este grupo abeliano se notara Pic™ (X, w).

Sea f : L — L un automorfismo del fibrado p: L — X y sea e € L, un vector
no nulo. Luego, f, = f|z, es un automorfismo del espacio vectorial complejo L,
con lo cual debe existir un elemento A\, € C* tal que f.(e) = Age. Si ahora €’ es
otro vector en la fibra L,, entonces ¢/ = e para cierto escalar A € C y asi

fo(€) = f2(Ae) = Ao(Ae) = A€

Considerar la aplicacién A : X — C* dada por A(z) = A,. Podemos entonces
escribir el automorfismo f como

Reciprocamente, si A : X — C* es una funcion suave, entonces la aplicacién
e — Ap(e))e (3.11)

define un automorfismo del fibrado L. Es decir, todo isomorfismo f : L — L es de
la forma f = (Ap)idy para cierta funcién diferenciable A : X — C. Llamaremos
f» al isomorfismo (3.11). Llamaremos también fy al automorfismo del fibrado L*
inducido por fy.
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Lema 3.2.31. Sea (L,w) un fibrado de linea sobre X con conexion y A : X — C*
una funcion diferenciable. Entonces

d(Ap*)

) =w+ SF

Mas ain, siw' es otra forma de conezion definida en L, entonces (L,w) es isomorfo

a (L,w') siy solo si

d(Ap™)
Apt

W =w+ (3.12)

para cierta aplicacion suave \ : X — C*.

Demostracion. Sea U un abierto de X y s : U — L|y una seccién nunca nula.
Consideremos la trivializacién o, : U x C* — L*|y, o4(z,a) = s(z).a. Entonces la
composicién fyo coincide con la trivializacién oy, donde ¢ : U — L]y es la seccién
nunca nula dada por ¢(x) = A(z)s(x). Entonces, por el lema 3.2.21

(fros)"(w) = 0} (w) = wy + —

Por otro lado, las formas locales ws y w; estan relacionadas por la formula

dA
Wt = Wy + )\—UU’
donde Ay = £ = X|y. Ahora bien,

o (fi(w) —w) = op(w) — o5 (w)
=Wt — Ws
_d\y
— V’

nuevamente por 3.2.21. Pero por otro lado, llamando AJ; a la composicién Ayp™,

_rdAb . 1
(o ()\—g) =0y (d)\$ A E)

= i) A ()

1
g+
d(A\jos) N ()% as)
AN
_d\y
T

Luego, al ser o, un difeomorfismo, el pullback o resulta un isomorfismo y entonces

dA\yp*
)\UPJr7

Filw) —w =
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y la primer afirmacién queda demostrada.

Para la segunda afirmacién, si (L,w) es isomorfo a (L, w’), existe una aplicacién
suave A : X — C* y un isomorfismo f\ : L — L tal que f{(w) = w'; pero por lo
anterior, fi(w) =w + d/\’\;:.

La reciproca es trivial, considerando también la primer afirmacion. Q.E.D.

Corolario 3.2.32. Sea f : L — L un isomorfismo. Si w es una forma de conexion
definida en L, entonces f : (L,w) — (L,w) es un isomorfismo si y solo si existe
un numero complejo no nulo zy tal que

f(e) = ze.

Demostracion. Suponiendo que f es un isomorfismo, existe una aplicacién suave
A: X — C* tal que f = (Ap)idy = f\. Ahora bien, por el lema anterior,

y luego d(log(Ap™)) = 0, de donde se deduce que A\p™ es constante y luego A
también.

La afirmacién reciproca es trivial. Q.E.D.

Existe entonces un homomorfismo de grupos = : Pic™(X,w) — Pic™(X),
[(L,w)] — [L] que, por lo expuesto anteriormente, no es inyectivo. Consideran-
do el isomorfismo

Pic™(X,w)/ker m = Pic™(X),

la sucesion siguiente

0 — ker 7 —— Pic® (X, w) — Pic®(X) —0

Nlcl

H*(X,2(1))

es exacta. Ahora bien, ker 7 es el conjunto de clases de isomorfismo de conexiones
en el fibrado trivial, siendo dos conexiones w y w’ isomorfas si y solo si existe un
isomorfismo f : e! — ¢! tal que f*(w') = w. En ese caso, las formas w y w’ estén
relacionadas por la identidad (3.12). Luego, ker 7 se puede ver también como el

grupo de formas de conexion complejas modulo el subgrupo de formas del tipo
d(Ar)

At
siguiente

con A\: X — C*y 7 : X x C* — X la proyeccién. Queda probado asf el

Corolario 3.2.33. El grupo Pic™(X,w) es una extension del grupo H?*(X,Z(1))

por el grupo de formas complejas de conexion mddulo las que son de la forma
d(Or)

.
A
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3.3. Complejos de Haces e Hipercohomologia.

Como fué senalado anteriormente, las cohomologias con coeficientes en un haz
son insuficientes para interpretar la informacion extra dada por una (forma de)
conexion en un fibrado de linea complejo. Para traducir esta estructura adicional,
se necesitan complejos de haces, en lugar de haces, como coeficientes. Esto da
lugar a los grupos de hipercohomologia. En particular, y de acuerdo al caso que
consideramos, sera 1util la hipercohomologia con coeficientes en un complejo de
haces llamado el complejo de Deligne, que fué introducida por él en su tesis doctoral
[Del71].

La mayor parte de las demostraciones seran omitidas, refiriéndonos para éstas
al articulo anterior y a [Bry92]. Otro articulo interesante a consultar es [Gajo7].

Un complejo de haces de grupos abelianos sobre el espacio X es una sucesion
de haces y transformaciones naturales

R N

Y

indexada por los ntimeros enteros, y tal que 6> = "9"~! = 0 para cada n. No-
taremos un complejo como el anterior por (F*,6%), (F*,0) 6 solo por F* si no
es necesario especificar los morfismos. Si existe algiin n € Z tal que F* = 0 para
k < n, el complejo se dice acotado inferiormente. Si F¥ = 0 para k > n, el complejo
se dice acotado superiormente.

Si F' es un haz, no distinguiremos en la notacién del haz en si mismo y el
complejo que tiene a F' en grado 0 y al haz trivial en cualquier otro grado.

Un morfismo de complejos de haces (F*,0°) — (G*,n®) es una familia de
morfismos de haces (F" — G"),ez tal que el diagrama

Fn i> Fn+1

L,

Gn 477> Gn+1

conmuta para cada n € Z.
Una sucesion de complejos de haces y morfismos

L] L] L]
T Fn—l Fn Fn+1 -
se dice exacta si para cada k, la sucesion de haces y transformaciones naturales
k k k
.—>Fn—1 Fn Fn—i—l_)”'
es exacta.

Ejemplo 3.3.1. Si X es una variedad diferenciable, para cada n > 0, sea 2% :
Open(X) — .97 el haz de n-formas diferenciales, que a cada abierto U de X, le
asigna el grupo Q% (U) = Q*(U) de n-formas diferenciales sobre U. Entonces, la
sucesion
Loapt L gn 4t

resulta un complejo de haces, donde, para cada U, el homomorfismo de grupos dy
es el operador de diferenciaciéon exterior. Este complejo, que se nota 2%, se llama
el complejo de de Rham. Este complejo estd acotado inferiormente.
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Un complejo doble de grupos abelianos es una familia de grupos abelianos y
homomorfismos G = (G™*, fk g™k), 17, que se nota abreviadamente (G**, f, g)
6 G**, con fF . GMF — GntLE gk Gk GRAHLy tal que, para cadan y k
en Z

1. (G™*, g™*) v (G*F, f**) son complejos de grupos abelianos y
2. frr G — Gntbe y g%k L GOF — G**+1 son morfismos de complejos.

Equivalentemente, para cada par de enteros n y k, frHFrfb = 2 = (0 = ¢ =
g™F g™ v el diagrama

g1 4 k
Gn, + *>Gn+1, +1

gn,kT Tg'nn‘fl,k
fn,k

Gn,k - 5 GnJrl,k

conmuta.

Sea F = (F*,60°) un complejo de haces de grupos abelianos sobre X y i un
cubrimiento de este tltimo. Para cada entero k, de acuerdo a la seccion 1.1.3, pode-
mos definir el complejo de grupos abelianos (acotado inferiormente) C®(4; F*), que
llamamos complejo de cocadenas de X a valores en el haz F*. Estos complejos,
junto al complejo de haces F, dan origen a un complejo doble de grupos abelianos,
que pasamos a describir.

Llamemos § = §™* al homomorfismo C™(i; F*) — C™*(4; F*). Para cada
natural n y entero k, se define la aplicacién © = @™* : C"(U; F*) — C™(4; F*1)
por la férmula

(OW))ig.oin =0 i (Wig.i)s

20..-In

donde, 6% = 9{“]0n Por simplicidad, llamaremos Cﬁ’k al grupo C™(4; F*).

Como ©? = 0 y ©4 = §0, se obtiene asi un complejo doble de grupos abelianos
(Cg*,96,0), que notaremos Cy y llamaremos el complejo de cocadenas de Cech del
cubrimiento 4 a valores en el complejo de haces F.

La cohomologia de un complejo doble se definird como la cohomologia de un
complejo simple asociado.

Definicién 3.3.2. Sea § = (G**, f,g) un complejo doble de grupos abelianos. El
complejo total de G, notado Tot(G), es el complejo de grupos abelianos definido
por

Tot(9)" = € G,

k+r=n

con D = D" : Tot(§)" — Tot(G)"*! que en la coordenada correspondiente a G
viene dado por

f+(=1)fg.
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El factor (—1)* se necesita para que D sea efectivamente un morfismo de com-
plejos, como se puede ver en el siguiente esquema

.
1.

Ejemplo 3.3.3. Consideremos un complejos de haces F de tres términos

9O o1
— 2,

FO— F*
donde F° est4 en grado 0. Podemos entonces formar el diagrama conmutativo

50’0 (51’0

0,0 1,0 2,0
Cil Cil CLI
\Le0,0 91,0 i@Q,O

0,1 ¢%! 1,1 6% 21
Cy Cy Cy

\Le(},l i@l,l i@Q,l

02 62 12 &2 292
Cy Cy Cy

Las diagonales del diagrama son las que forman el complejo total Tot(Cy), es decir

Tot(Cy)’ = C°
Tot(Cy)' = Cy' @ C)°
Tot(Cy)? = Cy* @ Cy' @ C2°,

y los homomorfismos D vienen dados por

DO —_ (@0,0 50,0)
Dl — (@O,l 50,1 o @1,0 51,0)

Definicién 3.3.4. En la situacion de la definicién anterior, la cohomologia del
complejo doble G se define por

H*(9) = H*(Tot(9)).

Para el caso del complejo doble Cy, llamamos a H*(Tot(Cy)) la hipercohomologia
de Cech del cubrimiento & con coeficientes en el complejo de haces F = F* y la
notamos H*(4; F). Definimos entonces la hipercohomologia de Cech H*(X;JF) de
X con coeficientes en el complejo de haces F como

H"(X;F) = coﬁm H" (W, F).
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Al igual que para la cohomologia usual, dado un morfismo de complejos de
haces ¥ — G se obtiene el correspondiente homomorfismo en la cohomologia

H*(X;F) — H*(X;9).

Si0 —-3F — F — F” — 0 es una sucesion exacta de complejos de haces y
morfismos, tenemos también una sucesion exacta larga de hipercohomologia

0— H'(X;7) — H'(X;9) - HY(X;F") — H'(X;F) — ---

Sea ahora A un subanillo de R. Generalizando la definicién de Z(1), se define,
para r € Z, el subanillo A(r) por

A(r) = (2mi)"A C C.

Para U C X, sea Qg(U) el grupo de n-formas diferenciales sobre U a valores en

C. Se tiene entonces, analogamente al ejemplo 3.3.1, un complejo de haces Q% ,
donde Q% (U) = Q¢(U).

Definicién 3.3.5. El complejo suave de Deligne A(r)y es el complejo de haces
sobre X
Alr) = Qe == Qe — - — D,

donde el haz A(r) estd en grado 0 e ¢ es la inclusion en las funciones suaves.
Los grupos de hipercohomologia H"(X; A(r)y) (n > 0) se llaman los grupos de
cohomologia de Deligne de X. Se notan también por Hf(X; A(r)>).

Parar = 0, la cohomologfa de Deligne H*(X; A(0)3) resulta ser la cohomologfa
de Cech H*(X; A).

Definicién 3.3.6. Un morfismo de complejos de haces F — G se llama un cuasi-
isomorfismo si para cada nimero entero n, el homomorfismo inducido H"(X; ) —
H"(X;9) es un isomorfismo de grupos.

Sea k un entero y § = F* un complejo de haces. Notaremos por F[k] = F*~*
al complejo obtenido desplazando el complejo F k lugares a la izquierda si k£ es
positivo 6 |k| lugares a la derecha si k es negativo. En ese caso, para cada n vale
la igualdad

H™(X;J[k]) = H" (X, F).

Las siguientes proposiciones tratan sobre ciertos complejos de haces y cuasi-
isomorfismos que seran de utilidad luego.

Proposicién 3.3.7. El complejo de Deligne Z(1)§ es cuasi-isomorfo al complejo
C%[—1]. Luego, para cada n vale la igualdad

H"(X;Z(1)F) = H* (X CY).
Sea O} el complejo de haces
« dlog 1 d 2 n
Cx — Qxc — Uxc — - = ke

donde el haz C% estd en grado 0.
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Proposicién 3.3.8. Para cada r > 1, el morfismo de complejos de haces

Z(1) —= % ¢ 4 Qx ¢ 4 Q% ¢ e erfé
i iexp lid lid lid
0 Cx i Q}(,C ’ Q%(,(C T er_é

€s un cuasi-isomorfismo.

El complejo de haces de la fila superior de la proposicién anterior es el complejo
Z(r)y @ Z(1 — r), que se obtiene tensorizando, sobre los enteros, cada haz del
complejo Z(r)3 por el grupo abeliano Z(1 — r); para las formas se obtiene que
Q% c®Z(1—7) = Q% ¢ v, teniendo en cuenta el isomorfismo A(r)® A(s) — A(r+s),
para el primer término se verifica que Z(r) ® Z(1 —r) = Z(1).

El complejo de la fila inferior es OF_;[—1]. Luego, para cada n existe un iso-
morfismo

H Y X;0! )2 HY(X;Z(r)3 @ Z(1 —1)).

Ahora bien, se puede generalizar a complejos de haces el teorema de coeficientes
universal para cohomologias con coeficientes en haces, que se puede ver en [Bre97];
este teorema asegura una descomposicion

H"(X;F®@ M) = (H"(X;F) @ M) @ Tor(H" 1 (X; F), M),

donde M es un médulo sobre un anillo de ideales principales finitamente generado.
En nuestro caso, el anillo en cuestién es Z y M = Z(1 — r), de donde se obtiene
un isomorfismo

H"(X;Z(r)3 @ Z(1 — 7)) =2 HY(X; Z(r)) @ Z(1 — r).

El siguiente teorema, cuya demostracion se puede ver en [Bry92], relaciona la
cohomologia de Deligne con la de de Rham.
El morfismo de complejos 7 : R(r)3 — R(r),

R(r) —— Q% ¢ d Qxc e QTX_((ll
A |
R(r) 0 0 e 0

induce un homomorfismo en la cohomologia
H'(X:R(r)5) — H'(X;R(1r)),
que llamamos 7,.

Teorema 3.3.9. Sea [a] € H"(X;R(r)$). Entonces, la clase de cohomologia
Tela] € H"(X;R(r)) se corresponde con la clase de cohomologia de (—1)"da via el
isomorfismo entre las cohomologias de Cech y de Rham.
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3.4. Caracterizacion Cohomolégica de los Fibra-
dos de Linea con Conexiones.

En la seccion anterior pudimos apreciar como una teoria de cohomologia usual
como la de Cech falla a la hora de dar una clasificacién cohomolégica de la clases
de isomorfismo de fibrados con conexiones. Esto se debe principalmente a que
la cohomologfa de Cech no tiene forma de procesar la informacién extra que se
obtiene al considerar una fibrado junto con su forma de conexiéon. Esto sugiere
entonces considerar otro tipo de coeficientes, que incluya la informacién dada por
las formas.

Para el caso del grupo Pic™(X), bastaba solo con el haz C%, ya que los coci-
clos de un fibrado de linea, que lo caracterizan completamente, son precisamente
aplicaciones definidas sobre abiertos de la variedad X a valores en el grupo multi-
plicativo de los complejos. Con las conexiones, la forma de agregar la informacion
dada por las 1-formas es considerar, ademas del haz C¥, el haz QY% .. Esto sugiere
entonces la eleccion de un sistema de coeficientes adecuado, que involucre a los dos
haces en cuestion.

Sea L — X un fibrado de linea con conexiéon V y Y = {U; | i € I} un
cubrimiento por abiertos trivializables de X. Para cadai € I, sea s; : U; — L|y, una
seccion local nunca nula. En las intersecciones U;; estan definidas las aplicaciones

Si

gij = 2+ : Uy — C* que, como se vi6 anteriormente, forman un 1-cociclo de Cech
J

g = (gi;) a valores en el haz C%. Por medio de la conexién, definimos ahora las
1-formas complejas sobre U; dadas por

Por la proposicién 3.2.4, en las intersecciones U;;, vale la identidad

_ dgi
W —wj = i .
]

Llamemos w a la 0-cocadena de Cech (w;) € CO(4; Q%) vy sea Cy el complejo de
cocadenas de Cech del cubrimiento 4 a valores en O,

Lema 3.4.1. El par (—w, g) € Tot(Cy)' es un 1-cociclo.

Demostracion. La demostracion es un calculo directo. En este caso particular, el
diferencial a considerar es D : C°(Ll; QY o) ®C* (U; C% ) — CH (L Qo) C*(U; CX)
dado por

D(w,g) = (0w — Og,dg).
Luego, se debe verificar que D(—w, g) = (0, 1). Ahora bien, (0(—w));; = (—0w);; =
Wi —w; = % =dloggi; vy (09)ijkx = gjkgi_klgij = 1. El lema se desprende entonces

de la identidad ©g = (dlog g;;). Q.E.D.

A continuaciéon se demuestran los teoremas principales de esta seccion, analogos
a los resultados 3.1.1 y 3.1.2.
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Teorema 3.4.2. La clase de hipercohomologia [—w, g € H'(X;0%) es independi-
ente del cubrimiento i considerado y de las secciones s;, 1 € I.

Demostracion. La independencia del cubrimiento se demuestra de la misma forma
en que se demostré para el grupo Pic™(X); ver el teorema 3.1.1.
Sean s, : U; — Lly,, i € I, otra familia de secciones locales nunca nulas de L
y fi : Uy — C* diferenciables tales que s; = f;s;. Llamemos f a la 0-cocadena de
Cech (f;) a valores en el haz C%. Entonces, los cociclos g; asociados a las secciones
s, son
fi

/
9ij = Tgij
J
y las formas de conexién

W = V(si) _ V(fisi)
' S Jisi
_dfi @ s+ fiV(ss)
fisi
V(si) | dfi
- Si - f
= w; + dlog f;.

En grado 0, el diferencial del complejo total Tot(Cy) es D : C°(U; Cx) — C°(U; Qi )@
C(44; C%) y viene dado por
D=(8,5).

Ahora bien, (6f);; = f3/;" v (8f); = dlog fi, y luego D(f) = ((dlog f). (f;1)).

Para ver que las clases de (—w, g) y (—=«’, ¢') coinciden, donde ¢g' = (g;;), veamos

—(w; + dlog f;) + w;), (fz'fj_lg"jg;»

—dlog fi), (fif; "))

O(f),0(f )

=D(f™).

Q.E.D.

Obtenemos entonces un homomorfismo de grupos ¢, : Pic®(X) — H'(X;0%).

Teorema 3.4.3. El grupo Pic™ (X, w) de clases de isomorfismo de fibrados de linea
con conexidn es isomorfo al grupo H'(X; %), via el homomorfismo ¢, .

Demostracién. Supongamos que ¢,[L, V] € H'(X; 0%) es el elemento neutro y sea
(w,9) = ((ws), (gij)) un l-cociclo de Cech de un cubrimiento 4 a valores en O,
asociado a secciones locales s : U; — L|y, nunca nulas, que representa a ¢,[L, V].
Entonces, recurriendo si fuera necesario a los calculos hechos en el teorema anterior,
podemos afirmar que w; = 0y g;; = 1 para cada 4,5 € I. Luego, s; = s; en las
intersecciones Ujj, lo que permite definir una seccién global nunca nula, y luego el
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fibrado L es trivializable. Por otro lado, las formas w; son todas 0, lo que ademas
muestra que la conexion V es la trivial.

Para la sobreyectividad, consideremos un 1-cociclo de Cech (w, g) de un cubrim-
iento U a valores en OF. Por la construccion de un fibrado a partir de sus cociclos,
existe un fibrado de linea L y secciones nunca nulas s; : U; — L|y, tales que
s; = gijs; en U;j. En cada abierto trivializante U; podemos entonces definir la
conexién V¢ cuya forma asociada a la seccién s; es w;. Veamos que las conexiones
V'y ¥ coinciden en U;;, lo que implicarfa que se pegan para obtener una conexién
global en L. Es decir, por la proposicién 3.2.5, solo se necesita verificar que las for-
mas w; verifican la ecuacién (3.1) en las intersecciones U;j. Sea & un campo de
vectores sobre Uj;;; entonces

Vi(si) = Vi(9i85)
=< dgij, & > 55+ gi;Vi(s))
=< dgij7f >35;+ gi; < wj,f > 55
= (< dgij, £ > + <wj, £ > gij)s;
=< wj +dlog gij, & > gij;
=< w; +dlogg;,§ > s,

es decir, @ = w; +dlog g;; en U;j, que era lo que se querfa demostrar. Q.E.D.

7
Podemos dar ahora una caracterizaciéon completa de los fibrados con conex-
lones.

Teorema 3.4.4. FEl grupo Pic™ (X, w) de clases de zlgomorﬁsmo de fibrados de linea
con conexidn es candnicamente isomorfo al grupo H*(X;7Z(2)%) ® Z(—1).

Demostracion. El resultado se desprende del teorema anterior y de la sucesiéon de
isomorfismos

HY(X;07) = B (X, 2(2)F @ Z(-1)) = HX(X; Z(2)5) ® Z(-1),

el primero vélido por la proposicién 3.3.8 y el segundo por el teorema de coeficientes
universal. Q.E.D.

3.5. Curvatura y Cohomologia.

3.5.1. La Curvatura de una Conexion.

La existencia de secciones planas de un fibrado equivale a encontrar alguna
seccién s que verifique la ecuacion diferencial

Ve(s) =0

para cada campo de vectores £. Lo que se hard a continuacion es en cierta forma
medir, dada una conexion, cuan lejos se estd de poder obtener una tal seccién
plana. Esta medicién dara como resultado un invariante importante: la curvatura
de la conexién.
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Lema 3.5.1. Sea L — X un fibrado de linea complejo con conexion V. Entonces
existe una tnica aplicacién C-lineal V : Q} (X) — Q2 (X) que satisface la regla de
Leibniz

A~

Viw®s) =dw®s+wAV(s)

para cada 1-forma compleja w y s : X — L seccion de L. Mds ain, v satisface la
identidad

VAMw®s) =dAA (w®s)+ AV(w® s).
Recordemos que, para cada seccién s de L, V(s) es una 1-forma a valores en L,

osea V(s) € QL(X) y, si w es una 1-forma compleja, entonces estd bien definido
el producto w A V(s) € Q2 (X)

Demostracion. Basta definir @ localmente. Sea w ® s una seccién local nunca nula
en Q} (U). Luego, la férmula

Viw®s)=dw®s—wA V(s)
define el operador buscado. Q.E.D.
Consideremos ahora la composicién
r(r) % ah(x) % 03(X)
y llamémosla K.

Corolario 3.5.2. K es C*(X,C)-lineal.

Demostracion.

K(As) = V(V(s)) = V(dA ® s + AV (s))
() ® s) + V(AV(s))

—dA AV (s) + dA A V(s) + AV (V(s))
= AK(s).

v
v

Q.E.D.

Definicion 3.5.3. La aplicacion K se llama el tensor de curvatura de la conexion
V.

Observacion 5. Reemplazando L por el fibrado real T X, K resulta ser el tensor
de curvatura usual K : T(TX) x I'(TX) x I(TX) - I(TX),

K(&n,x) = Ve(Vy(x) = Va(Vex) = View (X);

notado usualmente K(&,n,x) = R(&,n)x.
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Sea ahora U C X un abierto y x € U. Sean s,s',s"” : U — L|y secciones tales
que §'(x) = §”(z) y s nunca nula. La diferencia s’ — s” es otra seccion local, y luego
existe una aplicacion suave A\ : U — C tal que s’ — s” = As. Pero

0=3s"(z) — s"(z) = ANz)s(x),
y entonces A(z) = 0. Asi,
K(s' = s")(z) = K(As)(z) = Mz) K (s)(),
de donde se deduce que
K(s')(z) = K(s") ().

Es decir, al igual que las conexiones, si s es una seccién que se anula en un abierto,
K(s) también. Las aplicaciones con esta propiedad se conocen como operadores
locales.

Dada ahora una seccién local s : U — L|y nunca nula, podemos escribir

K(s) =V(V(s)) = V(w ® s)
=dv®s—wAV(s)
=dw®s—wA(w®s)
= (dw —w A W) R s.

Pero, en este caso particular para fibrados de linea, el producto w A w es 0, y asi
K(s) =dw®s.

Sean s,s : U — L|y secciones locales nunca nulas y sean w y w’ las formas de
conexion asociadas a s y s’ respectivamente. Existe entonces una aplicacién suave
AU—=C talque s = Asyw =w+ %. Tomando derivada exterior a ambos
lados se obtiene entonces la identidad

dw = duw'.

Es decir, las 1-formas dw no dependen de la trivializacién ni de las secciones con-
sideradas.

Definiciéon 3.5.4. La forma de curvatura de la conexion V es la 2-forma 6 €
Q2(X) definida localmente, en un abierto trivializante U, por la igualdad

0 = dws,
donde s : U — L|y es una seccién nunca nula.

Es claro que si s : U — L|y es una seccién local horizontal y w es su forma de
conexion asociada, necesariamente § = dw = 0. Lo interesante es que también es
suficiente. Ver, por ejemplo [Lee97], [Nom56] y [KN63].

Como las secciones locales del fibrado principal asociado LT — X son secciones
locales nunca nulas del fibrado de linea L — X, y una seccién s : U — LT[y es
horizontal si y solo si s*(w) = ws; = 0 entonces podemos enunciar la
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Definicién 3.5.5. La forma de curvatura” de la conexién inducida en el fibrado
principal LT — X es la 2-forma 6% sobre L™ dada por

Ot = dw.
Si s:U — L]y es una seccién local nunca nula, entonces vale la identidad
s*(07) = s*(dw) = ds* (w) = dws = 0.
Y, al igual que para fibrados de linea, esta 2-forma contiene toda la informacion
acerca de la existencia de secciones locales horizontales en L. Ver [KN63].

Ejemplo 3.5.6. Sean V y V' conexiones en el fibrado de linea . — X, con formas
de curvatura 0 y 0’ respectivamente, y sea a una 1-forma compleja en X. Entonces

1. la forma de curvatura de la conexion V + a es 0 + da y

2. la forma de curvatura de V+ V' es 6 + &',

3.5.2. La Relacion con las Cohomologias de de Rham y
Deligne.

En esta seccién se relaciona la construccion de la curvatura de una conexion
con la primer clase de Chern y con la cohomologia de de Rham.
Llamemos d al morfismo de complejos de haces OF — QX ¢[—1] definido por el

diagrama

dlog 1
*
Cx — Q¢

_—
)0—— Q%(,C'
Queda definido entonces un homomorfismo
do : H'(X;07) — HY(X: Q% c[-1]) = H(X; Q% c) = Q2(X),

que pasamos a describir.

Fijemos un cubrimiento & de X. Las 0-cocadenas del complejo Q% ¢[—1] son
el grupo trivial y luego el homomorfismo d¥ es el nulo. En grado 1, a nivel de
cocadenas se tiene

dy: CO(8Qk o) & CH (U, C) — CO(8 Q% o),
que viene dado por di((w;), (¢i;)) = (dw;). Siguiendo, para las 2-cocadenas tenemos
el homomorfismo

dZ - CH Qx 0) @ C* (4, Cx) — CHL Q% o),
definido por dg((wi;), (gijx)) = (dwi;).

Recordemos también el isomorfismo ¢, : Pic™®(X,w) — H(X;0%) descrito
anteriormente.

"En el siguiente capitulo se dard una definiciéon general de forma de curvatura para fibrados
principales arbitrarios.
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Proposicién 3.5.7. Sea L un fibrado con conexion V y curvatura 6. Entonces

doc,[L, V] = —0 € QL(X).

Demostracion. Sea ¢,[L, V] = [—w, g|, donde w = (w;) y w; son las formas locales
de la conexion V. Entonces do[—w,g] = (—dw;) = —dw es la 2-forma compleja
sobre X cuya restriccién a un abierto U; es —dw;, o sea dec;[L, V] = —0. Q.E.D.

Notar que se tiene bien definido un homomorfismo Pic™(X,w) — H?*(X;C)
que mapea la clase de isomorfismo [L, V] a la clase de cohomologia de la curvatura
de V.

Teorema 3.5.8 (Weil, Kostant). Sea 6 la curvatura del fibrado de linea L con
conezion w. Entonces la clase de cohomologia [0] € H?*(X;C) es la imagen de
—c1(L) via la composicion

H*(X;Z(1)) — H*(X;C) — H*(X;C), (3.13)

donde el sequndo homomorfismo es el isomorfismo entre las cohomologias de Cech
y de Rham.

Demostracion. Sean g = (g;;) y w = (w;) como en el teorema 3.4.3 y sea = (p;5x)
el 2-cociclo de Cech a valores en Z(1) que representa a ¢;(L), es decir

Kijr = log gjr — 10g gir. + log gs;.

Entonces, como muestra un célculo directo, o := (2miw, —2milog g, —2mip), donde
log g = (log g;;), es un 2-cociclo de Cech a valores en el complejo de Deligne R(2)5.
Consideremos entonces el siguiente diagrama

Pic> i Pic™(X)

| '

H*(X;C) H*(X;C) ~—— H*(X;Z(1))
\ T /

H*(

donde la aplicacién 27i es la multiplicacién por esta constante y el homomorfismo
H*(X;R(2)) — H?*(X;C) es el del teorema 3.3.9.

Ahora bien, nuevamente por el teorema 3.3.9, la clase m,[a] se corresponde
con la clase de cohomologia en grado 2 de la curvatura de la conexion V, ya que
0|y, = dw; = (—1)?dw;; es decir, la imagen de 4[] por la composicién

H*(X;R(2)) — H*(X;C) — H*(X;C),

donde el primer homomorfismo es el inducido por la inclusién, es precisamente [6)].

Q.E.D.

Antes de probar el resultado reciproco al anterior, veamos una definicién y
algunas consecuencias de ella.
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Definicién 3.5.9. Una 2-forma cerrada 6 € Q4(X) se dice que es entera si su
clase de cohomologia [0] € H?*(X;C) estd en la imagen de la composicién (3.13).

El siguiente lema caracteriza las 2-formas enteras.

Lema 3.5.10. Una forma 6 € Q4(X) es entera si y solo si existe un buen cubrim-
iento U = {U; | i € I} de X, formas w; € Q&(U;) (i € 1) y aplicaciones suaves
fij : Uij — C (i,j € I) tales que, para cada i,j € I,

1. 0 =dw; en U,
2. Wi — CUJ' = dfzg en Uij Yy
3. fij + fjk; — fir = Qi € Z(l) en Uijk-

Demostracion. Dados el cubrimiento i, las 1-formas (w;);e; y las aplicaciones
(fij)ijer como en el enunciado, entonces (a;j;) resulta un 2-cociclo de Cech a
valores en Z(1) que se corresponde con [f] via el homomorfismo inducido por la
inclusién H?(X;Z(1)) — H*(X;C) y el isomomorfismo entre las cohomologfas de
Cech y de Rham.

Si ahora 6 es entera, sea 4 = {U; | i € I} un cubrimiento y (a;j;) un 2-cociclo de
Cech a valores en Z(1) tal que [(a;)] — [6] via el homomorfismo (3.13). Refinando
si fuera necesario, podemos considerar a $f como un buen cubrimiento, de donde se
deduce la existencia de las formas (w;);e; y de las aplicaciones (fi;) jer, siguiendo
nuevamente el desarrollo para llegar al isomorfismo entre las cohomologias de Cech
y de Rham. Q.E.D.

Teorema 3.5.11 (Weil, Kostant). Si 6 € Q4(X) es una 2-forma entera, en-
tonces existe un fibrado de linea sobre X con conexion cuya curvatura es 0.

Demostracion. Siendo 6 entera, podemos considerar un cubrimiento 3 = {U; | i €
I'}, 1-formas (w;)ier y aplicaciones ( f;;); jer como en el lema anterior. Sean entonces
gij + U;jj — C* las aplicaciones

gij = €.
Un calculo directo muestra que gir = ¢ijgjrx ¥ 9ji = gigl, y luego, por lo visto en la
seccion 2.4, existe un fibrado de linea L sobre X tal que

1. L|y, es trivial y
2. las funciones g;;, para ¢,j € I, son cociclos de L.

Llamemos ¢ a la composicién (3.13). Entonces, recordando la definicién del 2-
cociclo p que representa a la clase de Chern ¢; (L) y por construccién de los cociclos
ij, se verifica la identidad
e(cr(L)) = [0].

Sea ahora L' otro fibrado de linea sobre X tal que e(c;(L)) = [#]. Veamos entonces
que [L] = [L'] € Pic™(X).

Supongamos que ggj, para i, j € I, son los cociclos para L' asociados al cubrim-
iento U y

/ /
I i = log Yij-
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Entonces, para cada par de indices 4, j € I, existen constantes r;; € Z(1) tales que

[

ij = fig T i

i ! __ / ! ,
Sea a = (ayx) y a’ = (aj;;), donde cada aj;, se define en forma andloga a como
se definieron las aplicaciones a;;,. Tenemos entonces que, para cada i, j,k € I,
existen constantes r;;; € Z(1) tales que
, —
@ijr — Qigk = Tijk-

Luego, las constantes 75, = r;; + rjr — 73 forman un 2-coborde de Cech a valores
en Z(1) y entonces

y por lo tanto ¢1(L) = ¢;(L') ya que a y o’ representan a las clases de Chern de L
y L' respectivamente, es decir, a = puy o’ = p'.
Ahora bien, en Uj; vale la identidad w; — w; = df;;, o sea
dg;;
Ww; = u)j + gj 5
Gij

y luego, por la proposicién 3.2.5, las formas (w;);e; definen una conexién V en L
y, siendo dw; = 6|y, para cada i, 6 resulta ser la curvatura de V. Q.E.D.
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Capitulo 4

Cohomologia en Grado 3.

El objetivo en este capitulo es llegar a una caracterizacion geométrica del grupo
de cohomologfa H?(X:;Z(1)). En lugar de fibrados de linea, 6, equivalentemente
C*-fibrados principales sobre X, en este caso se consideraran G-fibrados princi-
pales sobre X para otro grupo de Lie GG. En analogia con el capitulo anterior, se
relacionaran los conjuntos de clases de isomorfismo de G-fibrados principales sobre
X con y sin conexién, con la cohomologia en grado 3 de X.

4.1. Cohomologia No Abeliana.

Asi como los cociclos de un fibrado de linea permiten construir clases de coho-
mologia, podemos preguntarnos que pasa en general, al considerar un G-fibrado
principal. Estos fibrado también tienen cociclos que verifican relaciones analogas a
las de los cociclos de fibrados de linea; la diferencia sustancial en este caso es que
los cociclos son funciones a valores en un grupo de Lie GG, que no necesariamente es
conmutativo. Para la teoria desarrollada en el capitulo anterior, el grupo de Lie en
cuestién era C*. En consecuencia, no se abandoné nunca el contexto abeliano; el
haz de coeficientes que considerabamos era C%, con el que no hay ningin problema
a la hora de usar los métodos del algebra homoldgica.

Tratando de traducir lo anterior al caso de un G-fibrado principal, nos encon-
tramos con el haz Gx, para G un grupo no necesariamente abeliano. Al tratar en
este caso de construir el complejo C*(4U; Gx), la no conmutatividad de G impide
trabajar como en el caso abeliano. Por ejemplo, para probar que 6> = 0 se usa
fuertemente la conmutatividad en las cocadenas.

En esta seccién se definird, para G un grupo de Lie, el primer conjunto de
cohomologia H'(X; Gx); la idea de la definicién estd basada fundamentalmente en
las relaciones entre los cociclos de los G-fibrados principales. La estructura de grupo
en este primer conjunto de cohomologia, lejos de ser canoénica, vendra inducida por
el grupo H?(X; C%). Pero si el grupo G es abeliano, el conjunto H'(X; Gx) es en
efecto el primer grupo de cohomologia de Cech, definido anteriormente.

El lector interesado en profundizar sobre el algebra homologica no conmutativa
puede consultar por ejemplo [Gro55], [Gir71] y [Gro57].

En primer lugar, y tomando como ejemplo el caso abeliano, se definen las 1-
cocadenas de Cech a valores en un haz de grupos. Como antes, sea 4 = {U; | i € I}
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un cubrimiento del espacio X y F: Open(X) — % un haz de grupos.

Definicién 4.1.1. Un 1-cociclo de Cech w a valores en F es una familia (w;;) €
H(i,j)eﬂ F(U;;) tal que

PUUs e (Wik) = pu;Us e (Wis) pU v (Wiik)
en F(Uij).

La igualdad anterior, por simplicidad, se notara simplemente w;, = w;;jw;. Dos
l-cociclos w = (wjj), W' = (wj;) se dicen cohomdlogos, notado w ~ W' si y solo si
existe una familia h = (h;) € [[,; F(U;) tal que wl; = pu,u,, (hi wijpu,u,, (hy) en
F(U;;), 6, en forma abreviada,

w;; = h; wihy.

Considerando el producto usual en el grupo H(i,j)ep F(Uij), estoes, (wij)(wy;) =
w;iwt:), supongamos que, dado un 1-cociclo w = (w;;), existe un elemento W' =
Yhad'¥l g J
W) € o2 F(Uy;) tal que ww’ = 1. En ese caso, necesariamente debe valer
ij (i,5)el J

que ng = wi;l. Si ademads w’ es un 1-cociclo, entonces se debe verificar la igualdad

-1 _ -1 =1 L [ |
Wi = Wy Wi, - Asi, 1 = wpw;, = WijWjkW;; Wi, O sea

WijWik = WjkWsj,
lo cual no es cierto en este caso, considerando el haz F. Luego, el conjunto de
lI-cocadenas, que se notard C'(U; F), no tiene estructura de grupo. Es simple-

mente un conjunto, con un elemento distinguido, a saber, la familia 1, que en la
coordenada correspondiente al par (i, j) tiene al neutro del grupo F(Uj;).

Definicién 4.1.2. Se define el primer conjunto de cohomologia del cubrimiento 44
con coeficientes en el (pre)haz F' como

H' (W F)=CY U F)/ ~.

Tomando refinamientos, se define el primer conjunto de cohomologia de Cech de
X con coeficientes en el (pre)haz F' por

HY(X;F) = colim HY(U; F).
La sucesién del siguiente resultado es la andloga a la sucesion exacta de coho-
mologia para el caso abeliano. La demostracion se puede ver en [Grob5].

Teorema 4.1.3. Sean F, F', F" haces de grupos sobre el espacio X y 1 — F' —
F — F" — 1 una sucesion exacta central (esto es, para cada U, F'(U) estd con-
tenido en el centro del grupo F(U))'. Queda entonces inducida una sucesion exacta
de conjuntos con punto base

1 - X, F') — (X, F) — H°(X; F") 2

HYX; F) — V(X F) — HY(X; F") 25 (X F).

'En particular, F” resulta un haz de grupos abelianos.
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Veamos como se definen las aplicaciones 0° y §'. Llamemos 7 al morfismo de
haces sobreyectivo F' — F".

Para ¢°, sea w” € F"(X). Por 1.1.54 podemos considerar un cubrimiento 4 =
{U; | i € I} de X con la propiedad siguiente: para cada i € I, existe w; € F(U;)
tal que, llamando m; a my;,, verifica que

mi(wi) = w’lu;.
En U;; consideremos la expresion w; 1wj. Al ser F” un haz y m compatible con
las restricciones, m;;(w; 'w;) = 1; entonces w; 'w; se puede considerar como un
elemento wj; € F'(U;;). Ademds

N e | —1 _

en Uyji. Es decir, ' = (wj;) es un 1-cociclo de Cech a valores en F', y su clase de
cohomologia es independiente del cubrimiento ni de w = (w;). Entonces definimos

SO(W") = [W'] € HY(X; F).
"
y i
Cech del cubrimiento 4 a valores en F” y tal que, parai,j € I, m;j(w;j) = w
wij € F(U;j). Ahora, andlogamente al caso anterior, consideramos

) un 1 cociclo de

1
15

Para 6! es andlogo, partiendo de 1-cociclos. Sea w” = (w
con

/

f— 71 . .
Wik = Wi WijWik-

Entonces w' = (wj;;,) es un 2-cociclo de Cech a valores en F'. Se define entonces
§Hw"] = [W].

A pesar de no gozar de la misma estructura que la cohomologia usual con
coeficientes en un haz de grupos abelianos, el primer conjunto de cohomologia se
comporta de la misma forma en lo que a haces suaves se refiere.

Proposicion 4.1.4. Sea F un haz suave de grupos sobre el espacio X. Entonces
HY(X;F)=1.

Demostracion. Sea Y4 = {U; | i € I} un cubrimiento abierto de X y w = (w;)
un 1-cociclo de Cech del cubrimiento 4 a valores en F. Siendo X paracompacto
podemos asumir que U es localmente finito y también que existe un subcubrimiento
B ={V;|icI}deital que V; C U; para cada i € I. Si iy, ...,i; son elementos
de I, notamos Vio,,,ik a la interseccién VZ-O N---N Vik.

Consideremos ahora el conjunto parcialmente ordenado

w ={(J,7)|JCI, 7= (n)icscont; € F(V)) y wijly,, = T}

donde el orden parcial viene dado por: (J,7) < (J',7")siysolosi J C J y 7 =7]

K3
para cada 7 € J. Este conjunto % no es vacio, puesto que para cada i € I, el par

({i}, ;) estd en % .
Sea ahora ¢ una cadena en % y (J°,7°) el par dado por J° = U1y (S, 7) ¥

) = 1; para T = (7;)ics tal que (J,7) € €. Al ser ¢ una cadena, (J°, 79) estd en
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% vy es una cota superior para % . Luego, por el lema de Zorn, % tiene un elemento
maximal. Llamemos (J, 7) a este elemento y veamos que J = I.
Suponiendo lo contrario, sea i € I — J y consideremos el conjunto

K:vm(Uvj):Uvij.

jed jeJ

Como Y es localmente finito, entonces K resulta cerrado.? Para cada j € J defin-
imos
I/j = wijTj € F(VU)

Luego, si 7,k € J valen las identidades
Vi = WikTEe — wijoka = wij’Tj = I/j.

Entonces, por el coroloario 1.1.68, estas secciones se pegan para obtener una seccion
T sobre K.
Como F' es suave, el haz F ’Vi es suave y luego 7 se puede extender a V;; es

decir existe 7; € F(V;) tal que 7;|x¢ = 7. Entonces el par (J U {i}, (7j)jecsu()
contradice la maximalidad de (J, 7), lo que es absurdo.

Asi, para cada par de indices 7, j € I, w;; = TiTj_l y luego, por definicion de la
relacion de cohomologia, w ~ 1, que era lo que se queria demostrar. Q.E.D.

La demostracion del siguiente resultado es muy técnica, y sigue la linea de varias
demostraciones dadas anteriormente, usando el lema de Zorn en dos oportunidades.
Se puede ver en [Bry92] y [DD63].

Proposicién 4.1.5 (Dixmier, Douady). En la situacién del teorema 4.1.3, si
F es un haz suave, entonces 8* es una biyeccion.?

Sea GG un grupo de Lie y sea Gx el haz que a cada abierto U de X le asigna el
grupo de aplicaciones diferenciables U — G. La definicién del primer conjunto de
cohomologia hace inmediata la demostracion del siguiente

Lema 4.1.6. El conjunto punteado H'(X;Gx) estd en biyeccion con el conjunto
de clases de isomorfismo de G-fibrados principales sobre X .

4.2. Planteo del Problema.

Al igual que se hizo para el grupo H?(X; Z(1)), en la seccién que sigue buscamos
una caracterizacion geométrica de la cohomologia en grado 3 de una variedad suave
X. Anélogamente al caso en grado 2, en este caso también son fibrados los que
permiten llegar a una interpretacién geométrica del grupo H?(X;Z(1)), solo que
esta vez los fibrados a considerar son més complicados que los fibrados de linea.

%Si {A; | i € I} es una familia de subconjuntos de un espacio X localmente finita, entonces
Uier Ai = U;ep As; ver [Mun75]. )

3La inyectividad de &' se prueba de la misma manera en que se probé que H'(X;F) = 1,
para F' un haz suave.
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La idea basica de esta interpretacion es establecer un isomorfismo de funtores
H*(X;2(1)) = H'(X; Gx)

para un cierto grupo de Lie conveniente GG y usar el lema 4.1.6 para vincular clases
de cohomologia con fibrados principales.

La construccion del primer conjunto de cohomologia no abeliana y los resul-
tados que se desprenden de esta construccién permiten relacionar este conjunto
con grupos de cohomologia usuales y, al estar este conjunto ligado intimamente
a los fibrados principales, provee un puente entre el algebra y la geometria. Asi,
el isomorfismo que buscamos se obtendra en dos etapas. Por un lado, del grupo
H3(X;Z(1)) y por otro del conjunto H'(X;Gx), para G un grupo de Lie a es-
pecificar, para converger por ambos caminos a un grupo de cohomologia usual que
conecte a estos dos objetos.

Consideremos la sucesién exacta de haces 0 — Z(1) — Cx — C% — 0. Esta
sucesion inducia una sucesion exacta larga de cohomologia

N ]:IZ(X;CX) — ]:IQ(X;(C}) — I:I?’(X;Z(l)) — ETS(X;(CX) — e

de la cual, al ser F[”(X; Cx) = 0 paran > 1 por ser Cx un haz suave, se obtiene
un isomorfismo
H*(X;Cx) = H(X; Z(1)).

El grupo H?(X;C%) es precisamente el puente que permitird conectar la coho-
mologia en grado 3 y los G-fibrados principales.

Como C% es un haz de grupos abelianos, esto sugiere considerar la sucesion
exacta de cohomologia asociada a una sucesion exacta central de haces del tipo
1—-C% — F — Gx — 1, para F' un cierto haz a determinar,

-—>]:I1(X;F) —>]:I1(X;GX) —>ﬁ2(X;(C§().

Supongamos que el haz F resulta ser suave; entonces H'(X;F) = 1 y este
hecho permitird mostrar que el homomorfismo de conexiéon

H'(X;Gx) — H*(X;C%)
resulta en realidad una biyeccién. Se obtendrian asi isomorfismos de conjuntos
H'Y(X;Gx) = H*(X;Cy) = H(X;Z(1)),

los cuales, ademas de caracterizar geométricamente a las clases de cohomologia en
grado 3, permiten definir una estructura de grupo en el conjunto H (X, Gy).

La eleccién adecuada del grupo de Lie G y del haz F' a considerar en este caso
fue dada en la introduccién.

4.3. Cohomologia en Grado 3 y Fibrados Princi-
pales.

En esta seccién se consideran haces de funciones continuas y no de funciones
diferenciables.
El siguiente resultado sera de utilidad luego.
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Lema 4.3.1. Sea p: P — X un G-fibrado principal, xqg € X un punto prefijado
y sea v : G — P la inclusion de G en la fibra P,,. Entonces, dado un espacio
topologico Y, la sucesion de haces de conjuntos y transformaciones naturales

7:* Px
1-Gy — P — Xy —1
es exacta.

Una sucesion de conjuntos con puntos base
f
(X, z0) = (Y, 90) — (Z,20)

se dice ezacta si g7 (z) = f(X).

Demostracion. Solo hace falta verificar la exactitud en P, y Xy, que haremos
trabajando con los gérmenes en un punto y € Y.

Para la transformacién p, debemos verificar entonces que p,, : Py, — Xy,
es sobreyectiva. Sea V un abierto de Y y g : V — X continua. Achicando el
abierto V' si fuera necesario, podemos suponer que g(V') estd contenido en un
abierto trivializante U de X. Luego, sobre U, el fibrado P es (isomorfo a) U X G y
podemos considerar a p como la proyecciéon canénica 7; : U X G — U. Sea entonces
f:V — Py dada por f = (g,cter). Esta funcién f es un levantamiento de g a P:

P’U%JUXG

v

y ademds, al conmutar el diagrama, verifica que p.(f) = pf = g sobre V. Luego,
P, €s un epimorfismo.
Para la exactitud en Py se debe verificar que, para cada y € Y, los subconjuntos

p;;((ctexo)y), im 4., C Py,

coinciden (recordar que, dados espacios X,Y y f: U C Y — X, el simbolo f,
indicaba el germen de f en y, es decir, f, es la imagen de f via la proyecciéon
candnica Xy (U) — Xy, ). Pero esto es inmediato: si f : V' — G es continua,
entonces

p*,yi*,y (fy) = (Ctexo)y

yaque i: G C P,,. Siahora f:V — P es tal que f, € p;;((ctexo)y), basta definir
g:V — G como g =1i'f yluego i.,(g,) = [y Q.E.D.

Asi, gracias al lema anterior, la sucesién de haces y transformaciones naturales
1— Sy —UH)x —PUH)x — 1,

inducida por la sucesién (1.9), es exacta.
El haz suave al que se hacia referencia en el planteo del problema resulta ser
U(H)x, como muestra el siguiente corolario de 1.3.5.
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Corolario 4.3.2. El haz U(H)x es suave.

Demostracion. La demostracion es una copia de la dada en el ejemplo 1.1.75 para el
haz Cx. Sea K C X un subespacio cerrado y sea fx € U(H)x(K). Por definicién,
existe un abierto U de X y una funcién continua f : U — U(H) que extiende a
fr;esdecir f: U — U(H) es continua, K C Uy f proyecta a fx via la proyeccién
canédnica al colimite U(H)(U) — U(H)(K). Siendo X paracompacto, existe una
vecindad V de K tal que V C U y, como U(H) es contréctil, tenemos también
una homotopia ¢ : U(H) x I — U(H), con I = [0,1], tal que ®(A,1) = Ay
®(A,0) = idgy; ver el lema 1.3.5. Sea ahora h : X — I una funcién continua con
soporte en U y tal que h(x) = 1 para x € V' y consideremos la aplicacién continua
¢ : U — U(H) definida por

Claramente, para x € V, ¢p(x) = f(z) € U(H); la extensién buscada se obtiene
entonces definiendo la aplicacién @ : X — U(H) por

14 Si no.

(x):{ g(x) sizeU,;

Q.E.D.

Luego, el primer conjunto de cohomologia de X con coeficientes en U(H)x
tiene un unico elemento y mas atn, por 4.1.5, 6' : HY(X;PU(H)x) — H*(X;S%)
resulta una biyeccién.

Proposicién 4.3.3. La inclusion S' — C* induce un isomorfismo de grupos
H?(X;8%) — H*(X;CX).

Demostracion. La proyeccién p : C* — RT, donde R* indica el grupo de los
nimeros reales positivos, define un S!-fibrado principal. Luego, por el lema ante-
rior, la sucesion de haces y transformaciones naturales

1— Sy —-Cy —RL—1
es exacta. Consideremos entonces la sucesion exacta larga de cohomologia
= HY(X5RY) — H(X;Sy) — HA(X;Cy) — HA(XGRE) — -

Al ser RT contractil, una demostracién similar a la del corolario anterior muestra
que el haz de funciones R es suave; luego H"(X;R}) = 0 para n > 1, de donde
se desprende el resultado que buscabamos probar. Q.E.D.

Combinando estos resultados con el isomorfismo H2(X;C%) — H3(X;Z(1))
obtenido a partir de la sucesion exacta larga de cohomologia inducida por la suce-
sién exponencial, se obtiene el

Teorema 4.3.4 (Dixmier, Douady). Para un espacio de Hilbert separable H se
tiene una biyeccion canonica

H'(X;PU(H)x) = HY(X; Z(1)).
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Llegamos asf a la descripcién geométrica del grupo H*(X; Z(1)) que estabamos
buscando: clases de cohomologfa en H?(X;Z(1)) se corresponden con clases de
isomorfismo de PU(H )-fibrados principales.

Otra forma de llegar a este resultado es considerando el grupo Autc(H) de
automorfismos (no necesariamente isométricos) de un espacio de Hilbert complejo
H; el centro de este grupo esta formado por todos los operadores escalares no
nulos, esto es C*, y, al ser U(H) contréctil, Autc(H) también resulta contréctil,
gracias a la identidad

Autc(H) = U(H) x { métricas de H}.

Este enfoque proviene de considerar el dlgebra de Lie End¢(H) se endomorfismos
de H. Llamemos A a éste dlgebra y notemos con Z(A) a su centro, es decir, los
elementos de A que conmutan con todos los operadores de A, y con A* al grupo
de unidades de A. Se obtiene asi una sucesién exacta

1—-Z(A)"— A" - A" /Z(A)" — 1.
Como el centro de A es precisamente C, se obtiene asi la sucesiéon exacta
1 — C" — Autc(H) — Aut(H)/C" — 1,

y, siendo Autc(H) contractil y Aute(H)/C* isomorfo al grupo de automorfismos
proyectivos de H, podemos llegar de esta manera a las mismas conclusiones.*

4.3.1. La estructura de Grupo en H'(X;PU(H)y).

Cracias a la biyeccién del teorema 4.3.4, el conjunto H'(X;PU(H)x) adquiere
una estructura de grupo, a partir de la de H3(X;Z(1)). A continuacién vamos a
describir explicitamente dicha estructura.

Siendo H un espacio de Hilbert separable, el producto tensorial H® H también
lo es. Luego, como todos los espacios de Hilbert separables son isomorfos entre si,
fijemos un isomorfismo isométrico 7 : H ® H — H. Esta aplicacién induce un
homomorfismo de élgebras 7 : Endc(H) x Endc(H) — Ende(H) dado por

7(A,B)=m(A® B)r ' : H — H.

Ahora bien, si A y B son isomorfismos, también lo es A ® B y luego podemos
restringir la aplicacion 7T para obtener un homomorfismo de grupos de Lie 7 :
U(H)xU(H) — U(H). Y mas aun, si A, u € S* son operadores escalares, entonces
A ® p también lo es, y asi T(S' x S') C S'. Luego, por definicién de PU(H),
obtenemos un homomorfismo de grupos de Lie 7 : PU(H) x PU(H) — PU(H) y
luego una aplicacién en la cohomologia

H'(X;PU(H)x) x H'(X;PU(H)x) — H'(X;PU(H)x),

que notamos .

4Este enfoque se utilizara en la siguiente seccién, cuando se consideren fibrados con conexiones.
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Proposicién 4.3.5. El conjunto H'(X;PU(H)x) con la operacion @ es un grupo
abeliano y la biyeccion &' : HY(X;PU(H)x) — H*(X;S%) es un isomorfismo de
grupos.

Demostracion. Sean g = (gi),9" = (95;) € CHPU(H)x) 1-cociclos de Cech.
Siendo la proyeccién 7 : U(H)x — PU(H)x un epimorfismo,podemos suponer
que para cada par de indices i, j existen aplicaciones continuas f;; : U;; — U(H)
tales que 7y, (fij) = gij y lo mismo para cada g;; con f;. Entonces, los 2-cociclos
hije = fir fisfie v by = 1! 1;fjr representan, respectivamente, las clases de
cohomologia 6'[g] y 6*[¢']. Y por definicién, el producto tensorial de estas clases en
H'(X;PU(H)x) esté representado por la 1-cocadena f® f' = (fi;® 1;). Recordan-
do que, si A, A’, B, B’ son operadores, (A® B)(A'® B') = AA'® BB', y entonces

podemos escribir

(0" ([g] @ [9))ir = (fir @ 1) (i @ F1) (fir @ fi)
= fi Fiifiw ® Fo i fin
= hiji @ hiy,
= hijihi,
=d'lg]® 'y,

donde la primer y ultima igualdad son médulo cobordes. Q.E.D.

4.4. Conexiones y Curvatura.

Asi como para la caracterizacion geométrica de la cohomologia en grado 2 hici-
mos uso de fibrados de linea 6 C*-fibrados principales basandonos en la sucesién
exponencial, si quisieramos partir de la misma idea para este caso, deberiamos
considerar, como en la seccién anterior, PU(H )-fibrados principales, donde PU(H)
es el grupo de automorfismos proyectivos de un espacio de Hilbert separable H.
Pero este es un grupo de Lie de dimension infinita para el cual no se puede desar-
rollar un teoria adecuada como la que necesitamos para definir conexiones. Esto
hace que la sucesién exacta

1—-C" — Aute(H) - PU(H) — 1

no sea de utilidad en este caso. En general, el problema con estos grupos es el
pasaje del algebra de Lie al grupo de Lie; por ejemplo, en este caso, los subgrupos
uniparamétricos usuales no son diferenciables (resultan ser operadores no acota-
dos).

Una alternativa, motivada, entre otras cosas, por construcciones de teoria de
cuerdas, es considerar el espacio de Fréchet C*°(S1 C), en lugar de usar un es-
pacio de Hilbert H. Llamemos entonces L>° al algebra de Lie de endomorfismos
de C*>(S',C) y, como se hizo con el dlgebra Autc(H), consideremos en este ca-
so el grupo de unidades (L*°)*. Pero aqui nos encontramos con otro problema:
este grupo no es abierto en L*, y no queda entonces claro si podremos darle una
estructura de grupo de Lie a (L*>)*.
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Sin embargo desarrollos motivados por la misma teoria de cuerdas muestra
que hay grupos y sucesiones exactas que los involucran tales que a nivel de las
sucesiones de algebras de Lie se parecen® a la sucesién

0—-C—L®—=L>®/C—0

y para los cuales se puede desarrollar una teoria satisfactoria de fibrados princi-
pales.

Consideraremos entonces la siguiente situacién: supongamos dada una sucesién
central de grupos de Lie

1 -C" -G —-G—1

y una accién lineal de Genel grupo C*(S*, C) tal que, sia € C* C é, dicha accién
es multiplicar por el escalar a. Esto da como resultado un morfismo de sucesiones
exactas centrales de algebras de Lie

0 C L L*/C——0.

Ejemplos de tales G y G incluyen

1. G = LU(n), el grupo de lazos libres diferenciables del grupo unitario. En
[PS86] se construye una extension central G de dicho grupo.

2. G el grupo de Heisenberg; para més detalles, ver [Bry92].°

Al igual que para los fibrados de linea, en esta seccién estudiaremos G-fibrados
principales dotados de una conexién.”

Definicién 4.4.1. Sea P — X un G-fibrado principal, g el algebra de Lie del
grupo Gy, para cada a € g, o(a) : P — TP el campo fundamental. Una conexion
en P — X es una 1-forma w en P a valores en g que verifica:

1. w(o(a))(e) =a paratodoe € Py

2. weg((dRy)e(&(e))) = Ad(g71)(we(é(e)) para cada g € Gy £ € T(TP).

®Cuando hablamos de parecer nos referimos a que existe un morfismo entre las sucesiones
exactas que consideramos.

6En~anmb08 casos, se tiene en realidad una extensién central del grupo de Lie G por S'; el
grupo G se considera entonces como la extension central asociada de G por C*.

"Los fibrados principales, grupos y algebras de Lie que se consideran en esta seccién son
algunos de dimensién infinita; justificar todas las construcciones que se hacen, andlogas a las que
se usaron en los capitulos anteriores, como por ejemplo los espacios tangentes, la representacién
adjunta, los fibrados vectoriales, las formas de conexion y curvatura, etc, extenderia el texto
considerablemente. Una referencia en la que se puede consultar la validez de los desarrollos en
dimensién infinita utilizados en esta seccién es [KM91].
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La ecuacién del item 1 de la definicién anterior se abrevia usualmente w(a*) = a,
donde a* = o(a) y la del item 2, Riw = Ad(g~")w.

Una forma de encarar el problema, y asi lo haremos, es considerar una car-
acterizacion equivalente del problema considerado en grado 2, adaptado a este
caso. Mas especificamente, vamos a construir clases de cohomologia a partir de
levantamientos de un cierto fibrado principal, en lugar de construir estas clases via
cociclos y formas locales.®

Para eso, sea p: P — X un G-fibrado principal con conexion w y supongamos
que tenemos dada una sucesién central de grupos de Lie

1-C—G5G—1 (4.1)

junto con una accion lineal suave de G en C>(Sh) tal que, sia € C* C é, entonces
(a.f)(x) = af(x). Lo que se quiere es medir la obstruccién a levantar el grupo
estructural del fibrado P — X al grupo G. Un tal levantamiento es un G-fibrado
principal p : P — X junto con un isomorfismo de G-fibrados principales sobre X

f:P/C*— P
Este isomorfismo f induce una aplicacién P P, que también llamaremos f, via
la composicién
P~ p/icr L p

donde 7 es la proyeccién canénica. Esta aplicacién verifica que pf =py, si g € G
y g € G es la clase de g via el isomorfismo G/C* = (G, entonces

fle.g) = f(e).g

Si U es un abierto de la variedad X que trivializa a P|y via el difeomorfismo
h: Ply — U x G, entonces un tal levantamiento existe, considerando el diagrama

Ply

lh
~ (id,m)
UxG—UXxG.

Las conexiones en P que estudiaremos son aquellas compatibles con los conexion
w en P, que pasamos a describir a continuacion.
Dada la conexién w € Q(P) = Q'(P) ® g, f*(w) resulta una 1-forma sobre P

a valores también en el algebra de Lie de G. Dada ahora una conexién w en P,
considerando el homomorfismo inducido de algebras de Lie 7, : g — g se obtiene
una 1-forma sobre P pero a valores en g via la aplicacién

deor, : QYP)®F— QY(P)®g.

8Cabe destacar que la construccién que se dard en este capitulo también se puede hacer para
construir clases de cohomologia en grado 2.
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Definicién 4.4.2. Una conexién w en el levantamiento P se dice compatible con
w si y solo si

[ (w) = ([d @) (@),

Observaciéon 6. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Para cada
campo de vectores & € g, existe un unico campo de vectores n € b f-relacionado
con &, esto es, para cada g € G, dfy;(£(g)) = n(f(g)). Esto induce entonces un
homomorfismo de dlgebras de Lie f. : g — b dado por f.(§) = n. Es decir, f. es
una transformacion lineal tal que f.([€,€']) = [f«(§), f«(&)], donde [£, ] indica el
corchete de Lie de los campos & y &£'.

Sea w una conexion en el levantamiento P y «a una 1-forma compleja sobre X.
Consideremos entonces la conexion w + o, y escribamos a a* como

Oé*:ZTZ(@ZZGQl(ﬁ)@C

Entonces,

ﬁd@mxw):§:n®m@J

Pero, al ser exacta la sucesion de algebras de Lie
0—-C—g LN g—0

inducida por la sucesién (4.1), entonces . (z;) = 0 para cada i, lo que prueba que
(id ® m,)(a*) = 0. Luego,

Fw) = (dem)@) = (do )G +a),
y entonces la conexion w + o* también resulta compatible con w.

Lema 4.4.3. Sea w € Q%(ﬁ) una conezién en el levantamiento P — U compatible

con w. Entonces toda otra forma de conexion sobre P compatible con w es de la
forma © + o*, para a € QF(X).

Idea de la Demostracion. A pesar de que estamos trabajando en dimension
infinita, la idea de la demostracién es la misma que para dimension finita.

Basta ver que, dadas dos formas de conexién w y @’ compatibles con w, entonces
la diferencia w — &’ define univocamente una 1-forma compleja sobre X.

De la compatibilidad con w se desprende la identidad

(idem)(@—a) =0,

y luego hace que la forma w — &’ se pueda considerar como una forma sobre P
pero a valores en C, ya que g = g/C.

Por otro lado, por el item 1 de la definicién de conexién 4.4.1, la forma w — &’ se
anula en cualquier vector vertical; es decir, es lo que se llama un 1-forma horizontal.
A partir de esto y de que tanto w como @' son G-equivariantes, se puede deducir
la existencia de la forma compleja buscada. Para mas detalles, consultar [KM91].
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Definicién 4.4.4. ° La curvatura 6 de la conexién w en un G-fibrado principal
P — X es la 2-forma en P a valores en el dlgebra de Lie g definida por

1
0 = dw + §[w,w],

donde [w, w] es la 2-forma definida por [w,w](&, n)(e) = [w(€)(e),w(n)(e)].'? Equiv-
alentemente, # se define también como

0(¢,n) = dw(&, 0",

donde £ y n son campos de vectores en P y el supraindice h indica la componente
horizontal 1! 12

Nos interesardn solo las curvaturas en el fibrado P compatibles con la curvatura
0 de w, es decir, las curvaturas 6 en P tal que f*(0) = (id®m,)(#). Ahora, a partir
de la defincién de curvatura se puede ver fcilmente que, si @ es compatible con
w, entonces necesariamente ¢ es compatible con 6.

Lema 4.4.5. Si @ es una conexion en P compatible con w y con curvatura 6 y o
es una 1-forma compleja sobre X, entonces la curvatura de la conexion w + o es
0+ do*.

Demostracion. Sea 0, la curvatura de w + o*. Entonces

Oo = d(@ + ") + %[w +a",& +a]
=0 +do* + [@, 0] + [0" @] + [a*, 0]
=0 +da*
ya que a* es una forma a valores complejos y C estd en el centro de g. Q.E.D.
Hagamos ahora actuar a GG en C via la representacién trivial my : G x C — C,
(9,2) = 2,
y consideremos también la representacion adjunta Ad : G x g — g,

Ad(g,v) = Ad(g)(v).

Lema 4.4.6. La representacion adjunta Ad : G X g — g induce una representacion
lineal p : G x g — g que hace conmutar el diagrama

Gxg Ad g
(M /

G xg,

donde 7 : G — G es el homomorfismo de la sucesion (4.1).

9Esta definicién es la generalizacién a fibrados principales arbitrarios de la definicién 3.5.5
vista anteriormente.

10Recordar que el corchete de Lie es el producto que da a g la estructura de lgebra.

IE] subespacio horizontal en un punto e € P, que notamos H.,, es, como se vi6 en el capitulo
anterior, el nucleo de la aplicacion lineal we.

2La ecuacién 6 = dw + 1w, w] se conoce como la ecuacion de Maurer-Cartan.
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Demostracion. Sean ¢ y ¢ en G tales que sus clases en G = é/@* que lla-
mamos gy g respectlvamente coinciden; esto es, g~1¢’ € C*. Veamos entonces que
Ad(g7'd’) : g — g es la identidad. Llamemos a al producto g~'g’ € C*. Entonces

Ad(a) = (dL,R;');. Sea h € G; luego, L, R, (h) = aha~'. Pero la sucesién (4.1)
es central, y luego a y a~! estdn en el centro de G con lo cual

y asf Ad(a) resulta la identidad.
Por esto, definiendo p : G X g — g por la férmula

plg,v) = Ad(g)(v),
queda establecida la representacion que se buscaba. Q.E.D.

Queda entonces definida una sucesién exacta de representaciones de G
0—-C—g—g—0,
la cual induce una sucesién exacta de fibrados vectoriales sobre X
0> XxC—Px%g = PxCg—0. (4.2)

Por simplicidad, si G es un grupo de Lie que actiia linealmente en el espacio
vectorial complejo V' y P es un G-fibrado principal, notaremos al fibrado vectorial
asociado P x%V por V(P,G).

Gracias a que la diferencial dR?, preserva subespacios horizontales y a la con-
mutatividad del operador de diferenciacion exterior d con los pullbacks RY, se
puede probar que la curvatura 6 verifica una ecuacién andloga a la del item 2 de
la definicién 4.4.1, es decir, en forma abreviada,

R:0 = Ad(g™ ). (4.3)

Dado ahora un campo de vectores £ sobre X, se puede construir un campo E sobre
P con la particularidad de ser horizontal, es decir, para cada e € P, £(e) € H, y
tal que el diagrama

P—-Tp

|

X—TX

conmute; para ver esto, recordemos que para cada e € P, la diferencial dp, : TP, —
TX,, para p(e) = z, define, al restringirla al subespacio H,, un isomorfismo entre
H. y TX,. Definimos entonces el levantamiento horizontal del campo & por

£(e) = (dpel )~ (E(p(e))).

Ahora bien, la identidad (4.3) dice precisamente que, para cada par de campos
de vectores £, n sobre P, la aplicacién 6 : P — g dada por (e) = 0(&,n)(e) es
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G-equivariante.'® Y luego, por la proposicién 2.8.12, es equivalente a una seccién
del fibrado asociado g(P, G).
Definiendo entonces 0 : I'(T'X) x I'(TX) — I'(g(P,G)) por

0(€.m) = 0(€,7)

queda definida la forma sobre X a valores en g(P, G) que buscabamos.

Para lo que sigue, identificaremos a 6 con esta 2-forma ) y la notaremos direc-
tamente . La misma consideracién para 6, considerando el fibrado (P, G).

El siguiente lema es una consecuencia del teorema 29.8 en [KM91].

Lema 4.4.7. La sucesion (4.2) se escinde.

Sea ahora ¢ : g(P, G) — X x C un epimorfismo que escinde a la sucesion
(4.2). Componiendo con la proyeccién candénica, podemos considerar a £ como una
aplicacién suave £ : g(P,G) — C que es lineal en las fibras.

Definicién 4.4.8. Sea P — X un levantamiento del fibrado P — X , con conexion
w y curvatura 6 compatibles con la conexién w en P — X. La curvatura escalar
de @ es la 2-forma a valores complejos (&) definida por la composicién

X -5 A2(TX) 9 §(P,G) ¥ ANTX) @ C.
La demostracion de la siguiente proposiciéon es analoga a la del lema 4.4.5.

Proposicion 4.4.9. En las condiciones de la definicion anterior, si o es una
1-forma compleja sobre X, entonces

(G + a*) = (@) + da™.

Supongamos ahora que el levantamiento es local; es decir, existe un levan-
tamiento Py — U del G-fibrado principal P|y — U, para U un abierto trivial-
izante de X. Sea Wy una conexién en ﬁU compatible con la conexién w|y de P|y.
Si V es otro abierto trivializante de X con las mismas propiedades que U y tal que
UNV # 0, entonces, en UNV, existe una 1-forma compleja « tal que wy = Wy +a*
y luego, por la proposiciéon anterior

U&v) = L@y) + da*.

En particular, ademés de que en general las curvaturas escalares no son cerradas,
no definen una forma global en X.
A continuacién, remediamos este problema.

Proposicion 4.4.10. Sea p : P — X un G-fibrado principal con conexion w y ¢
como antes. Eziste una tnica 3-forma compleja Q0 sobre X tal que, para cualquier
levantamiento P — U de P — X sobre un abierto U C X y cualquier conexion w
compatible con w, verifica la identidad

Qly = d(t(@r)).

13En este caso particular, una aplicacién f : P — g es G-equivariante si para cada e € P y
cada g € G, f(e.g) = Ad(g~")(f(e))-
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Demostracion. Se debe verificar que la forma Q|y no depende del levantamien-
to local considerado ni de la conexién compatible con w, lo que probaria que
esta bien definida y es una 3-forma compleja sobre X.

La independencia de la conexion compatible con w se sigue inmediatamente de
la proposicion 4.4.9 y del parrafo que le sigue. Por otro lado, si P' — U es otro
levantamiento local de P — X, entonces P y P’ siendo G-fibrados principales,
son localmente isomorfos. Q.E.D.

Definicién 4.4.11. La 3-forma € se llama la 3-curvatura del G-fibrado principal
P — X, equipado con la conexién w y la aplicacién ¢ : g(P,G) — C.

Obtuvimos asi una 3-forma cerrada a valores escalares; esta forma es la que nos
permitira relacionar fibrados principales con clases de cohomologia de de Rham.

Lo que haremos a continuacion es construir clases de cohomologia en H?(X; C%)
por medio de los levantamientos definidos anteriormente y veremos que relacién
guardan estas clases con la curvatura escalar. Esta construccién permite pasar del
contexto no abeliano en el que veniamos trabajando, esto es, el de los G-fibrados
principales, a uno abeliano. B

Definimos a continuacién la categoria 47 (U) cuyos objetos son pares (P, f),
donde P — U es un G-fibrado principal que levanta al G-fibrado P|y — U 'y
f: P /C* — P|y es un isomorfismo de G-fibrados principales y, dados dos pares de
objetos (ﬁl,fl) y (f’g,fg), un morfismo ¢ : (ﬁl, fi) — (ﬁz, f2) es un isomorfismo
de G-fibrados principales g : 151 — ]32 que hace conmutar el diagrama

P Py
P, /C* P,/C*
N
Ply

Como fue indicado anteriormente, llamaremos directamente f; a las composiciones
f¢7TZPZ'—>P|U,’i21,2.

Dado un par (P, f) en #(U), sea Aut(P, f) el grupo de automorfismos
(P, f) = (P, f).

Lema 4.4.12. El grupo Aut(P, f) es isomorfo a Ci(U) = C=(U,C*).

Demostracidn. Sea g : (P, f) — (P, f) un automorfismo. Siendo P isomorfo al
fibrado trivial U x G g equivale a un difeomorfismo g : G — G. Ademds, por
ser g un automorfismo en “#(U), ng = 7 . P — P/C*. Luego, para ¢ € P,
m(g(e)) = m(e), o sea, existe un nimero complejo no nulo A tal que g(e) = Xe. Si
ahora €’ es otro elemento de la fibra ]Bx, entonces existe gg € G tal que € = e.gp.
Luego, por ser g un homomorfismo de fibrados,

g(e') = gle-go) = g(e).go = (Ae).go = Ae'.
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O sea, A depende solamente de x € U y no de los elementos de la fibra ﬁx Queda
asi definida una aplicacién diferenciable A\, : U — C*, que verifica

donde p: P — U es la proyeccién. Definiendo entonces Aut(P, f) — C% (U) por
g A
se obtiene el isomorfismo buscado. Q.E.D.

Dada una inclusiéon V' — U de un abierto de X en otro, queda definido un
funtor de restriccién 777 (U) — %7 (V). Vamos a definir un cociclo de Cech por
medio de estos funtores de restriccion.

Sea [P] la clase del fibrado P — X en H'(X,Gx) y sea 6'[P] la imagen de [P]
via el homomorfismo

5t HY(X;Gx) — H*(X;C%).
Sea M = {U; | i € I} un cubrimiento de X tal que, para cada i € I, se tiene

un objeto (B, fi) en Z7(U;). Supongamos ademds que, para ¢,j en I, existe un
isomorfismo

9i + (Piluys f5) — (Bilu,, fi)

en la categorfa %7 (U;;), que por simplicidad notaremos g;; : (P;, f;) — (P, ).
Via los funtores de restriccién, queda definido entonces un automorfismo h;j, =

gi_klgijgjk : (ﬁk, fr) — (f’k, fx) en 57 (Uyj) v, por el lema anterior, también una
funcién diferenciable en C% (Ujjx), que también llamamos hjjy.

Proposicién 4.4.13. El elemento h = (hiji) € [1; ; yers Cx (Uiji) es un 2-cociclo

de Cech cuya clase de cohomologia es §'[P)].

Demostracion. Por el lema anterior, basta probar la proposicién para una eleccién
particular de los isomorfismos g;;, ya que cualquier otro es de la forma g;;.c;;; para
cierta aplicacién oy : U;; — C*, y luego, modifica a h = (h;j;) por el coborde de
a = (). )

La construccién de la clase de cohomologia [P] € H'(X;Gx) se puede hacer
también considerando trivializaciones locales

tlUlXGHP‘UZ

Las aplicaciones t;; = t; 't; definen un automorfismo del G-fibrado principal trivial
Ui; x G 6, lo que es lo mismo, una aplicaciéon, que notamos de la misma forma,
tij 1 Uiy — G tal que

tij(xa g) = (ZL’, t”(gf)g)
Asi, (t;;) es un 1-cociclo de Cech que representa a [P]. Para calcular §'[P], consid-
eremos la sucesion exacta inducida por la sucesion (4.1)

1—>C§(—>C~¥X—>GX—>1
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y sean g;; : U;jj — G tales que
ngj = tl_]
Entonces, por construccién de la aplicacién ¢!, un 2-cociclo que representa a §*[P]
es aijr = Gy Gij k-
Ahora bien, achicando el cubrimiento si fuera necesario —para que los fibrados

sean triviales sobre los abiertos de dicho cubrimiento—, podemos suponer que cada
t; se levanta a un isomorfismo t; : U; x G — P; tal que el diagrama

(idvﬂ') l lfz

U, XGt;>P|UZ

conmuta.

Definimos ahora el isomorfismo g;; : P;j|v,, — P;|v,; por la férmula

9 =t 'Gust,

donde consideramos a g;; como un homomorfismo g;; : U;; X G — Uij x G . Gij(z,9) =
(x,gi;(x)g). Este isomorfismo hace conmutar el diagrama

P

9ij
J Ui P;

A

Ply, .

Usj

Ahora bien, considerando las aplicaciones a;j;, : U;jr — C* como homomorfismos
aiji : Uiji X C* — Uyjp x C*, tenemos que
hijk = 9ir, 91395
= (/tvz‘ilfgik’{k)iwz;lgij?j)(?jil:(jjk,{k)
= t1Go GijGiwtr |
= Qjjk,

donde la ultima igualdad es valida ya que C* esta en el centro del grupo G.Y la
proposicion queda demostrada. Q.E.D.

Consideremos ahora el complejo de haces O3,

dlog 1 d 2
*
(CX i QX,(C QX,(Cv

donde C% esta en grado 0 y supongamos que para cada ¢ € I existe una conexiéon
w; en el levantamiento P;, compatible con w. En la interseccién U; N U; podemos
definir el homomorfismo

(95)" + QL(Py) — QL(P)
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y, como los isomorfismos g;; son G-equivariantes, entonces
1\ %/~
(gij ) (@)

es una forma de conexién en el levantamiento é Luego, por el lema 4.4.3, existe
una l-forma compleja a;; en U;; tal que

i = (95")"(@;) + aj. (4.4)
Haciendo lo mismo para @; en Uj, y reemplazando en (4.4) se obtiene la identidad
en Uijk

i = (955")7 (950 )" @) + 0 + @y, (4.5)

ya QBG (ggl)*(a;‘k) = <pjgi;1)*(oéjk) = p;‘(ajk) — Oé;kﬁ donde D Pj

U — Uy 'y

pi : Pi|lu,; — Uy; son las proyecciones. Ahora bien, tenemos también que
B = (g )" (@) + (4.6)
Igualando (4.5) y (4.6) obtenemos
g — af; — g = (93;7)"(95)" (@) — (g.)" (@n)- (4.7)

Recordando ahora que hyj, = gi’k1 9ij9jk, podemos escribir

a — Qb — ok, = (h;i)*(@k) — Wp. (4.8)

v J

Ahora bien, andlogamente a lo que ocurria para los C*-fibrados principales (ver el
lema 3.2.31), vale la igualdad

dhij

hiji’

(hizn)* (@r) = @k +
y, reemplazando esta ultima igualdad en la ecuacién (4.8) llegamos a que
oy + agp — gy = dlog hyjy.
Llamemos ahora /¢; a la curvatura escalar de la conexién w; en é Entonces

b= 0 + dag,

o sea, llamando ¢ a la familia (¢;), 0¢ = —da, para o = («;).
Queda probado asi el siguiente

Lema 4.4.14. Si { = ({;), a = (aj;) y h = (hyx), entonces (¢, —a,h) es un 2-
cociclo de Cech del cubrimiento 4 = {U; | i € I} a valores en el complejo de haces

0.

Podemos ahora caracterizar los G-fibrados principales con conexion.
Recordar del capitulo anterior —ver la proposicion 3.3.8 y el parrafo siguiente—

el cuasi isomorfismo
Z(3)5 @ Z(—-2) — 05]-1],
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que induce un isomorfismo
HY (X3 Z(3)5) @ Z(-2) — H*(X; 03).

Luego, podemos considerar a la clase [¢, —a, h] recién obtenida como una clase
en la cohomologia de Deligne H?(X;Z(3)3) ® Z(—2). De la sucesién exacta larga
de cohomologia asociada a la sucesién exponencial, tenemos definido un isomor-
fismo H?(X;C%) — H*(X;Z(1)) y, por otro lado, un morfismo de complejos (la
proyeccién) O3 — C%. Luego, la clase [¢, —a, h] se corresponde con la clase 6*[P)]
considerando la composicion de morfismos

Z(3)p @ Z(=2) — 03 — Cx — Z(1).
Consideremos ahora el morfismo de complejos d : 05 — Q%{,C[_2]7

dlog 1 2
*
X QX,(C - QX,(C

|k

O 0 Q_?;(’(Ca

que induce un homomorfismo
de : H*(X;03) — Q(X).

Ahora bien, la imagen del 2-cociclo [¢, —a, h] es, como se puede verificar con un
calculo directo, la 3-forma que sobre cada abierto U; viene definida por la ecuacién
dl;, esto es, la 3-curvatura . Y luego, la imagen en H?*(X;C) de la clase §'[P]
resulta ser la clase [Q].

Observacién 7. Para este caso, la presente teoria de G-fibrados principales y
levantamientos no alcanza a la hora de demostrar un resultado andlogo al teorema
3.5.11. Ni siquiera queda claro cudl es el grupo de Lie G adecuado para utilizar.
De todas formas, a pesar de esto, existe un resultado andlogo para grado 3, al cual
se puede llegar reformulando lo anterior utilizando ciertos haces de categorias,
llamados gerbes, los cuales fueron introducidos por J. Giraud; ver [Gir71]. Para la
teoria de conexiones y curvatura usando gerbes, consultar [Bry92].

132



Bibliografia

[Ada69]
[Ati67]
[Bre72]

[Bre97]

[Bry92]

[BTS2]

[CMOS]

[DD63]

[Del71]

[Die66]

[EHOO]

[Gaj97]

[Gir71]

[Godb8]

[Grob5|

J. F. Adams. Lectures on Lie Groups. University of Chicago, 1969.
M. F. Atiyah. K-theory. Benjamin, New York, 1967.

G. Bredon. Introduction to compact transformation groups. Academic
Press, 1972.

G. E. Bredon. Sheaf Theory, volume 170 of Graduate texts in mathemat-
ics. Springer-Verlag, 1997.

J. L. Brylinski. Loop Spaces, Characteristic Classes, and Geometric
Quantization, volume 107 of Progress in Mathematics. Birkhauser, 1992.

R. Bott y L. Tu. Differential Forms in Algebraic Topology, volume 82 of
Graduate texts in mathematics. Springer-Verlag, 1982.

D. Carey, L. Crowley y M. Murray. Principal bundles and the Dixmier-
Douady class. Comm. Math. Physics, 193:171-196, 1998.

J. Dixmier y A. Douady. Champs continus d’espaces hilbertiens et de
C*-algebres. Bulletin de la S. M. F., 91:227-284, 1963.

P. Deligne. Théorie de Hodge, II. Publications Mathématics de I'l. H.E.S.,
40:5-57, 1971.

J. Dieudonné. Fundamentos de Andlisis Moderno. Editorial Reverté,
1966.

D. Eisenbud y J. Harris. The Geometry of Schemes, volume 197 of Grad-
uate texts in mathematics. Springer-Verlag, 2000.

P. Gajer. Geometry of Deligne Cohomology. Invent. Math., 127:155-207,
1997.

J. Giraud. Cohomologie non Abélienne, volume 179 of Die Grundleheren
der Mathematischen Wissenschaften. Springer-Verlag, 1971.

R. Godement. Topologie Algébrique et Théorie des Faisceauxr. Hermann,
1958.

A. Grothendieck. A General Theory of Fibre Spaces With Structure Sheaf.
University of Kansas, 1955.

133



[Grob7|

[KF75]

[KMO1]

[KN63]

[KosT70]

[Lee97]

[Lee02]

[Mil56]

IML71]

IML94]
IMST74]

[Mun75]
[Nom56]

[PS86]
[RS80]

[Spi79]

[Steb1]

[tD87]

[War83]

A. Grothendieck. Sur quelques points d’algebre homologique. Tohoku
Mathematical Journal, 9:119-221, 1957.

A. N. Kolmogorov y S. V. Fomin. Elementos de la Teoria de Funciones
y del Analisis Funcional. MIR, 1975.

A. Kriegl y P. W. Michor. The Convenient Setting of Global Analysis,
volume 53 of Mathematical Surveys and Monographs. A.M.S., 1991.

S. Kobayashi y K. Nomizu. Foundations of Differential Geometry, Vol-
ume I. Interscience, 1963.

B. Kostant. Quantization and Unitary Representations, volume 170 of
Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, 1970.

J. M. Lee. Riemannian Manifolds: An Introduction to Curvature, volume
176 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 1997.

J. M. Lee. Introduction to Smooth Manifolds, volume 218 of Graduate
texts in mathematics. Springer-Verlag, 2002.

J. W. Milnor. Construction of Universal Bundles I, II. Annals of Math-
ematics, 63:272-284, 430-436, 1956.

S. Mac Lane. Categories for the Working Mathematician, volume 5 of
Graduate texts in mathematics. Springer-Verlag, 1971.

S. Mac Lane. Homology. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, 1994.

J. W. Milnor y J. D. Stasheff. Characteristic Classes. Annals of Mathe-
matics Studies. Princeton University Press, 1974.

J. R. Munkres. Topology: A First Course. Prentice Hall, 1975.

K. Nomizu. Lie Groups and Differential Geometry. The Mathematical
Society of Japan, 1956.

A. Pressley y G. B. Segal. Loop Groups. Oxford University Press, 1986.

M. Reed y B. Simon. Methods of Modern Mathematical Physics, vol-
ume 1. Academic Press, Inc., 1980.

M. Spivak. A comprehensive introduction to differential geometry, vol-
ume 2. Publish or Perish, inc., second edition, 1979.

N. Steenrod. The topology of fibre bundles. Princeton University Press,
1951.

T. tom Dieck. Transformation Groups. Walter de Gruyter, Berlin-New
York, 1987.

F. W. Warner. Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups,
volume 94 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 1983.

134



[Wei96] S. Weinberg. The quantum theory of fields, volume 1. Cambridge Uni-
versity Press, 1996.

135





