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Este libro nacié como unas notas para un curso de Anlisis,a poco se fue convir-
tiendo en algo mas que unas notas. Traté de conservariloncesbquial, sumado al
rigor de definiciones y teoremas, sin evitar ningn teran,ajuellos que suelen tener
(inmerecida) fama de intratables. Pienso que todos losstemaaqui se estudian son
accesibles para un estudiante que haya hecho un cursacd®aat una variable real,
y otro de algebra lineal, si se abordan de la manera adeddadtaposible intenté evi-
tar el uso de coordenadas, y aunque en muchos casos es iteealsar a ellas para
dar un sentido concreto a las ideas geométricas, puedeselegie en general, con
modificaciones menores, las pruebas se adaptan a un contastamplio. Esa fue
mi intencién al preparar las clases, y es la intencion de lézo: hacer accesibles
temas sutiles del analisis y el calculo en unay variastes reales, y vincular estos
temas de manera intrinseca con la geometria del espacioemnitir que el uso de
coordenadas oscurezca esta relacion.

Si bien el libro contiene problemas que surgen naturalneelidargo de la presenta-
cion de los temas, estos no suplen una verdadera praotickedbs conceptos se traba-
jen a partir de ejemplos progresivamente mas sofistic&ttosste caso, las practicas
de la materia Analisis | (dictada por el Departamento deefidtica de la Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Bueites)Ason el comple-
mento ideal para estas notas, que fueron pensadas con Egttsas en la mano. Se
puede acceder a las mismas a través de la paginaatelrtamento de Matematjca
cns. dm uba. ar.
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Es supersticiosa y vana la costumbre de buscar
sentido en los libros, equiparable a buscarlo en
los suefios o en las lineas cadticas de las manos.

J. L. BORGES

En este libro queremos estudiar problemas que involucrémsvwaariables o incognitas, todas ellas nme-
ros reales. Como aprendimos en cursos de calculo eleragnimimas practico es darle nombre a las varia-
bles y después pensar cuales son las funciones que medlelablema; estas funciones van a depender de
esas variables. Es la estrategia de “nombrar y conquistar”.

Por ejemplo, si queremos saber qué forma

debe que tener un terreno rectangular de

area 100rf, para gastar la menor cantidad a
de alambre en su borde, al perimetro lo lla-
mamosP, el aread, y llamamos a la base

del rectangulo ya a su altura. b

Se tieneA = b.a= 100 y por otro ladd® = 2a+ 2b. Despejando de la ecuacion del area nos queda una
ecuacion en una sola variabla) = 2a+ 2.1700. Entonces aparece una funciBnde variable reah, a
la cual le buscamos el minimo. Es importante entender elirdorde la funcion, que ea > 0. Por otro
lado, para buscarle el minimo, ¢que hacemos? Simplermehtstamos los extremos localeB.gY para

eso hace falta calcular la derivadaleHagamoslo: se tienB'(a) = 2 — 21—;}0. Igualando a cero se tiene

a? =100, y comaa debe ser un nimero positiv@= 10, y en consecuendie= 10. Es decir el terreno debe
ser cuadrado.

Vemos como para resolver un problema muy simple, apareaeanhientas que no son “obvias”. En
primer lugar la nocion de dominio, que requiere entendepano el conjunto de los nimeros reales. En
segundo lugar, la nocion de derivada, que si la pensamosauitp era pensar en las rectas tangentes al
grafico deP, que a su vez se obtenian como limite de rectas secamtega®éecio el limite. Y todo para
probar que el terrenito era cuadrado.

En la proxima figura se representa el grafico de una furfgjgruna recta secante al grafico en el punto
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(a,P(a)). La pendiente de esta recta se calcular como

Ay PX-P@
T A x—a

y en los casos en que esta cantidad tiene limite cuaré@, decimos qué es derivable eay al nUmero
que nos da el limite lo llamamd®(a).

/y=P(a)(x—a) +P(a)

También sabemos que los limites nos dicen que pasa cdfielgae la funcion en puntos “conflictivos”;
gue tipo de discontinuidad tiene, si tiene 0 no asintotaisofPo lado, la nocion de derivada es muy (til para
entender el comportamiento de la funcion, no necesarigoenca de un maximo o un minimo.

Otras cosas que aprendimos fueron que una funcion muy eadplse puede aproximar con la recta
tangente para calcularla “cerca”, y también que usandolggmio de Taylor, en muchos casos se la puede
aproximar tanto como uno quiera, e incluso estimar el emerapmetemos cuando usamos el polinomio en
vez de la funcion original. En la siguiente figura se presehgrafico def y se observa que el polinomiRy
es una buena aproximacion figpara losx que estan cerca de= a.

y
f(a+h)

Pn(a+h)

f(a) A

A

a hV a+h X

Pues bien: todas estas herramientas se pueden generélizeicmes de varias variables. Asi, por ejem-
plo, de aqui a unos meses vamos a estar en condiciones teretsiguiente problema:



Notar que, en el problema que aqui se presenta,
hay demasiadas variables (y pocas ecuaciones)
como para intentar el truco de despejar y llevar
todo el problema a una sola variable. Volveremos
a este problema en el Capitulo 5, cuando dispon-
gamos de otras herramientas. Mientras tanto, in-
vitamos al lector a resolverlo usando argumentos
de simetria en las variablad, p que lo modelan.

Queremos armar una caja rectan-
gular, tal que la suma del ancho,
el largo y la profundidad de la
caja no excedan los tres metros
(a+1+ p < 300m). ¢Cual es el
maximo volumen que puede tener
la caja, y cuales seran sus dimen-
siones?

Por el camino, van a surgir ideas, herramientas y ejemplegignen valor por si mismos, y que no
solamente van a servir para resolver problemas de maxinmginos como el de arriba. Van a surgir
problemas que en principio solo tienen que ver con la foaciah de estas definiciones, es decir, problemas

intrinsecos de la matematica. jComencemos!
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iNo soy un nimero! jSoy un hombre libre!

El Prisionero

1.1. Nimeros reales

Lo primero que notamos en la charla del prefacio, es que egargle entender como es el dominio de
una funcibn, que es un subconjuntoRey si vamos a hablar de limites y derivadas, es bueno entemde
poco mejor los nUmeros reales.

Observacbn 1.1.1. ¢ QLe es un amero real? Esta pregunta inocente e&swlificil de contestar de lo que
parece. Una primer aproxima@n intuitiva (0 que aprendimos en la escuela) nos dice qué egunto de
los nimeros que ocupan la recta nénca, es decir, hay una correspondencia entre loseros reales y los
elementos de la recta. R

0
Pero esto trae otras preguntas, como por ejemplé gs una recta y si todas las rectas son iguales o al
menos equivalentes en alysentido, y émo es la tal correspondencia. Esto no quiere decir que la lde
tengamos que descartar, jpor el contrario! esta idea es &mnehtal para poder imaginar mentalmente los
nimeros y los problemas que sobre ellos consideremos.

Sirepasamos un poco lo aprendido, veremos quedl® importante no es @uson, sino que propiedades
tienen. En realidad, desde un punto de vistasnformal, uno poda pensar que la pregunta ¢gwson? se
contesta haciendo una lista de las propiedadés importantes, y viendo que si un conjunto cumple estas
propiedades entoncesR. Pero ¢ quén garantiza que hay algn conjunto que cumpla esas propiedades en
abstracto? Si alguien dice "el conjunto que las verificdspues yo le contestada jque no lo puede poner
como ejemplo si todda no nos pusimos de acuerdo eregs un fimero real!

Repasemos: los numeros naturalés= {1,2,3,---} son todos nUmeros reales. Los numeros enteros
(que se obtienen tomando los inversos de los naturalesctespe la suma y agregando el neutro 0 de la
suma)Z=1{---,-2,1,0,1,2 3,---} son todos reales. Si uno considera cocientes de nimeese(#igo
bastante natural al pensar en la division), obtiene lasmatesQ = {p/q: p,q € Z,q= 0}.


http://en.wikipedia.org/wiki/The_Prisoner_in_popular_culture
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Sabemos que con esto NO alcan-
za. Por ejemplo en un triangulo de W=121+12=2
catetos unitarios, la hipotenusa es
h = /2, que no es ningln nimero
racional.

Esta ltima afirmacion requiere una prueba: supongam®s/gies racional. Entonces existprg nimeros
naturales tales qu¢/2 = p/g. Vamos a suponer que cancelamos todos los factores podibley q de
manera que no tengan ningin factor comin. Elevando afaded

pZ

2: ¥,

0 equivalentemente

29% = p?.
Ahora pensemos cuantas veces aparece el factor 2 en laifacton dep?. Comop? = p- p, el factor
2 aparece un nimero par de veces en la factorizaciop?dpues aparece el doble de veces que en la
factorizacion dep. En el caso en el que no aparece (0 sgaes impar) esta afirmacion sigue siendo cierta
pues vamos a adoptar la convencion de que 0 es un niUmerpyss ¢e puede escribir come=02 - 0).
Entonces a la derecha de la igualdad, tenemos un nimere feotdres 2. El mismo razonamiento aplicado
ag? nos dice que a la izquierda el factor 2 aparece un nimerorigdgsaeces. Esto es imposible, lo que
prueba qua,/2 no es racional.

Todo nimero real que no es racional se denornniagional, y al conjunto de nUmeros irracionales se lo
suele denotar con la letfia Se tienen las obvias inclusiones estrictas

NCcZcCcQCR

Observacbn 1.1.2. Como curiosidad, los irracionales tan#n se pueden clasificar como algebraicos o
trascendentes. Los primeros son los que son ceros de patis@mon coeficientes enteros, por ejempl@

es algebraico puesto que eszalel polinomio Px) = x* — 2. Ejemplos de @imeros trascendentes son e y
1. Por supuesto, jprobar que esto8meros NO son algebraicos tampoco es elemental! Para unebara
sblo un clic puede verse la Wikipedigen inges).

1.1.1. Axiomas

Volvamos al asunto de las cosas que hacenlRigsealR. Veamos primero los axiomas que haceriRle
un cuerpo ordenado. Esto es, propiedades que no se demugistrgiue se suponen validas.

Ihttp://en. wi ki pedi a. or g/ wi ki / Transcendent al _nunber
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Entre triviales y excesivamente abstractos para nuedtrziitn, son la base sobre la que se construyen
todos los resultados del analisis.

Axiomas de la suma:

S1) Conmutatividad: b€ R,a+b=b+a.
S2) Asociatividad: sa,b,c € R, a+ (b+c) = (a+b)+c.
S3) Elemento Neutro: existe y lo llamamos "0".&¢ R, a+ 0= a.

S1) Inverso Aditivo: sa € RR, existe un inverso aditivo, lo llamamos-&”, verificaa+ (—a) = 0.

En general escribimas— b en vez dea+ (—b).

Axiomas del producto:

P1) Conmutatividad: fa,be R, ab=b.a.
P2) Asociatividad: si,b,c € R, a.(b.c) = (a.b).c.
P3) Elemento Neutro: existe y lo llamamos "1".&¢ R, 1.a= a.

P4) Inverso Multiplicativo: sk € R, a = 0, existe un inverso multiplicativo, lo llamamoa™'", verifica
—il
aa =1

En general omitimos el punto, es decir escribirads= ab. También es usual escritgr: al.

Propiedad distributiva:

D) Distributividad: sia,b,c € R, a(b+c) = ab+ac.

Axiomas del orden:

01) Tricotomia: sk, b € R, hay solo tres posibilidades (excluyentes), queasearb, a=b, a> b.

02) Transitividad: sa,b,c € R son tales qua < by b < c, entonces < c.
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03) Monotonia de la suma: 8jb,c € R son tales qua < b, entoncesi+c < b+c.

04) Monotonia del producto: sib,c € R, son tales qua < by ¢ > 0, entoncesc < bc.

En particular dados dos numeros reales distintos
siempre hay un tercero en el medio, y siguien-
do este razonamiento se ve que hay infinitos. Si
a,b € Q, el promedio esta e y entonces se
ve que hay infinitos racionales. Estos hechos los
usaremos sin otra aclaracion.

Se tiene O< 1 jjustificarlo con

los axiomas! Se deduce facilmente
gue sia< b, entonces el promedio

p= a—}’b es un numero real tal que

a<p<hb.

Algo mas sutiles, son las pruebas de que entre dos reateprgidnay un racional, y de que entre dos
racionales siempre hay un irracional, pruebas que dejareara el Corolarid.1.12

Hasta aqui las propiedades que haceiRden cuerpo ordenado. El problema es que no es el Gnico. Es
decir, Q cumple todos estos axiomas. Lo que falta es el axioma de etitopl, es decir, ver que no hay
agujeros efiR, cuando por ejemplo si los hay én

Intentamos formalizar un poco. ¢ Esté claro quesiRR es no vacio, y tiene un tope por encima, entonces
podemos buscar el tope méas chiquito? Pensarlo en la radieamos al conjunté con lineas mas gruesas

A
— ~ . R

E:Optima c

Un tope por encima es umata superior Es decir,

Definicion 1.1.3. Una cota superior es uninmero real M tal que para todoa A, se tiene & M.

Si hay una cota superior, hay infinitas (cualquiera masdgairve). El asunto es encontrar la 6ptima (la
mas pequefia). Esta se denonmsnpremadel conjuntad, y se anota sufa. Es decir,

Definicion 1.1.4. s€ R es el supremo de A si para toda=aA, a< M y adenas si $ es otra cota superior,
s<g9.

Lo relevante, que hay que tener en cuenta en esta discis@ragioma de completitud de los nUmeros
reales, que dice que

Axioma. Si AC R es no vam, y esh acotado superiormente, entonces A tiene supremo s.

Se dice queRR es completo en el orden”. Algo obvio:

Proposicion 1.1.5. El supremo de un conjunto ésico.
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Demostradbn. Si hay otro,s, se tiene por un ladd < s (puess es cota superior § es la menor cota
superior), y por otro lade < ' (puesstambién es la menor cota superior). O

Analogamente se defimdta inferiore infimq

Definicion 1.1.6. Una cota inferior es un iimero real m tal que para todo@A, se tiene & m. El fimero
i € R es elinfimo de A si paratodoa A, a> iy adends si i es otra cota inferior, &> i’. Es decir elinfimo
es la nés grande de las cotas inferiores, y ta@bisi existe e@nico.

Definicion 1.1.7. Un conjunto AC R se dice acotado si esacotado tanto superiormente como inferior-
mente.

El supremo (o el infimo) puede pertenecer o0 no Problema 1.1.8.Probar que Ssi

al conjunto. Hagamos algunos ejemplos con cui- reR, r>0yr?=3, entonces
dado, por mas que parezcan obvios. Queda comq r ¢ Q. Es decir, probar que/3 es
ejercicio para el lector el siguiente problema, cu- irracional. Se sugiere ver la

yo resultado usaremos de aqui en mas: prueba de que/2 no es racional.

Con este resultado a mano, podemos hallar el supremo d&rsigeonjunto.

Ejemplo 1.1.9. Hallar el supremo s del conjuntoA {x € R : x*> < 3}.

El candidato es = v/3. Notemos que es cota superior puessi A, entonces? < 3 implica|x| < v/3,
luegox < |x| < v/3. ¢Como probamos que es la menor? Por el absurdo: suposgamday otra cota
superior mas pequefia, diganmss: /3. Ahora entres’' y s hay al menos un niamero realhay infinitos).
Se tienea < s= /3, luegoa? < 3, es decia € A. Por otro ladas < a, con lo cuak’' no seria cota superior.
El absurdo proviene de suponer que hay otra cota super®patduena que

Observacbn 1.1.10. Notar que si uno busca el supremo del conjunte Ax € Q : x?> < 3}, el supremo va
a ser nuevamente=s /3, jque no es un @mero racional! Esto nos dice que la propiedad de completitu
es inherente a losiimeros reales. Es decir, hay subconjuntogdgue eshn acotados superiormente &n
pero que NO tienen supremo €n

Demostremos mejor esta Gltima observacion. Para ellesitaenos algunas herramientas técnicas.

Proposicion 1.1.11. Arquimedianeidad o principio de ArgmedesSi x es un riimero real, entonces existe
n e N tal quen > x. Permite comparar cualquieriimero con un natural. Se puede deducir del axioma de
completitud.
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Demostradbn. Seax € R, y consideremoX = {ke IN: k < x}. SiX =0, en particular > x, luego se puede
tomarn = 1. SiX no es vacio, como esta acotado superiormentexjpdene un supremse= supX € R.
Comos—1 no puede ser cota superior d€puess es la mas chica), debe exidty € X tal ques— 1 < ko.
Tomandon = kp + 1 se tienen € IN y ademas > s. Por esto Ultima ¢ X, lo que nos dice que>x. [

Con esta herramienta podemos probar algo que todos sabames gierto. En nuestra formacion inicial
y media, aprendimos algunos hechos supuestamente iileguna pista del por qué de su validez (jo el
por qué de su relevancial).

Corolario 1.1.12. Entre dos iameros reales distintos siempre hay umrero racional. Entre dosiimeros
reales distintos siempre hay umero irracional.

Demostradbn. Seana < b nimeros reales (elegimos los nombres para que queden endese es decir,
llamamosa al mas chico yb al mas grande). Entoncbes-a > 0, y en consecuenci@l}—a > 0. Existe por el

principio de Arquimedes un nimero natunahl quen > b—}a. Observemos que

nb=na+n(b—a) > na+ 1.

1

] ]
T

l
na na+1 nb

En consecuencia, tiene que existir un nUmero erkezatrenb y na. Es decir, existk € Z tal que
na< k < nb. Dividendo pom se obtiena < ‘ﬁ( < b, que nos dice quﬁ € Qestaentray b.

Ahora veamos que entre dos nameros reales siempre hayacioital. Vamos a volver a suponer que
a < b. Multiplicando por% obtenemos\%a < -Lb. Por lo anterior existe un nimero racioﬁaéntre ellos,

V2
es decir\ifza < % < %b. Multiplicando pory/2 se obtiene < %\/i < b. Afirmamos que este numero del
medio es irracional: si fuera racional, existirigm enteros tales quﬁ\/i = im Pero entonces/2 = rJn—”k
seria racional, lo cual es falso, como ya probamos. O

Ejemplo 1.1.13.Sea A= {xe Q:x? < 2y x> 0}. Entonces A" Q es no vaio y esh acotado superiormente
enQ, pero no tiene supremo &.

Demostraddbn. Que es no vacio es evidente pues A. Por otro ladoC = 2 € Q es una cota superior de

A pues six € A entoncesé < 2 < 4, con lo cualx| < 2, y comox es positivo, se tiene < 2. Por Gltimo,
supongamos que exisse Q tal ques = supA. Es decirses una cota superior, y es la mas pequefia de ellas.
Hay tres posibilidades: la primesa= /2 es imposible pueg’2 no es racional. La segunda es gue /2 (

y podemos suponer> 1 pues 1€ A). Pero si tomamosun nimero racional tal que< r < /2, llegamos a

un absurdo pues elevando al cuadrado obtenefna®, y comor es positivo (por ser mayor g se tiene

r € A. Esto contradice quees cota superior d&. La Gltima posibilidad es > +/s. Pero entonces volvemos

a elegirt € Q tal que/s<t < s, y este nimero es una cota superio”Aden Q mas pequefia qs lo cual

es imposible. O
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Corolario 1.1.14. El cuerpoQ no es completo en el orden (no verifica el axioma de compdtitu

Ejemplo 1.1.15. Hallar el supremo s del conjunto A {1 — % :neIN}. ¢se A?

Aqui el candidato natural es= 1 (que NO es un elemento é¢ Es una cota superior pues]% <1para
todon natural. Falta ver que es la menor. De nuevo: si hubiera oteastperior, digamas < 1, tomemos
no € IN tal queng > ﬁ gue siempre se puede por el principio de Arquimedes. Eatodespejando se

obtienes’' < 1— n—lo lo que contradice que sea cota superior.

Observacibn 1.1.16. Puede probarse que si A es conjunto que es un cuerpo ordenanple los axiomas
de arriba S,P,D,0), y A es completo en el orden, entonces R ES9mas bien se lo puede identificar céh
respetando las operaciones y el orden)

Algo que quedo en el tintero y que no vamos a tratar aquipe®de pueden construir (si, construir a
partir de los nUmeros racionales) los nimeros realea,qmesa forma estar seguros de que hay un conjunto
que verifica todo lo que queremos. jRecordemos que nunoaogifjuien eR! Hay varias maneras de hacer
esta construccion, por ejemplo usando cortaduras de Detelsucesiones de Cauchy; el lector insaciable
con acceso a Internet puede leer sobre estas construceiotedVikipedid, aunque hay otras fuentes en
papel mejor escritas de donde leerlo, como por ejempldyre tie Birkhoff-McLane dé\lgebra [1].

Volvamos al supremo de un conjurdoC R. Una caracterizacion Gtil es la siguiente, en termines d
(algo habitual en las definiciones de limite)

Proposicibn 1.1.17.s es el supremo de A si §ls si
1. s> aparatodo a A

2. dadoe > 0, existe ac A tal que s-e < a.

£=s—-¢

] ]

1
T T
§=s—¢ acA s

Demostraddbn. Empecemos con la definicion vieja, entonces obviamentarsgle 1). Por otro lado, dado
€> 0, se tieners— € < sy esto nos dice que— € no es cota superior d& (recordemos quse era la mas
chica). O sea, existe alglae Atal ques— € < a, lo cual prueba 2).

Si partimos de esta definicion, tenemos que probar qsejua verifica 1) y 2) es el supremo. Claramente
s es cota superior, falta probar que es la mas chica. Si lubiea cota superior mas chica, digansgs
entonces tomamas= s— s > 0y llegamos a un absurdo pues 2) nos dice que eaista tal ques— (s—
s) < a, es decirs < alo que contradice qug es cota superior. O

http: //pl anet mat h. or g/ 20p=get obj & r omrobj ect s& d=5607
Shttp://en.wiki pedia.org/wiki/Construction_of _real nunbers


http://planetmath.org/?op=getobj&from=objects&id=5607
http://en.wikipedia.org/wiki/Construction_of_real_numbers
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Analogamente, se tiene el siguiente resultado que dejs
mos como ejercicio al lector. Problema 1.1.18.i es el
infimo de A si y&lo si

¢Qué se puede decir de un conjudtaC R tal que

inf(A) = sug(A)? 1. i<a paratodo ac A

2. dadoe > 0, existe ae A
¢Y siB C R es tal que infA) < inf(B) y supB) < tal que i+& > a.
supB)?

1.1.2. Sucesiones

Una sucesion se puede pensar como un cierto conjunto dernémeales, ordenado de alguna manera.
Mas precisamente, es una func&riN — R, que en general se andgen vez des(n). Es decir, si ponemos
s = 1/n, lo que queremos nombrar es la sucesion cuyos primenogniés son 13,1 1 ... y asi sucesi-

2'3 4"
vamente. Es importante observar que no es lo mismo que laiénce, 3,2, 2.--- (en otro orden). Estas

sucesiones tienen todos sus términos distintos. Permediene por qué ser asi. Por ejemplo
1,2,1,2,1,2,---

toma s6lo dos valores distintos, y como caso extremo
3,3,3,3,3,3,---

es una sucesibn que se denonsoaesbn constanteLas sucesiones son (tiles para describir problemas
de aproximacion. Asi, si quiero descubrir que pasa ¢orcliandox tiende a infinito, basta mirar algunos
terminos como 135 = 0,1; 3, = 0,01 para descubrir que tiende a cero.

Definicion 1.1.19. Se dice que una suceési &, tiende al imero | cuando r— o, si dadog > 0 existe
no € IN tal que si n> ny, entoncesa, — | < €. En ese caso escribimos

’ . n—o
lima, =1o0bienag —I.
n—oo

Es decir que, tiende d si todos los términos da, estan tan cerca decomo uno quiera a partir de un
término dado. Recordemos glas — || < € quiere decir

| —e<an<|+e,

como se indica en la figura:

| —¢ an an+p ant+1
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La condicion de que todos los términos de la su- Problema 1.1.20.Si &, <||
cesion estén suficientemente cerca del limite a para todo ne IN, para probar
partir de unng se simplifica cuando sabemas que lim a, = | basta probar que
priori que todos los términos estan a un lado de I —ar;i<oos. Andlogamente, si
una constante dada. Dejamos el siguiente proble an > |, basta probar que

ma que pone de manifiesto esta simplificacion. an—| <&

Para una exposiciobn mas detallada (pero todavia elatebre sucesiones, puede verse el libro de
Noriega f], o la guia de Analisis del CBC de la UBA. Nosotros vamos diiectamente a lo que nos
interesa, que para empezar es una caracterizacion dehsapr

Definicion 1.1.21. Recordemos que una sudases creciente si
y<a<ag<--,

y estrictamente creciente si
A <a<az<---.

Analogamente se define sudasidecreciente y estrictamente decreciente. Una stieess dice mabtona si
es creciente o decreciente, y estrictamentedtama si es estrictamente creciente o decreciente.

Como vimos, todo conjunto no vackC R, si esté acotado superiormente, tiene supremo. Se tiene el
siguiente resultado Util que relaciona el supremo condassiones:

Proposicion 1.1.22. Si s= supA, entonces existe una sudasicreciente{a,} de elementos de A tal que
an s, Sisz A, se puede elegirgestrictamente creciente.

Demostradbn. Sise€ A, basta tomaa, = sla sucesion constante (que es creciente). Si no, tomamgos al
elementas € A, y ponemos ;= aj. Ahora considerama® = 317“ el promedio, que es un nlmero menor
estrictamente menor g2 Existe entonces algin elemerapc A tal quea; < az < s (sinoa; seria cota
superior déA, lo cual es imposible pues < ).

Asi vamos definienda, como el promedida%”, y tomamos coma@,, cualquier elemento dA que
esta entra, y s. Ciertamenten,, es creciente pues, > ay > an_1, y por otro lado 0< s—ap < Laz"*l.
Luego, repitiendo esta acotacion se consigue bajar basggor cada vez que bajamos, aparece un nimero
2 dividiendo, con lo cual obtenemos.

S—an_ s—a
0<s—an<% !

<< S

Esto Gltimo prueba que lim, = s, usando la definicion de limite, puss a; esta fijo. O
—> 00
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Dejamos como ejercicio para el lector, un resulta- Problema 1.1.23.Si i = infA,
do analogo para el infimo de un conjunto. Recor- entonces existe una suaasi
dar que es clave verificar quedos los érminos decreciente{an} de elementos
a, de la sucesin deben ser elementos del conjun- de Atalque a—i. SiigA,

to A se puede elegira

estrictamente decreciente.

Subsucesiones

Una herramienta extremadamente (til son las subsucasi®eeordemos que son simplemente una
eleccion de un subconjunto de la sucesién original, ptovdel mismo orden que tenia la sucesion original.
Asi por ejemplo, sa, = % una subsucesion &g = 2—1k es decir, tomamos

111

168"
que son algunos de los términos de la sucesion origined. dRa mas precision a esta idea, recordemos que
una sucesion es simplemente una fung6iN — RR.

Definicion 1.1.24.Sea a IN — R una sucegin. Una subsucesih de a es una nueva suaasb: N — R que
se puede construir a partir de la original de la siguiente raem existe una funéin estrictamente creciente
j :IN — N tal que para todo ke IN, b(k) = ao j(k). Mas coloquialmente: si

a1, az, - ,an, -

es una sucesén, entonces una subsud@sian, } de {a,} es una suceén de la forma

anlaanzv"'vankv"'
donden<m<---<ng<---.

Observacbn 1.1.25. Se puede seguir esta idea un pasmsiuna subsucesn de una subsucési se define
en forma ai&loga. Pero si lo pensamos un poco, nos hemos quedado connjumtm &in mas reducido
de la sucedin original, y losindices deben seguir siendo estrictamente crecientego uea subsucesin
de una subsucedsn de{a,} no es s que otra subsucési de la suceéin original {a,} (y si toda¥a no
consegiimarearlos es porque lo dije muy despacito).

Una consecuencia de la Proposiciofh.22 es que toda sucesion creciente y acotada tiene limiteatl
coincide con el supremo:

Proposicibn 1.1.26. Si {an} es una suceén creciente (g;1 > a, > --- > a;) Yy acotada superiormente,
entonces si s sup{an}, se tienerl]im an=S.
—> 00
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Demostradbn. Consideremos el conjunto de puntos que forma la sucessote@rA = {a,} Por la Pro-
posicionl.1.22 existe una sucesion dentro Aagjue es creciente y tiendesa= supA. Pero esto es lo que
llamamos una subsucesion, es decir la nueva sucesiotaamalgunos de los elementos{@g}, y la ano-
tamos{a,, }. En consecuencia, da@da> 0, existeko tal quek > kg implicas— a,, < €. Tomandang = ny,
se observa que 8i> ng, entonces por se&x, creciente se tiene

S—an < S—an, = S—an, <&,

gue es lo que queriamos probar. O

Proposicion 1.1.27.Si {a,} es
una sucesin decreciente

Se tiene un resultado analogo con el infimo de una su (Ans1<an<---<ap)y
cesion decreciente y acotada inferiormente, cuya prueb acotada inferiormente
unavez mas queda como ejercicio. entonces si & inf{a,}, se
tiene lim a, =i.
n—oo

Volvamos a pensar en sucesiones que no son mondtonas.

Hay algo bastante evidente: si una sucesion no esta acftadejemplo, no esta acotada superiormen-
te), entonces podemos extraer de ella una subsucesiGanteede la misma manera, si no esta acotada
inferiormente, podemos extraer una sucesion decreciente

Lo que sigue es un resultado clave que nos va a ser muy (diladélante, que generaliza esta idea a
cualquier sucegin de numeros reales. Su demostracion es un tanto técracee(eia).

Proposicion 1.1.28. Sea{a,} una sucegin de rimeros reales. Entonces existe una subsoogsi,, } de
{an} que es modtona.

Demostradbn. Para armar la subsucesion, nos interesan los téerminas slecésion que son mas grandes
gue todos los términos que les siguen, es decig]adales quea, > ax para toddk > n. Los vamos a llamar
términosdominantes Hay dos casos: hay infinitos terminos dominantes o hapfinRensemos primero el
caso en el que la sucesion tiene infinitos terminos dontéisan

8ny,8ny, 8ng, - CONNL <Mp < N3 < -

Por ser todos dominantes, > a,, > an, > ---. Hemos construido una subsucesion decreciente.

Veamos ahora el caso en el que hay finitos terminos domiméinieluyendo la posibilidad de que no
haya ninguno). Por ser finitos, hay uno que es el Ultimo (es,d&e alli en adelante ningln término de la
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sucesion es dominante). Tomen®s el primer término de la sucesion que viene después deli#st®
dominante (si no hay ningan término dominante en la sboegimamos; = 1). Existe entonces mas
adelante alglny > ny tal quean, > an, (jexiste sinca,, seria dominante!). Asi siguiendo, vamos hallando
Ng>--- > N3 >Ny >Ny tales quen, > --- > an, > an, > an,. En este caso hemos construido una subsucesion
creciente. O

Se obtiene asi un corolario fundamental, que luego genaraimos ar".

Corolario 1.1.29(Bolzano-WeierstrassSea{a, } una sucegin acotada de iimeros reales. Entonces existe
una subsuceén {a,, } de{an} que es convergente.

Demostradbn. Por la proposicion previa, podemos extraefdg una subsucesion monotona (que esta aco-
tada por estar acotada la original). Por la Propositi@r?§ esta subsucesion tiene a su vez una subsucesion
convergente, que segln lo observado antes, no es masasahsucesion de la sucesion original. O

Por Gltimo recordemos qué quiere decir que una sucesiémde a infinito”.

Definicion 1.1.30. Una sucedin {a,} de rimeros reales tiende a&s infinito si para todo M> 0 existe
np € IN tal que n> ng implica a, > M. Lo anotamos

lim a, = 40 0 bien & 22 too.
—00

Analogamente, decimos qlrj]’en a, = —oo si paratodo M< 0 existe i € IN tal que n> ng implica g, < M.
—00

Es decir que para cualquier cota que a mi se me ocurra, tosltérfoinos de la sucesion son mas grandes
gue esa cota a partir de np (en el casot»).

1.2. Elespacio como n-uplas

En esta seccion vamos a establecer las herramientaadasi@ poder hablar de limiteslRh Necesi-
tamos recordar nociones de vectores, norma, productmoitetambién extender la idea de entorno de un
punto deR". Muchas de las primeras definiciones (las que involucramapdistancia y producto interno)
les van a resultar familiares, aunque algunas demostesimpropiedades tal vez no las hayan visto antes.

Dadon € IN, unan-upla es una tira ordenada de numeros,

(X13X23X35 e 7Xn)7

no necesariamente distintos.
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El plano en el cual estamos acostumbra-
dos a pensar lo podemos describir con 2-
uplas (que en general llamampares or-

denadok y
P = ’
R? = {(x1,%2) : X € R}. P2 (PL. p2)
La primer coordenada la llamamabcisa . .
1

y la segundardenada En un gréafico las
representamos en el eje horizontal y verti-
cal respectivamente.

Lo mismo ocurre con el espadiR?, al cual representamos usando tres ejes:
ZA

C ~

1.2.1. Distancia

y ¢Cual es la distancia de un puite- (pz, p2)
P— al origen? Si observamos nuevamente la fi-
— (p17 p2) -
p2 gura del planay, se ha formado un triangu-
lo rectangulo, con vértices €9,0), (p1,0) y
rpl X (pla pZ)

Por lo tantod = ,/p§+ pg. En el caso general, la distancia®e= (p1, p2,---,pPn) € R" al origen (que
escribimos con un cero gordd, € R") esta dada por

d=\/Pi+p5++p}

como puede observarse por ejemplo en el dibujiR&de arriba.
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¢ Cobmo se calcula la distancia entre dos puntos? Es semmilla figura se ve que 8 = (p1,p2) ¥y
Q= (aq1,02), entonces queda determinado un nuevo triangulo reckdrdriladogps — 1] ¥ | p2 — 02|

A
y
P=(p1,p2)
720 D
T = (- ) (- 2)?
R P Q= (g, G)
P1 a1 X

Luego

d(P.Q) = \/(pL— a2+ (P2~ @2)?.
y en general, S = (p1,P2,---, Pn) Y Q= (d1,d2, - - ,0n) SON puntos d&R", su distancia esta dada por

d(PQ) = \/(pl—Q1)2+ (P2 —02)%+ -+ (Pn—0n)?.

Si a los puntos del plano los pensamos como vectores, estndistancia d® = (p1, p2,---,pn) € R" al
origen es la longitud del vect#, y la llamamosiormadeP. La anotamos

1Pl = /P2 + 3+ + P2

En el caso de dos vector®Q, su distancia es la longitud del vector que los une, qu@ e (0 P—Q
dependiendo de dénde lo hacemos empezar). Luego

d(P.Q) = [P-Q].

1.2.2. Producto escalar

De las propiedades geométricas basicas, tenemos tatahi@cion de angulo entre dos vectores, para
lo cual es til pensar primero en el producto escalar

(P,Q) = p101+ P202+ - - - + PnCin-

Tiene las siguientes propiedades (que dejo para verifidac@lr, salvo la Gltima). SedR Q, R, S vectores
deRR", entonces

1. (RQ) =(QP)
2. (P,P)=||P||? > 0 paratodd € R", y es cero siy solo $ = O.
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3. (aP,BQ) = aB(P, Q) para todo par de nUmeraosp € R.

4. (P+R Q) =(PQ+(RQ).
5. [(P,Q)| < ||P||||Qll (desigualdad de Cauchy-Schwarz).

Demostraddn. (de la desigualdad de C-S). Dade R, consideremos la funcion regit) = ||P —tQ||2. Por
las propiedades anteriores se tiene

IP—tQ|? = (P—tQ,P—tQ) = (P.P) — 2t(P.Q) +1*(Q,Q).

ComoP,Q estan fijosg es un polinomio de grado 8(t) = at? + bt +c dondea = ||Q|?, b= —2(P,Q) y
¢ = ||P||?. Por otro lado, comg(t) = ||P —tQ]|?> > 0, este polinomio tiene a lo sumo una raiz real. Como
a> 0, debe tener discriminante no positivo, es decir, se de@liub? — 4ac < 0. Pero esto es

2(P.Q))*—4|IQ|?IPI* <0,

una expresion de la que se deduce facilmente la desigldéd@ada pasando el termino negativo a la derecha
y tomando raiz cuadrada a ambos miembros. O

Observacbn 1.2.1. La igualdad en la desigualdad de C-S vale sityossi PQ esfn alineados, es decir
si existea € R tal que P= aQ. En efecto, de la demostréci anterior se deduce que para que valga la
igualdad el discriminante del polinomio g debe ser igual aoc®ero en ese caso, el polinomio g tiene una
raiz (doble), es decir existe € R tal que ga) = ||P— aQ]|? = 0. En consecuencia debe serRIQ = O,
puesto que la norma se anulaicamente en el origen.

Volviendo al angulo entre dos vectores, como

(P.Q)
1< =<
— PRI~

podemos pensar que la cantidad del medio define el coseaagigloa (P, Q) entre los vectores, es decir

(P.Q) = [[P[[[IQl| coga).

Ciertamente en los casos que podemos diblBary(IR3) ustedes saben que el angulo asi definido es el
angulo que los vectord3Q sustentan cuando uno los dibuja. En el caso4, siempre se puede pensar que
dos vectores generan un plafl@dQ} deR", y la figura que corresponde es el angulo formado en este plan
(independientemente de que no nos podamos imaginar eliegpeel cual este plano esta metido).

Propiedades de la norma

La norma tiene también una serie de propiedades basttiliete que enunciamos a continuacion. Sean
PQeR"
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1. |IP|>0,y]||P|| =0siy sblo siP= 0.
2. ||IAPJ| = |A|||P]| para todo\ € R.
3. [P+ Q| < |IP|| + |QJl (desigualdad triangular).

Las dos Ultimas requieren alguna demostracion. Pensgrimosro qué quieren decir. La propiedad de sacar
escalares simplemente refleja el hecho de que si uno megtipfi vector por un nimero, lo que esta haciendo
(si el nlmero es positivo) es estirar o achicar el vectorrsadificar su direccion. Si el nUmero es negativo,
el vector simplemente se da vuelta y la magnitud relevaneasces el modulo del nUmero.

Por otro lado, la Gltima propiedad se conoce cafesigualdad triangulary es un simple reflejo del
hecho de que en la figura de abajo, es mas corto el camino yemda diagonal que primero recorriendo
un lado y después el otro.

Demostremos la desigualdad triangular. Tenemos
IP+QlI*= (P+Q,P+Q) = IP|*+[QlI*+2(PQ).

Por la desigualdad de C-S,
(P.Q) <[(RQ)I < PIQIl

Es decir, nos quedd
1P+ QI < IPIZ+[1QIZ+2[PllIIQll = (IIP] +[I)?.

Tomando raiz cuadrada a ambos términos se obtiene laudédsgl triangular.

La desigualdad triangular en este punto parece un tam@te@ero si recordamos que queremos hablar
de limites, nos dice algo fundamental: si dos puntos estaca del origen, entonces jsu suma también
esta cerca del origen!

Asimismo, siX esta cerca del origen¥eesta cerca d¥, entonces la desigualdad triangular nos dice que
Y esta cerca del origen pues

IVIF<ITY = X[+ [IX]-

1.2.3. Entornosy conjuntos abiertos
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Pensando en la norma como distancia, po- .

demos definir un cierto entorno de un pun- . ~ Bi(P)
to P € R" de la siguiente manera: nos que- = r k

damos con el conjunto de puntos que estén;’\ P

a distancia menor que un nimero positivo :

r de un puntoP dado. Es decir, si pensa-

mos en el plano, con un disco alrededor del
punto, como en la figura de la derecha.

Lo denotamos asB; (P) = {Q € R": d(Q,P) = |[Q—P|| < r}

Observemos que los puntos del borde del disco NO pertenaxsta aonjunto. El conjunto se denomina
bola abierta de radio r con centro en En el caso de la recta real£ 1) se obtiene un intervalo: si tomamos
un nimerog € R y consideramoB; (xo) = {x € R : [x— Xo| < r}, lo que obtenemos es el intervalo abierto
de largo 2 (el “diametro”) centrado erp.

R

Xo—T Xo Xo+r

Las siguiente definicibn generaliza esta idea.

Definicion 1.2.2. Un conjunto UC R" esabiertosi para cada punto B U existe una bola abierta BP)
centrada en P tal queBP) C U (el radio puede depender del punto P).

La idea intuitiva es que en un conjunto abierto, no hay pugtesestén en el borde, sino que estan
todos propiamente adentro. Porque los puntos del bordemertiesta propiedad, ya cualquier bola centrada
en ellos, tiene puntos tanto de fuera del conjunto como detaddnsisto con una parte importante de la
definicion: el radiar, para cada puntB del conjunto abiertt), va variando para adecuarse a la forma del
conjunto y permitir qués, (P) C U.

Un ejemplo ilustrativo se obtiene tomando algunos puntas@rfigura en el plano como la siguiente:
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Se imaginan que una bola abierta deberia cumplir la d&fimabé abierto (jsi no, estamos mal!). Veamos
su demostracion, que se deduce del dibujo

B (P)

Lema 1.2.3. Sea B(P) una bola abierta eR". Para cada Qe B;(P) existe t> 0 tal que B(Q) C B, (P).
En particular una bola abierta es un conjunto abierto.

Demostradgdbn. ComoQ € B, (P), se tienad = |Q—PJ|| <r. Sid =0, es porqu€® = Py tomamog = . El
caso interesante es<0d < r. En el dibujo se ve quB(Q) C B;(P), dondet =r —d > 0. Demostrémoslo.
TomemosX € B;_q4(Q), entonceg X — Q|| < r —d. En consecuencia

[X=P[=[X-Q+Q—P|<[X-Q+[Q-P|<(r—d)+d=r
donde hemos usado la desigualdad triangular. Esto nos aé&¢ g B, (P), como afirmabamos. O

Tenemos la siguiente equivalencia:

Proposicion 1.2.4. Un conjunto UC R" es abierto si y 8lo si U se puede escribir como @mi de bolas
abiertas.
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Demostradbn. Veamos=-), supongamos quié es abierto. Entonces para cada punte U exister > 0
tal queB;(P) C U. En consecuenciapcy B, (P) C U pues todas las bolas estanlénY por otro lado es
evidente qué& C Upcy By (P). Es decir hemos probado que

U C UPeUBr(P) CU,

lo que nos asegura la igualddd= Upcy B, (P), 0 sedJ es una union de bolas abiertas.

Veamos ahora=), supongamos que = Up B, (P) es una unibn de bolas abiertas, dondeRoson
algunos de los puntos de(pueden ser todos). Qi€ U, tenemos que ver que existe 0 tal queB; (Q) CU.
ComoU es union de bolas abiertas, el pu@alebe estar en alguna de ellas, digar@os By (P). Pero
por el Lemal.2.3 existet > O tal queB;(Q) C By (Po). Por propiedad transitiva de la inclusion, se tienen
Bi(Q) cU. O

Y una propiedad fundamental:

Proposicion 1.2.5. Si{U; }ic| es una familia de conjuntos abiertos B8, entonces la uin U = Ui U; es
un conjunto abierto.

Demostradbn. Cada abiertdJ; se puede escribir como una unién de bolas abiertas por pogi@on an-
terior. Entonced) es la union de todas las bolas de todos los abiertos, y aesiitabierto de nuevo por la
proposicion anterior. O

Algo similar ocurre con la interseccién, pero teniendaladio porque s6lo es cierto el resultado si son
finitos conjuntos. Basta verlo para dos, ese es el conteridigliente lema.

Lema 1.2.6. SiU,V son conjuntos abiertos de", entonces su interseéri UNV es un conjunto abierto.
Demostraddbn. DadoP € U NV, existerry; > 0yr, > 0 tales qué,, (P) C U (por seiU abierto) yBy, (P) C

V (por serV abierto). Sir = min{ry,r2}, entonces, (P) C UNV lo que prueba que éste Ultimo es abierto.
O

Se extiende el resultado anterior a finitos conjuntos abier Problema 1.2.7. Comprobar
tos. que si U = (0,21) C R,

Sin embargo, el resultado &dsosi consideramos infini- entoncesnUn = (0,1], que no
tos abiertos. es abierto

Antes de seguir, quisiera que discutamos brevemente tprda@s haciendo.
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Si recordamos la definicion de limite @& la idea central es establecer con claridad qué quiere deci
“estar cerca” de un puntgy. Para eso usamos el ordenBey alrededor deg establecemos un intervalo
(X0 — &, X0+ €) para ure > 0 dado,

R

X0o—€ X  Xo+E

Observemos que hay s6lo dos direcciones desde dondemerag, (por la izquierda o por la derecha),
gue se corresponden con los limites laterales. Esto g@agile los nUmeros reales estan ordenados, y por
lo tanto s6lo se puede ser mayor o menor xgi@® igual). Sin embargo, en el plano (o el espacio) no hay un
orden entre puntos. Por lo tanto hay infinitas direccionsdeledonde acercarse a un puite R".

De hecho, acercarnos por rectas no agota todas las pamilgiighorque uno podria acercarse con una espiral
u otra curva. Sin embargo, con las nociones de bola y abiegdayclaro qué quiere decir estar cerca del
puntoP.

Otra nocion Util que necesitamos es la de interior de ujucHo.

Definicion 1.2.8. Si CC R", un punto Pe C esinterior si existe una bola abierta centrada en P tal que
B;(P) C C. El conjunto de todos los puntos interiores de C se denointedor deC y lo denotamos €

Un conjunto puede no tener ningan punto interior, es detie 0. Por ejemplo sC es una recta en el
plano. Aunque es evidente, esta afirmacion requiere deac@®. Seamos entonces concretos.

Ejemplo 1.2.9. SiC={(x,y) : y=x}, entonces €= 0.

Demostraddbn. La manera mas simple de probar lo enunciado es por el abhdtsdtecir, suponemos que
hay un punto interior y llegamos a una contradiccion. Sgpamos entonces quiec C es interior. Debe ser
P = (a,a) para algiin nimero real Si P es interior, existe > 0 tal queB, (P) C C. Nos guiamos por el
dibujo siguiente
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\ 4

Sitomamos el punt@ = (a+ g,a— 5), evidentement® ¢ C. Sin embargo, como

lQ-Pl=y/o+ =t o
o 4 4_\/§

se tieneQ € B, (P), y como supusimos qu& (P) C C, se tien& € C, una contradiccion. O

En el otro extremo estan los abiertos, donde todos los pwaio interiores. Primero una aclaracion: el
conjunto vacioC = 0, es abierto pues no hay puntos para verificar la condici@tiege

Proposicion 1.2.10. 1. C° es un conjunto abierto dB".

2. C°=C iy Dlo si C es abierto.

Demostradbn. Veamos 1. Como dijimos, §§ = 0, C° = 0 con lo cual es abierto. Si es no vacio, y tomamos
P € C°, por definicion de interior se tiene que existe 0 tal queB,(P) C C. Afirmo que todos los puntos
deB;(P) son interiores, con lo cual en realidBg(P) c C°, lo que probaria quE® es abierto. Para verlo
tomemosQ € B;(P); por el Lemal.2.3existe una bold;(Q) C B;(P). ComoB;(P) C C, tenemoxQ €
B:(Q) C C, o se& es interior, como queriamos ver.

Ahora veamos 2. Supongamos primero §de= C. Entonces por IC es abierto. Supongamos ahora que
C es abierto. Tenemos por definici6A c C. Veamos que vale la otra inclusion. Para ello tomafeasC,
por seiC abierto existe > 0 tal queB, (P) C C. Pero esto nos dice exactamente (releamos la definici@n) qu
P es un punto interior, o see C°. O
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Problema 1.2.11.Probar que
C° se puede escribir como la

El interior C° de un conjunto es, en algin sentido, el union de todos los conjuntos
abierto mas grande contenido @nsegiin nos ensefia el abiertos de C, es decir

ejercio que dejamos para el lector. C?=UU;, donde WUC C es
abierto enR".

1.2.4. Limites enR"

Vamos a generalizar la nocion de sucesion de nUmerassraalucesiones de vectores.

Definicion 1.2.12.Una suces$in { R} ken de puntos déR" es una tira ordenada de vectores

P17P27P37"' aka"'
Equivalentemente, es una fudiP: IN — R".

Ejemplo 1.2.13. 1. TomemosP= (%,cos%). Entonce Pk }kew €S una suceéh delR?.

2. Siponemos Q= (e7%,k?, 1), entonceq Qc}ken €S una suceén delR®.

3. SiX= (efj,%ser(Zj), J.—lz, (1+ Tl)j) entoncegX; }jen €S una sucesn deR*.

Observemos que como un vec®rE R" esta determinado por suscoordenadas (que son nimeros
reales), entonces una sucesionifese puede pensar como una tira ordenada sigcesiones de nimeros
reales, y ak-esimo termino de la sucesion (que es un vectdR®do anotamos asi

R = ((R)1, (A2, (Rn) -

Es decir, usamos un paréntesis y un subindice para sefi@@oordenada nos interesa. Asi por ejemplo, si
Pk es la sucesion d&? dada por

Pc= (1—-1/k,2,
se tiengP)1 = 1—1/ky (P)2 = 2%

Ahora que sabemos qué es una sucesion, podemos dar lzidefidé limite de sucesiones usando la
norma (que nos provee de los entornos).

Definicion 1.2.14. Si {P}ken €S una sucedh deRR", y P € R", decimos que Ptiende a P si para todo
€ > Oexiste s € IN tal que
IR« — P|| < € para todo k> ko,

ylo escribimosdim P, = P 0 bien R =3 p.
300
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Observemos que esta definicion coincide con la definicgiimdite de una sucesion en el case 1. Se
puede definir también que quiere decir que una sucesiorderes tienda a infinito, pero en el casp 2
lo que queremos decir es que la norma de los vectores se lttaraamente grande, es decir

Definicion 1.2.15. Si{P}kew €S una sucedh delR", decimos quePtiende a infinito si para todo M- 0
existe k € IN tal que
[IP]| > M para todo k> ko,

y lo escrlblmoslym Pk = © 0 bien R % 0. Tamben es habitual decir que la sucéni{ P} diverge
—300
Lo que uno imagina, si piensa en las coordenadas del veatdogua la sucesion, es que si tiene limite

cada coordenada entonces tiene limite la sucesion afidgiisto no sblo es asi sino que vale la reciproca.
Para verlo, primero una observacion Gtil sobre la norma.

Observacbn 1.2.16.Si P= (p1, p2,---, Pj,- -, Pn) €S un vector dR", entonces se tiene, para cualquier j
desdel hasta n,
|pi|§||P||§\/ﬁijﬂ‘>§|pj|- 1.1)

Para verlo basta recordar que

1Pl = \/ P2+ P34+ P+ PR,
y en consecuencia se tiene
P < Pl Pot o+ P+ P < N MAX pj.

Ahora si, escribimos el resultado que establece que laecgemcia efR" es simplemente la convergen-
cia en todas y cada una de las coordenadas.

Proposicion 1.2.17.Sea{R} una sucegin deR". Entonces P= (p1, p2,--- , pn) €s el Imite de la suceéin
P si y 9lo si cada coordenada del vector sud@stiene comoiimite la correspondiente coordenada de P.
Es decir

ImP=P <— (Iim(Pk),- = pj para todo j= 1...n) .
k—>o0 k—>c0

Demostraddbn. Supongamos primero que todas las coordenadas convergenespondientp;. Esto quie-
re decir, que dade > 0,

1. existek; € N tal que|(P)1— p1| < % sik > ki.
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2. existeky € N tal que|(Py)2 — p2| < % sik > ko.
3 ...
4. existek, € IN tal que|(P)n— pn| < % sik > k.

Si tomamokg = _mléx kj, entonces
j=1.n

PPl = (Por— P2+ + (Bon— P2 < |/ S+ S = v e,

Esto prueba queklilﬁak =P.

Supongamos ahora qu(ke lp= P, queremos ver que todas las coordenadas convergen a lapmmre

diente coordenada d& Pero por la definicion, tenemos que dade 0, existeky € IN tal quek > ko implica
IPk — P|| < €. Pero si miramos la ecuacioh.() de arriba, se deduce que

[(R)j—pjl < IA—Pll <e

para todoj = 1...n, siempre qué > ko. Esto nos dice que la sucesion de cada coordenada convierge a
coordenada correspondientefle O

Observacibn 1.2.18. Atenti, que el resultado anterior no vale para sucesiongsmdientes. Por ejemplo, si
P = (k ), entonced|R| = /K2 + k_12 — oo, es decir R tiende a infinito o diverge de acuerdo a nuestra
definicbn. Sin embargmo es cierto que ambas coordenadas tiendan a infinito.

Problema 1.2.19.Calcular los imites de las sucesiones del Ejempla.13

1.2.5. Puntos de acumulaéin y conjuntos cerrados

Ahora vamos a usar la nocion de limite para pensar en ginal# conjuntos, que son los acompafantes
naturales de los conjuntos abiertos que estuvimos charlardd arriba. Hagamos una lista de los objetos
gue nos interesan.

Definicion 1.2.20.Sea CcC R" un conjunto.

Decimos que P es upunto de acumuladn deC si existe una sucesi {F} de puntos de C tal que
P = lim B..

k—00
La clausuradel conjunto C es la udn de todos los puntos de acumutatide C. La denotamd.

Decimos que C es un conjurderradosi para toda suceéin convergent¢Pk}, tal que todos sugtminos
son puntos de C, se tiene:Pilim R eC.
—»00
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Observemos qué c C puesto que dado un punio< C, la sucesion constanf& = P nos dice que®
es punto de acumulacion @e A partir de estas definiciones, se tienen la siguiente pdaul fundamental,
gue relaciona los conjuntos abiertos con los cerrados:

Proposicion 1.2.21.Un conjunto CC R" es cerrado si y&lo si su complemento&s abierto.

Demostradbn. Supongamos primero quizes cerrado, pongambs= C°® y veamos qué&J es abierto. De
acuerdo a la definicion, basta probar que todo puntd @e interior. TomemoR € U, supongamos que no
es interior y llegaremos a un absurdoP3io es interior, entonces para tokle IN se tieneB%(P) zU,es

decir existeP € U® =C tal queR € B% (P). Observemos qui — P, pues|Pk—P|| < % Hemos llegado a
una contradiccibn, pud% € C, P ¢ Cy por hipbtesi< es cerrado.

Supongamos ahora qlle= C° es abierto, y veamos qizes cerrado. Tomemd$k} una sucesion de
puntos deC con limiteP € R". Queremos ver que € C. Si esto no fuera asi, selPac U que por hipotesis es
abierto. En consecuencia existiria 0 tal queB, (P) C U. Tomemok € IN tal que||P—P|| <r (recordemos
queP — P). Se tendrid € B;(P) C U, lo cual es imposible pud& € C = U¥C. Luego debe sedP € C, y
esto prueba qué es cerrado. O

Observacbn 1.2.22. Atencbn, que hay conjuntos que no son ni abiertos, ni cerrados.dremplo, el
intervalo | = [0,1) enIR. Que no es abierto se deduce de uel no es un punto interior (¢, por @?). Que
no es cerrado se deduce de que la sunes) =1 — % de puntos de I, tienérhite 1, que no es un punto de
l.

Con esta dualidad entre abiertos y cerrados es facil es&blos siguientes hechos, a partir de las
demostraciones que ya hicimos para conjuntos abiertos.

SeaC Cc R"

1. La clausur& es un conjunto cerrado.
2. C=Csiy sblo siC es cerrado.
3. Si{Ci}icl es una familia de conjuntos cerrados, entomgesS; es un conjunto cerrado.

4. SiC; y Cyp son conjuntos cerrados, su uniénJ C; es un conjunto cerrado.

Demostraddn. Veamos 1. SA=C", y P € A, entonces existe> 0 tal queB;(P)NC = 0 (de lo contrario,
uno podria fabricar una sucesip de puntos d€ tal queXy — P, lo que diria qué® € C, contradiciendo
queP € CC). Afirmo queB, (P) C A, lo que probaria qua es abierto, y entoncésseria cerrado. Tomemos
Qe B(P), |[Q—P||=d <r. SifueraQ ¢ A, tendriamo®Q € C. Existiria entonces una sucesigne C tal
queYx — Q. Pero cork suficientemente grande, tendriamos

=Pl < [%—Q+[Q—-Pl<(r—d)+d=r



26 Calculo enR"

lo que nos dice qu¥ € B;(P), contradiciendo quB;(P)NC = 0.

Veamos 2. Supongamos primero diie- C. Entonces por el item previ6,es cerrado. Reciprocamente,
si C es cerrado, entonces dado un puRta C, existe una sucesion de puntasdeC tal queP — P, y
comoC es cerrado debe sBre C. Esto prueba qué C C, y como la otra inclusion siempre vale, obtuvimos
C=C.

La propiedad 3. se verifica observando que, por las leyes 8odgan,(ANB)¢ = A°UBC. En conse-
cuencia,

(ﬁielci)C = Uielcic-

Si cadaC; es cerrado, por la Proposicidn2.21, cadaC’ es abierto. Pero una union arbitraria de abiertos
es abierta por la Proposici@n2.5 Asi que el lado derecho de la ecuacion es un conjuntotakfigpor lo
tanto el lado izquierdo es un conjunto abierto). Si volvemt@mar complementos, obtenemos qu& es
cerrado (recordar qU&°®)® = A).

La propiedad 4. se verifica en forma idéntica, usando ahoegA4UB)® = A°NB° y el Lemal.2.6
iEscribirlo! O

Problema 1.2.23.

Se deduce del Gltimo item queGi, - - ,Cy, sonfinitos Consideremos los cerrados de
conjunto cerrados, su unibn es un conjunto cerrado. Sit R dados por G=[0,1— l], con
embargo una union infinita de cerrados puede no ser ce j € N. Verificar que !
rrada, como muestra el siguiente problema. UjCj =[0,1), queno es un

conjunto cerrado.

Observacibn 1.2.24.Si B (P) es una bola abierta elR", su clausura se denomirla cerradade radio r
centradaenP,yeselconjunto
B (P)={QeR":|Q-P| <r}.

Aunque bastante obvia, esta afirm@tirequiere alguna demostrami

Queremos ver que el conjunto de puntos de acumared® B(P) esB;(P). Sea Q un punto de acumu-
lacion de B(P). Entonces existe & B (P) tal que  — Q. En consecuencia,

1Q—PI < [[Q—Qull +[[Q—Pll < [[Q—Qull +T-

Tomando imite para k— o se obtiend|Q — P|| < r, es decir hemos probado que si Q es un punto de
acumulacdbn de B(P), entonces @& B, (P) (o sea hemos probado q&g(p) C B;(P)). Veamos ahora que
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vale la redproca. Tomemos un punto ©B;(P), es decir||Q — P|| < r. Consideremos la sucési Q =
P+(1-1)(Q— P). Ciertamente

1 1
Q=PI =[1—lQ-P<[1—Flr<r
k k
para todo ke IN, pues|1— %| =1- % < 1, lo que prueba que Qe B, (P). Y por otro lado, como Q=
Q- 1(Q—P), setiene
1
|Qc—Qll = LIQ—P]

lo que prueba que Q— Q. Entonces Q es punto de acumuéatide B(P), lo que prueba la inclusin
B (P) C Br(p) que faltaba para tener la igualdad.

1.2.6. Conjuntos acotados

Antes de pasar a hablar de funciones, extendamos la ideaflstbacotado &" y veamos sus pro-
piedades basicas.

Definicion 1.2.25.Un conjunto AC IR" esacotadosi existe M> O tal que
|P|| <M para todo Pe A.

Observacbn 1.2.26. Es decir, un conjunto es acotado si lo podemos poner denttmdéola. Se deduce
de la Observadin 1.2.16que un conjunto es acotado si§ls si todas las coordenadas del conjuntoaest
acotadas, ya que por un lado, cada coordenada estotada por la norma, y por otro lado, la norma
est acotada por n veces elarimo de las coordenadas.

Toda suces$in convergente es acotada, pues gi-P P enIR", existe ks € IN tal que k> kg implica
||Pc—PJ|| <1, conlo cual
Pl < [[Rc— Pl + [Pl < 1+ |[P]|
para todo k> ko. Y los primerosé&rminos de la sucesn esn acotados (pues es un conjunto finito). Es
decir, si tomamos M= knla>k<o{||F1<|| ,|IP|| + 1}, se tiene

|[P|| <M para todo ke IN,

lo que nos dice que la sucésiesh acotada por M.

Ahora podemos escribir una generalizacion del TeoremaotiaBo-Weierstrass que probamos pRra
La idea es simplemente que cada coordenada tiene una ssidsucenvergente, pero hay que elegir en
forma ordenada para no arruinar la convergencia de la antei hecho importante que vale en general, y
gue usamos aqui, es que una subsucesion de una sucesiéngemte es siempre convergente.

Teorema 1.2.27.Si{R} C R" es una suceén acotada, entonces existe una subséeesonvergente.
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Demostradbn. Si {P} es una sucesion acotada, entonces todas las suce@jiegue forman sus coor-
denadas (con = 1...n) son sucesiones acotadas de nuUmeros reales. Por el TedeeBw&V (Corolario
1.1.29, como la sucesio(Pk): de la primer coordenada esta acotada, tiene una subsn¢Bgi)1 conver-
gente. Ahora miramos la segunda coordenada, pero solerlogos que corresponden a la subsucesion que
ya elegimos en la primer coordenada. Es decir, miramos kuselior(F )». Esta es de nuevo una sucesion
acotada, por ser una subsucesion de una sucesion adotadiaces por el Teorema de B-W, existe una sub-
sucesion P )2 que es convergente. Seguimos asi hasta llegar a la Uliordenada del vector que forma
la sucesion. Observemos que en cada paso nos estamosdpiedamuna subsucesion, por lo tanto esto no
altera el hecho de que en la coordenada anterior nos quedamosia subsucesion convergente (pues una
subsucesion de una sucesion convergente es convergehteliemos asi una subsucesion convergente en
cada coordenada, y por ende, tenemos una subsucesiomgemteade la sucesid® original. O

Problema 1.2.29.Probar que

la frontera de la bola (abierta o
cerrada) es la esfera que
forman los puntos del borde. Es

decir
Definicion 1.2.28. Sea Cc R". La frontera deC es el

conjunto de puntos de acumulénide C que no son inte- 0B/ (P)={QeR": |Q—P| =r}.
riores. La denotamos
_ Probar que si C es cerrado, con
aCc=C-cC° interior vado (por ejemplo, un
subespacio), entonce€ = C.
¢ Se les ocurre algn ejemplo en
el quedC = 0?

1.3. Problemas

1.I. Probar usando los axiomas de cuerpo ordenado gu#,§/ que sia < b entonces el promedip= %b
verificaa < p < b.

1.11. Probar que € R es el infimo deA C R sii < a para todaa € Ay ademas, dade > 0, existea € A tal
quei+&£>a.

1.11. Probar que s{an}nen €S una sucesion de nUmeros reales talesguel para toda, entonces

Ve>0 InpeNtalquel —an<e (Yn>ng)= lima,=1I.

n—eo
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1.Iv. Probar que si iMh ¢ A, existe una sucesion estrictamente decreciente de elesnd®A que converge
al infimo.

1.v. Probar que s{a,} es una sucesion decreciente y acotada inferiormentencenfrindiman =inf{an}.
—00

1.vI. Supogamos quéa,} es una sucesion que no esta acotada superiormente. Breb,} tiene una
subsucesion estrictamente creciente que tiengde.a

1.vil. SeaU, la coleccion de intervalos abiertos Bndados potJ, = (0, &nl). Probar quen,U, = (0,1] y
concluir que la interseccibn arbitraria de conjuntos dbgeno es necesariamente abierta.

1.viil. SeaC C R", y sea{U;}i¢| la familia de todos los conjuntos abiertosHetales queJ; C C. Probar
queC? = U;U;.

1.IX. Probar qug ANB)¢ = A°NB° para todo par de conjuntos. Concluir que la union finita dguwdos
cerrados es un conjunto cerrado (asumiendo que la intébseatta de conjuntos abiertos es abierta).

1.X. Consideremos los cerradosRalados po€C; = [0,1— Tl], conj € IN. Probar queJ;Cj =[0,1), queno
€S un conjunto cerrado.

1.XI. SeaC C R", y sea{Ci}ic/ la familia de todos los conjuntos cerradoskfetales queC C C;. Probar
queC =n;C;.

1.XII. Probar que la frontera de la bola de radis O alrededor d® € R" son losX € R" tales qud|X —P|| =
r. A este conjunto se lo denomieafera centrada en P de radio r

1.X1I. Probar que <€ es cerrado y tiene interior vacio entond€s= C. Dar un ejemplo de un conjunto en
R? tal quedC = 0.
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Equality is not in regarding different things
similarly, equality is in regarding different
things differently.

Tom ROBBINS

2.1. Dominio, grafico, imagen

Podemos empezar a pensar en funciones de varias variadldgsgrrollamos las herramientas para
pensar en dominios, limites y demas nociones que invefuoconjuntos efR".

2.1.1. Funcionesf : R"— R

Recordemos primero que el dominio natural de una funcié@h esnjunto de puntos donde tiene sentido
aplicar la funcion. Ya estuvimos trabajando sin decirlp imnciones dé&R" enIR.

Ejemplo 2.1.1. Veamos primero algunos ejemplos donde Dbm= R". Sea X= (X1, -+ ,Xy) € R

1. Lanorma|X|| = /X2 +x3+---+ X2 es una fun@n.

2. Simiramos una coordenada concreta, la asigoac{ — X; es una fundn. Estas se llamafunciones
coordenada® proyecciones las coordenadas.

3. Si fijamos R= R" y movemos X en el producto escal@ X) lo que tenemos es una fubni X —
(PX).

4. Sixy€e R, entonces la fx,y) = xy es la fundn producto de las coordenadas, y por otro ladg,g) =
x+y es la funddbn suma de las coordenadas (ambas funcioneéRdenR).

Ahora consideremos ejemplos donde el dominio sea un subttorgropio deR".
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1. f_(x, y) = £. El dominio es el conjunto Dof) = {(x,y) € R? : x= 0}, es decir, todo el plano salvo el
ejey.

2. f(x,y,2) = X2+y12+22 = W En este caso, para que se anule el denominador, debe-sgr=xz= 0.

Luego Donif) = R® - {0}.

3. Sea

W si (x,y) = (0,0)

f(X,y) =
0 si (x,y) = (0,0)

En este caso es Ddif) = {(x,y) € R?:y = x+ 1}, que esR? menos una recta.

2.1.2. Curvas

Una curva es una funciom : | — R", dondel es algin subconjunto (en general un intervalo)Rde
Ejemplos de curvas son

1. a: R — R? dada pow(t) = (cogt),sert)).

2. B: R — R®dada po(x) = (x,x—1,3)

3. y: R — R* dada poy(y) = (v,¥%,y%,Y").

4. Sif:Dom(f) C R — IR, 8(x) = (X, f(x)) es una curva en el plano.

Observemos que en el Gltimo ejemplo la cudveene como imagen lo que llamamosgeéfico de f
Gr(f). En el caso de curvas a valoresRA 6 R®, lo que interesa en general es la imagen de la misma
(a diferencia de las funciones de mas variables, dondeddrdaresa es el grafico como vimos). Asi por
ejemplo, la imagen de la cureaes una circunferencia de radio unitario centrada en el oyige

Mientras que la imagen dees una recta en el espad®d como se deduce de,x— 1,3) = x(1,1,0) +
(0,—1,3). A las curvas también se las suele denomirsgrectoriaso arcos
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2.1.3. Grafico, curvas y superficies de nivel

¢ Se acuerdan del gréafico de una fundiork — IR? La siguiente definicion es general, e incluye el caso
gue todos conocemos:

Definicion 2.1.2. Sea f: Dom(f) C R" — R. El grafico def es el subconjunto d&"* formado por los
pares ordenadogX, f(X)), donde Xe Dom(f). Lo denotamos Gif ) ¢ R™1.

Asi, por ejemplo, el grafico de una funcién Dom(f) C R — R es un subconjunto del plarik?, que
muchas veces di no es muy complicada podemos dibujar. Por ejemplo el gréfidgx) = (x—1)>— 1 es
una parabola, mientras que el fix) = % es una hipérbola.

Pensemos un poco en el case 2, donde segln la definicion, el grafico sera un subconjieR3. Por
ejemplo, sif (x,y) = 3 (juna funcion constante!), se tiene (ya @am(f) = R?)

Gr(f) ={(x,y,3) : x,y € R}.

Como puntos del espacio, tienen la Unica restriccion derte= 3, mientras que e y pueden moverse
libremente. Es decir, el grafico se representa simplenoem® un plano horizontal puesto a altara 3.

Si tomamos un ejemplo un poquito méas complicagr,y) = X+, se tiene

Gr(g) = {(X,y,x+Y) : X,y € R}.

Los puntos del gréafico verifican entonces la reladéax+y, lo que nos dice que el grafico lo podemos
representar el como un plano por el origen, de normi= (1,1, —1) (puesto que+y —z= 0).

Veamos un par de ejemplos mas interesantes. Considergmes = x° +y?, y tambiénj(x,y) =
/X2 +y2. Ambas tienen como dominiR?. Los puntos del grafico de verificanz = x? + y?, mientras
que los del grafico dgverificanz = /x2 + y2. ¢, Como podemos descubrir qué figuras represent®d &rs
puntos que verifican estas relaciones?

Se recurre a lasurvas de nivelEsto quiere decir que tratamos de pensar que figura queddanos el
grafico con distintos planos. Por ejemplo, si considergptersos horizontales, es deeit= cte, se observa
gue en ambos casos no puedesaegativo. Dicho de otra forma, la curva de nivel que corredpaaz
negativo es el conjunto vacio.
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Esto nos dice que los graficos de ambas
funciones estan por encima del planale

IR3. Por otro lado, si pensamos en valores
positivos dez, como por ejempla= 1, ob-
tenemos en ambos casos la relacios 1 X
x? 4+ y?. Esta figura es una circunferencia.
Estrictamente hablando, la curva de nivel
es una circunferencia en el plaig.

<

X+y?=1

Sin embargo, hemos descubierto que si cortamos cualqued@sdios graficos con un plano de altura 1,
gueda formada una circunferencia de radio 1, lo que nos peedibiujar lo siguiente:

z

Probemos ahora can= 4. En el caso da obtenemos?® +y? = 4, que es una circunferencia de radio 2,
mientras que en el caso {@btenemos?® +y? = 16, que es una circunferencia de radio 4.

z

En general, st = zy es un nimero positivo fijo, la ecuacigfi+ y* = zy es una circunferencia de radio
\/Zo, mientras que la ecuacion +y? = 7 es una circunferencia de radig Pareciera que las dos figuras,
salvo el ancho, son muy parecidas. Incluso el @sd en ambos casos da la ecuaciBa-y? = 0, cuya
Unica solucion es el pg0n,0).

Sin embargo, la técnica no se agota aqui. No necesariat@gr®@mos que cortar con planos horizontales.
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jPodemos elegir cualquier plano!

Por ejemplo, si tomamos= 0 estamos considerando la pared formada por el plarten el caso de la
funcionh se obtiene la ecuaciorf @ y? = z Es decirz=y?, que es una parabola. Por lo tanto el grafico de
h es lo que se conoce corparaboloide

z

2
(X" +¥?) el grafico deh es unparaboloide

X y

Por otro lado, en el caso de la funciprse obtiene 9+ y? = 7°. Esto es?? — y? = 0, que se factoriza
como diferencia de cuadrad@s—y)(z+Yy) = 0. En consecuencia debe ser la rextay o bien la recta
z= —y. Recordemos que tenia que ger 0, con lo cual la figura que se obtiene es la siguiente,

z=y|

(XY, /X2 +Y?)

el grafico dej es uncono

gue es lo que se conoce cormna Miremos la diferencia de las dos figuras en el origen: aiegtae van a
tener distintas propiedades cuando pensemos en las desivad
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Superficies de nivel

En el caso de funcionds: R® — R, el grafico es un subconjunto &¢. Para dibujarlo hay que recurrir
a sustancias ilegales. Sin embargo, si recurrimos a léctde antes se pueden dibujar lo que se conocen
comosuperficies de nivelde f, que nos dan una idea del comportamientd de

Definicion 2.1.3. Dada f: Dom(f) ¢ R" — R y un rimero real c, se denomirguperficie de nivel dd al
subconjunto del dominio dado por

S(f) = {(x1,- ,%n) € Dom(f) : f(xq,---, %)) = cC}.

Por ejemplo, consideremdsx,y, z) = X% + y? — 7. La superficie de nivel que corresponde-a 0 es el
conjunto{(x,y,2) € R®: 72 = x>+ y?}, que como vimos antes, es un cono (aunque hay que destacam que
este caso el grafico se extiende en forma simétrica a aratos tel plana = 0).

2.1.4. Limite

Pasemos ahora a hablar de limite de funciones. Escribemdsfinicion, que contiene al caso conocido
cuandon= 1.

Definicion 2.1.4. Sea f: R" — IR, P € R". Decimos que € R es el imite de f cuando X tiende a P (y lo
anotamos)l(imP f(X) =1) si para todog > 0 existed > 0 tal que
—

0<||X—=P| < implica |f(X)—1| <.

Notar que la definicion de limite excluye al puf@n cuestion. Asi por ejemplo, el limite de la funcion
real de la figura de abajo, cuange+ 2, es igual a 1, independientemente de cuanto valgaxg = 2 (ni
siquiera tiene por qué estar definidaxgn= 2):

yh

Observacbn 2.1.5. En el caso en el que el dominio de la fumitino sea toddR" (esto es usual), se puede
razonar de la siguiente manera. Lo que queremos ver e &alor se aproxima (X) cuando X se aproxima
a P, parauna f: A— R (con AC R"). Por lo tanto tiene sentido considerar como P ridosa cualquier
punto del conjunto A donde f éstlefinida, sino @ualquier punto de acumuladn A. Es decir, esitito
tomar P< A. Hay que hacer la salvedad de que nos aproximemos con pdomale se pueda evaluar f.
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Con esto, se obtiene la definicion de limite que cubre ttaksasos relevantes:

Definicion 2.1.6.Sea f: AC R" — R. Sean R= Ay | un rimero real cualquiera. Decimos ql)j<'mnp f(X)=I
—
en A si para tode > 0 existed > O tal que

0<|[X=P||<dyXeA implican |f(X) -] <e&.

Algebra de limites, propiedades

En general probar a mano que un limite existe es muy engofaesique a veces no queda otra). Sin
embargo, si uno establece algunas propiedades que pedagarmar el limite en limites mas simples, esto
facilita la tarea. Este es el objetivo del algebra de Bmit

Antes, una observacion: si tenemos dos funciones distipteeden estar definidas en subconjuntos dis-
tintosA, B deR". En consecuencia la suma, resta, producto y division de sfllo va a tener sentido en la
intersecciorAN B de estos conjuntos. Y los puntos donde tiene sentido calellianite tienen que ser en-
tonces puntos de la clausuraAle B, de acuerdo a lo discutido en la Observacd@h5 Ademas el cociente
so6lo se puede hacer en aquellos puntos donde no se anulzoehidedor, que es la interseccion Aeon

B—Co(g).
Vamos a suponer que ya hicimos la interseccion de domiciodlp cualf, g estan definidas en el mismo
conjuntoA C R".

Teorema 2.1.7.Sean fg: A — R, dos funciones, con & R". Sea Pc A, y supongamos que
>|<|anf(x) =l1eR vy >I(|ang(>() =lhelR.
Entonces

1. limxop(f£g)(X)=I11xl2en A
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2. ”mxﬁp(f.g)(X) = |1.|2 enA.

3. Sib =0, limxp(§)(X) = 1 en A—Co(g).

Demostraddn. Veamos 1, la suma. Dado> 0, existed; > 0 tal que|f(X) —I1| < § siempre que &<
[X—P| <31y XeA(pueslink_,p f(X) =11). Andlogamente, exis@® > 0 tal que|g(X) — 2| < § siempre
que 0< |[X —P|| < 82y X € A (pues linx_,pg(X) = I2). En consecuencia, ic Ay 0< |[X—P|| <d=
min{41,02}, entonces

(F+9)00) = (1 +12) | <100~ +]g(X) ~I2| < 5 + 5 =€.

Lo que prueba que ligy,p(f +g)(X) =11+ 12. La resta es analoga.

Vemos 2, el producto. Tengamos presente que podemos cangeglf (X) —I1] y |g(X) —I2| sean tan
chicos como nosotros queramos, por hipbétesis. Escribimos

[T9(X) —lal2| = [ (X)g(X) — F(X)l2+ F(X)l2 = lal2| < [F(X)|9(X) —l2| + [ F(X) —I1[l2].
El Gnico término que no es evidente que esta acotafi(¥3|. Pero de nuevo por la desigualdad triangular,
OO < TFX) = laf + [,
con lo cual

1F9(X) = lal2f < [f(X) = 11[ (19(X) = I2| + [12]) + [12]|g(X) = I2]. (2.1)

En consecuencia, come y |, estan fijos, y las cantidadés(X) — 11| y |g(X) — 2| se pueden hacer tan
chicas como uno quiera (eligiendo convenientemente etremideP), se obtiene quéfg(X) —Il1l2| es tan
chico como uno quiera. Mas precisamente, considerema®bsasos; = 0,1 = 0.

1. I3 = 0. Entonce$il> = 0, y por la cuentad.1) de arriba,

[f9(X) = lal2| = [f(a(X)| < [F(X)[(19(X) —l2| +[I2])-

Dadog > 0, elegimosd, > 0 tal que 0< || X — P|| < &z implique|g(X) — 12| < 1, y elegimod; > 0
tal que O< || X — PJ|| < &1 implique|f(X)| < m Si tomamos = min{41,82}, entonces

€
[fg(X) —lul2| < A+ (1+l2) =«

2. 13 #0. Dadoe > 0, i elegimos, > 0 tal que 0< || X — P|| < & implique|g(X) — 12| < ﬁ y elegimos

81 > 0 tal que 0< || X — P|| < &; implique |f(X) — 11| < ——f——. Si tomamosd = min{3y, &,},
_ 2( gy +12l)
nuevamente por la cuenta.() de arriba,

€ &
|fg(X)—|1|2| < §+§ =E.
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Veamos 3, el cociente. Observemos primero fgetiene sentido en el conjuntd— Cy(g) pues remo-
vimos los ceros dg. Sacando denominadores comunes tenemos

[T/9(X) —I1/l2| = m

El numerador se puede hacer tan chico como uno quiera pues
T2 —g(X)la| = [F(X)l2 = lal2 + 12l — g(X)la| < [I2][f(X) = 11] + [I2[[l2 — g(X)].
Falta acotar el primer factor por alguna constante, es,dalta ver que existé1 > 0 tal quewﬁm <Msi

0< |[X=P|| <8y X eA—Coy(g). Para simplificar la demostracion, supongamoslgue0 (el casdz < 0
es analogo). Como ligy,p g(X) = I, se tiengg(X) — I2| < 12/2 para algidg > 0 conveniente, es decir

—|2/2 < g(X) — |2 < |2/2,

de donde se deduce qQ¢2 <g(X)siO< [[X—P||<dyXeA-Co(g). En particulalg( ) > 0en este
entorno deP, yadema§— l 5 < ,2, como queriamos. Con esto, llamaride= 3 2 tenemos

(X2 —g(X)la.

1

I

siempre que & || X — P|| < &.
Ahora, comof tiende d1 y g tiende dy, se tiene
[T(X) = l1[[lz] = 0y |g(X) —I2|[l1] = O

por la propiedad del producto que ya probamos. Entonceeagis &, > 0 tal que 0< || X —P|| < min{d1, 2}
implica

€
1100 = allla] < 52 Y 190X) ~Tzllls] < o7
En consecuencia, 8i= min{dp, 1,0}, se tiene
1 €
f/g(X) =l1/l2] < ——— (lo|| f(X) = I1|+ |l o)) <M +——)=¢.
/900 ~13/tl < sy (1l F0X) 1]+ 13l]g0X) ~ 12]) < M5+ 5)

O

Observacbn 2.1.8. Una observadn importante y muy sencilla: si f R" — R es una de las funciones
coordenadas (la que se queda con lasima coordenada), es decir

fj(X17X27"' 7Xja"'Xn) :Xj7
entonces si P= (py,---, pn), se tiendimy_,p f;(X) = limx_pXx; = p;.

Por ejemplo, si £ R® — R es la proyecdn a la segunda coordenaddxy,z) =y, entonces se tiene
lim 2231 FXY2) =liMyy ) s23-1)Y =3

Este hecho se demuestra a partir de la defomaie imite observando que

[£;(X) = pjl = [xj — pj| < \/(Xl_pl)2+"'+(xn—pn)2:HX—PH,

con lo cual sij| X — P|| es pequio, entoncesf;(X) — p;| es pequio.
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Como comentario adicional (para confundir) observemosguecuerdo a la notacion que usamos para
sucesiones, cuando queriamos sefialpésima coordenada de una sucegiBg escribiamosh);. Ahora
podemos decir queR); = fj(P) (ipara pensarlo, es una tonteria de la notacibn nomas!).

Ejemplo 2.1.9. Juntando el Teorema.1.7con la Observadn 2.1.8 se deduce que tomainiite en las
funciones que involucran sumas, restas, productos y ctasafe las coordenadas, se traduce simplemente
en evaluar las funciones en el punto dado (siempre y cuandereiminador no se anule). ¥sor ejemplo

im Yt Z+y_18+416+43 32
(xy2)—(L3-4) 3X+2z+y2 3-4+9 8

2.2. Funciones : R" — R™

Una funcion de este tipo esta dada por una tira de funciGné®" — R (coni = 1...m), es decir
F(XlaXZa e aXn) = (fl(XLXZa e 7Xn)7 f2(X17X27 e 7Xn)7 Ty fm(xlaXZa e axn))'

La definicion de limite es enteramente analoga, simpidenieay que tener en cuenta que ahora los valores
deF son vectores y no nimeros. ConsiderefA@sR" como siempre.

Definicion 2.2.1. Sea F: AC R" — R™. Sean P= Ay L € R™. Decimos qugl(imPF(X) =L en A si para
—
todoe > 0 existed > O tal que

0< |IX=P| <dyXeA implican |F(X) —L| <.

2.2.1. Composidn

Podemos componer funciones de la manera obvia. Por ejenmaloun ladoF (x,y) = (x+ €Y, Xy, cogX)y)
y por otro ladoG(x,Y,z) = (X+ Y+ zxylIn(y)), se tiene

(GoF)(x,y) = (x+€ +xy+ cogx)y, (x+€)xyIn(xy)),
con las restricciones de dominio que corresponda en cadaRasejemplo aqui
DomGoF) = {(x,y) € R?: xy> 0}.
En general hay que tener cuidado de que se pueda hacer lasioitbpoAdemas de poder encadenar

R" -5 R™ -G, [RK
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con el espaci®™ intermedio, hay que recordar que el dominio de una compsisiF : AC R™ — R™y
G:BCR™— RXes
Dom(GoF)={X e A:F(X) € B}.

Y tenemos la propiedad correspondiente del algebra defm

Teorema 2.2.2.Sean FFAC R" - R™y G: BC R™ — RX.

SiPe Aes tal qudimyx_pF(X) = L1 € B, ylimy_,, G(Y) = Ly, entonces existe dhhite de la compo-
sicion limx_,p(Go F)(X) en Don{GoF), y adenadslimy_p(GoF)(X) = Lo, siempre y cuando X) = L1
para X = P.

Demostradbn. Dadog > 0, existed > 0 tal que

[(GoF)(X) — Lz = [[G(F (X)) — Laf| <€
siempre y cuando & ||F(X) —Ly|| < 8y F(X) € B, por ser ling_,. G(Y) = L, (simplemente llamando
Y =F(X)).

Pero dad® > 0 existed’ > 0 tal que 0< ||F (X) —L1|| < d siempre que & [ X —P|| <&y X € A, pues
|imX*)PF(X) =L; enA Yy F(X) L1 siX =P,

Luego O< || X —P|| < & y X e Dom(GoF) C Agarantizan|(Go F)(X) — Ly| <. O

Observacibn 2.2.3.La condicbn F(X) = L esh puesta para que no ocurran situacionedcidas como la
siguiente: sea f IR — R la funcion nula (es decir fx) = 0 para todo x€ R) y sea

(x) = 1 six=0
9%=1 0 six=0

Entonces g f(x) = 0 para todo x€ IR, con lo cual

lim(go f)(x) =0.
x—0
Pero el imite de gnoes cero, pues
limg(x) =lim1=1.

x—0 x—0

Con el teorema previo, se pueden calcular algunos limiefudcionesg : R" — R de manera muy
sencilla, si uno descubre la composicion.

Ejemplo 2.2.4. 1. Como Iim X2 +y+z=0, entonces
(x,y,2)—(0,0,0)

2
i SEEEYD)
(xy,2)—(0,00) X+y—+2z

2. Como lim  eYcogx?)In(z) =0, se tiene
(xy,2)—(3,2,1)

2
lim  (1+€eYcogx?)In(2)) Ye¥eoh)n@ _ o
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2.2.2. Curvasy elimite

Un caso particular (y bastante importante) de fun&iofR" — IR™ son las curvas, que es lo que se tiene
cuandon=1.

Que exista el limite de una funciéh: R" — IR™ a lo largo de una trayectoria, no garantiza que el limite
vaya a existir. Pero, de acuerdo al Teorehia2 si el limite existe entonces el limite de la composidiéne
gue dar lo mismoindependientementede con qué curva uno componga. Tenemos entonces la siguient
herramienta (til:

Observacbn 2.2.5. Sea F: AC R" — R™ Seana : | — A y:J — A dos curvas erR" tales que
limy_, a(t) = Py limy_, B(t) = P. Supongamos adé® quea(t) = P parat=ty y B(t) = P para t= to.
Entoncedim;_,, F (a(t)) = lime_, F(B(t)) implica queno existe elimitelimx_p F (X).

Ejemplo 2.2.6. Sea fx,y) = Xzﬂ’i, y P=(0,0). Consideremos la curva(t) = (t,mt), que es una recta de
X2y

pendiente n& IR por el origen. Observemos que el denominador de f se anuléaado de las rectas ¥ X,

y = —X, por lo que hay que excluir las posibilidades-mt1. Calculemos elimite de la composion, para

cada mz +1:

fim £ (a(t)) = fim LM _ gy 14 _ 14 mP
t—0 S t0t2— (mt)2 t50t21-m2 1-m@

Esto prueba que elrhite lim ), 0,0) f(X,y) no existe, pues si nos acercamos a lo largo del eje x (con
m = 0), el limite de la composibn dal, mientras que si nos acercamos a lo largo de la recta3x (con
m= 2), el limite de la composién da—5/3.

Dom(f) Dom(f)

y=0(m=0)

Y

lim f(t,0)=1 R _5
“HO(,) “tlirg)f(t,ZI) 2

Ejemplo 2.2.7. Una funcbn tal que Domng) = IR?.



2.2 FuncionesF : R" — R™M 43

2 Seagx,y) = % P=(0,0). Con-
. . sideremos(t) = (t,mt) como an-
Dom(f) tes. El denominador de f se anula
= - en la pa@bola y= X2, pero si t es
chico (y= 0) la recta y=mx no cor-
ta la parabola.

Para cada ne R:

] _tP4mt t/t4+m
fim f(a(t)) = lim o —fim = (220 ) = 1,
t—0 t=0tc—mt t—=0t \t—m

iEsto no nos sirve! ¢ Poih ser que elimite exista? Probemos con algunas trayectoriésniNos falb con-
siderar, entre las rectas, el eje y. Para esto tomaios= (0,t). Se tiene

. . 0+t
{13 RO =m0t =

tambén; seguimos sin saber si @irite existe o no. Mirando la funin, vemos que el numerador se anula a
lo largo de la curva y= —x2. Esto nos da una pista, tomamg$) = (t, —t?). Entonces

t2 2

-1

iy 1) = i = 0= 0

Esto prueba que elrhitelim(y )00 f(X,y) no existe.

2.2.3. Limite y sucesiones

¢, Se pueden usar sucesiones para calcular limites?

Proposicion 2.2.8. Sea F: AC R" — R™. Sean P= Ay L € R™. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
1. lImF(X)=L
X—=P
2. Paratodasucesbn de puntosPc Atal que R=Py R — P, se tiendimy F(Py) = L.

Demostradbn. 1 = 2) Supongamos que I"|3rﬁ (X) =L, y tomemosP una sucesion de puntos delque
—
tiende aP. Entonces por la definicion de limite de funcion dade 0 existed > 0 tal que

0< |IX—=P|]|<dyXeA implican ||[F(X)—L| <e.

ComoR = P, claramente vale & ||P— P||. Si tomamoso € IN tal quek > kg implique |Bc— P|| < 9, el
renglon de arriba nos garantiza qie(Px) — L|| < €. O seaF (P) — L de acuerdo a la definicion de limite
de sucesiones, aplicado a la sucesjanr= F (F).

2= 1) Razonemos por el absurdo. Negar queliaF (X) = L es decir que existe > 0 tal que para
todod > 0 existeX € A con 0< | X —P|| < &y |[F(X) —L| > & Tomemosd = £, conk € N, y seaP
el punto correspondiente. Vemos gBe— P y P = P, pero por otro ladd|F (Px) — L|| > €, con lo cual
F(P) 4 L, contradiciendo la hipotesis. O



44 Funciones

Es decir que "usar sucesiones” no es muy practico porquasia Iprobar con una. Sin embargo, usar
sucesiones si sirve para ver que el linmiteexiste. La idea es la misma que la de las trayectorias.

Observacbn 2.2.9. Sean{R} y {P;} dos sucesiones de puntos de A, tales que ambas tienden as, y la
sucesiones Q= F(R) y Q. = F(P)) tienen Imites distintos, entonce® existeel Iimite)l(imPF(X).
—

Aqui hay que hacer la salvedad, al igual que en el caso deitaas; de que esto vale siempre dque/
P sean distintos dB, al menos park suficientemente grande.

Ejemplo 2.2.10.Si f(x,y) = X, se tiene Dorff) = {(x,y) : x# y}. Veamos que no existe

ﬁl
lim  f(xy).
(x¥)—(0,0) (x9)
Tomando R= (%,0) y R, = (0, %) se observa que ambas son sucesiones del dominio que tiermgo.a

Perolimy f(Ry) = lim 35 = 1,y por otro ladolimy f (Py) = limy $2¢ = —1.

Y de la Proposicior2.2.8también se desprende el siguiente hecho mas o menos gbeioos permite
mirar cada coordenada por separado.

Corolario 2.2.11. Sea F: A — R™, con AC R". Sean Lc R™, P € A. Entonces F tiende a L cuando
X — P siy 9lo si cada coordenada de F converge a la coordenada cormdigote de L. Es decir, Si
F=(f1,f2,---,fm)y L= (I1,l2,--- ,Im), entonces

>I(|LnPF(X):L — ()I(gnpfj(X):lj para cada J:l...m).

Y desde este momento siempre que tengamos una fuRci@R™ — R™, siempre podemos chequear
cada coordenada por separado.
Limites infinitos

Se definen en forma analoga al caso real los limites "entioifip los limites "que dan infinito”.

Definicion 2.2.12.Limites infinitos. Sea FAC R" — R™ Lc R"y Pc A.

1. Decimos quglim F(X) =L en A si paratoda sucesbn {X} de A que tiende a infinito se tiene
—00
lime F (%) = L.
Equivalentemente, dado> 0 existe M> O tal que

[IX]| >MyXeA implican |F(X) —L|| <.
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2. Decimos quéimy_.pF(X) = en A (o que Fdivergecuando X— P) si para cualquier sucesn
{X«} de A tal que X— P, se tiendimy F (Xy) = o.

Equivalentemente, dado M 0 existed > O tal que

0< [X—P||<3yXeA implican |F(X)| > M.

2.3. Continuidad

La nocion de continuidad es idéntica al caso conocido envaniable. Necesitamos que tomar limite
coincida con evaluar.

Definicion 2.3.1.Sean F ACR"—- R"y P A.

1. Decimos que Fes continua erP silimx_,p F(X) = F(P).

2. Decimos que fes continua eA si F es continua en P para tododPA.

Probar que una funcibn es continuaferes asegurarse de que la diferenddX) — F(P)|| se puede
hacer tan chica como uno quiera, pidiendo {j¥e- P|| sea pequefio.

Observacbn 2.3.2. Es importante observar que, a diferencia de losiles en general, el punto P debe estar
en el conjunto A donde F éstlefinida, para poder calcular fP). Eso no quita que, dado £ 0A, podamos
preguntarnos si la funéin se puede extender (redefinir) en el punto P de manera quiegqontinua. Esto

lo podremos hacer si yodo si el ﬁmite)I(iLnPF(X) existe en A. En ese caso diremos que la discontinuidad en

P esevitable

Observacibn 2.3.3. Puesto que eliinite se calcula en cada coordenada por separado, se tiereFgd
(f1,---, fm) es continuaen B= (py,---, pm) Si y $lo si cada f : A— IR es continua en P, y tamém que F
es continua en A si cadg &s continua en A.

Dado que el limite de una composicion es la composicidpnsiBmites (Teorema.2.2,

Teorema 2.3.4.Sean F: AC R" — R™y G: B ¢ R™ — R funciones continuas. EntoncessG es una
funcion continua en DolfGo F) = {X € A: F(X) € B}.

2.3.1. Propiedades de las funciones continuas

En toda esta secciof,, ACR" - R,y P e A.

Probemos un par de propiedades sencillas que nos van aardsilis mas adelante. La primera dice
que sif(X) > 0, entonces lini(X) > 0. La segunda dice que si una funcién continua es no nulauhay
entorno donde no se anula, y se deduce de la primera.
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Lema 2.3.5. Supongamos que f es continua en P. Entonces

1. Si{X} es unasuceén tal que X —k P en A,y {X;) < 0 para todo ke IN, entonces (P) < 0.

)

2. Si{X} es una suceén tal que X —k P en A, y {Xx) > 0 para todo ke IN, entonces (P) > 0.
3. Si f(P) > 0, entonces existe 0 tal que si U= B, (P) N A, se tiene {X) > 0 para todo Xe U.
4. Si f(P) < 0, entonces existex 0 tal que si U= B, (P)NA, se tiene {X) < 0 para todo Xe U.

Demostradbn. El item 1. lo probamos por el absurdo. Si fué(®) > 0, tomamog = @, y existe enton-

cesko € IN tal quek > kg implica | f (X)) — f(P)| < @. Es decir,
f(P)

———=<fX)-f(P) <

f(P)
5 —

2
Despejando del lado izquierdo se obtiriy) > @ > 0 sik > kg lo cual contradice la hipotesis.
El item 2. tiene una demostracion analoga, es un bueci@geesciribirlo.
El item 3. también lo probamos por el absurdo: supongameggra todd € IN existeXy € B% (P)NA

tal quef(Xy) < 0. Entonces — P enAy por serf continua erP, 0 < f(P) = limy f(X«) <0, lo cual es
imposible (en la Gltima desigualdad usamos el item pjelmdemostracion de 4. es analoga. O

Definicion 2.3.6. 1. Un conjunto AC R" esacotadosi es acotado en norma, es decir, existe-\ tal
que||X|| <M para todo X A.

2. Un conjunto KC R" cerrado y acotado es un conjuntompacto

3. Un conjunto AC R" esarcoconexasi dados FQ € A existe una curva continua: [0, 1] — A tal que
a(0) =Pya(l) =Q.
Observacbn 2.3.7. Por la desigualdad

| < [IX]] < A méx|x|
se deduce que un conjunto A es acotado $ily si cada una de sus coordenadasestotada.

Recordemos el teorema del valor medio en una variable:

Teorema 2.3.8.(Bolzano) Si f: [a,b] — R es continua, y fa)f(b) < 0, entonces existe& (a,b) tal que
f(c)=0.

Demostraddbn. Supongamos qui(a) >0y f(b) < 0. SeaA= {x < [a,b] : f(x) > 0}, que es no vacio (pues
ae A). ComoA C [a,b], esta acotado superiormente asi que tiene supsemsupA. Existe una sucesion
creciente{a,} de puntos dé\ que tiende & < [a,b]. Comof(an) > 0 (puesa, € A), el item 1 del Lema
2.3.5no0s dice que debe séfs) > 0. Afirmo quef(s) = 0. Si no fuera asi, serigs) > 0. Pero entonces el
item 3 del mismo lema nos dice que hay un entornsdkela pinta(s—r,s+r)N[a, b, tal quef (x) > O alli.

Comos < b puesf (b) < 0, podemos tomaf € [a,b] tal quexg € (S,5+T). Estexg € Ay es mayor que
el supremo, lo que es imposible. Debe ser pss= 0. O
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Teorema 2.3.9.(Bolzano) Sea f A € R" — R. Supongamos gue existerPe A tales que {P) <0y
f(Q) > 0. Si A es arcoconexoy f es continua, entonces existé\Ral que f(R) = 0.

Demostradbn. Por serA arcoconexo existe : [0,1] — A continua cori(0) =Py a(1) = Q. Consideremos
g:[0,1] — R la composicidrg(t) = f o a(t), que es una funcion continua por ser composicion de fuiesio
continuas. Se tieng(0) = f(P) < 0y g(1) = f(Q) > 0. Por el teorema del valor medio en una variable,
existec € (0,1) tal queg(c) = 0. SiR=a(c), entonceR € Ay ademad (R) = f(a(c)) =g(c)=0. O

Y se tienen los corolarios habituales,

Corolario 2.3.10. Sea f: AC R" — R continua. Supongamos que A es arcoconexo. Entonces

1. Dados PQ € A, f toma todos los valores intermedios ent@®)y f(Q).

2. Sean RE Ay Qe A. Silimy_,q f(X) =1y f(P) <1, entoncegf (P),l) C Im(f).

Demostradbn. Para probar 1, supongambd) < f(Q) (si son iguales no hay nada que probar). Tomemos
ce [f(P), f(Q)] y consideramos. : A — R dada porfe(X) = f(X) —c. Entoncesf¢(P) = f(P)—c< 0y
fe(Q) = f(Q) —c > 0. Ademasf; es continua, asi que por el teorema anterior efsteA tal quefc(R) = 0.
Esto esf(R) —c =0, es decirf(R) = c.

Para probar 2, tomemaes= (f(P),l). Observemos que como limq f(X) =1, existe una sucesiox
de puntos deé\ tales que, dade=1—c > 0, sik > kg entoncegf(Xx) — 1| < € =1 —c. Desarmando este
modulo se tiene-(1 —c¢) < f(X) —1 < | —c, y considerando solo el lado izquierdo se tiene f(Xy).
TomemodQ' = X, € A. Entonces (Q') > ¢, y comof (P) < cpor el item 1. se tiene quec Im(f). O

Teorema 2.3.11.(Weierstrass) Si A es un conjunto compactdRfey f es continua en A, entonces exis-
ten mM € R tales que nK f(X) < M para todo Xe A. Adenas, existen R,Py € A tales que {Py) =
min{f(X): X e A}y f(Pu) =max{f(X): X € A}.

Demostraddbn. Supongamos primero queno es acotada. Si no exidetal quef (X) < M, entonces existe
una sucesion de puntdg € Atal quef(Xy) > k para todd € IN. ComoA es cerrado y acotaddXy} tiene
una subsucesion convergenﬁb@j }, tal queXy —j PeA. Se tienef (ij ) > Kj, y comof es continua e,
esto es imposible. De la misma manera se prueba que existR tal quem < f(X).

Ahora veamos qué alcanza sus valores maximo y minimo AnComoIm(f) c [m,M], Im(f) es
un conjunto acotado dB. En particular es acotado superiormente, luego tiene supseVeamos que en
realidad es un maximo, es decir veamos que elgte A tal que f(Py) = s. Para ello, tomamos una
sucesion creciente de puntosldg f) que tienda al supremo. Tenemos entonces que existe unésudes
puntosX enAtales que limf(X«) =s. De la sucesiog X} extraemos una subsucesion converggkig},

y llamamos al limitePy (que es un punto da). Se tienef (Py) = lim; f(X;) = spor serf continua. De
forma analoga se prueba géi@lcanza su valor minimo, construyendo una sucesion deggue tienda al
infimo delm(f). O

Corolario 2.3.12. Sea F: AC R" — R™ continua. Si A es compacto, entoncd&JFC R™ es compacto.
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Demostraddn. ComoF = (fq,---, fy), y cadaf; es continua, por el teorema anterior cada coordenada del
conjuntoF (A) esta acotada, y en consecuerfe{@) es acotado. Por otro lado,Qic F(A), existeXy € A
una sucesion de puntos tal agXc) — Q enR™. Extraemos d& una subsucesion convergefi&; } a un

puntoP € A. Se tiene, por la continuidad dée
Q= IiErIF(XkJ) = F(I,Iz-rlxk]) = F(P)'

Esto prueba qué® € F(A), y por lo tantoF (A) es cerrado. O

2.3.2. Caracterizacon de las funciones continuas

Se tiene la siguiente caracterizaclres continua si y 6lo si la preimagen de cualquier abierto es
un abierto relativo, con mas precision:

Teorema 2.3.13.Sea F: A C R" — R™. Entonces F es continua si 9ls si para todo abierto W= R™, el
conjunto
Flw)={XeA:F(X)cW}

se puede escribir como la intersegriANU de un conjunto UC R" abierto, con el conjunto A.

Demostradgbn. Supongamos quié es continua, tomema¥ abierto enR™. TomemosP tal queF (P) e W,
es decirP € F~1(W). ComoW es abierto, existe> > 0 tal queB;, (F (P)) C W. ComoF es continua, dado
esterp > 0 existedp > 0 tal que||X — P|| < dp, X € A, implican||F (X) —F(P)| < rp. Es decir, existé& >0
tal queX € AN B;, (P) implicaF (X) € By, (P) C W. Dicho de otra formak (B, (P) NA) C W. Como esto
se puede hacer para cualqufes F~1(W), podemos tomad = UPEF—I(W)BBP(P) gue por ser de unibn de
abiertos es abierto, y se tiene
Flw)=UnA

como queriamos.

La otra implicacion es similar, queda como ejercicio. O

2.3.3. Continuidad uniforme

Para terminar, una definicion y un teorema

Definicion 2.3.14. Decimos que una funen f: A C R" — R™ esuniformemente continuasi dadoge > 0,
existed > Otal que XY € Ay|IX=Y| < dimplican||[F(X) —F(Y)|| <&.

La definicibn nos dice que pequefios movimientos en el diorpimvocan pequefios movimientos en la
imagen, independientemente de en qué punto hagamos estosientos.

Observacbn 2.3.15. Una funcbn uniformemente continua es continua, puesto que dadoAPy € >
0, se tiene por la definidin que existd > 0 tal que||X — P|| < & implica || f(X) — f(P)|| < €. Es decir,
limx_p f(X) = f(P).

Observemos sin embargo, que es habitual para funcionemeastel hecho siguiente: dadpel o
necesario para consegyjiF (X) — || < € puede depender no 8lo de g, sino también del punto P en
cuestbn. Un ejemplo sencillo de funcion continua que no es uniformete continua es el siguiente.
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Ejemplo 2.3.16. Tomemos () = x en el intervalo(0, +). Entonces si f fuera uniformemente continua,
dadoe = 2 existiria & > 0 tal que si xy > 0y [x—y| < &, entoncesx’ — y?| < 2. Pero si tomamos ¥ %,

X=y+ g (que verifican las hiptesis), entonces
2 Q¥ &
X —y?| = (y+3) -y =2+, =2e=1

Sin embargo, en dominios cerrados y acotados, no hay déstirmues

Teorema 2.3.17.(Heine-Cantor) Si E A C R" — R™ es continua y A es compacto, entonces F es unifor-
memente continua.

Demostradbn. SiF no fuera uniformemente continua, existigiz: 0 tal que para cadac IN existirianX
e Y enAtales que| X — Y| < ¢, pero

IF (%) —F (M)l = & (2.2)
ComoA es compacto, se tiene una subsuce$Xin} convergente a un puni € A. Observemos que

1
(Vi = X < [[Yig = X | + [ = X]| < P X = X1,
luego debe ser tambiéfy —j X. ComoF es continua, limF (X, ) = [im; F(Y;) = F (X). Pero esto contra-
dice la desigualda(?). O

2.4. Problemas

2.1. Graficar las curvas de nivel de las siguiente funciones yrhatdibujo aproximado dé&r(f) c R3.
= f(xy) =X~y
= f(Xy) =2x+3y

21l. SeaP e AC R"y f : A— IR una funcion continua eR.

= Suponiendo quéXy} es una sucesion de puntos&ue tiende @, y f(Xy) > 0 para toddk € N,
probar quef (P) > 0.

= Suponiendo qué(P) < 0, probar que existe> 0 tal que s = B, (P)NA, entonces se tiengX) <0
paratodoX € U.

2.1l Seaf : A— Rk conA C R" arcoconexo. Probar que Bies continua, entoncés(f) = f(A) C RXes
arcoconexo. En particular, ki= 1, la imagen dd debe ser un intervalo.

2.Iv. SeaK C R" un compacto conexo. $i: K — R es continua, probar quen(f) es un intervalo cerrado
[a,b]. ¢ Quiénes soa, b?

2.V. SeaF : A c R" — RX. Supongamos que para todo abiéioc R¥, existeU c R" abierto tal que
F~1(W) = AnU. Probar qud es continua.
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Considero aqui las magnitudes matematicas no
como compuestas de partes
extraordinariamente pequefias, sino como
descritas por el movimiento continuo

Sir Isacc Newton

3.1. Derivadas

Empecemos repasando la derivada de una funcion de undéleafiecordemos la idea de “recta que
mejor aproxima”, que segln la figura de abajo, es la recgetar al grafico dé.

y=f'(a)(x-a)+f(a)

7/ a X

Para armar una recta, hacen falta dos puntos distintos ateb.pO un punto del plano y la pendiente.
Entonces fijandda, f(a)), hallamosm = f/(a) de la siguiente manera. Tomamos otro puntDom(f),
construimos la recta secante
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y m= & X3 '(a)
f(x> B A
v < ............................
S I I

W +-——mmm—
X

La pendiente de esta secante dependeyde es

Ay _ ) -f(a)

AX X—a

Si hacemos tenderal puntoa, se obtiene (si existe el limite) la pendiente de la rectedea, y por lo tanto
las pendientes de arriba tienden a la pendiente de la regtartte, con lo cual

O sea existe la derivada si y solo si existe el limite de mgentes incrementales. Y decimos que€s
derivable era”. Con el cambio de variable = x — a se puede escribir

Recordemos también la ecuacién de la recta tangentafidgdef enx = a, que es

y=f'(a)(x—a)+f(a),
gue en forma paramétrica es simplemente

La:(a f(a)) +A(1,f'(a)),

puesto que la pendiente de la recta tangente deb@’s—er@ = f/(a). Esto nos dice que un incremento

en una unidad en el dominio, nos produce un incrementd(@ unidades en la imagen.

Por su parte, la recta normal pasa por el mismo punto seglicaiel grafico
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y y=f'(a)(x—a)+ f(a)

y=f(x)

7/

a N y= g (x—a)+ f(a)

pero su vector director debe ser perpendicular al de la taegeon lo cual

Na: (a,(f(a))+A(f'(a),-1).

3.1.1. Curvas

El siguiente caso es el de las curvas o trayectorias, es fieaiionesy : | — R", dondd C R en general
es algln intervalo. En este caso tenemdanciones reales, todas moviéndose al unisono con ehmis
parametro, y la derivada se define de la manera obvia, eg dedvando cada coordenada. Solamente
vamos a derivar en el interior del dominio, como es usual.

Atencidn que en este caso nos interesa la imagen de la gumessu grafico.

Definicion 3.1.1. Seaa : (a,b) — R". La derivadao velocidadde a en { es el vector que se obtiene
derivando cada coordenada ertty (siempre que existan todas las derivadas).

Laderivadadea es la curvan’ que se obtiene derivando cada coordenadade

Por ejemplo, sii(t) = (t,t?), se tienea’(0) = (1,0) y en generabd’(t) = (1,2t) para todat € R. En
cambio siB(t) = (coqt),sert)) se tiengd' (t) = (—sent),cogt)) y en particulaf¥’(0) = (0,1).
¢, Qué representa la velocidad de una curva? Es un veclRt,gaepresenta la trayectoria rectilinea que

seguiria una particula si se soltara del alambre quesepta. Por ejemplo, coma describe una parabola
y =X, se tiene

X

Y como describe una circunferencia unitax+ y? = 1, se observa
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B(t) = (cogt),sent))

Por supuesto que la derivada en realidad representa el déeotor, que nosotros dibujamos pinchado
en el punto correspondiente. La recta tangente a la cunveéie general ecuacion

L, : (o) + A’ (to). (3.1)
Hay que tener presente que el grafico de una funtitR — R, que es el conjunto
Gr(f) = {(x, f(x)) : xe Dom(f)} C R?

se puede parametrizar siempre con la coris = (x, f(x)), dondea : Dom( f) — RR?. Esta curva seréa deri-
vable ema si y sblo sif es derivable e, y su recta tangente coincide por supuesto con la rectarnitage
grafico def en el puntda, f (a)).

Observacbn 3.1.2. Cambiemos el punto de vista. Supongamos que queremos dzudai@ de la recta
tangente al géfico de f: R — R, pero en forma paragtrica, es decir como en la ecuéci (3.1). Entonces
se tiene en cuenta que elgico de f se puede parametrizar con la cunv) = (x, f(x)) con xe Dom(f)
como mencionamos antes. Y por lo tanto, si f es derivablesrizatia e’ (x) = (1, f'(x)). Con lo cual

La:a(a)+Ad'(a) = (a f(a)) +A(L, f'(a).

Es fundamental observar que la primer coordenada del vetgdrvada es constantemente uno, mientras
que la segunda coordenada expresa labrazle cambio, puedy/Ax = f/(a)/1 = f/(a). Es decir, que por
cada unidad que avanzamos en el eje de las x, se avdfa@auhidades en el eje de las y. Egtitimo, por
supuesto, es una aproximaai, y $lo es exacta esta afirmagi cuando f es unarecta, con lo cual coincide
con su recta tangente.

Resumiendo, el vector derivada nos dicamio hay que moverse en y por cada unidad que nos movemos
en x, si nos movemos desde el pufEd (a)), pero a lo largo de la recta tangente al&fico de f en ese
punto.

Se deduce de lo anterior que un vector normal d@fpo de f egf/(a),—1), pues como
((1,1'(a)),(t'(a),-1)) = F'(a) - f'(a) =0,

se concluye que son ortogonales. Observemos que estauss@# \alida incluso en el caso’fa) = 0,
donde se obtiene el vector nornial 1).
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3.1.2. Derivadas direccionales

Supongamos que tenemos una fundiariR? — IR, como por ejemplo

f(x,y) = vV1-x2—y2

El dominio de esta funcion es la bola cerrada unitaria emeglqy centrada en el origen
Dom(f) =B1(0) = {(x,y) € R?:x* +y* < 1}.

Si miramos las curvas de nivel= cte, debe sez > 0 puesz esta igualado a una raiz cuadrada. Es decir el
grafico esta por sobre el piso. Ademas cagie: 1 — x? —y2, se tiene +y? = 1— 73 lo que nos indica que
debe sery < 1. Las curvas de nivel son circunferencias como se puedewlspero podemos decir mas:
comox? +y?+ z = 1, esto nos dice que

I(x.y,20)[| = 1.

Entonces los puntos estan sobre la cascara de la esfeadaioéntrada en el origen. Pero es solo el casquete
superior, puegdebe ser positivo. El grafico dees entonces una media esfera

z

X y

Pensemos qué pasa si nos movemos a lo largo de una tragemtde esfera. Si en algin momento la
fuerza que nos sostiene atados a la superficie se rompe, locguéria es que saldriamos disparados en
linearecta, en forma tangente a la esfera (¢, es estoun®)itiPero dado un punken la esfera, hay muchas
direcciones tangentes. Se puede ver que forman un plangegieEnominalano tangente

las rectas tangentes a la semi-esfera,
en un punto dado, forman un plano

Ahora tomemog(x,y) = /X2 +y2. Las curvas de nivel son nuevamente circunferencias,adicor’
sOlo existe para > 0. Cortando con los planos= 0 ey = 0 se obtienen las ecuaciones- |y|, z= |X|
respectivamente. Estamos en presencia de un cono, comscysdiiios con anterioridad.
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Si nos movemos en esta superficie cerca de un punto que no gédiet, nuevamente direcciones
tangentes forman (al menos eso imaginamos) un plano. Exaegt el origen. Alli, si uno dibuja algunas
rectas tangentes, lo que observa es nuevamente un conociEsidéhay plano tangente en el origen. Es
mas, si uno mira cuidadosamente una direccion y amboglesnbbtiene distintas rectas como en el caso
de la funcién real méduld(x) = |x|. De hecho, en el vértiago hayrectas tangentes, ya que, como sabemos,
la funcionf (x) = |x| no tiene derivada en el origen. Dicho de otra manera, lagattas laterales

. f(x)—f(0) . f(x)—f(0)
lim ——~2=1 im —~—~=-1
XLI’(T)L x—0 y XLT* x—0

no coinciden, por mas que cada una de ellas existe por skpara

Pongamos un poco de precision a estas ideas graficas.
Definicion 3.1.3.SeaVe R", |[V||=1.Sea : ACR"— R, y P A°. El limite
i f(P+tV)—f(P)
t—0 t
(si existe) es lalerivada direccional dd enP en la direccbn deV. Lo anotamos

of .
a—V(P) o bien /(P).

Observemos qudy (P) (si existe) es un numero real.

¢, Qué paso con nuestra intuicion grafica? Es sencilio, ba

ta recordar el casn = 1. Alli, la definicibn nos daen el f(a)
puntox = a un numero real que representa la pendiente
de la recta tangente al grafico den el puntqa, f(a)).

La recta tangente la armamos sabiendo la pendiente y el pontel que pasa. La situacion aqui es

similar. El punto por el que pasa lo tenemos, lo que nos faltalacionar la derivada direccior%l(P) con
el vector director de la recta.
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Conviene introducir la siguiente notacion. Usare 1) para denotar al vector dR"*! formado
+
,Xn) € R" en las primeran coordenadas, y el nUmexg; 1 en la Gltima.

por el vectoiX = (x1,X2, -
SiPe A%y ||V| =1, en el dominio dd el vectorP+tV se representa asi:

/ tV : { ‘;
0

Y lo que que estamos haciendo cuando calculamos
f(P+tV)—f(P)

es calcular la diferencia de alturas flsegiin el siguiente gréafico:
Gr(f)={(X,f(X)):XcA}

Si dividimos port y hacemos tenddra cero, tendremos la derivada direccional en la direcceév.d
Antes de hacerlo, pensemos cual es la ecuacion paraméérias rectas secantes. El punto por el que pasan

todas ed. Y el vector director es, como se observa del gréafico, elorepte une los puntod f (P)) con
(P+tV, f(P+tV)). Entonces el vector que nos interesa (el vector directoa decta tangente) es

PtV —P f(P+tV)—f(P)>

fim 2 [(P 1V, F(P V) — (P (P))] = {igg)( VoP MR
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es decir o1
(V5 ®).

Esta ecuacion, aunque la dedujimos del grafico de unadomparticular, es completamente general, y nos
dice que la recta tangente se arma formando el vect®"d& dado polV en las primeras coordenadas y
la derivada direccional (que es un niumero) en la Gltimaldesr su ecuacion paramétrica es

Lpyv : (P f(P))+A(V, fv(P)).

Observacbn 3.1.4. Observemos que en el caso de una fancf : R — IR, dado un punto del dominio
P =ac< R, hay $lo dos vectores de norma unitaria para considerar, que $&6he 1y V = —1. Si usamos

V =1, obtenemos
of . fla+tl)—f(a) .,
v P =lin——— =@,

con lo cual o1
(V3 ®) = @@,

gue es el vector que obtuvimos al escribir la recta tangentiena parargtrica. Mientras que si usamos
V = —1, obtenemos

9 oy = jim FEICE = T@ _ g,

f(a—t)—f(a)
ov t—0 t t—0 '

En estallltima cuenta podemos hacer el cambio de varialte-th con lo que se obtiene

of . flath—f@
v P =im——f— =-f@

Conlo cual o1
(V3 ®) = (1@

pero la recta tangente es la misma por ser dgteno vector niltiplo del primero. Esto podamos haberlo
deducido sin hacer ninguna cuenta, déleshecho de que si f es derivable entonces hay una sola recta
tangente.

3.1.3. Derivadas parciales

Vamos a denotar cdg (i =1...n) alos vectores de la base canonicdlees decilE; = (1,0,0,---,0),
E>=(0,1,0,---,0),...,En=(0,0,--- ,1). Para abreviar, vamos a usar la siguiente notacion.

Definicion 3.1.5.SeaE€ R", f : ACIR" — R, P A% Lai-ésima derivada parciadle f en P es la derivada
direccional de f en la direcénde E, y la denotamogxii(P) o0 bien .. Es decir

6 (P) = Jim f(P+tEti)— f(P)
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Es decir, las derivadas parciales son las derivadas erréazidines de los ejes de coordenadas. Asi, por
ejemplo, sif (x,y) = 3x* +4yy P = (0,0)

of S 2 .
&(O’O)—!%[?"S(O“” +0—O_]tlir(1)3t_0,
mientras que
ﬂ(o 0)—|im3[302+4t—0]—|im4—4
oy 0t T ts0

Si prestamos atencion a la definicion de derivada direatioemos que lo Gnico que hacemos es poner un
incremento en la coordenadéasima. Por ejemplo si= 3 y tomamos = 2, se tiene
af K f(p17p2+t7p3)_f(p17p21p3)
a_y(plap27 p3) _tlll;r(]) t .
Sillamamog(y) = f(x,Y, 2), lo que tenemos es una funcion de una sola variable, y dedicada definicion
de derivada para funciongs R — R,

v e 9(P2+h) —g(p2)  of
g(pz)—!‘mf—a—y(pbpzaps)-

Es decir que una derivada parcial es simplemente una daneagecto de una variable dada, que se calcula
haciendo de cuenta que todas las demas variables sonmesstd podemos calcularla en cualquier punto
usando las reglas generales

Por ejemplo, sf (x,y) = 3x%+ 4y, entonce% (x,y) = 6x para cualquiefx,y) € R?,y tambi’en% (x,y)=
4.

Hay que hacer la salvedad de que las derivadas existan, yipoesto, de que los puntos estén en el

dominio. El resultado exacto es el siguiente:

Proposicion 3.1.6. Sea f: ACR" — R, P=(p1,---, pn) € A° La funcbnderivada parcial def respecto
dex; es la funcbn g—)z que se obtiene de f de la siguiente manera
of f(pL, - P+t pn) — F(P1,--- . Pn)

a—m(pl,---,pn):m t

siempre que elitnite exista. Se tiene Dc(rg;fri) C A° con inclusbn estricta si existe algn punto donde no
exista el Imite.

3.2. Plano tangente y Diferencial

En general, la existencia de una derivada parcial nos dieequna direccion dada, el grafico es suave.
Pero acercandonos por otras direcciones podria teries sgla funcion podria no ser continua.

Ejemplo 3.2.1. Un ejemplo a tener en cuenta es el siguiente:
2 .
s (xy)=(0.0)

f(Xv y) =
0 si (x,y) =(0,0)
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Afirmo que existen todas las derivadas direccionales de fl enigen. Tomamos \= (v1,v2) € R? (con
V]| = 1),y siw =0 calculamos
im fltvi,tve) = F(0,0) . 1 v Vi,

=lim- 5t = =1
t-0 t =0t 2tV +V8) V2 v

En particular (con V= (0, 1)) se tiene {(0,0) = 0. Falta calcular §(0,0), que tamk&n da cero puesto que

£(0,0) — lim 169 = (0.0 _

| 0
t—0 t t—0t

Sin embargo, o es continua eri0,0) pues si consideramas(t) = (t,t?), entonces

¢, Cbmo podemos recuperar la idea de que una funcién dierigabuna funciobn suave, en particular
continua? El Gltimo ejemplo es desalentador ya que coicda intuicion, al existir en este caso todas las
derivadas direccionales, pero no ser esto garantia deuoatad.

Lo que haremos sera recurrir a la idea de aproximacioallifara ello, supongamos que tenemos una
funcion f : IR" — R para la cual existen todas sus derivadas parciales. Lo quiEnemos que preguntar es
si estas derivadas forman un hiperplano eiR"?, y si este plano aproxima a la fundn.

El plano en cuestion que queremos considerar es, Bada®, el plano generado por todas las derivadas
parciales. Es decir el plano @&i'*! que pasa por el punt@, f(P)) y esta generado por los siguientes

vectores déR™:
{(Ex, f(P)), -+, (En, i (P))}-

¢,Cual es la ecuacion de este plano, que como dijimos eparpkino erR"?
Recordemos que para dar un hiperpland®@e!, basta con dar una ecuacion

(NY-Q)=0

dondeN, Q € R"! estan fijos. Esta ecuacion nos dice que el plano tiene ndimpaasa por el punt@.

Observemos que si ponemigs = (fy, (P), fx, (P), -+, fx,(P),—1) € R™! como normal del plano, esta
es perpendicular a todos los vectores generados por lasdasiparciales, pues

<NP5(Ei7 in(P))> = <(fX1(P)v sz(P)v"' 7an(P)’_1) ) (O’ ,0,1,0,---,0, in(P))>
(P~ (P =0.

Entonces la ecuacion del plano debe ser
Ilp: <Np, (X — P,Xn+1 — f(P))> =0

pues este plano tiene normdg y pasa pokP, f(P)) = (pa,--- , pn, f(P)) € R™1,
Despejando se obtiene la ecuacion
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ITp : Xnp1= f(P)+ fx (P)(x1 — P1) + fip(P) (X2 — P2) + - - + fx, (P) (Xn — Pn).

Asi por ejemplo sif (x,y) = /X2 + Y2, como
) = y

TRy

(3.2)

f(x,y) = S y fy(xy
VX2 +y?

dadoP = (Xo,Yo) = (0,0) se tiene

X3+Y3

Mp: 2= G+ Y8+ — e (X~ X0) + — = (Y~ Yo)
v VY5
Por ejemplo si tomamd3 = (3,4) entonced (P) =5 con lo cual

3 4
Ilp: Z—5+§(X—3)+g(y—4),

es deciz=5+ Ex+ gy 2 — 2 = 2x+ 2y —50lo que es lo mismo
IMp: 3x+ 4y —5z=25.

¢Qué pasa en el vértice, es decirRea: (0,0)? Se tienef (P) = 0, y las formulas §.2) de las derivadas
parciales alli no tienen sentido, pero cuidado que eso oegdecir que no existan. Las intentamos calcular

usando la definicion L
t
£(0,0) = lim = (\/t2+02— o) _fim
t—0t t—0 t

que no existe y lo mismo ocurre cdp(0,0). Por lo tanto en este caso hay plano en el vértice del cono,
lo cual nos devuelve un poco de la intuicibn que queremaoardakar.

Veamos ahora lo que ocurre con el Ejempld.1de mas arriba. Como vimos$,no es continua en el
origen. Sin embargo, existian todas las derivadas dveatés y en particular

of of

&(‘D) =0,y a_y((D) =0.

Con esto, el plano tangente @0) tiene ecuacion
z—0=0(x—0)+0(y—0)

puesf(0,0) = 0. Es decir, hay un plano, y es el plame- 0. ;Como puede ser, si vimos glieo era
continua?

Lo que veremos es que el problema aqui no es que no haya um g, sino que este plano no
aproxima suficientemente bien a la funcion cerc®de
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Lo que vamos a pedir es que la distancia entre este planpla funcion f no solamente tienda a cero
(lo cual siempre que haya plano ocurre, puesto que el plaadynkion se tocan en el punt®, f(P)) y
alli la distancia es cero), sino que la distarttia d(X) entre ambos como se indica en la figura,

tienda a ceranas rapido que la distancia enté y P. Es decir, llamandblp a una parametrizacion del
plano tangente, vamos a pedir qu&si» P, entonces
dist(ITp(X), f (X))
dist(X,P)

— 0.

Cuando esto ocurra diremos gties diferenciable eR. Recordemos que los puntos del plano tangente (si
el plano existe) verifican la ecuacion

Xni1 = T(P)+ fx, (P) (X1 — p1) + - - + Tx, (P) (Xn — Pn)-

Veamos la definicion precisa.

Definicion 3.2.2. Sea f: AC R" — IR, P € A°. Si existen las derivadas parciales de f en P, decimos que f
es diferenciable e si

i 100 = £(P) — iy (P)(a = P1) == o (P)(Xa = P

=0.
X—P [IX=PJ|

En ese caso a la funin (x1,--- , X)) > fx, (P)X1+ - -- + fx,(P)xn la denominamosliferencial def enP y
la anotamos D{.

Si A es abierto yf es diferenciable en todos los puntosAjeentonces decimos quees diferenciable
enA.
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Veamos algunos ejemplos. Volvamos al tltimo que nos desttaba. El plano tangente €n= (0,0)
estaba dado por la ecuacibe: 0. Entonces para quesea diferenciable e el siguiente limite deberia dar
cero.

~0-0| , &, 2

. | x4+y2 x3y2 . X7y

lim = Iim —— [im .
(x)=00) \/(Xx—0)2+ (Y—0)2  (xy)=(00) \/}2+y2  (xy)00) (x4 +y2) /52 +y2

Pero tomandai (t) = (t,t), cont > 0 (o lo que es lo mismo, tomando= x, es decir aproximandonos al
origen por la diagonal del primer cuadrante) se tiene

] t2t ] t3 ' 1 1
im—————=Im—-———=Im-—"—=—"—-=20
0% (14 4+12)V12 412 -0+ t2(12 4+ 1)V/2)t] =0 (124+1)vV2 V2
Es decir, el limite no puede ser cero. Con lo cual, de acuardoestra definicion, la funcioh no es

diferenciable en el origen.

Veamos otro ejemplo. Si tomambg, y) = x? +y? (el paraboloide), las derivadas parciales §dr, y) =
2x, fy(x,y) = 2y. Con lo cual las dos derivadas parciales en el origen exyssem nulas. Entonces el plano
tangente en el origen es el plane: 0. Calculamos

21\v2_ 0 2 1 \2
Yy 00, XY im VT =0,

[im
xy)=(00) \/(x—0)2+(y—0)2  (xy)=00) /X2 +y2 (xy)—

lo que confirma nuestra intuicion, pues en este caso laduisces diferenciable en el origen.

Observacbn 3.2.3. Algunas observaciones y definiciorigies.

1. Una condiobn necesaria para que f sea diferenciable en P es que existaherivadas parciales de
f en P. Sin embargo esto no es suficiente, como vimos.

2. Al vector formado por las n derivadas parciales de f en Pdmhmosgradiente def en P, y lo
denotamo$lfp (se lee “nabla” de f). Es decir

DfP = (fxl(P)v ) an(P))

3. Ladiferencial de f en P (si f es diferenciable) es una tfarmacbn lineal deR" enIR, pues segn
la definicbn
Dfp(Y) = (Ofp,Y) Z fy (P

4. Laecuaddin del planotangentea f en P es

Xn+1 = f(P)-l— <Dfp,x— P>.

5. Setiene, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

IDfp(X)| = [(Bfe, X)| < [|Ofp][[IX]. (3:3)
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6. Asimismo, con esta notéai, f es diferenciable en P si ¢l si

=0.
X—P X =P

7. Si f es diferenciable en P se puede escribir la coddieiquivalente

=0.
X—P X =P

Con la definicion correcta recuperamos la propiedad “siestvable es continua”, como muestra la
siguiente

Proposicion 3.2.4.Sea f: ACR"— R, P € A°. Si f es diferenciable en P entonces f es continua en P.

Demostraddn. Se tiene

[£(X) = £(P)] [£(X) = f(P) = Dfp(X —P)[+ [Dfp(X - P)|

<
< [F(X) = £(P) = Dfe(X = P)| + [|Ofpl||| X =PI,

donde en el Gltimo término usamos la desigual@ag) (Si en el primer sumando multiplicamos y dividimos
por|| X — P||, se obtiene

[f(X)—f(P) —Dfp(X-P)

|
[IX =P+ [[Ofp[[[[ X — Pl
X =Pl

[F(X) = f(P)| <

Tanto el primero como el segundo sumando de la derecha tiemdero cuandX — P, con lo cual se
obtiene linx_,p f(X) = f(P), es decir,f es continua ef. O

3.2.1. Unicidad de la diferencial

El siguiente teorema tiene su utilidad para probar progies@enerales. Recordemos primero que una
transformacion linearl : R" — R™ es una funcion que verifica quecsip € R, X,Y € R" entonces

T(aX+BY)=aT(X)+BT(Y).
En particular, toda tranformacion linebl: R" — IR tiene la expresion
T(X1,++,Xn) = VIX1 4+ VaX2 + « - - + VnXn
para alguna-upla de nUmeros reales fifgy, - - - ,vny). Equivalentemente, existe un vectoe R" tal que
T(X) = (V,X) paratodoX € R",
y cada coordenada dese puede recuperar aplicanddlal vectorE; de la base canonica, es decir
vi =T(E).

Con estas herramientas estamos en condiciones de endrieiaeena de unicidad.
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Teorema 3.2.5.Sea f: AC R" — R, P € A°. Si existe una transformaim lineal T : R" — R tal que

=0
X—P (IX =P ’

entonces

1. Existen todas las derivadas direccionales de f en P, y vale

%(P) =Tp(V) paratodoVe R", ||V| = 1.
2. En particular existen todas las derivadas parciales dseftiene f (P) = Tp(E;) y la transformaadbdn
Tp eslnica.

3. Setiened(X) = Dfp(X) = (Ofp,X) paratodo Xe R", y f es diferenciable en P. En particular,

of

W(P) = (Ofp,V) = Dfp(V) si f es diferenciable en.P

Demostradbn. Veamos que existen todas las derivadas direccionalesmorié < R" tal que||V| = 1. Si
existe el limite del enunciado, existe en particulanalt® componiendo con cualquier curva que tenga limite
P. En particular, si ponemos = P4tV (cont suficientemente chico para gie= A), se tieneX — P =tV

con lo cual||X — P|| = |t|. Entonces

f(P+tV)— f(P) f(P+tV) — f(P) — Th(tV)]

~1o(v)| = fim!

[im =0.
t—0 t t—0 It]
K f(PHtV)—f(P) - ; ; .
Esto prueba quéy (P) = lim_,o ———— = Tp(V). En particular existen todas las derivadas parciales.

Ademéas, comdp(E;) = fx (P) vale para todos loE;, y una transformacion lineal queda determinada
por su valor en una base ®®, se deduce qu&(X) = (Ofp,X).

La unicidad deTp se desprende de que si hay otra transformacion ligegle verifique la condicion
del limite, entonces también va a cum@@i(X) = (Ofp, X).

Lo que se afirma en 3. es, en primer lugar, que

- F(X) = f(P) = (Ofp,X—P)|
am, X—P|

=0.

Pero esto es evidente pu@sfp, X — P) = Tp(X — P) por lo que dijimos recién, y el limite da cero por
hipotesis del teorema. También es evidente entonce$gteD fp. O

Hay que observar que reemplazamos la idea geométrica e falagente por la idea de aproximacion
lineal, y vimos que ambas nociones son equivalentes. Es, dea funcion es diferenciable si y sblo si
se puede aproximar bien con un transformacion lineal,  ganhsformacion representa, en términos de
gréaficos, al plano tangente que aproxima bien al grafica diericion.
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Observacibn 3.2.6.Si f es diferenciable en P, entonces tomandoV de norma imgartiene
fv(P) = (Ofp,V) < [(Ofp, V)| < [|Ofp[l[[V]| = [|Dfp],

lo que nos muestra que la derivada direccional a lo sumo y&l&||. Y por otro lado, siJfp = O, poniendo
_ _Ofp ;

Vp = %ol se tiene

Ofp

fvp = (Ofp,Vp) = (Ofp, IEES]

)= 10fe]|

lo que muestra que esteéaximo siempre se alcanza.
Esto nos dice quBlfp es la direccbn de mayor crecimiento def enP.

Ejemplo 3.2.7. Consideremos la funan f(x,y) = 1/1— x2 —y2 con dominio en el disco unitario
Dom(f) = {(xy) : X* +y* < 1}.

En esta discusin vamos a excluir los bordes para hablar de derivadas. E&,deonos a considerar X
(x,y) € B1(0,0). Recordemos que el &fico de f es el casquete superior de la esfera unitaria, peda d
ecuacbn z= f(x,y) se despejaddty2+ 72 = 1.

El gradiente de f se calcul@tilmente:

X

Ofy — —X -y . 1 _
X \/1—x2—y2’\/1—x2—y2 ——m(x,y)—— (xy) 7

Es decir, el gradiente de f en X es uiliiplo negativo del vector X. Si miramos el&jico de f desde el
costado y desde arriba,

vista superior de Gff)
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observamos que, parados en el punte Rom(f), la direccibn de mayor crecimiento es aquella que nos
lleva al polo norte. En la vista superior del&fico, podemos observar que lo que hay que hacer es caminar,
justamente (empezando en X), en la dirénaontraria del vector X que es la que nos lleva hacia el @entr
del dominio y por lo tanto al punto &s alto si caminamos por la esfera.

3.2.2. Algebra de funciones diferenciables

Se tienen las propiedades habituales de las derivadasirmharpres que la diferencial de una funcion
constante (en cualquier punto) es la transformacionllimega.

Observacbn 3.2.8.Seac= Ry f: R" — R la funcidn constante §X) = c. Entonces f es diferenciable en
R"y Dfp(X) =0 paratodo Pe R" y todo Xe R". Esto se deduce de

- fFX) = f(P)-0] o _
xR A x—e

y el Teorem&.2.5

Dadas dos funcionek g, nos interesan los puntos del interior de la interseccélod dominios. Para
simplificar consideramos que tienen el mismo dominio, y cgiareconjunto abierto (o que se consigue,
como dijimos, tomando el interior de la interseccion dedominios correspondientes).

Teorema 3.2.9.Sean fg: AC R" — R, con A abierto. Si B A, y f,g son diferenciables en P, entonces

1. Lasuma f g es diferenciable en Ay se tiene &arhula

D(f +g)p(X) = Dfp(X) +Dgr(X).
2. El producto fg es diferenciable en A, y se tiene
D(fg)r(X) = Dtp(X)g(P) + f(P)Dgp(X).
En particular siA € R,
D(Af)p(X) =ADfp(X).

3. El conjunto A- Cy(g) es abierto, alil el cociente fg es diferenciable y se tiene

_ Dfp(X)g(P) — f(P)Dge(X)
g(P)? '

Demostradbn. Veamos 1. Ciertamente Bjg son diferenciables existé&nf, y Dgp. ComoTp : X — D fp(X) +
Dgp(X) es una transformacion lineal &' enIR, por el Teorema.2.5 solo hay que ver que

o [(f+9)(X) ~ (f+9)(P) — (Dfy+Dgy) (X—P)
X—P (IX=P]|

D(f/g)p(X)

:O’

pues esto probaria que la suma es diferenciable y su difat@s la propuesta. Entonces

[f(X) — F(P) +9(X) —g(P) —Dfp(X —P) —Dgp(X —P)| _
X =P -
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< fX) = f(P) —Dfp(X—P)| _[9(X) —9(P) — Dgr(X —P)|
- X =P X =P '
Los (ltimos dos sumandos tienden a cero por hipotesisdnién-+ P, lo que prueba que el primer término
de la desiguldad tiende a cero, como queriamos.
Ahora veamos 2. Usamos la misma idea (el Teor@drid. Observemos que, para caela A,

Tp : X - Dfp(X)g(P) + f (P)Dgp(X)

es una transformacion lineal ' enR, puesf (P),g(P) € R estan fijos. Entonces, evaluarnfioenX — P,
sumamos y restamd$X)g(P) para obtener

1f9(X) — fg(P) = Dfp(X = P)g(P) — f(P)Dge(X - P)| <
< [f(X)g(X) = f(X)g(P) — f(P)Dgp(X —P)|

+[f(X)g(P) — £(P)g(P) — g(P)Dfp(X —P)|.
Para terminar la demostracion de 2., veamos que cada ursiafedns sumandos (divididos ppt — PJ|)
tiende a cero cuand— P. En el primer caso, sumando y restarfd®)Dgp (X — P), este término es menor
o igual que

[f(X)9(X) — F(X)g(P) — f(X)Dge(X —P)| | |f(X)Dgr(X —P) — f(P)Dge(X — P)|
X =Pl IX—P

[FCOllg(X) —a(P) —Dge(X —P)| | [(X) — f(P)[|Dgp(X —P)|
X =Pl X =P '

En el primer término, se tiene que exisfe> 0 tal que|f(X)| < M si || X — P|| < & puesf es continua por
ser diferenciable (y toda funcion continua en un compalctraa maximo y minimo). Y entonces

[fOllg(X) —9(P) —Dge(X —P)| _,19(X) —g(P) — Dgp(X —P)|
IX—P - X =P

—x=p 0

por serg diferenciable. En el segundo término, coges diferenciable se tienBgp(X — P)| < ||Ogp|| || X —
P|| por la desigualdad de C-S (ver el item 5. de la Observakiid. En consecuencia,

= AP E=E < ()~ 1P gel —x-0 0

por serf continua erP.

Por Gltimo, veamos la afirmacion 3. sobre el cociente. BueCo(g) = {X € A: g(X) = 0} es abierto
se deduce de lo siguiente:)$ic A—Co(g), entonceg(X) > 0 6g(X) < 0. Pero entonces existe una bola
abiertaB alrededor de&X, contenida e\, dondeg no se anula, por seycontinua. Es deciB C Co(g) N A,
que es lo que queriamos probar.

Ahora hay que observar una vez mas que la transformacifrupsta

Dfp(X)g(P) — f(P)Dgp(X)
g(P)?

Tp: X —
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es lineal enX. Usamos nuevamente el Teorefa.5 tenemos que ver que la siguiente expresion tiende a
cero cuandX — P:

fX) _ f(P)
|m G —Tp(X—P)|

X =P

Observemos que esta expresion esta bien definida en umefta | X — P|| < r, puesg, como es diferen-
ciable, es continua, y comg(P)| > 0 existe un entorno digamds(P) donde|g(X)| > ¢ > 0.

Sigamos con la prueba de que el cociente es diferencialilee&iribimos la expresion de arriba, obte-

nemos
1 [F(X)g(P) — f(P)g(X) — 9g(X)g(P)Tr(X — P)|
19(X)[lg(P)| X =P

Segln dijimos,wﬁ()‘ < % asi que no es un problema si queremos ver que esta exptiesida a cero. Si

escribimos la expresion de propuesta (evaluada ahoraXr- P), se obtiene (omitiendo el término inicial

Wl\g(p)\ que esta acotado)

|F<)g(P) — (P)g(X) — g(X)g(P) XL _L{PIORUCP))
[X=P]

_ 1 [f(X)g(P)*— f(P)g(P)g(X) — g(X) (Dfp(X — P)g(P) — f(P)Dge(X — P))|
lg(P)[? [X—=P]

Un vez mas omitimos el primer térmi (1,3)‘ pues esta acotado y lo Gnico que queremos ver es que esta
expresion tiende a cero cuande— P. Si distribuimosgg(X) en los diferenciales, tenemos

[f(X)g(P)?— f(P)g(P)g(X) —g(X)g(P)Dfp(X —P) +g(X)f (P)Dge(X — P)|
X =P

Sumamos y restamos tres cantidadé®)g(P)?, g(P)?Dfp(X — P), f(P)g(P)Dgp(X — P). Usando la de-
sigualdad triangular y agrupando convenientemente, glaeslama de las siguientes cuatro expresiones

1. oP)PF(X)—f(P)-Dip(X-P)|
‘ X=P '

FP)9(P)19(X) ~9(P)—Dgp(X—P)|

N

' [X=P] :
3. [9P)II9X)—9(P)||Dfp(X—P)|

' [X=PI] '
4. [H(P)]1g(X)—g(P)||Dgp(X—P)|

' [X=P] ‘

Las dos primeras tienden a cero por $gg diferenciables e. En las dos Ultimas, por la desigualdad de
C-S, se tiengDfp(X — P)| < ||Ofp||||X — P|| y lo mismo parag. Con esto, cancelamos el denominador en
ambas expresiones, y corges continua el (por ser diferenciable), también tienden a cero las donas
expresiones. O
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3.2.3. Repaso de los teoremas en una variable
Recordemos aqui tres teoremas clasicos de funcionesseratiable, que nos seran de gran utilidad.

Teorema 3.2.10.Sea f: [a,b] — R.

1. (Fermat). Si f es derivable ensc(a,b), y ¢ es un extremo local de f, entoncégf = 0.

2. (Rolle). Si f es continua €g,b], derivable en(a,b), y adenas f(a) = f(b), entonces existe€ (a, b)
tal que f(c) =0.

3. (Lagrange). Si f es continua ém b] y derivable en(a,b) entonces existe€ (a, b) tal que

f(b) - f(a)
b—a

f'(c) =

Demostradbn. Fermat: supongamos qaess un maximo local dé. Entonces existe > 0 tal que six €
(c—¢,c+¢), se verificaf (x) < f(c). La demostracion se deduce del siguiente dibujo, miraagladctas
secantes que aproximan a la tangente:

0 recta secante para< C recta secante para> c

c+h(h<0) ¢ c+h(h>0) X

Calculemosf’(c) usando la definicion, con los limites laterales. Por laiggla se tiene

f(c+h)—f(c)
h

lim >0

h—0~

puesf(c+h)— f(c) <0yh< 0. Porla derecha,

RG]

<0
h—0+ h -

pues el numerador sigue siendo negativo pero ahora el deadories positivo. Como ambos laterales deben
ser iguales d'(c), la Gnica posibilidad e$'(c) = 0.

Rolle: Sif es continua efa, b], como este conjunto es compact@lcanza su maximo y su minimo alli.
Si el maximo y el minimo son iguale$§,es constante y por ende su derivada es nula en(@dg. Si son
distintos, comd (a) = f(b), alguno de los dos se alcanza en el interior, digam®$a, b) es un extremo de
f. Pero entonces, por Ferméat(c) = 0.
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Lagrange: Consideramos la siguiente funcion auxiliag,eplla resta entriey la rectal que un€a, f(a))
con(b, f(b)): g(x) = f(x) — L(X).

[
x

|
|
i
a

Entonces como la recta f/ se tocan era y b, se tieneg(a) = g(b) = 0. Por otro ladog verifica las
otras hipotesis del teorema de Rolle pdelas verifica yL es una recta, y por ende existe (a,b) tal
qued’(c) = 0. Perog'(x) = f/(x) — m, dondem es la pendiente de la recta Evaluando ert, se obtiene
f’(c) = m. Pero si la recta pasa por los puntos dados, su pendies¢ecalcula comon = Ay/Ax, que es
exactamente

f(b)— f(a)

b—a

O

Por Gltimo, veamos como se puede deducir la regla de L'kalsppartir del teorema del valor medio.
Antes vamos a enunciar un resultado técnico con ese sipdgito.

Proposicion 3.2.11(Cauchy) Si f,g son continuas efa, b] y derivables erfa,b) entonces existe€ (a, b)

tal que
f'(c) (9(b) —g(a)) = g'(c) (f(b) - f(a)).
Demostradbn. Consideremos
h(x) = (f(x) — f(a)) (9(b) —g(a)) - (9(x) —g(a)) (f(b) - f()).
Entonces la funcioh verifica todas las hipotesis del teorema de Roll¢ae|. Por otra parte
W (x) = '(x) (9(b) — g(a)) — g'(x) (f(b) — f(a)).

Luego, existec € (a,b) tal queh’(c) = 0. Reemplazando en la ecuaciontdey despejando se obtiene la
conclusion. O

Es importante observar que las derivadas en el teorema dénZastan evaluadas @hmismo punto
ce (ab).

Cuandag(b) = g(a), f(b) = f(a), el resultado anterior tiene la siguiente interpretagéométrica: consi-
deremos la curva en el plano dada pér) = (f(t),g(t)), y sus extremoB = (f(a),g(a)), Q= (f(b),g(b)).
Entoncesy’(t) = (f/(t),d'(t)) es el vector velocidad de la curva.
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Supongamos que no hay ningln punto
donde se anule esta velocidad arb). En-
tonces de la expresion

f(c) = 90 —g@? ()

se deduce que en el purdtambién se tie-
neg'(c) = 0. Esto es porque en el caso con-
tario tendriamost’(c) = O, lo cual es ab-
surdo.

Luego podemos escribir
f'(c) _ f(b)—f(a)
g(c) g(b)—g(a)
Esta expresion nos dice que hay algin puRte a(c) en la curva, donde la recta tangente a la misma es
paralela al vector que une los extrentdy Q, segln indica la figura, puesto que la pendiente de la recta
generada por el vector' (c) es exactamenté%.

Ahora enunciamos la regla de L'Hospital para calculartiési

Proposicion 3.2.12(L'Hospital). Sean fg funciones derivables en un entorno del puntea(exceptuando
tal vez el mismo punto=x a). Supongamos qué(g) = 0 para todo x= a, y que

lim f(x) = limg(x) = 0.

Si existe elimite
(%)

x—a g (X) =L

entonces existe dhhite de /g y coincide con el de las derivadas, es decir
lim f® =L.
x—a g(X)

Demostradbn. Primero observemos que podemos extender a las funcfoges puntox = a comof (a) =
g(a) = 0, y quedan continuas por la hipotesis. Analicemos untdiri@teral, el otro se calcula en forma
idéntica. Comd , g eran derivables en un entornoaeexisted > 0 tal que tantd comog son continuas en
[a,a+ 9] y derivables erfa,a+ delta). Afirmo queg no se anula efa,a+ d): en efecto, si se anulara, por el
teorema de Rolle aplicadogeen el intervalda,a+ 8] tendria que anularsg en (a,a+ ), contradiciendo
la hipotesigy (x) = 0. Tomemox € (a,a+90), y apliguemos el teorema de Cauchyjarx] para obtener que
existec € (a,x) donde

f'(c) f(x)—f(a) f(x)

g 9x—-g@ g
Si hacemos tender— a™, se deduce que— a™ también con lo cual la expresion de la izquierda tiende a
L por hipobtesis. Luego la expresion de la derecha tamizedée al. O

Se pueden deducir de aqui (pero no lo haremos) los corslhebituales que nos permiten calcular
limites cuandax — o, y cuandof,g — .
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3.2.4. Ciriterio de diferenciabilidad

Necesitamos algln criterio efectivo para ver si una fom@$ diferenciable en un punto o no. Vamos
a denotar un punto genérico & comoP = (a,b), y otro punto cercano R comoX = (a+ h,b+ k).
Agui h,k denotan los incrementos &rey respectivamente, X — P = (h, k).

Dadaf : R> — IR, observemos que si las dos derivadas parcialefsaldsten en todas partes, entonces
por el teorema de Lagrange en una variable, existmtreay a+ h, d entreb y b+ k, tales que

f(a+h,b+k)—f(ab) f(a+h,b+k)—f(a,b+Kk)+ f(a,b+k) — f(a,b)
of of
= &(c7b+ k)h+ a—y(a7d)k.
En efecto, las funciones reales+ f(x,b+k) ey +— f(a,y) son derivables, con lo cual se puede aplicar el
teorema. Volviendo a la ecuacion de arriba, tenemos

f(a+h7b+k)_f(aab)_<Df(a,b)7(a+h_avb+k_b)> =
of of of of
. <&(c,b+k)—&(a,b)> ht <a—y(a,d)— a—y(a,b)) K

Luego, comdh| < ||(h,K)|| = ||(a+h,b+k) — (a,b)|| (y lo mismo ocurre cotfk|), descubrimos que

|f(a+h7b+k> - f(aa b) - <Df(a,b)7(a+h_avb+k_b)>|
[(@+h,b+k)—(a,b)]| -
of of of of
—(c,b+k)— —(a,b —(a,d)—=—(a,b)|.
ebro-F @b+ S @a-Fan
Si las derivadas parciales deueran continuas, haciendo tendek — 0 tendriamos que el Gltimo término
tiende a cero, con lo cual el primer término también. Psto &ltimo es exactamente lo que debe ocurrir
para quef sea diferenciable e = (a,b).

Resumiendo, hemos probado el siguiente teorema, queaesultriterio Gtil para ver si una funcién
es diferenciable en un punto. Observemos que las condgmoesuficientepero nonecesariagver el
Ejemplo3.2.16.

<

Teorema 3.2.13.Sea f: AC IR — IR con A abierto, y sea R A. Silas dos derivadas parciales de f existen
en un entorno de P, y ambas son continuak afitonces f es diferenciable en P.

El criterio en su forma general se enuncia de la siguienteenaay tiene una prueba similar que omiti-
mos:

Teorema 3.2.14.Si AC R" es abierto, todas las derivadas parciales de una fondi: A — R existen en
A, y todas las derivadas parciales son continuas en A, eeth@s diferenciable en A.

Es decir, basta chequear la continuidad denlalerivadas parciales de Se puede pedir un poquito
menos, ver la NOTA del final del capitulo.
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Ejemplo 3.2.15. Tomemos (,y,z) = %

Dom(f) = {(x,y,2) : x> 0}.

Entonces es &s 0 menos evidente que todas las derivadas parciales destEexi son funciones continuas
en todo el dominio, con lo cual se deduce que f es difererebtodo su dominio. ¢ Se imaginan probando
a mano, en cada punto del dominio, que f es diferenciable?

, con dominio

Otro ejemplo, para pensar:

Ejemplo 3.2.16. Tomemos f R? — R dada por

f(X y) = { Xysen()(z—Jlryz) si (X, y) # (O’ 0)
’ 0 si (x,y) =(0,0)

Entonces queda como ejercicio ver que
1. £(0,0) = f,(0,0) =0.

[f(xy) -0

2.
xy)—00 [Vl

= 0 (o sea fes diferenciable en el origeh

3. Ninguna de las dos derivadas parciales es continua en el oenq.

3.2.5. Funciones : R" — R™M

En general, dadas dos basesRley R™ respectivamente, una transformacion linealR" — R™ se
representa como una mathNzden x m, donde las columnas dé se calculan haciendb(E;) coni = 1..n.
Esta matriz actla sobre vectores columna de la manera usual

Podemos extender la nocion de diferenciabilidad a fures@nvalores vectoriales asi:

Definicion 3.2.17.Sea F: AC R" — R™, sea Pc A°. Si Tr : R" — IR™ es una transformabn lineal que
verifica
o IF0—F(P) ~To(x —P)|

=0
X—P IX=P]

entonces decimos queds diferenciable erP. A la transformadin lineal la llamamodgliferencial deF en
P, y la anotamos D§:

Entonces extendimos la idea de diferenciabilidad a furesiom valores efR™ usando la nocion de
aproximacion lineal.

Observacbn 3.2.18. Una tal funcbn se escribe como E (fq,---, fm) donde {: A — R. Adenas, la i-
ésima coordenada del vectop(X — P) se obtiene (si pensamos a la transfornéeciineal como matriz)
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haciendo el producto escalar de l&sima fila de # con X— P.

(TP)1z (TP)12 ... (TP)1n X1 — P1
(Te)21  (Tp)22 .. e

(Tr)iz (Tp)i2
(TP)mn Xm — Pm
Como el Imite existe y da cero si Yo si existe elimite en cada coordenaday da cero, se deduce qes F
diferenciable enP siy $lo si cadaf; es diferenciable erP. Adenas, si usamos la notain

a_fi
0X;

para denotar la derivada j de la fun@n i, se tiene quéa diferencial deF es la matriz que se obtiene
poniendo como filas los gradientes de I&s es decir

of of of
P LE) BE) . PP
Ofa(P
o= | T |=| e e
S A1)

Observemos que se puede recuperar cada coordenada usahdsdaadnica:

ofi
a—Xj(P) = (DFe(Ej), Ei).

Tambén es importante observar que, si F es diferenciable en ReyR?, entonces poniendm(t) = P+tV
se tiene

o— i IF(P+tV) ~F(P) ~DReV) || _ . -

F(P+tV) — F(P)
t—0 |t| t—0 t

—D&ww,

lo que prueba que

. F(P+tV)—F(P)
DY) = i S,

para cualquier Ve R".
De lo ya probado se deduce el criterio siguiente:

Teorema 3.2.19.Sea F: AC R" — R™, con A abierto y R= A. Si existen todas las derivadas parciales de
F en un entorno de P y son todas continuas en P, entonces Fegsrdifable en P.
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Observacbn 3.2.20. Por supuesto que la suma de funciones diferenciables egmnitiable como vimos.
Para funciones a valores vectoriales, digamodiG A C R" — R™, tiene tamb&n sentido considerar su
producto escalar

F(X) = (G(X),H(X))

gue es una funén diferenciable F A — R a valores reales, por ser suma y producto de funciones difere
ciables. Aderas se tiene

F(P+tX)—F(P)

= m\)% [(G(P+1tX),H(P+tX)) — (G(P), H(P))]

[im
t—0 t
= fim %[(G(PHX),H(P—HX))—(G(P),H(P+tx)>+
+(G(P),H(P+tX)) — (G(P),H(P))]
:m%<G(P+tX) _G(P),H(P+tX)) + %(G(P),H(P—i—tx) _H(P)).

Esto prueba que
D(G(X),H(X))pV = (DGpV,H(P)) + (G(P),DHpV),

gue es una reglaékil de recordar pues es @htica a la regla de derivadin de un producto de funciones
reales.

Ya que la diferencial de una funcién la asimilamos a unaimatiransformacion lineal, es bueno saber
como controlar su tamafio. Para eso definiremos una norml@sgpeeio vectorial de las matrices, y veremos
un par de propiedades (tiles:

Lema3.2.21. 1. SiT:R"— R™es una transformadn lineal, existe una constante positiva C tal que
ITX]|| <CJ|X|| para todo Xe R". A la mas chica de estas constantes la denotarefiids., y se tiene

[Tl = max{ ([ TX] : IX]] < 1}.
En particular || TX|| < ||T||«||X|| para todo Xe R".

2. Lafuncon|| |l : R™™— R es una norma, es decir, si$e R"*™ entonces

a || Tllw>0yes|T|lo=0siy®losi T=0.
b) [AT||e = |A|]|T || para todoA € RR.
) [T+ Slleo < [[Tlleo + | Slfeo-

3. Si F: AC R" — R™ es diferenciable en B A° existe r> 0 y una constante positiva,Qal que

X € B;(P) implica
IF(X) =F(P)[| <Cr[[X —Pl.
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Demostradbn. Veamos 1. Observemos que, cofn@X) es en cada coordenada una sumay producto de las
coordenadas d¥, se tiene que cada coordenada es continua, y en conseclieesiaontinua. Como la
funcion norma déR? enR, Y — ||Y||, también es continua, pues

X =TI < X =Yl
se tiene que — || T X|| es una funcion continua d®" enIR. Consideremos la bola cerrada unitaria,
Bi={XeR":|X| <1}

Es un conjunto compacto pues es cerrado y acotado. EntdadascionX — || TX|| es acotada eBy, y
ademas alcanza maximo y minimo. Pongaifibé. = max, g, [| T X||. Entonces, dado cualqui¥r= O,

X
I (—) 1< T
X

con lo cual comd es lineal se tiend T X|| < ||T||»||X|| como queriamos, ademas por como la elegimos es
la mejor cota.

Veamos 2. QuédiT||. es positivo es evidente por que es un maximo de cantidadstvps. Por otro
lado, siT =0, entonced X = O para todoX € R", con lo cual||T|| = 0. Reciprocamente, §T || = 0 es
porque el maximo es cero, y entonces debd|$e¢t|| = 0 para todoX € By, con lo cualT X = 0 para todo
X € By. Pero entonces, por la linealidad Bedado cualquieX = O, se tiene

X
TX = |X||T (—) _IX|0=0
X

es decirT es la transformacion lineal nula. Que saca escalares coadillo es también obvio de la defini-
cion.
Por Gltimo, veamos que verifica la desigualdad triang@ie®, T € R™™, entonces dadX € By,
[(T+9X[ = [[TX+SX| < [[TX[+[ISX] < [Tl X[+ [ISleol X[ < [[T[eo + (| Sl]eo-

Luego el maximo debe ser menor o igual dTé]e + ||S||«-
Veamos 3. Comé& es diferenciable eR, existe una bol8; (P) alrededor d€ donde el cociente famoso
es menor que uno. Con esto,
[FX)—FP)[| _ IF(X)—F(P) —DFe(X-P)|| _[DFe(X—-P)]|
IX=Pl ~ X =P X =P

< 1+ ||DFp||e,

siempre qu& € B, (P), puesto qu®Fp es una transformacion lineal. Si ponerips= 1+ || DFp||», tenemos
la cota deseada. O

Podemos componer dos funciones, y se tiemedéa de la cadena

Teorema 3.2.22.SeaF: AC R"— BC R™ y G: B— R, con AB abiertos. Si F es diferenciable end,
y G es diferenciable en @ F(P) € B, entonces GF es diferenciable en P y adé&s
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D(GO F)P = DGF(p)DFP,

donde el producto denota composicide transformaciones lineales.

Demostradbn. Tenemos que probar que

[im IG(F(X) — G(F(P)) — DGoDFp(X — P) ||

=0.
X—P (IX=P]|

Si sumamos y restam®@Gq(F (X) — Q), se tiene que la expresion de la izquierda es menor o igeal qu

IG(F(X)) = G(Q) = DGo(F (X) ~Q)Il | [[DGall=[IF(X) —F(P) —DFe(X —P)]|
X =P X =P '

El segundo término ciertamente tiende a cero pues diferenciable eR. Por otro lado, comé& es dife-
renciable erP, en particular es continua éhpues cada coordenada Eees diferenciable y entonces cada
coordenada es continua. Enton€gX) — Q = F(P) y si en el primer sumando multiplicamos y dividimos
por||F(X) —QJ|, se tiene

IG(F (X)) = G(Q) = DGo(F (X) = Q)| [F(X) = F(P)]|
IF(X)=Qll IX=Pl

El Gltimo cociente esta acotado por la parte 3. del lemaiprenientras que el primer cociente, como
F(X) — Q, y G es diferenciable e, tiende a cero. O

Observacbn 3.2.23. Adenas de la propiedad general que establece la regla de la caddriaorema tiene
la siguiente aplicadin. Si F= Rk — R" dada por F= (fy, - - , f) la componemos con:@R” — IR, entonces
por la regla de la cadena (suponiendo que ambas son difexbles)

of1  0fy ofy

Oxp  Oxp "7 O

ofp  0fp

ag ag Oxp  Ox

DgOF p:Dg DFP—(_,,—) —
(goF) F(P) ox, ) ew | on o

0X1 6X2

1 1
(990 090t 0gof 9ot 0gom
T\0X Ox1 0% 0Xq X, Oxy T " Ox1 OXi 0Xn X

donde en cada producto el primer factor&sivaluado en FP), mientras que el segundo astvaluado en
P.
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En particular, la coordenada @sima del gradiente decF : RK — RR (0 lo que es lo mismo, laésima
derivada parcial de g F), para cualquier i=1...k est dada por

d(goF) ag o0f1 N ag GATS ag afJ
0% axl 6x. axn ax. Z 1 0Xj ox’

expresbn en la que hay que recordar que las derivadas de Rrestvaluadas en P, mientras que las de g
estn evaluadas en {P).

Hagamos un ejemplo para descifrar la sopa de letras.
Ejemplo 3.2.24. Sea F: R? — R® dada por
F(u,v) = (f1(u,v), f2(u,v), f3(u,v)) = (U? — 2v,cogu) 4+ v+ 3,uv).

Sea g R3 — R dada por gx,y,z) = X%y + ser{zy).
Entonces, si consideramos § : R?> — IR, se tiene por ejemplo

dgoF) _dgofs 090t | 9gots
ou  0xdu Odyou 0Jzou’

Tenemos 5 5 5
99 9 _ 2 J99
I = 2xy, 3y X“ 4 coqzy)z, 3, cogzy)y,

mientras que

0fy . of, _ of3 _

E_Zu, E_—ser(u), S
Con esto, recordando que al componesX1(u,v), y= fa(u,v), z= f3(u,v), se tiene

0(goF)

= 2(u? — 2v)(cogu) +Vv+3)-2u

+ ((u? - 2v)% + coguz(cogu) + v+ 3))uv) - (—ser(u))
+coguv(cogu) +Vv+3))(cogu) +v+3) - V.

Observacibn 3.2.25. Es habitual usar la notaén x(u,v) en lugar de f(u,v), ad como yu,v) en lugar
de £(u,v), y tambén Zu,v) en lugar de $(u,v). Con lo cual se escribe (&,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))
y la formula de la derivada parcial respecto de la primer coordéaae la composiéin queda escrita de
manera sugestiva como

d(goF) _ 0gox  dgdy 090z
du  0xou  dyodu  dzou’

lo que permite desarrollar una regla mneréonica sencilla para usar la regla de la cadena.
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3.3. Teoremas de Lagrange y Fermat eik"

Supongamos qué es diferenciable. Entonces tiene sentido relacidnaon su diferencial, tal como
hicimos en una variable. El siguiente resultado es la gérac#n del Teorema de Lagrange a varias varia-
bles.

Proposicion 3.3.1. (Lagrange) Sea f B;(P) C R" — R diferenciable. Entonces para todo R< B (P)
existe un puntod’en el segmento que une Q con R tal que

f(Q) - f(R) = (Ufr,, Q- R).

Demostradbn. Consideremos la parametrizacion del segmento qu&uenP, g(t) = R+t(Q—R). En-
toncesh(t) = f og(t) esta definida efD, 1], y es diferenciable efD,1) por la regla de la cadena. Es méas
h:[0,1] — R es una funcidon continua pudses continua por ser diferenciable. Entonces, por el Teorema
de Lagrange en una variable, existe (0,1) tal queh(1) — h(0) = h'(c). Pero por la regla de la cadena,
h'(c) = Dfy)g'(c) = Dfy) (Q—R). Si llamamosP, = g(c), se tiene la afirmacion. O

Observacbn 3.3.2. Lo relevante del dominio de f en el teorema previo, no es tgo®sea una bola,
sino que el segmento que une X con Y esintenido en el dominio. El teorema es \alido en abiertos
arbitrarios.

En funciones a valores vectoriales el teorandialsg como muestra el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 3.3.3. Sea F: R — RR? la curva dada por Rt) = (t?,t3). Consideremos el interval@®, 1] en el
dominio de F. Entonces por un lado
F()-F(0)=(11)

y por otro lado F(t) = (2t,3t?), con lo cual es evidente que no existe fiing< (0, 1) que satisfaga
(1,1) = (2¢,3c¢?).
Sin embargo, se tiene el siguiente resultado til:
Proposicion 3.3.4. Si G: B, (P) € R" — R" es diferenciable, {DGg||l» < M para todo Qe B (P), se tiene
IG(X) = G(Y)[| <M[[X Y|
paratodo XY € B, (P).

Demostradbn. Si G(X) = G(Y) no hay nada que probar. Supongamos@(¥) = G(Y). Tomemos nueva-
menteg(t) =Y +t(X —Y) el segmento que ur¢ conY enB; (P), pongamos ahora

h(t) = (Geog(t), G(X) — G(Y)).
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Entonces (t) = (DGy g (t), G(X) — G(Y)), luego por el teorema de LagrangeRifitem 3. del Teorema
3.2.10, existec € (0,1) tal que
h(1) —h(0) = W (c)(1—0),

lo que nos lleva a la siguiente expresion, escribiendomsisorhy h':
(G(X) = G(Y),G(X) = G(Y)) = (DGy-s¢(x-v) (X —Y),G(X) = G(Y)).
Es decir
IG(X) = G(Y)[[* < [IPGy yeix—v) (X = Y) [l G(X) = G(Y)[| < M|[X = Y[[[|G(X) — G(Y)]|-
Como supusimos qu(X) = G(Y), podemos dividir poflG(X) — G(Y)|| para terminar. O

Y por Gltimo, la aplicacibn mas concreta para extremograefuncion, que desarrollaremos con cuidado
mas adelante. Si: R" — IR, un maximo local es un pun®tal que

f(P) > f(X)

para todoX en un entornds; (P) de X. De la misma manera se define un minimo local, y diremooes
un extremo local def si es maximo o minimo local.

Teorema 3.3.5.(Fermat enR") Sea f: AC R" — R diferenciable, con A abierto. Supongamos que R
es un extremo local de f. Entoncesf># [fp = O. Equivalentemente, todas las derivadas parciales de f
se anulanenP.

Demostraddbn. Supongamos que es un maximo local dé. ComoP € A es un punto interior, podemos su-
poner que existe> 0y una bola abiertB; (P) C Atal quef (P) > f(X) paratodoX € B, (P). Consideremos
la funcion auxiliarg(t) = f (P +tE;), dondeE; es un vector de la base canbnica. Entoriges-r,r) — R
es una funcién derivable, que tiene une maximo local er0 puesg(0) = f(P) > f(P+tE) = g(t). En
consecuencia, debe gg(0) = 0. Pero esta derivada en cero es exactamente (usando lzidefita deri-
vada parcial-ésima def enP. Esto prueba qué (P) = 0, y comoi es cualquiera entre 1ry se tiene que
el gradiente dd es cero erp. O

3.4. NOTAS

I. Vamos a mostrar aqui que el criterio de diferenciabdide puede mejorar. Enunciamos el resultado concreto,
seguido de su prueba.
Sea f: ACRR" — R, P € A°. Supongamos que

a) Existen todas las derivadas parciales de f en P.

b) De las n derivadas parciales hay-nl que existen en un entorng @) de P, y estas i 1 funciones son
continuas en P.

Entonces f es diferenciable en P.

Como existen todas las derivadas parcialeB,@aenemos que probar que
im |10 = f(P) — (Ofp, X P)|
X—P IX =P

=0.
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En esta prueba vamos a usapara denotar laésima derivada parcial. Para simplificar la prueba vansugpaner
que la Unica derivada parcial que no esta definida en unrentteP es lan-ésima (la Gltima). Empecemos con
un caso donde las cuentas son mas faciles, supongamas@aoeP = O y f(P) = 0. Con esto, lo que hay que

probar es que
[F(X) — (Ofo, X)|

o, IX] =0
Observemos que
F(X) = f(xg,%2,-,%n) — T(0, %2, X3, -+ , Xn) + F(0,X2, X3, -+, %n). (3.4)

DadoX = (X1,X2,- -, Xn) fijo, consideremos la funcion auxilig (t) = f(t, Xz, - ,Xa). Calculemogy] (t). Se tiene

c ft+hxo, o Xn) — Tt %2, %n)
L) =1 )
(1) = fim 7

Pero este limite es exactamente la primera derivada pateif evaluada ent,xz, - ,x1). Es decir,g;(t) =
f1(t,X2,- -+ ,Xn). Por el Teorema del valor medio de Lagrange, existe (0,x;) tal que

f(X17X27 e 7Xn) - f(07X27 e 7X|"I) = gl(Xl) - gl(o) = g?l_(cl) (Xl - 0) = fl(cl7X27 e 7Xn)X1-
Volviendo a @.4), nos quedd
f(X) = fa(ce, Xz, -+, Xn)X1 + (0, %2, X3, - , Xn).
Ahora, con un argumento similar,
f(07X27X37"'7Xn) = f(07X27X37"'7Xn)—f(0707>(37"'7Xn)+f(0707x37"'7xn)
= f2(07027X37“'7Xn)x2+f(0707X37'“7Xn)7
dondec; € (0,x2) como antes. Seguimos asi hasta la penlltima variabldpaoral nos queda
f(X) = fa(ce, X, Xn)xe + f2(0,62,X3, -, Xn ) X2 + -
+-++ fn-2(0,0,- . Cn1, %) Xn—1+ (0,0,0,- -+, 0,Xn),
cong € (0,x) paratodd = 1...n— 1. Ahora observemos que, corRe= O,
(Ofp, X) = f1(O)x1 + f2(0)xg + -+ + fr_1(0)Xq-1+ fa(O)Xn.
Al restar y agrupar, usamos la desigualdad triangular patener
[T(X)—(Ofp,X)| < [fa(caxa, X, %) — f1(O)|[Xa| +--
+[f1-1(0,0,- -+ ,Ch-1%1-1,%n) — Fno1(O)|Xn—1| +
+/(0,0,0,---,0,X1) — fn(O)Xn|

Recordemos qugi| < ||X|| para toda = 1..n. Luego al dividir por la norma déX||, la expresion original nos
queda acotada por

W < |fi(caxq, -+, %n) — f1(O)|+---

+|fh-1(0,--- ,Cn—1Xn—1,%n) — fr_1(O)|
|f(070707 707Xn) - fn(®)xn|
[1X]]
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Tomemos > 0. Como cada; € (0,x;), y como lamn— 1 primeras derivadas parciales son continua¥ enO por
hipotesis, todos estos términos tienden a cero cundoO, con lo cual se pueden hacer todos menoresdoe

si 0< ||X]|| < &1 para algurd; > 0.

Falta ver que el Ultimo término se puede hacer menorgjugde esta manera la suma es menor o igual que
nE =¢). Six, =0, ya terminamos. Si, = 0, observemos que, §X| = 0, entonces A||X|| < 1/|x,|. También
recordemos qué(O) = 0, con lo cual el Gltimo término es menor o igual que

|f(®+XnEn) - f(@) — fn(@)Xn‘ B f(®+XnEn) - f((D)
Xl a Xn

— fa(0)].

Pero f(O+tE f(O
i {(©+1En) = 1(0)

t—0 t
segln la definicion de derivada direccional, lo que pruglzeste Gltimo término también tiende a cero. Elegimos
entonces, > 0 tal que la Gltima diferencia sea menor gue siempre y cuandx,| < ;.

Tomandod = min{4,, 6}, se tiene que, si & || X|| < 8, entonces los primeras— 1 términos son menores que
€/n, y el Gltimo también puep;| < || X|| < 6 < ;.

Hemos probado, en este caso particular ddheeO, f(O) =0, quef es diferenciable e®. Supongamos ahora
que f cumple todas las hipotesis, pdte: O, f(P) = 0. Si ponemos

= fn(0)

f(X)=f(X+P)—f(P),

entoncesf verifica f(O) = 0, y es facil ver que las derivadas parcialesfden un entorno del origen existen y
coinciden con las derivadas parcialesfdm un entorno dB, puesX esta cerca de cero si y soloit P esta cerca
deP, con lo cual

fixX) = tlmf(X%*tE:)*T(x):tILn?)f(X+tEi+P)*f(sz(f(X+P),f(p))
- !%”XHEWT)*]‘(MP):fi(P+X).

En particulatd fp = Of 5, y ademad verifica todas las hipotesis que pusimos para hacer lagagjeron lo cual
es diferenciable e® segln acabamos de demostrar. PoniehgoX — P se tiene

[f(X) = f(P) — (Dfp, X P)| [f(Y+P)—f(P) - (Tfp,Y)|

[im = lim
XIA)P [IX =P YL(D Y1l
_im T =0fo W]
Y—0 Yl

luegof es diferenciable eR.



84

Derivadas y Diferencial




La naturaleza no da saltos.

Gottfried Leibniz

4.1. Funcbn Inversa

Empezamos esta seccion con un par de observaciones si@pkervemos que §i es diferenciable e
inversible, y su inversa también es diferenciable, erdspor la regla de la cadena aplicadaa(F (X)) =
X se tiene

-1
DFF(X>DFX =1

dondeld es la transformacion lineal identidad ®8. De aqui se deduce qu&F ! (la diferencial de la
inversa) es la inversa de la diferenciallflees decir

DF¢ %, = (DFx) ™.

Supongamos ahora gi&ees diferenciable solamente ¢ Sera cierto que si su difi@tesaina transformacion
lineal inversible, entoncds tiene una funcion inversa, diferenciable?

y m=f'(a) 20

En el caso de una variable, el grafico e
nos induce a pensar que si, pues derivada _
nonulaen un entorno de=anosdiceque f(a) i
por lo menosf es localmente inyectiva, es
decir existe un entorn@ — €,a+ €) donde

f esinyectivay su inversa es derivable.

d
1
1
1
1
1
L
1
|
|

T

a—¢ a ate X

Atencion que en general no podremos exhibir explicitamesta inversa, sino solamente probar que
existe y que verifica ciertas propiedades (y es para ests esslos cuales no se pueda mostrar la formula

de la inversa, donde el teorema que queremos enunciar relamtdtiene mayor sentido y utilidad).

Ejemplo 4.1.1. Consideramos () = x+ €*. Esta fundbn es derivable y estrictamente creciente pues

f’(x) =1+ € > 0, con lo cual tiene una inversa en tofy y la inversa es derivable. Sin embargo, despejar
una Prmula para la inversa a partir de la ecudm f(x) =y es imposible pues la ecuaai x+ € =y no
puede resolverse expitamente.
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Para enunciar y demostrar un resultado de estas caréiceerisnR", necesitamos pensar en todos los
ingredientes necesarios, que son: propiedades de lafotraasiones lineales, continuidad de las derivadas
parciales.

4.1.1. Funciones de clasgX

Queremos garantizar que si la derivada no se anula en un,pung® anula en un entorno del punto.
Para esto podemos pedir que la derivada sea una funciGneanEso motiva la siguiente definicion.

Definicion 4.1.2. Sea f: Ac R" — IR™, con A abierto.

Dado ke IN, decimos que &s de clas€® en A si para todo punto = A existen todas las derivadas
parciales hasta orden k y son funciones continuas en A. Alotmde todas las funciones de clasedh A
lo anotamos &(A).

Decimos que f es de clas€ Qo que fe C*(A)) si existen todas las derivadas parciales de cualquier
orden y son todas continuas en A.

Decimos que f esTen A (o que fe C°(A)) cuando f es continua en A.
Ejemplo 4.1.3.
Cualquier polinomio es una furimh C* enIR.
Las funciones trigono#tricassen cosy la exponencial sonTenR.

El logaritmo es una funéin C* en (0, +).

Si f(x) = X3, entonces comd (x) = %xg y (x) = 2—98x% se tiene fe C?(RR). Sin embargo & C3(RR) pues
la derivada tercera de f no existe en cero.

Observacbn 4.1.4. Que la derivada de una furim f exista no quiere decir que la derivadadea una
funcibn continua. Por ejemplo, si

2sen(1/x) si 0
fog={ YR G XD

entonces f0) = limy_,0 w = limp_0hsen(1/h) = 0, mientras que
f/(x) = 2xsen(1/x) + xzcos(l/x);—z1 = 2xser(1/x) — cog1/x).

Esto prueba que f es derivable en tdRoSin embargolimy_,o f/(x) no existe, con lo cual la derivada no
es una fundn continua pues no verifica

lim f'(x) = f'(0).

x—0

Es decir, f¢ C1(IR) aunque f si es derivable éR.
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4.1.2. Transformaciones lineales
Algunas observaciones sobre transformaciones lingalé®" — R¥.

1. Toda transformacion linedl es diferenciable, cof = T para todd® € R", pues
TX)=T(P) =T(X-P),

—T(R)-T(X-P)

es trivialmente cero.
X=PI

con lo cual el limite de la expresid‘.x.()()

2. SiF : R" — R" es diferenciable (€X) y T es una transformacion lineal que salelRfe entonces
T oF es diferenciable (€%), y ademas

D(T o F)p = DTF(p)DFP =To DFP

3. Una transformacion linedl es inyectiva si y solo fNu(T) = {O}. En efecto, supongamos primero
queT es inyectiva. Comd O = O no puede haber othd = O tal queTV = O, y esto prueba que el
nicleo es s6lo el cero. Y reciprocament®&g(T) = O, entonces STV =TW, se tienelV-TW= 0,

y comoT es lineal,T(V —W) = O. Por la hipbtesis se concluye que-W = O, es decivV =W lo
gue prueba que es inyectiva.

4. Cuandm =k, se tiene qud es inversible (es decir biyectiva) si y solaNi(T) = {O}, si y sblo si
T es sobreyectiva. En efecto por el teorema de la dimense@re(Vibro de Lang §]),

dim(Nu(T)) +dim(Im(T)) =n,

se deduce que &lu(T) = {0} siy solo siT es sobreyectiva. Es decir, cuanmte: k, ser sobreyectiva
0 ser inyectiva son equivalentes, y por ende cualquierasdéda condiciones son equivalentes a ser
biyectiva.

5. Indicaremos coh: R" — R" a la transformacion lineal identidaik = X para todoX € R".

Observacbn 4.1.5.Sea T: R" — R" transformacbn lineal, tal qud|l — T||» < 1. Entonces T es inversible.

Demostradgdbn. Supongamos que existe= O tal queTV = O. Es decir, supongamos que Kefel nlcleo
deT) es no trivial. Entonces

VI =IV=0l[=V-=TV[[ = [[1=T)V]| < Il = Tl[ V] < V],

una contradiccion. Luego debe $u(T) = {0}, y el teorema de la dimension para transformaciones linea-
les nos dice qué& es inversible. O

Por @ltimo veamos cuél es la relacion entre Gély las diferenciales, para ello necesitamos un lema
previo de nUmeros reales.

Lema 4.1.6.Sig,b; (coni=1...n) son imeros reales, entonces
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Demostradbn. Consideremos los vectorés= (ay, . ..
de C-S,

,an) y B= (bs,...,bn). Entonces por la desigualdad

n

5 8~ (AB) < (AB) < |4l [B] - <zla2> <;b2>

Lema 4.1.7.Sea T: R" — R" una transformadin lineal, T= (Tj;). Entonces
[Tii| < I Tll <, max [T
Demostradbn. La primer desigualdad se deduce de que, cditlf) es la columna-ésima de la matriz de
T enla base canonica, el lug@to obtenemos haciend@ E;, E;). Como siempre cofE; }i—1..n denotamos
la base canotnica drR". Luego
Ti| = KTE.ED| < ITENIE = ITE <[ TlellEjll = T lleo-

Para probar la otra desigualdad, tomemasR" tal que||X|| < 1. Entonces escribimos= S ; x,E; donde
E; son los vectores de la base canonica; observemos quexi |2 = ||X||? < 1. Entonces

n n
ITXI= | 5 XTE < 5 elITE.

Esta (ltima suma por el lema previo es menor o igual que elymto

(Zm) <;|TE|2) (iumuzf

Tomando maximo sobre 10§ de norma menor o igual a uno se tiene

1
n 2
ITho < (_;|Ta|2>

Por otra parte, para cada {1,...,n}, TE devuelve la columniaésima de la matriZ en la base canonica,
con lo cual

n
ITE|?= ZT,—% <nmaxT2.
i= j=1...n

Esto nos dice que

Zl|\TE.|\2< n max T2

Tomando raiz cuadrada se obtiene la desigualdad deseada. O



4.1 Funcibn Inversa 89

Lema 4.1.8.Sea G AC R" — R" con A abierto. Supongamos que=3g;, - -- ,dn) €s diferenciable en A.
Entonces, dados B € A se tiene

.y | 0Gi o]
DGp — DGpllw <N max | —(P)— — .
IDGp Qll= < i,j=1..n| 0] 0X; Q
En particular si G es €en A,||DGp — DGgl|e — 0'si Q— P.
Demostradbn. Le aplicamos el lema previo= DGp — DGq. O

Enunciamos el teorema de la funcion inversa.

Teorema 4.1.9Teorema de la funcion inversafean F: A C R" — R", con A abiertoy RE A. SiF es &
en Ay DRk : R" — R" es una transformaoi lineal inversible, entonces existen entornos abiertds \de
Py F(P) respectivamente, tales que ¥ — W es biyectiva, la inversa es diferenciable y adem

—il —il
DF¢ &, = (DFg)

para todo Qe V. En particular la diferencial de F es inversible en V.

Para demostrarlo conviene separar la demostracion enemigade enunciados. La demostracion, y el
ejemplo que le sigue, estan extraidos del liG&culo en variedadede M. Spivak P].

Teorema 4.1.10.Sean F: AC R" — R", con A abiertoy R=A. SiF es¢ en Ay Dl : R" — R" es una
transformacdn lineal inversible, entonces

1. Existe r> Otal que F: B;(P) — F(B;(P)) es biyectiva en BP), y la funcbn inversa es continua en
su dominio.

2. Existen abiertos \© By (P) y W C F(B;(P)) tales que PV y F~1: W — V es diferenciable, con
diferencial

DF¢ ) = (DFq) * paratodo Qe V.

3. La funcon inversa es £en su dominio. Si adems F € CX(V), entonces F! € CK(W). Esto no lo
probaremos (hace falta ver quer® T~ ! es C° en las matrices inversibles).

Demostradbn. Supongamos primero qup = I.
Veamos 1. Elegimoag > 0 tal queBy, (P) C A, de manera qugDFg — I || < % siempre qugQ—P|| <rg
(usando el Lema previo). Tomamos cualqui@ositivo tal que < ro positivo, para asegurarnos que

Bi(P)={QeR":[|IQ-P[[<r}CA

Si llamamosG(X) = F(X) — X se tieneDG = DF — 1, con lo cual por el Teorema del valor medio para
campos se tiene

[X=Y=FX)+F¥)] = [IX=FX) = (Y =F()l = [[G(X) - G(Y)| < %IIX—YIL



90 Funcion inversa e implicita

siempre qu&,Y € B;(P), puesB, (P) C By, (P). Por otra parte, por la desigualdad triangular, se tiene
IX=Y[| <[[X=Y=FX)+FM)I[+[FX)=F¥),
con lo cual
IX=Y[|=[[FX) =FM)[ < [IX=Y=FX)+F(Y)] < %HX—YH,
es decir
X =Yl <2[F(X) =F(Y)] (4.1)

siempre qué,Y € B;(P). Esto prueba quE es inyectiva e, (P), y en particular es inyectiva en su interior
B; (P). Ademas, la desigualdad.() se puede leer asi:

IF(2)—F W)l < 2z W|

siempre qu&,W € F(B,(P)), y esto prueba que la funcion inversa es continua.

Veamos 2. Construyamos primero el abiéita” F (B, (P)). Pongamo& (P) ={Qe R": |Q—P|| =r},
que es un conjunto compacto B8, conS (P) C A. ComoF es inyectiva erB; (P), se tieneF (X) = F(P)
para todoX € S (P). ComoF es continua e (por ser diferenciable), entonces la distartia S (P) — R
dada podp(X) = ||F (X) — F(P)|| alcanza un minimo e§ (P), digamos

d= min ||[F(X)—=F(P)|| >0,
i, [FOO —F(P)]

y se tiene en generdF (X) — F(P)|| > d para todoX € S (P).
F

Es decir, el nUimero positivh indica la distancia entré (S (P)) y el puntoF (P).
Ponemos com® a la bola abierta centrada EffP) de radiod/2:

W={YeR":||Y-F(P)| <d/2}.
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Tenemos que ver qu& C F(B,(P)), es decir, que dad¥ € W, existeX € B, (P) tal queF(X) =Y.
Consideremos (covi € W fijo) la funcionh : B, (P) — R dada por

h(X) = [IY =F(X)|>= (Y =F(X),Y = F(X)),

que es una funcion continua en el compaBt¢P) y diferenciable erB;(P). Por ser continua tiene un
minimo, digamod, € B;(P) es el minimo dé. Afirmo queP, verificaF (P/) =Y, lo que probaria que
Y € F(B(P)).

Observemos que 3 es un punto del borde de la bola, entonces
d<[[F(P)=FX)[ < [[F(P) =Yl +[IY =F(X)[| <d/2+[Y = F(X)]],

con lo cuall]Y — F(X)|| > d/2, es decih(X) > d?/4. Por otro lado, evaluando éhse tienen(P) = ||Y —
F(P)||?> < d?/4 1o que nos dice que el minimo Hese debe hallar en el interior de la bola, es dBgie By (P).
Comoh es diferenciable en la bola abierta, y el puBtoes un extremo local, por el Teorema de Fermat en
IR" debe sebhp, = 0. De acuerdo a la regla de derivacion del producto esoalgerse

0=Dhg,V = —2(DFp,V,Y — F(Ry)) = —2(V,DF& (Y — F(R)))

paratodo/ € R", dondeDFFt\( denota la transformacion lineal transpuest®ég, . Si reemplazamog por
todos los vectores de la base canonica, se deduce que debe se

DRS, (Y —F(Ry)) = 0.

Como||DFg—1 . < 1 si||Q—P|| <, entonce®Fg es inversible por la Observaciér.5 y entonce®F],
es inversible. Debe ser entondés F(Ry) = O, que es lo que queriamos probar, pues se fereB; (P) y
F(Ry) =Y.

Observemos que (W) es un conjunto abierto puses continua. Si ponem¥s= B, (P)NF (W) =
{X € B (P):F(X) € W}, entonces claramenkec V,V C B,(P), F : V — W es una biyeccibn bicontinuay
ademay es abierto pues es la interseccion de dos conjuntos ahierto
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Veamos 3. Tenemos una funcion inveFsal : W — V, definida en un abierto, que es continua. Resta
probar que es diferenciable. Para ello recordemos nuevermqaa, comd/DFg — | || < % si||Q—-P|l <,
entoncedDFq es inversible por la Observaci@nl.5 Resta ver que la diferencial propuesta funciona, es
decir, tenemos que ver que

im IF @ -F'F(Q-DRZ-FQ)| _
Z-F(Q 1Z-FQ o

Si hacemos el cambio de variable (valido porBdriyectiva)Z = F(Y), se tiene

IF1(2)-F'F(Q-DFR"(Z-F(Q)| _[[Y-Q-DFRy*(F(Y)-F(Q)]

1Z=F(Ql - IF(Y)=F(Q)
_ [PFg* (BFo(Y —Q) —F(Y) +F(Q) | < |pFat. IFN —F(Q)~ DY Q)]
IF(Y)-F Q) - [F(Y)-F Q)

Y —=Ql

donde en el ltimo paso hemos usado la desigualdldyl ¢ el hecho de que & = F(Q), entonce¥ = Q.
El teorema queda entonces probado, pres Q cada vez qu& = F(Y) — F(Q), puesto que la inversa
F~1 es continua en su dominio, con lo cual el Gltimo téerminadie a cero pueB es diferenciable e@.

Nos queda ver que el teorema vale en general, sin supon&Fgue |. Pero siF es cualquier funcion
que verifica las hipotesis del teorema, y ponemos

F(X) =DFstoF(X),

entonce$ sigue verificando todas las hipotesis y adeDBs = DFFilDFp =1, conlo cual por las cuentas
gue hicimos recién se tiene geverifica todos lo items del enunciado. En consecuefficia, DFp o F
también. O

Observacbn 4.1.11. La hipotesis Fe C'(A) es esencial. El por cj tiene que ver con el hecho siguiente:
aunque F sea diferenciable, y su diferencial sea invergihlan punto P, puede no haber nimgentorno de

P donde su diferencial sea tangi inversible. El ras curioso puede ver un ejemplo concreto en las notas
del final del caftulo (Notall).

Ejemplo 4.1.12. Consideremos f,0) = (r cog8),r sen8)). Entonces se tiene

cogB) -—rser(0)
DF(r,G) = ( ) .
ser(8) rcog0)

Pongamos T= DF; g). Entonces déll) = r(co’(6) + serf(8)) = r. Esto nos dice que, salvo en la recta
r =0, la diferencial de la fundin F es inversible.

Ad que, para cada punt(r, 8), conr= 0, existe un entorno donde F es inversible, y un entorno(dg¥F
donde F! es diferenciable.
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Sin embargo, observemos que F no es biyectiva, pues porlejerif, 0) = (1,0) = F(1,2m). ¢ Gdmo
puede ser? Lo que ocurre es que el teorema nos asegura quedeamente inyectiva (y por lo tanto
inversible) pero si los puntos ést lejos, se pierde la inyectividad.

Sin embargo, si nos restringimos al conjunts 10, 0 < 8 < 2, la funcibn F es inyectiva. Veamos por
qué. Si Fr1,01) = F(rp,02), entonces

ricog61) =rycoq67) y ryser(01) =rasen(6,).

Elevando al cuadradoy sumando se tieﬁ&rr%, con lo cual § = ry. Pero entonces de la primera ecuawi
se deduce queog81) = cog62), con lo cual, como el coseno es inyectivo [8s2), se tiene tamign
01 = 0,.

Para tener en cuenta es que, fijade-rg, esta transformaéin manda la recta vertical £ ro en una

circunferencia de radio r.

A\

A\

r=ro

Asimismo, si fijamo® = 8p, esta recta horizontal tiene como imagen un rayo que parteodgen,
formando urdnguloBg con el eje x.

8o

La funcbn F con la restricadn que hicimos para que sea biyectiva nos da un cambio deblaria
(x,y) — (rcog®),rsen®)), que se suelen denominewordenadas polares
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4.2. Superficies de nivel y funciones imptitas

Recordemos que dada una funcidonR" — R, las superficies de nivel eran los conjuntos

Le = {X e Dbom(f): f(X)=c},

dondec € R es una constante.

Observemos que este conjunto puede ser vacio, por ejempl®, §) = x* +y?, y tomamosc = —1,
entonces la ecuaciof + y* = —1 no tiene ninguna solucién.

Estamos interesados en pensar a estas superficies concografi y
de funciones diferenciables. Para ello pensemos en un kEjemp

elemental: la circunferencia unitaria. Se obtiene comeade

nivel de f(x,y) = x> +y? tomandcc = 1, es decir es el conjunto

Lo(f) = {(xy) : X2 +y? =1}.

Sabemos que podemos despgjasbteniendo en este cage-
++v/1—x2. El problema es que esta expresion no esta dada por
una Gnica funcion, para ello hay que elegir un signo.

Si queremos la parte superior, consideramesy/1—x2, con lo cual si ponemo(x) = v1—x2, la
mitad superior de la circunferencia es el grafico de la fum¢i, es decir, se escribe como los puntos de la
pinta(x,$(x)) = (x,v/1—x2). Si queremos la parte inferior, basta torhéx) = —/1 — x2,

X2 +y? =
¢, Qué pasa si queremos parametrizar algn pedazo alrededo
del punto(1,0)? No podemos tomar funciones depues
cualquier entorno de la circunferencia en ese punto no es el X
grafico de ninguna funcion.

Sin embargo, podemos despejarara pensarla como funcion geSe obtiene entonces= 4-+/1 —y?,
y como queremos el lado derecho de la circunferencia tomaifys= /1 — y2. Ahora esta porcion de la
circunferencia es el grafico de la funciprpensada con dominio en el gjees decir son los puntos de la
pinta (¢ =(v/1-y2)y).

Observemos qué(d(y),y) = d(y)?>+y? = 1—y?+y? = 1 para todoy en el dominio deb. Esto quiere
decir que en efecto los puntos de la pifidy),y) son puntos de la circunferencia.
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>

(x,y)

Observacibn 4.2.1. Observemos que en generalpsparametriza la curva

S={(xy): f(xy) =0},

Ofxy) =2(%Y) Otro hecho que se observa en este ejemplo sencillo es
que, en cada punie,y) de la circunferencia, el gradiente
de la funcionf (x,y) = x* +y? esta dado por

Df(x,y) = (2Xa Zy) = Z(va)-

- X Resulta evidente que el gradiente es perpendicular a la
; recta tangente de la curva, en cada punto.

entonces b a(t) = 0 para todo t en el dominio da. Entonces (asumiendo que todas las funciones son

derivables), por la regla de la cadena se deduce que

(Ofqq),o'(t)) = O paratodo t

Es decir, quélf(,,, es la direcobn de la recta normal a la curva en el punay) € S.

Tambgén observemos que, en general, la derivada parcial y

respecto de y sérnula en Pc S siy $lo si el vector gra-
diente es horizontal, con lo cual la curva de nivel S, en un

entorno de ese punto, no puede pensarse comaétgrde
una funcon ¢(x). Asimismo% se@ nulaen Qe Ssiy $lo

si el vector gradiente es vertical, con lo cual la curva nopue
de parametrizarse en un entorno del punto coméafigo de

S

Ufe Ofo

unag(y).

Todo esto nos lleva a enunciar una version sencilla det¢tearde la funcion implicita:

Teorema 4.2.2.(Funcibn impicita enlR?)

Sea f: AC R? — R una funcon Ct, y S= {(x,y) € R?: f(x,y) = 0} una curva de nivel de f. Suponga-

mos queg—;(P) = 0 para alghn P S. Entonces

1. Existen un intervalo abiertod IR, una funcon derivablep(x), ¢ : | — R, y una bola B alrededor de

P tales que $B = Gr(9).

2. %(x, y) = 0 paratodo(x,y) € SNB, yf(y) es perpendiculara S en'8.

3. Paratodo xc | se tiene
af

¢'(%) = —2-(x. ().

oy
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La figura a tener en cuenta es la siguiente:

L . A
\ U

\

Demostraddn. Consideramog (x,y) = (x, f(x,y)) que es una funcio@* enA. Tenemos

1 O
DF={ o ot |-
ox oy

En particularDFp es inversible. Luego tiene (en una bola abi&tantorno deP) una inversas definida y
diferenciable en un entorno abieédeF (P) = (p1, f(p1, p2)) = (p1,0), digamoss = (g1,02). Se tiene

(va) =Fo G(va) = (gl(xvy)v f(gl(xvy)ng(va))v

lo que nos dice (mirando la primer coordenada) gi(&,y) = X, y que (mirando la segunda)
y=f(xg(xy)), (4.2)
relacion valida para todfx,y) en un entorno abierto de,,0). Es decir
G(xy) = (X, g2(xy))-
En particular, volviendo a la ecuaciofh.®), tomandoy = O se tiene
0= f(x,g2(x,0))

se verifica para tode en un entornd de p;, con lo cual si tomamog(x) = g2(x,0) con dominol, esta
funcion es derivable y ademas cumple

fx$(x) =0
paratodo € |. Esto nos dice quér(¢) C S, pero como ademéasse obtiene como una restriccion@ees
decir (x,$(x)) = G(x,0), también se tien&r(¢) C B. Esto prueba quér(¢) C SNB. Por otra parte dado
Q € B, existeZ € W tal queG(Z) = Q, con lo cual

(01, %2) = (21,02(21,22))
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y siademag) € S, debe seif(g1,q2) = 0 lo que nos dice que

2 =1(z1,02(z1,22)) = f(Q1,02) =0

y entonces
(01,02) = (21,02(21,0)) = (z1,0(z)),
lo que prueba la otra inclusi®N B C Gr(¢).

ComoDFq es inversible ef, debe serg—;(x, y) = 0 para toddx,y) € SN B; ciertamente por la regla de
la cadena aplicadaf(x,$(x)) = O se tiene

<Df(x,y) ) (17 ¢/(X))> =0
lo que prueba que el gradiente es perpendicular al grafiadeynas desarrollando queda

of . of

de donde se deduce despejando la Ultima formula del esimdiel teorema. O

El teorema también vale si intercambianxaony, con la misma prueba.
Teorema 4.2.3.Sea f: AC R? — R unafuncon C, y S= {(x,y) € R?: f(x,y) = ¢} una curva de nivel de
f. Supongamos qug(P) # 0 para alghn P€ S. Entonces

1. Existen un intervalo abiertod IR, una funcon derivableg(y), ¢:J — R, y una bola B alrededor de
P tales que 8B = Gr(0).

2. %(x, y) = 0 para todo(x,y) € SNB, yOf(y) es perpendiculara S en8.

3. Paratodo ye J se tiene
of

d(y)=—z—¥(¢(y),y)-

0x

En este caso la figura a tener en cuenta es la que sigue:
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Observacbn 4.2.4. Algunos ejemplos sencillos, donde el teorema no se puedmgge ilustran en la
siguiente figura. En todos los casos el punto relevanteeg®,0).

A y
y YA

\ 4

y2—x3—x2=0 X¥-y*=0 OC+y?)?+3%y—y*=0

En los tres ejemplos, la furim f es G (pues es un polinomio). En los tres ejemplos, el gradiente de
se anula en el punto B (0,0). En ninguno de los tres ejemplos se puede aplicar el teorearahmllar un
entorno de cero y una furfam Ct que parametrize la curva.

En el ejemplo del medio, sin embargo, podemos despejak?/?, luego la curva se puede describir
como el géfico ded(x) = x/3. Lo que ocurre agues que estg no es C en x= 0, y por lo tanto no se
puede obtener usando el teorema general que enunciamdasarri

Observacbn 4.2.5. La hipotesis de que f eslGs esencial para asegurar que si una derivada parcial no
se anula en E S, entonces no se anula en un entorno de P. El lector curiosdeuer el ejemplo en la
Notalll al final de este cadipulo, para entender@mo puede fallar.

Sin embargo, puede probarse que silK? — R es una fun@n continua y la derivada parci% existe

y no se anulan un entorno dexg, Yo) € S, entonces existe una fubieip = ¢ (x) definida en un entorno de
X = Xp Y continua en ung que parametriza S en un entorno ©@,Yo). Y que si adeis f es diferenciable
en el puntaxo, yo), esta funddn ¢ resulta derivable en x xg. Ver el Vol. 2 de Rey Pastor], Seccbn 68.1
para una prueba.

4.2.1. Funcbn implicita enIR"

El teorema de la funcién implicita que estudiamos en lgiéacanterior se generaliza a mas variables.
En ese caso lo que queremos encontrar son formas de pazaneatan una funcién diferenciabde una
superficie de nivel

S={XeR": f(X) =0},

(o un pedazo de ella) usando la cantidad adecuada de variable
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Si se trata de la superficie de nivel de una funcion
f : R" — IR, veremos que se necesitan 1 varia-
bles, y las llamaremokipersuperficies de nivel
en analogia con los hiperplanosBe que tienen
dimensiom — 1. Ademas, suponiendo que el gra-
diente def no se anula en un punkde la super-
ficie, el vectord fp resultara normal al hiperplan
tangente a la superficie en el pufoPor Gltimo
podremos calcular cualquier derivada parcial de la
funcion¢ (que parametriza la superficgtusando

las derivadas parciales de

Veamos un ejemplo con tres variables:

Ejemplo 4.2.6. Consideremos la superficié x y? + 22 = 1. Llamando @x,y,z) = x* —y?+2Z° — 1, se tiene
S={(xY,2) : g(x,y,z) = 0}. Esta superficie se conoce cotmiperboloide de una hojalLos cortes con los
planos y= cte nos dan las curvagx-z> = 1+ y? = cte> 1 que son circunferencias centradas en el origen,
en el plano xz (de radie 1).

Mientras que el corte con el plano=x 0 nos da la curva de
nivel —y? + 2% = 1, es decir(z—y)(z+Yy) = 1. El cambio de
variable z—y = u, z+y = v (que es una rotabn de 45 grados)
transfroma esta ecuafn en uv= 1, que es una higrbola pues
v=1/u. Luego 2 —y? = 1, que es una higrbola en el plano yz y
con ejes en las rectasy +z.

A continuacbn presentamos un dibujo de la superficie misma.

Si despejamos y en fuldi de xz obtenemos?e= x° + % — 1. Supongamos que queremos obtener una
parametrizaddn en un entorno del puntoP (1,1,1), que como se puede verificéciimente, es un punto
de S. Entonces necesitamos que la coordenada y sea positivim, cual se tiene 3 d(x,z) = vx2 + 22 — 1.
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Por supuesto que esta expi@sitiene sentido so-
lamente en el dominio?x-z — 1 > 0, que como

el lector puede verificar, es la parte externa de la
circunferencia unitaria en el plano xz dada por
x? + 22 = 1. Entonces se obtiene una parametri-
zacbn de la superficie S en un entorno del punto
P=(1,1,1), pensada como el gfico de la fun-

ciond(x,z), es decir

{(x,Vxe+22—1,2): X2+ 2 >1}.

Observemos quilg yy, = (2X,—2y,22) y en particulardge = (2,-2,2) lo que nos dice que el plano
tangente a la superficie S en el punte=R1,1,1) debe ser

ITp: (Np,X—P) =0 esdecir{(2,-2,2),(x,y,2) — (1,1,1)) =0,
lo que se traduce e?x — 2y + 2z= 2. Por Gltimo, como
9% 6(x,2),2) =0,

derivando respecto de x se obtiene

de donde se despeja

i)

o 5

X ag|xe(x2.2)
oy

De forma at@loga se puede calcula%‘lz’. Obviamente ladrmula tiene mayor utilidad cuandw sabemos
quien esh. En este caso particular, en cambio, ptamnos derivar directamente la exprésique despejamos

deg,
d(x,2) = VXe+722—1

Enunciamos el resultado con mas precision para demlostrar

Teorema 4.2.7.(Funcion Impicita enR")
Sea Ac R abierto y sea f A — IR una funcon C.. Sea

S={X=(x,"-,Xny1) ER": f(X) =0}

una superficie de nivel de f. SidPS es tal que alguna de las derivadas parciales de f no se amuR e
entonces

1. Existen una bola abierta B R", un abierto VC R entorno de P, y una funeh ¢ : B — IR tal que
SNV = Gr(¢).
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2. Setienélfg = O paratodo Qe SNV, y alli el plano tangente a S en Q &stado por la ecuadin

(Ofg,X—Q) =0,
es decirdfg es la normal del hiperplano tangente en Q.

3. Sila derivada que no se anula es I&&ima (con ke {1,...,n+1}), entonces no se anulaem¥, y
la i-ésima derivada parcial d¢ (coni€ {1,...,n,n+ 1}, i = k) se calcula de la siguiente manera:

ot

o %
a_m(Y) =%
0%

(Y, 9(Y)), paraY € B.

Demostradbn. Para la demostracion, suponemos g%% (P) = 0. El caso general se deduce intercambian-

do el nombre de las variables. Observemos que esto quiereateel caso de tres variables, que la normal
a la superficié&sno es horizontal, es decir, tiene componente vertical.

La figura de la derecha con-
tiene los datos del teorema
en ese caso, y nos da una
idea de la situacion general,
el puntoP € Sc R, don-
de

SV eRM

SCR™ ey

P=(p1,"**, Pn; Pn+1) : L

I

es donde se verifica que :

of \

Yy (P)=0. |
BRI

i

I

: l

| |

Bc R" (P1,-,pn)  ©

Volviendo al caso de variables, consideremos la funci6h auxiliar F : A— R dada por

F(Xla"' aXn,Xn+1) = (Xla"' » Xn, f(Xla"' aXnJrl))a
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con lo cual la matriz de la diferencial deenP = (p1,---, pn, Pn+-1) €Sta dada por la siguiente matriz de
(n+1)x (n+1):

1 0 O 0

0O 1 o0 0

DFp =

o o .. 1 0

of  of of

6_x1 6_x2 e cee —axn+1 p

Como supusimos que la Gltima derivada parcial es no nutanestriz resulta inversible, y por el teorema de
la funcion inversa (Teorem& 1.9 existe un entorno abiertd deP enR™! y una bola abiert®/ de radio
Rcentrada en

F(P): (pla"'vpnaf(pla"' 7pn+1)) = (pla"'vpnao)a

también erR"*! tales quéc 1 : W — V es diferenciable.

Si escribimos —Y(Z2) = F(z,...,Z0,Z011) = (91(2),...,0n(Z),9n:1(2)), la funcion inversa debe ve-
rificar, para tod& € W,

(91(2),---,0n(2), F(91(2), .-, 0n+1(2))) = F(91(2),---,0n(Z),0n+1(2))
= F(F2)=2

En particular debe ser, mirando cada una de las prinmecasrdenadas,
z=0i(2).
Luego, mirando la Gltima coordenada, también debe ser
Zni1=f(z,...,20,0041(2))

y en particular

0= f(Zla---7Znagn+1(217---72n70))- (43)
Ahora tomamos el corte de la baMcon el plano del pis®R" x {0}, pero pensada €R", es decir
B={(ys,"~~,¥n) ER":[[(y1—P1,"*+ . ¥n— Pn)|| <R}

segin indica la figura (recordemos du@) = (p1,- - -, pn,0)):
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y asi definimo% : B — IR como la restriccion dg, 1 aB, es decir

¢(y17 e 7Yn) = gn+1(yla e 7Yn70)7
dondeY = (y1,...,yn) € BC R", la que verificaGr(¢p) C SNV pues la ecuacioni(3) dice que

0=f(ys,...,¥n, ®(y1,-.-,¥n)) = £V, 0(Y)). (4.4)

También se verifica que dad@ € V, existeZ = (z,...,zn, Zn11) € W tal queF~1(Z) = Q, y si ademas
Q e S, debe ser forzosamente

Iny1 = f(Zj_, s 7Zn7gn+1(217 cee azn7zn+1)) = 07
lo que prueba quenV C Gr(¢).

Veamos que la normal del plano tangent®snSNV esta dada pdr fo. Observemos que este gradiente
en primer lugar es no nulo, pues segln indica el teoremafded#n inversa, en este entornolse tiene

DFq inversible, y esto sblo puede ocurrir mirando la matriz téa si %(Q) = 0. Por otro lado, el

plano tangente e® esta generado por lasderivadas parciales de EscribimoQ = (Y, $(Y)), conY € B.
Entonces solo resta probar que

LV
<DfQ,(E|,a—yi(Y))> =0
paratodd = 1...n, es decir, que
LI JV
7% Q5 (3, =0

Pero esto se deduce usando la regla de la cadena, derivatedexgmesion4.4) respecto dg; en el punto
Y, pues se tiene

_of of 0
0= O_X;(Y’q)(Y)) + m(Yﬁ(Y))a—xi(Y)-
Por Gltimo, observemos que despejando de esta Gltimaiécuse obtiene
af
0 b
2 = -S4 (v))
0Xnt1

como afirma el teorema. O
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El teorema se generaliza para funciones a valoréig’en

Teorema 4.2.8. (Funcion Impicita para campos) Sea & R" abierto, y sea F A — R¥ una funcén C*
(con k< n). Sea

S={ZecA:F(2)=0}

una superficie de nivel de F. SidPS es tal que DF: R" — RRX es sobreyectiva, entonces existen abiertos
U c R" K,V C R" entornos ded y P respectivamente, y una fuani : U — R" tal que STV = ¢(U).

Demostradbn. Daremos so6lo una idea de la demostracion. Como la difedletheF enP es sobreyectiva,
esta matriz (d@ columnas pok filas) tienek columnas linealmente independientes (es porque la imagen d
DFp tiene que generar todR¥). Para simplificar vamos a suponer que son las primlecatumnas (el caso

general se deduce intercambiando las variabl&spkera que esto ocurra). EscribindBp = (DFF‘T DFF',‘*k)

para indicar corDF,E a la matriz inversible dk x k formada por las primerdscolumnas.

Tenemos entonces, escribierd®® comolRX x R" ¥, y un punto genéricZ € R" comoZ = (X,Y) con
(X,Y) € R"x R"K, que la funciorF : A — R" se puede escribir con®(Z) = F(X,Y). Consideramos la
funcion auxiliar

H(X,Y) = (F(X,Y),Y),
que es unafuncion dR” = R x R™ en si mismo (y e€' puesF esC). La diferencial déd enP = (Pp,P)
es de la pinta
DFYX DFJX
DHp =

0 |n7k P

dondel,, g indica la identidad de tamafio— k. Esta matriz es inversible pu%# lo es, y por lo tanto el
teorema de la funcion inversa nos da una funéior : W ¢ R€ x R™ K — v ¢ RK x R™ conW entorno
deH(P) = (F(P),P,) y V entorno deP = (P, P,). Esta inversa es de la pinta

H Y(X,Y) = (G(X,Y),Y),
conG: R¥ x R" % — R¥, lo cual se ve usando que es la inversaidg H tiene esta pinta (ejercicio, ver el
caso anterior). El entorrid enR" K se construye como antes tomando un entorno prodiifctd) ¢ W en
R", y la funciong : U — RR" se construye tomando, paras R" ¥,

o(Y) = (G(0,Y),Y).
Se tiengX,Y) = HHL(X,Y)) = (F(G(X,Y),Y),Y) lo que prueba que
F(9(Y)) =F(G(0,Y),Y)=0

lo que nos dice qué parametriza la superficie de nivel Hey el resto de las verificaciones quedan a cargo
del lector. O
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4.3. NOTAS

Que los ceros de la derivada de una funcion se pueden dauemun punto = Xg, aunque en ese punfd(xp) =0,
lo muestra el siguiente ejemplo. Observemos en primer lggata funcion

9(z) = %z+ 2ser(z) —zcoy2)

tiene infinitos ceros, puesto quenst IN, entonces

g = i — (~1)')

que es un niUmero positivosies impar, y negativo sies par. Por el teorema de Bolzagdiene al menos un cero
Z, en cada intervalgnt, (n+ 1)11. Cambiando la variablepor )—1( se deduce que la ecuacion

1 1.1 1
o™ +23er(§) - ;cos(;) =0

tieneinfinitos ceros en cualquier entorno dex = 0. Ahora tomemos la funcioh : IR — R dada por

X

F(9 =

+x2ser(1/x),
extendida como 0 ex= 0. Es facil probar qu& es derivable efR, y ademas='(0) = % # 0 (ver la Observacion
4.1.4. Sin embargo, para= 0 se tiene
1 1 1
F/(x) = = +2xsern(=) —cog =).
(x) = 5 +2xser(3) - cog5)

Y de acuerdo a lo recién sefialado, esta derivada se arhiteanamente cerca de cero (basta igualar a cero y
dividir por x).

Il. Si F es lafuncibn del item anterior, entondeses derivable en tod®, F(0) = 0, y su derivada ex = 0 es no

nula. Sin embargo, no puede existir ninguna funaérivable F-1 en un entorno dg = 0 que sea inversa de.
Esto es porqué —1, de existir, tendria que verificér1(F (x)) = x para todax en un entorno de cero, con lo cual
derivando tendria que valer la relacion

(F ) Fo-Fo =1

Pero para cadey que anuleF’ (y en cualquier entorno de cero hay infinitos) se tendria

0= (FY) (Fixo)) 0= (F 1) (Fx0))-F'(0) = 1,

un absurdo. Este ejemplo, aunque bastante natural, seéadstal libro de M. Spivak.

El siguiente ejemplo muestra, en el teorema de la fomémplicita, no alcanza con que el gradiente no se anule,
ni alin siendof diferenciable. Se& (y) = %y+yzser()—1,) (extendida como cero gn= 0), la funcion de la nota

anterior, que como vimos es derivable en t@®lesu derivada en cero €(0) = % pero en cualquier entorno de
cero existen infinitos puntos don&é se anula. Pongamds: IR? — R dada por
f(xy) =x+F(y),

y la curva de niveB= {(x,y) : f(x,y) = 0}. El puntoP = (0,0) es un punto d& Es facil ver quef es diferenciable
en todolR?, y como

0f(0,0) = (1, %)7 Of(xy) = (lF/(y)) para(x,y) = (0,0)
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entonces]f (x,y) = O para todqx,y) € R?. Observemos qu%\} (0,0)= % Sin embargo, no existe ninguna funcion
derivable¢ = ¢(x) definida en algn entorno de= 0 tal queGr(¢) C S. Para ver por qué, supongamos ile
existe y llegaremos a un absurdo. Supongamos entonces igte @x intervalg —9,d) alrededor dex= 0y una
funcion derivablep : (—6,8) — R tal que¢(0) =0y ademas

FO0(x) =x+F($(x) =0
para todox € (—8,0). Derivando con la regla de la cadena se tiene
1+F/ (9(x)¢'(x) =0 (4.5)

para todox € (—9,8). En particular, parx = 0 se tiene & F’(0)¢'(0) = 0, es deci’(0) = —2. Observemos
ahora queb no puede ser idénticamente nula, puesto que eso diriaugderivada es idénticamente nula. Toma
entonces algin valdr = 0. Pero por ser derivablé, es una funcion continua, y entonces toma (por el Teorema
de Bolzano) todos los valores intermedios entre i) ¥n particulard tiene en su imagen alguno de los ceros
yo = 0 de la derivada de la funci@®, que recordemos son infinitos en cualquier intervalo attedde cero. Sea
xo = 0 en el dominio de tal qued(Xp) = yo. Entonces, por la ecuacioa.f) llegamos a una contradiccion, ya que
reemplazanda por Xy tenemos

1=1+0=1+F'(yg)d' (%) =0.



Todos estuvimos de acuerdo en que tu teoria es
loca. Lo que nos divide es si es suficientemente
loca como para tener alguna chance de ser
correcta. Mi impresibn es que no es
suficientemente loca.

Niels Bohr, en una carta a W. Pauli

5.1. Polinomio de Taylor

Dada una funcion derivable en un intervalo abidrio R, y un puntoa € |, podemos escribir para
cualquierx € |, mediante el teorema de Lagrange,

f(x)=f(a)+ f'(c)(x—a)
dondec es un punto entrey a. Esta formula vale para todoen el intervalo, pero con precaucion porque

para cadx el c puede ser distinto.

La idea del polinomio de Taylor es aproximar a una funcioe sgen veces derivable con un polinomio
de grada. Vamos a usar la siguiente notacidf) denota la derivadi&sima de una funcién y usamos el
cero para incluir a la funcion original, es de€iP) = f.

Recordemos la definicibn con alguna precision.

Proposicion 5.1.1. Sea | un intervalo abierto eR, y sea fe C"(l). El polinomio de Taylor de grado n de
f en el punto a 1° es elnico polinomio Bx) de grado n que verifica

para todo ke {0,...,n}. La expreshn de P es la siguiente:

PO) = f(a) + '(@)(x—a) + 5 "(@)(x—a)’ + -+ TV (@)(x—a)"

Adends para todo x | se tiene
f(x) =P(x) +R(X)

donde Rx) = f(x) — P(x) es el resto que venﬁcbm = =0.

a)
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Todo lo enunciado es conocido, lo Gnico para aclarar edildezade la Gltima afirmacion, que se deduce
usando la regla de L'Hospital aplicadaveces) a
rx) _ f-PKX
x—an (x-an

Un resultado mas refinado incluye una expresion concertagd resto, y es el siguiente:

Proposicion 5.1.2. (Taylor con resto de Lagrange)

Sea | un intervalo abierto efR, y sea f: | — IR una funcén n+ 1 veces derivable. Entonces dados
x,a € |, existe ¢ estrictamente entre x y a tal que

f”(a) f(n+1)(c)
2

CESIeE 3T

f(x):f(a)-i-f/(a)(x—a)—i— (x_a)2_|_...+ f

Es decir,
f(X) = Pa(X) + Ra(X).

Demostradbn. Fijadosx,a € |, consideramos la siguiente funcion auxiliar de varialdlada pog: | — R,

1 1 K
_ . g et 1 Y2 _ ...~ _+\n_ _+\n+1
9t) = F0— (1) = ' (x—1) = 5" O (x—1) O = -y
dondeK € R es una constante adecuada elegida de manerg(gqlie- 0. Observemos que se trata sim-
plemente de la resta dgx) con el polinomio def centrado en, escrito en la variable. Se tiene que
es una funcion derivable de la varialbley continua en el intervalo cerrado entey a. Ademas se tiene
g(x) =g(a) = 0. Con lo cual, por el teorema de Rolle existe una consiaetdrex y a tal queg’(c) = 0.

Pero si derivamog se van cancelando términos y finalmente se tiene

K— f(n+1)(t)

g(t) = ————(x-1)"

luego reemplazando ér-= c se deduce qui¢ = f (1) (c). La demostracion del teorema concluye si evalua-
mos la expresion dgent = ay despejamog (x). O

5.1.1. Varias variables

Las derivadas sucesivas de una funcion juegan un papehndéeen el enunciado del proximo resultado,
tengamos antes una pequefia discusion sobre ellas. Dadanaidnf : R" — IR, tiene sentido calcular (si
existen) las derivadas sucesivas de la funcion, por eempl

o ot
an aXJ"

gue denotaremos para simplificar cog@é&—j. Hay que tener la precaucion de respetar el orden, ya que en
principio podria ser
0% f 0% f
P).
0X;0X; ” 0X;j0X; (P)
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Por ejemplo: Sed : R? — R dada por

3 .
X£+;2y Si (Xa y) * (07 0)

f(xy) =
0 si (xy) =(0,0)

Entonces las derivadas parciales cruzadas no coincid@h@n Esta verificacion queda como ejercicio.
Sin embargo, bajo ciertas condiciones estas derivadasidem

Teorema 5.1.3Clairaut-Schwarz)Sea f: AC R" — R con A abierto. Si £ C2(A), entonces las derivadas
cruzadas coinciden, es decir, paratodp € {1,...,n} se tiene
Zf 2f
0 p 0

0X;0Xi % jOXi

para todo P< A.

Demostraddn. La demostracion es mas sencilla si consideramos unadiomigR? enTR, y no se pierde
generalidad ya que dada una funcion cualquiera, la refin@ las dos variables que nos interesan nos da
una funcion de soblo dos variables. Consideremos entdi{geg) y un puntoP = (a,b) € A, y pongamos

g(t) = f(a+t,b+t)— f(a+t,b)— f(ab+t)+ f(ab).

Para recordarla sirve de guia el diagrama siguiente:

f(a,b+1) f(a+t,b+t)

f(a,b) f(a+t,b)

Si ponemo%(x) = f(x,b+t) — f(x,b), entonces podemos escribir usando Taylor
t2
gt) = d(a+t)—o(a) = ¢'(@t+9"(c)5
puesd es una funcion dos veces derivable, doodsta entra y t.

Se tiene ) ) )
of of o4 f o4 f t
gt) = (a(a,bﬂ) —&(a,b))tJr (W(c,bﬁ) _W(C’b)) 5

Si dividimos port? y hacemos tendéra cero, se tiene

2
Ol _ &1
t—»0 t2  dydx

(a,b),
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2 . L L
ya que, comdz% es continua, el tltimo término tiende a cero.
Ahora podemos repetir el argumento, considerap@do = f(a+t,y) — f(a,y). Se tiene entonces

2

g(t) = W(b+1t) — (b) = W(b)t + U (c)

Ev
para algin otre entreb y b+t. Escribiendo las derivadas y razonando como antes,
g(t) _ o°f
S axay(a’ b)
lo que prueba la igualdad. O

Definicion 5.1.4. Diremos que un conjunto & R" esconvexasi dados XY € A, el segmento que une X con
Y esh completamente contenido en A. Equivalentemente, ladfomgti) =tY + (1—t)X tiene su imagen
contenida en A paratodo4 [0, 1].

Para extender la idea del polinomio de Tayldanecesitamos hablar de derivadas segundas y terceras.

SiAC R? es abierto \g: A— R, vamos a llamamatriz Hessianao Hessianodeg enP = (a,b) ¢ Aa
la siguiente matriz de las derivadas segundag@eponiendo que existen todas las derivadas segundas):

g ]
) ox2 0yox
D°9(ap) =HO@p) =
g g
oxoy o> /p

En general, se define para una funajarA C R" — R que tenga todas sus derivadas segundas, la matriz
Hessiana dg enP € A, como la matriz d& x n siguiente:
99
%
9
U

Hop =

x b

Razonamos de la siguiente maneray sR” — R es una funcioic?, entonces la funcioflg : P — Ogp
es una funciorilg : R" — R", que resultaCl. Es decirdg es un camp®!. Recordemos que para un
campo diferenciable cualquierh: R" — R" dado poH (P) = (h1(P),--- ,hn(P)) su diferencial se calcula
formando la matriz de x n que tiene por filas los gradientes de ltpses decir

Ohg

Hg2
DHp = )
Ohp P
En el caso particulad = (g, se deduce que

D’gp = DDgp = DOge = Hgp,
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puesto que si reemplazamugspor % en la matriz de arriba, obtenemos el Hessiang.d@omo corolario,
por la regla de la cadena,i: | ¢ R — A C R" es una curva derivable,

(ng(t))/ = ng(t) : G/(t).

La matriz Hessiana de una funciére C2(A) es simétrica por el teorema de Clairaut. Asi por ejemplo

si f : R® — R entonces
i S B
ox2  0yox  0z0X

_ 02 f 2f  9%f
Hi=1 5oy o o |

0x0z 0yoz 0z

y la matriz es simétrica pues podemos intercambiar el cdddas derivadas segundas por ena funcion
c2.
Notemos que, para una funcidfx,y) de dos variables, hay 8 derivadas de orden 3 que son
21 &
ax3’ 9y3
3f  0%f 03 f
X209y’ 0yox2’ Axdyox
3f  93f 03 f
dy20x’ 0xay?’ Ayoxoy

Sin embargo, de las derivadas mixtas hay en realidad s&laidtintas sif esC3. En efecto, se tiene por

ejemplo
B # (ar\_ & (a1 _ &
Oxdyox Oxdy \ 0x /  dyox \ dx )  dyox2

puesto quél esC?si f esC®.

¢, Qué ocurre en general con las derivadas de orden 3? Dedaauéos calculos de mas arriba, dada
una funcionf : R" — R diferenciable, su Hessiano se obtiene como la matriz endagda fila aparece el
gradiente de la respectiva derivada parciaf des decir
of
Uax
3

ox

Hfp =

af
Dm P

Observemos que, visto como funcion de la varidhlel gradiented fp = O fp toma valores efR", mientra
que el Hessiano toma valores en las matrices de, es deciD?f = Hf : R" — R™". Si derivamos una
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vez mas, seria razonable que nos qutie: R" — R"*"*", Esto no esta mal, pero es poco practico. Vamos
a usar quéR™™" se puede identificar con las transformaciones lineal@'dmR™ ", y para cad® € R",
presentaremdd® fp como una transformacion lineal & enIR™<".

Para ver como es este término de orden 3, calculemos
(Hfq) = DH foq) - o' (t) = DD? ) - o (t) = D3 o) - (1),

gue debe ser (para cadfjo) una matriz den x n.
Hay que derivar cada fila defq )

Por la formula que ya probamds$jgyt))’ = Hgqqr) - o' (t), se tiene en cada fila
of
Ha_xlo((t) -a’(t)
' HI oo (t)
(Hfaw) = o[ (t) . (5.1)
Hh - o' (1)
Tomanda(t) = X4tV y evaluando e = O se tiene que, comm(0) = X,a’(0) =V, entonces
of
Hiak v
of
Dsfx(V) _ HE‘X.V

HI v

0Xn

para todoX € IR donde existan las derivadas terceras, paratddR". Ciertament®3fy (V) es lineal en
V (fijado X) y toma valores efR"*".

Para controlar el tamafio de esta expresion, que sullgistabir el resto cuando escribamos el polino-
mio de grado 2, usamos el siguiente lema:

Lema 5.1.5. Sean Ac R™" una famillia de n matrices cuadradas dexm, y sea Xe R". Si los vector
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A - X los ordenamos por filas, nos queda

Ar-X
Az X

M(X) = )

An-X

gue es una matriz cuadrada dexm. Entonces

IM(X) o < <_im|i> IXIL

Demostradbn. SeaY € R" tal que||Y|| < 1. Entonces

(Ar-X,Y)
Az XY n
M(X)- Y2 (A2 : ) :_;|<A-~X,Y>|2.

Por otro lado, para cada=1...n, se tiene
(A XY < (A XY < (1A X< (Ao IX]l-
O

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el siguieotema sobre el polinomio de Taylor.
Recordemos que la formula de Taylor para grado 2 nos dicesiggi@s una funciorC® en un intervalo
abiertol C R, entonces dadosa € I, se tiene

006) = 9(2) + g (2)(x ~ 2) + 50 (@)(x~ >+ 2.9 (€)(x~ )

dondec esta entrexy a. En particular, sk=1ya= 0, se tiene

(1) = 9(0) +9/0) + 59/(0) + 9" (c).

dondec € (0,1).
Observemos también quefsesC?, en particular e€? y por el teorema de Clairaut se tiene ddié es
una matriz simétrica para todie A.

Teorema 5.1.6(Taylor de orden dos, eR", con resto de Lagrangepea f: AC R" — IR con A abierto
convexo. Supongamos f e$€h A. Entonces dado®A, para todo Xe A se tiene

f(X)= f(P)—i—(Dfp,X—P)—l—%(pr-(X—P),X—P)—i—Rp(X—P),
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donde
Rp(X —P) = %<D3fc(x —P)-(X=P),X—P)

es el resto (C es alg punto en el segmento entre X y P). El resto verifica

[im Rp(X —P)

— - =0.
X—=P || X —PJ2

Demostraddn. TomemodP, X € A, y consideramos la funcion auxiliar
g(t) = f(P+t(X—-P)),
que e<C3 en un entorno del interval@, 1]. Derivando, obtenemos
g'(t) = (Ofpiyx_p), X —P),

g"(t) = (Ofpyyx—p)), X = P) = (Hfpyx_p) - (X—P),X = P),

y por Gltimo
g"(t) = (D> fpsyx—p) (X —P) - (X—=P),X —P).
Por otro lado, por la féormula de Taylor en una variable,

1
9(1) =9(0) +g'(0) + 59" (0) + 69’”( c),
dondec esta entre 0 y 1. Entonces

L Hfp- (x—P),x—P)

f(X) = f(P)+<Dfp,X—P>+2
2D o0 )X P) (X~ P), X~ P).
dondec € (0,1) con lo cualC = P+ c(X — P) esta en el segmento enffey X. Por Gltimo, observemos que
(D% fe(X —P) - (X~ P),X~P)| < |D*fc(X —P) || X ~ P,

y por el Lema previo,
3 2 :
DX~ P||m<;(||H Clel2)”1x-Pl.

Notemos queH " involucra, para cadg las derivadas de orden 3 de Como cada una de ellas es una
funcion contmua por hipotesis, en particular es acotadan entorno dado d& Con lo cual

3

OXj XX

of
”HaTq'C””—

©)<Mm

si X esta cerca dB. Luego, siX esta cerca dB, se tiene

[Re(X—P)| = —|<D3 c(X—=P)-(X=P),X=P)| <M|X P>,
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y de aqui se deduce inmediatamente la Gltima afirmacibredeema, pues

[Re(X—P)|

X Pz = MIX-PI

para todoX suficientemente cerca & O

5.1.2. Demostradbn alternativa de la formula de Taylor de orden 2 enR"

Otra forma de presentar la formula de Taylor del Teoréma6es posible, y con otra demostracion.
Atencion que se trata de la misma férmula. La diferenciguesabandonamos la notacion vectorial y pasa-
mos a los indices y sumas. Asi por ejemplo{ sk (X, -+ ,%n) Y P=(p1,---, pn) €NtONCESs

(Do X~P) = 3 S (P)0x~ ).

y lo mismo con los demas términos del Teorea 6 Usaremos reiteradas veces la siguiente identidad,
gue es una simple aplicacion de la regla de la caderesi una funcion diferenciable, entonces como
(P +t(x — pi))’ = (X — pi), se tiene

n ag

g(P+t(X—P))' = 2 6_>q(P+t(x_ P) (% — pi).

Teorema 5.1.7(Taylor de orden dos, eR", con resto de Lagrangepea f: AC R" — IR con A abierto
convexo. Supongamos f e$&h A. Entonces dado® (py,---,pn) €A, paratodo X= (xg,--- , %) € A se

tiene
n n n 2
0= 1P+ 5 S PI06 -+ 5 5 5 505 (P~ Pl — )+ RelX —P).
1= i=1]=

La expresbn del resto es

RX =PI =55 5 5 30 () sy~ Py X — )

con C aldin punto en el segmento entre X y P, y verifica

im RPX—P)

—— = =0.
X—=P || X —PJ|2

Demostraddbn. TomemosP, X € A, y consideramos la funcion auxiliar
g(t) = f(P+t(X-P)),

que e<C3 en un entorno del interval@, 1]. Derivando, obtenemos

90 = 3 5 (PHX=P)(x =)



116 Taylor y extremos

Derivando nuevamente, tenemos

n

gt = Z %PH(X P))) (% )

e

HM:
Q)|QJ
2=

P+t(>< P))(Xj pj)) (% —pi)

—P)(Xj = pj) (X — pi)-

|
M: 'EMJ

Derivamos una vez mas para obtener

§1) - ;;(a;jj;l Pt0<—P) ) Gy Pt )
03 f

Ahora invocamos la formula de Taylor de orden dos, en unaligrpara la funciog en el intervald0, 1],
gue nos dice que

(P+t(X—=P)) (X — Px) (Xj — Pj) (% — i)

9(1) = 0(0) +¢(0) + 5"(0) + £4"(0).

dondec € (0,1). Observemos qué = P+ ¢(X — P) es en efecto un punto en el segmento queXimen

P. Reemplazando en esta formula los valoregydesus derivadas se tiene la formula del enunciado del
teorema. Por (ltimo, para ver que el limite indicado dagcebservemos que las derivadas terceras son
funciones continuas, con lo cual, tomando algin entorngpazto dé?, son funciones acotadas, y con esto,
si X esta cerca dE se tiene

non 3f
i;glk;'axmxjam <M.
Como
X — Pl X — P — il < [IX = PYJ?,
se deduce que

1
Re(X —P)| < M| X P

si X esta cerca dB. Dividiendo por||X — P||? y tomando limite parX — P se tiene la conclusion. [

¢ Como quedan estas formulas en los casos concretos? ¥gaman = 2: ponemos = (a,b) € R?,
X = (x,y) € R?. Entonces
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10%f 0% f

donde todas las derivadas parciales estan evaluadds-€a, b), y R es el resto dado por las derivadas
de orden 3 dd,

10%f s 10°f 3 1 0%f 5 1 0%f 5
EW(C)(x—a) +éa—y3(C)(y—b) +§ax26y(c)(x_a) (y_b)+iax—<33/2(c)(x_a)(y_b) )

donde las derivadas parciales estan evaluadas en un ptenmédioC = (c1,c2) en el segmento que
uneP conX.

Paran = 3 el polinomio de grado dos esta dado por (Rt (a,b,c))

of of of
P(X,y,Z) = f(a,b,C)-i-&(X_a)‘i‘a—y(y_ .

9% f .
E(Z_C) 4

10%f , 10°f 2
+§W(X—a) +§a—y2(y—b) T
2 9% f 92

+%/(X_a)(y_ b)+ax—az(x_a)(z_c)+V;Z(y_b)(Z_c)

donde todas las derivadas parciales estan evaluad@s-¢fa,b,c). No daremos la expresion explicita
del resto, aunque se puede calcular desarroll&pdmn el teorema anterior, tal cual lo hicimos para 2.

5.2. Extremos

Recordemos que si una funcién A ¢ R" — R¥ es diferenciable en un punioe A, y este punto es un
extremo local def, entonces la diferencial dedebe anularse &p. Equivalentemente, el vector gradiente
es cero, es deciifp = O.

Recordemos un criterio sencillo para funcione®Rguara determinar si el extremo es maximo o minimo:
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Proposicion 5.2.1. (Criterio de la derivada segunda)
Si f es dos veces derivable en un intervalo abierto |, y setféf@) = 0 para algun ac I, entonces

1. Sif’(a) > 0, el punto x= a es un rinimo local de f.
2. Sif'(a) <0, el punto x=a es un raximo local de f.

Observacibn 5.2.2. Atencbn que si la derivada segunda targhise anula, el criterio no nos dice nada. De
hecho, el punto no tiene ni siquiera que ser un extremo: densinos fx) = x°. Entonces si & 0, se tiene
f’(a) =0y f’(a) = 0, mientras que x= 0 no es un extremo local de f.

Por otro lado, si consideramosg) = x*, se tiene §0) = 0y g’(0) = 0, pero sin embargo % 0 es un
minimo local (de hecho, absoluto) de g.

De manera aéloga, si consideramog k) = —x*, las dos primeras derivadas se anulan en cero, mientras
gue este punto es unaximo de h.

Vamos a pensar un poco como se generaliza este criterio aadables y luego lo demostramos. Recor-
demos que sf esC?, el Hessiano es la matriz simétrica de las derivadas segyuadidentemente tiene que
jugar un papel dominante en la formulacion del mismo.

5.2.1. Formas cuadaticas
Dada una matriz cuadradaden x n, consideramos la siguiente funcion
Q(X) = (TX,X),
denominaddorma cuadratica asociada al . Observemos que
Q(tX) =12Q(X) para todd € R,

de alli el nombre.
Supongamos quE esta diagonalizada, con autovalokgs..., Ay € R. Entonces

TX=T(Xg,...,%) = (A1X1,-..,AnXn)

con lo cual
Qe+, %) = ADG +ADG + -+ + AnXG. (5.2)

Observemos que Ids pueden ser positivos, negativos o cero.
1. Sison todos no nulos, decimos ddesno degenerada
2. Sialguno (o varios) de log son nulos, decimos qu@ esdegenerada
3. Q esdefinida positivasiA; > 0 paratoda=1...n.
4. Q esdefinida negativasiA; < 0 paratoda =1...n.

5. Q esindefinida si algunos\; son positivos y otros son negativos.
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Observemos que una forma indefinida puede ser tanto deglenesano no degenerada. En el caso
degenerado, pero no indefinido, decimos Ques

1. semidefinida positivasi A; > 0 paratoda =1...n.

2. semidefinida negativasi A; < 0 paratodd =1...n.

Observemos que, inspeccionando la ecuacil),(se tiene

1. Q esdefinida positivasi y solo siQ(X) > 0 para toddX = O.

2. Qesdefinida negativasi y sblo siQ(X) < 0 para todoX = O.

3. Q essemidefinida positivasi y solo siQ(X) > 0 para todoX.

4. Q essemidefinida negativasi y solo siQ(X) < 0 para todoX.

5. Qesindefinida si y solo si existerXy, X, tales queQ(X;) > 0y Q(Xz) < 0.

Pasemos ahora al caso general. Recordemos Guessiina matriz simétrica, es diagonalizable. Es decir,
existe una base ortonorm= {Vy,...,V,} deR" tal que

T =Cge D Ces,

dondeD = Mgg(T) es una matriz diagonal que tiene a los autovalore¥ dBRecordemos también que
U = Cgg es la matriz de cambio de base, con los vectores de laBbeaseritos en la base canonica puestos
como columnas, y se tiene la siguiente propiedad:

Che = Cep = Cgg, esdeciU' =U 1,
con lo cualT =UDU!. Luego
Q(X) = (TX,X) = (UDU'X, X) = (D(U'X),U'X).
Ahora llamamo¥ = U'X = CggX; notar quey es simplementXg, 0 seaXg = (y1,...,Yn). Entonces
Q(X) = (DY.Y) = ((Arys.--., An¥n), (Y1,---.¥n)) = Aayi+ -+ Any. (5.3)

Se observa que, salvo un cambio de base, la forma cuadgdtegpuede describir completamente con los
autovalores.

Para los que se perdieron con la idea de la matriz de cambias#e bacemos otra demostracion: dado
X € R", lo escribimos en la bad®, es decir como combinacion lineal de los vectores de laBase

n
X = Zlyivi =Yy1Vi+yaVa+ - +YnVh
i=

Entonces, por las propiedades del producto escalar se tiene

n n

Q(X) = (TX,X) = Z ZYiYJ (TVL, Vi)
i=1j=
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ComoTV = AV, por ser log/; autovectores d&, se tiene

Q(X) = i iyiyj (NVLV)) = i i)’i)’j)\i<\/i,vj>-
i=1j= i=1j=

Como losV; son una base ortonormal se tigfvg V;) = 0 sii = j, con lo cual sblo quedan los términos en

los quei = j,
Q(X) = Z\y?hM,W-

Por @ltimo, como(V;, Vi) = ||Vi|? = 1, se tiene
n
Q(X) = Z)\iyiz =AY+ A5+ -+ AVE,
i=

gue es la misma expresion que obtuvimos®fa)( con otra prueba.

Si nos convencimos de que el signo@eX) solo depende de los autovaloresidey no deX, entonces
vamos a decir (para cualqui€rsimétrica), siguiendo la logica de antes, Q&) = (T X, X) es

. degeneradasi TX = O para algurX = O.
. no degeneradasi T es inversible.

. definida positivasi Q(X) > 0 para toddX = O.

1
2
3
4. definida negativasi Q(X) < 0 para todoX = O.
5. semidefinida positivasi Q(X) > 0 para todoX.
6. semidefinida negativasi Q(X) < 0 para todcX.
7

. indefinida si existenXy, X, tales queQ(X1) > 0y Q(X2) < 0.

El siguiente es un criterio Gtil que usa el determinantedrRéemos que los menores principales de una
matriz cuadrada son las submatrices que se obtienen contenpar la esquina superior izquierda. Por
ejemplo, si

Ti1 T2 Tis
T=1 Ta T Ta |,
Ta1 T2 Ts3

entonces los menores principalesideon las siguientes tres matrices de1l, 2x 2 y 3x 3 respectivamente:
Tia Ti2
Ti1, , T.
1 ( To1 T2 )
Proposicion 5.2.3. Sea T siratrica y QX) = (T X, X) la forma cuadatica asociada. Entonces Q es

1. no degeneradaii defT) = 0.
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2. definida positivasii todos los determinantes de los menores principales stiitemente positivos.

3. definida negativasii todos los determinantes de los menores principale®tiesignos alternados,
empezando por unimero negativo.

Demostraddn. El item 1. es evidente. Demostraremos los items 2 y 3 saisman el caso 2 2. El caso
general se deduce por induccion. 8ea {V1,V,} una base ortonormal de autovectore3 dmn autovalores
A1,A2 respectivamente (que existe por $esimétrica). Entonces vimos que & = (y1,Y2),

Q(X) =AMy + Aay5.

Veamos 2. Supongamos primero que los dos determinantesosdivgs. Es deciiTi; > 0y de{(T) > 0.
Entonces como déf) = A 1Az, los dos autovalores deben tener el mismo signo. Por otm (e Ti1 =
(TE1,E1) = Q(E1) con lo cual no pueden ser los dos negativos pues §€Xa < 0 para todaX = 0 por

la expresion de arriba. Entonces son los dos positivoseeis T es definida positiva. Reciprocamente, si
T es definida positivali; = Q(E;) > 0y por otro lado los dos autovalores deben ser positivos@anal
defT) > 0.

Supongamos ahora qUe; < 0y de{T) > 0. Nuevamente los dos autovalores tienen el mismo signo
pero ahoraQ(E;) = T11 < 0 con lo cual tienen que ser los dos negativos asiTqes definida negativa.
Reciprocamente, & es definida negativa, ddt) > 0 pues los dos autovalores son negativos, y ademas
Ti1= Q(El) < 0. O

En general uno se refiere indistintament€ a a su forma cuadratica asocia@aAsi “T es definida
positiva” quiere decir qu® es definida positiva. Veamos los casos mas relevantesmeasaro degeneradas.

EnR?*2, tenemos
(M0
T—< 0 A )

1. T es definida positiva siy s6lo 8f >0y A, > 0.

Entonces

2. T es definida negativa siy s6loXi < 0y Az < 0.
3. T seraindefinida siy solo 3ijA; = defT) < 0.

Conviene tener presentes los dos ejemplos mas simplesmdadalefinida positiva y negativa. En ambos
casos debe setet(T) > 0. Se indican a un lado de la matriz los signos de los deterntésale los menores.

(59)7  (52):

Solo con estos signos se consiguen formas respectivapmsitizas y negativas, mientras quelsi(T) <
0 se tiene una forma indefinida como dijimos.
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Veamos ahora que ocurre B3, Tenemos

M 00O
T= 0 A O
0 0 A3

Conviene tener presentes los dos ejemplos sencillos dafdefinida positiva y negativa respectivamente,
y recordar de alli los signos de los menores:

+ 0 O aF - 0 O =
0O + O aF 0O — 0 aF o
0 0 + + 0O 0 - =

Observacbn 5.2.4. Negando estos casos, se tiene que en matfce8, la forma sea no degenerada e
indefinida si y 6lo si de{T) = 0y ocurre alguno de los dos casos siguientes:

1. El segundo menor tiene determinante menor a cero.

2. El segundo menor es estrictamente positivo y @delefT)T11 < 0.

5.2.2. ElHessianoy los extremos

Recordemos que para que un punto sea un extremo relativadenaion diferenciablé, se debe tener
Ofp = 0. Sin embargo, como en el caso de una variable esto s6lo mendiidatos, resta ver si en efecto
son extremos. A estos puntos donde el gradienteskeanula los llamamos puntos criticos. Entran también
en esta denominacién aquellos puntos dohde es diferenciable, pero por ahora nos concentraremos en el
primer caso.

Toda la discusion de la seccion previa fue para estableteriterio efectivo para decidir si un punto
critico de una funciorf : R" — IR es un extremo local o0 no, y si es un extremo, si es maximo amoin

Una aclaracion: todos los extremos considerados
sonlocales y un extremo es estricto gi(P) >

f(X) para todoX en un entorno d®, sin contar

P. Un caso sencillo de minimo (no estricto) es el
dado por la parabola trasladadé#x,y) = x? cuyo
grafico presentamos a la derecha. Aqui se observa
que cualquier punto del ejees un minimo de,

pero no es estricto porque si nos movemos a lo
largo de este eje la funcion es constante.
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Definicion 5.2.5. Diremos que P epunto silla de f si existen dos trayectorias [3 (no necesaritamente
rectas) que tienden a P (o sea son continuas@ = 3(0) = P), y tales que 6 a tiene un raximo ent=0

y foBtiene un nmimo en t= 0. Es decir, si hay dos trayectorias continuas de manera quent théximo
y minimo a lo largo de ellas en P. En este caso P no es&iimo ni ninimo de f.

Vamos a referirnos indistintamente al Hessiand @& P y a su forma cuadratica asociada
1
Qp(V) = §<H fpV, V).

Lema 5.2.6. Sea f: Ac R" — R una funcén C3, con A es abierto y B A. Supongamos quéfp = O.
Entonces

1. Si existe Ve R" tal que @ (V) < 0, entonces a lo largo de la recta-PtV (parat suficientemente
pequéo) la funcon f tiene un raximo en P. Es decir(@) = f(P+tV) tiene un rdximo local en
t=0.

2. Si existe We R" tal que @(W) > 0, entonces a lo largo de la recta-PtW (para t suficientemente
pequéio) la funcbn f tiene un rmimo en P. Es decir (t) = f(P +tW) tiene un nmimo local en
t=0.

Demostradbn. Probamos la primera afirmacion, la segunda se deduce dearmaméar. Por la formula de
Taylor, escribiendX = P +tV, se tiene

f(P+tV) = f(P) +t?Qp(V) + Re(tV)
parat suficientemente pequefio. Sacando factor corfi\i||? se obtiene

Qp(V) RP(tV)]
VIz2 v

+

f(P+tV) = f(P)+t?|V|? [ (5.4)

Si hacemos tenddr— 0, el cociente®™Y) tiende a cero. En particular, tomanee- —(ﬁf’/—(‘\‘/z), que es un

MG
nimero positivo pue®p(V) < 0, existed > 0 tal que
Re(tV)
—E< = <€
[tV ]2

si t| < 0. Se deduce de la desigualdad de la derecha, recordandoasgi@ue

Qp(zl) R(tZl)
[Za]2 ~ (tza)2 =

Esto es lo mismo, observando la ecuacibrl) que decir quef (P +tV) < f(P) parat suficientemente
pequefio. O

Observacbn 5.2.7.Dada T € R™", la funcibn Q: R" — R dada por la forma cuaditica Q(X) = (T X, X)
es una fundn continua. De hecho, es diferenciable. Para simplificapsgamos que, como en toda esta
seccon, la matriz T es sigtrica. Entonces afirmamos que para cualquies R", se tiene

DQx (V) =2(TX,V).
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Para verlo, fijado Xe R", basta probar queQ<Y)’Q(X)’DQX (X tiende a cero cuando ¥> X. Pero, usando

las propuedades del producto escalar, =X
QYY) —Q(X) =2(TX,Y=X) = (TY,Y)—(TX,X) =2(TX,Y)+2(TX,X)
(TY,Y) + (TX,X) = 2(TX,Y)
= (TY,Y) +(TX,X) = 2(TX,Y)
= (TY,Y)—(TX,Y)+(TX,X) = (TX,Y).

Ahora, como T es siatrica (y el producto escalar tamé) se tienéT X,Y) = (X, TY) = (TY,X), con lo
cual podemos agrupar de la siguiente manera
QYY) —Q(X)=DQx(Y=X) = (TY,Y =X)+(TX,X=Y)
(TY,Y =X)+(—-TX,Y = X)
= (TY=TX,Y=X)=(T(Y=X),Y —X).

Con esto, por la desigualdad de C-S, se tiene
1Q(Y) = Q(X) = DQx(Y = X)| < [T(Y = X)J[IIY = X|| < [ T[lo][Y = X]|2.

Luego
[Q(Y) —Q(X) —DQx (Y — X)|
Y =Xl
lo que prueba que este cociente tiende a cero cuandeoX.

< Tl [lY = XIJ,

Teorema 5.2.8.Sea f: AC R" — IR una funcon C3, con A es abierto y B A. Supongamos quéfp = O.
Entonces

1. SiH#% es definido negativo, P es urarimo estricto de f.
2. SiH#% es definido positivo, P es urimmo estricto de f.

3. SiH#% es indefinida, P es un punto silla de f.

Demostraddbn. Supongamos primero quees un punto dondel fp es definido positivo. Entonces por el
Teorema de Taylor (Teoren®al.§, paraX suficientemente cerca dese tiene

f(X) = f(P)—l—%(H fp(X=P),X—P) +R(X—P)

X—P X—P>+R(X—P)}
IX=PI"[X=PI" " X-P|?

{(P) + X - P|2[ Ho (5.5)

puesdfp = O. LlamandoQp(V) = (3H fpV,V), esta expresion se reescribe asi:

f(X) = f(P)+[X—P|? |:Qp (&(:;) + F;X_‘PTQ] : (5.6)
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Observemos que para cualquxeg P, el vector en el cual esta evalua@p tiene norma unitaria, es decir

sl =
X=PIl ~ Tx=P]

IX-=P|| =1

ComoS™1={V eR": V| =1} es un conjunto compacto@, : R" — R es una funcion continua, esta
funcion tiene un minimane en la esfera, es decir existe de norma unitaria tal qu@(Ve) = mp. Como
Vp = 0, este minimanp debe ser mayor a cero puddp es definido positivo por hipbtesis. Entonces, como

H — 0 cuandoX — P, tomandce = mp, existed > 0 tal queX € B(P) implica
e < R(X —P) <
X —PJ2 '

En consecuencia, usando que es el minimo d&), en la esfera, y usando el lado izquierdo de esta Ultima

desigualdad, se tiene
Q X-P JrR(X—P)> +R(X—P)
PUX=PI) T IX=P[2 = ™ T X =PI
siempre qug|X — P|| < d. Luego, lo que le sigue &(P) en la ecuacioni.6) es positivo siempre que
X —P|| < 9,y esto prueba qu&(X) > f(P) si X € B5(P). Es decirP es un minimo local dé.
La demostracion para el caso definido negativo es similar.

Si Qp es indefinida, existen dos vecto&sZ, € R" tales queQp(Z1) > 0y Qp(Zz) < 0. Por el lema
previo, a lo largo de las trayectori®sttZ;,P+1tZ5, la funcionf es respectivamente mayor y menor que
f(P), con lo cualP no puede ser ni maximo ni minimo, y es un punto silla por dgén. O

>0

Ejemplo 5.2.9. Veamos algunos ejemplos.

1. Sea fx,y) = 4xy—x* — y*. Entonced]f = (4dy — 4x3,4x — 4y®) = (0,0) si y Dlo si y=x3, x=y°.
Entonces y= y°, es decir yy® — 1) = 0, de donde se deduce que-\0 o bien y= +1. Entonces los
puntos citicos son(0,0), (1,1), (—1,—1). Calculamos el Hessiano de f:

—12¢ 4

0 4 -12 4

Comodet(H fp0)) = —16 < 0 se deduce que el origen es un punto silla. Los otros dos puatdan
que el lugarl, 1 es estrictamente negativo, mientras que el determinanigues a (—12)°> — 16 =
144—16 > 0, con lo cual los dos autovalores son negativos @ se trata en ambos casos de
MAaximos.

con lo cual

2. Si f(x,y,2) = x* — 2x2 +y? +yz+ 2, entonces]f = (4x® — 4x,2y+ 22z +y) = (0,0,0) si y Dlo si
x3 —x=2y+z=2z+y=0. Se deduce que=x 0 o bien x= +1, y por otro lado que y=z= 0.
Entonces los puntositicos son(0,0,0), (+1,0,0). La matriz Hessiana de f es

12¢-4 0 0
Hf = 0 2 1|,
0 1 2
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luego en el origen se tiene

-4 0 O
Hf000 = 0 2 1
0 1 2

Los determinantes de los menores correspondientes-dor-4-2= -8y —4-3= —12. Como son
todos negativos, el origen es un punto silla de f. Por otrmlad

8 00
Hfi1000=| 0 2 1
01 2

Ahora los determinantes s@8-2 =16y 8-3 = 24. Como son todos positivos, los puntasl, 0,0)
son nmnimos de f.

Observacbn 5.2.10.Notemos que en el caso degenerado no podemos asegurar qaelR esetremo de f.
Por ejemplo, si fx,y) = x? +y?, entonces

Of = (2x,3y?),

luegoOf(g0) = (0,0) con lo cual el origen es un puntoitico de f. Tamtgn

2 0 2 0
Hf_<O 6y>,con|ocuaIHf0’0)_(0 0>’

gue es ciertamente semidefinida positiva (un autovalottiposy el otro nulo). Sin embargo, si nos acerca-
mos al origen a lo large del eje y se observa que

f(0,y) =y
con lo cual el origen no es ni&ximo ni mnimo de f.

Sin embargo, hay una relacion, dada por el siguiente tesorem

Teorema 5.2.11.Sea f: AC R" — R una funcon C? (A es abierto). Entonces

1. SiP esun@ximo local de f, entonces H &s semidefinido negativo.

2. SiP esun fimimo local de f, entonces i £s semidefinido positivo.

Demostraddn. En el caso del maximo, sabemos que existe0 tal quef (X) < f(P) paratodoX € B, (P).
SiH fp no fuera semidefinido negativo, existifac R" tal queQp(V) > 0. Por el Lem&.2.6 a lo largo de
la trayectoriaX(t) = P+tV se tendria

f(P+tV) > f(P)

parat suficientemente pequefio, lo cual es una contradicciodeb@ostracion para el caso de un minimo es
analoga. O
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El criterio del Hessiano nos asegura que si el mismo es indefientonces el puntB es punto silla,
y las trayectorias son dos rectas como se desprende de laslaoin. Sin embargo, si el Hessiano es
degenerado podria ocurrir qiefuera un punto silla pero que a lo largo de cualquier rectansaaentre
siempre maximo (o siempre minimo). Un ejemplo de estasifun bastante anti-intuitiva es el siguiente:

Ejemplo 5.2.12. Consideremos (k,y) = 2x* +y? — 3yx’. Entonces esitil ver que P= (0,0) es un punto

critico de f, y que
00
tt00- (9 2).

Esto nos dice que alo largo del eje de las y, f tiene immmo en(0,0). Tambén se verifica que a lo largo de
cualquier recta la fun@n f tiene un rmimo en el origen. Sin embargo, considerando la trayeatps: %xz

(es decira(x) = (X, %xz), con x alrededor del cero), se obtiene

(foa)(x)= ¢,

con lo cual a lo largo de esta trayectoria f tiene u&xmo en el origen. Luego el origen es un punto silla
aunque a lo largo de cualquier recta se consiga unimo.

5.3. Extremos con restricciones, multiplicadores de Lagmage

5.3.1. Extremos en una regdin

Dada una funcion continufa: A € R" — R conA un conjunto cualquiera, el problema que nos interesa
es el de hallar extremos (tanto relativos como absolut@sgilbiera) dd enA.

Para los puntos del interié, primero buscamos los puntos criticosfdeon el gradiente. Después hay
dos situaciones:

1. Lafrontera dé la podemos parametrizar con una funapofo varias de ellas), de maneradu€¢) =
0A.

2. Lafrontera dé\ esta dada en forma implicita por una ecuacion, de maneraaqjresulta conveniente
(o es directamente imposible) parametrizarla explicétat®.

En el primer caso, lo que hacemos es estudiar la funtiéestringida al borde componiendo con la
parametrizacion, es decir, hallamos los punto critieog & f o ¢. Recordemos que i es compacto y
es continua, debe haber tanto maximo como minimo absd&f@nA. En el caso general, puede no haber
extremos absolutos.

También nos interesan los casos en los que el confuntotiene interior. Tipicamente, cuand@s una
curva o una superficie de nivel. Estos los tratamos como gerelZ recién mencionado.

5.3.2. Extremos en regiones con borde que se puede parame#i

Hagamos algunos ejemplos de este caso:
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Ejemplo 5.3.1. Sea f: R?> — R dada por f(x,y) = x> +y?+x. Hallar los extremos de f restringidos a la
bola unitaria cerrada, es decir
B={(xy) : x*+y*<1}.

El interior es la bola abierta, allcalculamos
2 0
Df:(2x+1,2y),Hf=(O 2>

y elUnico punto citicoes R = (—%,O). Como H # es definido positivo, se trata de urimmo local de f.

Por otra parte, la frontera se parametriza mediantg) = (cog,sert), parate [0,2m). La composidn
es la funcbn real gt) = cog’t +serft 4+ cos = 1+ cod, cuya derivada es’¢f) = —sert, que se anula en
t = 0,1 Entonces f tiene extremos en-P (1,0) y en B = (—1,0). Evaluando se tiene

11 1
fP)=7-5=—72 fR)=fF)=2
lo que nos dice que en Be alcanza el fimimo absoluto de f, mientras que enyPP; se alcanza el éximo
absoluto de f.

Ejemplo 5.3.2. Sea 1x,y,z) = x* — %x+ €Y en el cuadradd0, 1] x [0,1]. En el interior el gradiente y el
Hessiano de f son

1 2+e%? e
Of = (2x-+ €% - 5.€%), Hf_( evayy é(yxg)

El gradiente se anulanicamente en{= (0, %). Alli el Hessiano es

2 0
— 4
Hf_<0 0)

gue es es semidefinido positivo, luego el criterio no se pusde
Por otro lado, a lo largo de los cuatro lados se tiene:

1. En x= 0, hay que buscar los extremos dg/p= f(0,y) = 1 en el intervalg0, 1]. Como es constante
no hay nada para hacer (f vale constantemente uno en el lagieio del cuadrado).

2. Enx=1, hay que buscar los extremos dgg= f(1,y) = %+ey en el intervald0,1]. Como ¢(y) = &
no se anula nunca, lanico relevante son los extremogPy= f(1,0) = % yo(l)=f(1,1) = %+e.

3. En y= 0, hay que buscar los extremos dexg= f(x,0) = x* — %x+ 1 en el intervalo[0,1]. Como
g'(x) =2x— % =00nicamente enx %1, los puntos relevantes son los bordes (que ya los consiaeram
porque son losértices del cuadrado) y el punte B (;11, 0).

4. Por (ltimo, en y= 1, hay que buscar los extremos dég= f(x,1) = x* — %x+ex en el intervalo
[0,1]. Como ¢(x) = 2x— % -+ e no se anula nunca (pue$ & 1 para x> 0), lo Gnico relevante son
los extremos, que son doartices del cuadrado que ya consideramos.



5.3 Extremos con restricciones, multiplicadores de Lagrage 129

En dntesis, L L 15
f(07§):17 f(Z’O):l_6’
f = 1 en todo el lado izquierdo del cuadrado (incluyendo légices), y poiiltimo
3 1
f(l,O)_E, f(l,l)_§+e.

De esta lista se deduce que éftice(1,1) es el naximo absoluto de f, mientras que dhimo absoluto
se alcanzaen el pun(c%, 0) de la base.

5.3.3. Multiplicadores de Lagrange

No siempre se puede parametrizar la region de maneralse@hsideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.3.3. Hallar los maximos y rinimos de fx,y) = x4 2x+ y? restringida a la curva de nivel
g(x,y) = (x—1)2+4y> — 1= 0 de la funcon g.

Aqui resulta conveniente otra estrategia, ya que la reié {(x,y) € R? : g(x,y) = 0} esta dada en
forma implicita.

Recordemos que para una funcién escélatado un puntd dondef es diferenciable, la direccion de
mayor crecimiento esta dada pofp (y la direccion opuesta es hacia dorfdgecrece mas rapido). También

se deduce de
of

—(P)=

57 (P) =
que si miramos las direcciones perpendiculares al greaditas derivadas direccionales son nulas, ya que
alli el producto escalar da cero.

Obsevemos la siguiente figura. A la izquierda estan reptades algunos valores d&f, para algunos
puntos del plano. A la derecha, superponemos sobre estvesae]f una curva dad&.

Ofp,V)

En la figura de la derecha, hay que observar que en algunassmmta curva, como en el que indicamos
comoP, el gradiente dd¢ es perpendicular a la cur&En esos puntos, la direccion de mayor crecimiento
es imposible de seguir (habria que salirse de la curva)y; gtpwlado si nos movemos a lo largo de la curva,
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nos estaremos moviendo en forma ortogon@lfa, con lo cual la derivada direccional dealli sera nula
por lo antes dicho. Estos puntos son los candidatos nasuaa&tremos, si recordamos la idea del teorema
de Fermat que dice que Bitiene un extremo entonces su derivada se anula.

Dicho de otra manera, si estamos buscando puntos critecbsasbtringidos a una curva, los candidatos
naturales son aquellos puntos de la curva donde esta tiendirgecion ortogonal al gradiente de Si
la curvaS esta dada por el conjunto de ceros de una fungidlR? — R, entonces la normal de la curva
esta dada pdrlg (en el caso en qugseaC! y su gradiente no se anule).

Luego, buscamos los puntBdales queg(P) = c, donde ademas
Ofp = 7\[|gp

para algin numero real Este método se conoce como método deviakiplicadores de Lagrange

Volvamos al ejemplo concreto: calculamos

y planteamos la igualdad
(2x+2,2y) = A(2(x—1),8y).

De aqui se deduce que debe ser
2X+2=AN2(x—1), 2y = A8y.

De la segunda ecuacion, se deduce que hay dos posibilidades

1. A= %1, con lo cual (reemplazando en la primera), se tiete4=x— 1 es decik = —g. Como el punto
tiene que estar en la curva de nivelgjelebe verificar la ecuacion implicita. Entonces obteremo

64 . 55
§+4y2— 1, es deciy? = “1o

de donde se deduce que no hay ninguna soluci(’meom%, 0 equivalentemente, que no hay ninguna
solucion corh = 2.

2. y=0, con lo cual reemplazando nuevamente en la ecuacionre(tie- 1)> = 1, es decix =0y
x = 2. En este caso hay dos puntos que sd®.4) y el (2,0) que son solucion.

¢ Cbmo sabemos si son maximos o minimos? Observemos goedeion de
(x—1)2+4y%=1

define una elipse en el plaiR?, que es un conjunto cerrado y acotado (es decir compactojo@ofuncion
f es continuaf debe alcanzar maximo y minimo absoluto en la elipse. CGatoos

f(0,00=0  f(2,0)=8.

Se concluye quéD, 0) es el minimo absoluto derestringida a la curvg, y que(2,0) es el maximo absoluto
de f alli.
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5.3.4. Multiplicadores enR
¢ Cobmo se generaliza el método al espacio? Dada una fuhgidina superficie
S={(xy.2 e R®:g(xy,2) = c},

nuevamente el gradient&fp indica la direccion de mayor crecimiento (partiendo deldtpd), y lo que que-
remos identificar son aquellos puntos donde las direccianggntes a la superficie hacen que las derivadas
direccionales dé se anulen. Observemos el siguiente grafico:

Si el gradiente d&f en P tiene alguna component% en el plano tangentElp a S en P, entonces
moviéndonos en esa direccibn, sobre la superficie, laéurareceria (pues como dijimos el gradiente es la
direccion de mayor crecimiento). La manera de conseg@mguhaya ninguna direccion (en la superficie,
o equivalentemente en su plano tangente), donde la furcéganta, es pidiendo que el gradieni& sea
perpendicular al plano tangente. Equivalentemente, que el gradiente ska paralelo a la normak al
plano tangente eR, lo que se traduce en la condicion

Dfp = )\Dgp

para algin numerd € R. No hay que olvidar la condiciay(P) = ctepara que el punto esté en la superficie.
Estas dos condiciones se pueden resumir en el siguienteiadanque generaliza lo que ya discutimos en
el planoy en el espacio:

Proposicion 5.3.4. (Multiplicadores de Lagrange)

Para hallar los puntos dticos de una funéin f: R" — IR restringida a la superficie de nivel¥) = c
de una fundn g: R" — R, basta estudiar los puntositicos de la fundn de n+ 1 variables dada por

F(X) =A(9(X) - ©).

Mas precisamente: si B R" es un extremo de f restringida a la superficie de ni&l)g=c, yOgp = O,
entonces existe € R tal que
Ofp = )\Dgp.
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Demostraddn. Si el gradiente dg no se anula eR, entonces por el teorema de la funcion implicita, existen
una bolaB ¢ R"! y una parametrizaciog : B — R de la superficieS en un entorno d®. Llamemos

Zo € R"1 al centro de la bol®, y para simplificar supongamos que la derivada que no se deglas la
Gltima, de manera qu&o, $(Zp)) = P, y ademas

9(Z,0(Z)) = c para toddZ € B.

Es importante recordar que los vecto(Es g—i(zo)) (coni =1...n) son generadores del plano tangente a
la superficieSenP.

Ahora siP es (por ejemplo) un maximo derestringida &5, debe seff (P) > f(X) para todaX € Sen
un entorno dé. Esto es

f(Z0,9(20)) = £(Z,6(2))

paratodZ € U suficientemente cerca @g. Entonces la funcioh(Z) = f(Z,$(Z)) tiene un extremo local
enZy, con lo cual su gradiente se anula en ese punto, o equivalente todas sus derivadas parciales son
nulas en el punto. Pero por la regla de la cadena,

%(Ziz)ho:aiZif(Z’q)(Z))ZO:<Dfp,(Ei,g_:(ZO))>

o sea el gradiente deenP es perpendicular a todos los generadores del plano tangéngeiperficie, y en
consecuencia tiene que ser paralelo a la normal. Como laahesl gradiente dgen el punto, se tiene la
conclusion. O

Atencion que nada garantiza que los puntos criticos hallados se@xtremos.

5.3.5. Un ejemplo elemental

Veamos ahora un ejemplo del uso del método con tres vasiaBlen este ejemplo empezamos estas
notas.

Ejemplo 5.3.5. Hallar las dimensiones de la caja rectangular, de ladobk,&y de volumen &aximo, sujeta
a la restriccbn a+b+1 < 300

La funcibn a maximizar €¥(x,y,z) = xyz y la region que nos interesa estudiar es la comprendida por
X+Yy+2z<300,x,y,z> 0 (observemos que =iy 6 zson cero entonces el volumen es cero). Si calculamos
el gradiente d& se tiene

[V = (yzxz xy)

que se anula so6lo en los caso que no nos interesan. Rest@evecyyre en la superficiet y+ z= 300, que
es un plano (sujeta por supuesto a las restriccignes > 0).
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Nuevamente los bordes no son interesantes por dar cee atllumen, y lo que nos resta ver esfsi
tiene extremos restringida al plano. Para ello plantediifos Alg, obteniendo

yzZ=A, XZ=A, Xy=A

puesg = (1,1,1). Como ninguna de las variables puede ser nula, se dedulredate quex =y = z, con

lo cual reemplazando en la ecuacion del plano se obtiere 30, es decik =y = z= 100. Entonces el
punto en cuestion debe e (100,100, 100) (o sea la caja es un cubo de lado 100), que es un maximo pues
la region es compacta y los otros son minimog dEl volumen maximo entonces ¥s= 100° = 1000000.

5.3.6. \Varias ligaduras

Por ltimo, una breve discusion sobre el caso en el que uigeghallara extremos de uriacon res-
tricciones dadas por méas de una superficie de nivel. Porpdjemallar los extremos dé(x,y,z) sujeta a
las condicionegi(X,Y,2) = c1, g2(X,Y,2) = C. En este caso, si los gradientesgdeg, son no nulos, ambas
ecuaciones definen superficies en el espacio. Si hay algdorme nulo en la matriz que se obtiene apilando
los gradientes, esto indica que la interseccion es unacHrvese caso, los extremosfden esta curva se
hallan planteando

Of(P) = abg1(P) + Bg2(P)

para valores genéricos def € IR. No hay que olvidar quB también debe verificar
aP)=caygP) =c

para estar en la curva. La explicacion de porqué el gréeldmf en un extremo es combinacion lineal de
los gradiente de; y gz esta en que un vector genérico, ortogonal a la intersea®’los planos tangentes
de ambas superficies, se puede escribir como combinaniéa file las normales a los planos.
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iSi solo tuviera los teoremas! Entonces podria
encontrar las demostraciones facilmente.

B. Riemann

6.1. Integrales

Vamos a empezar este capitulo recordardando la idea dearel plano. Todos tenemos presente que
dado un rectangulo cualquieRien el plano, su area o superficie se calcula multiplicandbame por
su altura,A = ba. También que el area es independiente de la posicionedtirgulo, es decir que si lo
trasladamos o rotamos, su area permanece inalterada.

Si tenemos una figura mas complicada, a veces el area lanpsdzalcular a partir de este hecho: el
primer ejemplo es el de un triangulo rectangulo, doAde ba/2. Esta formula se extiende a todos los
triangulos, donde ahora la altura esta dada por una peiqeéar a la base que pase por el vértice opuesto:

A= 3bia-+ 3bpa= 3a(b; +by) =ba/2

by )
b=Db;+hby

¢, Qué pasa si la curva que delimita el area es mas comglicacho por ejemplo en la region delimitada
por el eje de lax y la funciony = /x? Al area comprendida entre= 0, x =1, el ejex y la grafica de
f(x) = v/x podemos aproximarla con rectangulos como indica la figura:

yd y=X yA y=X — "

A ——

»
>

X

»
>

X

Entonces el areA es aproximadamente la suma de las areas de los rectadgLédisirag; y baseb;, es
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decir

A~Sa-bi=Y f(x)(ts1—t)
dondex; es algln punto en el intervalt,ti11]. Como se ve, mientras mas rectanglos tomemos (es decir
mientras mas subdividamos el intervalo), mejor sera taxamacion. A estas aproximaciones se las de-
nominasumas parcialeso sumas de RiemannEs usual denotaf; = [ti,ti+1], aunque con un abuso de
notacion también usaremas para denotar el tamafio del intervalo, es da¢k= tj 1 —t;.

También se ve en el caso particular de arriba que, como tesiaimpre como altura al punto mas bajo
de la curva, el area que queremos calcular es siempre magongpstra aproximacion. Surge naturalmente
el concepto de suma inferior, que es una suma que nos da aininéegor a la buscada (pero proxima).
Definimos a continuacién formalmente las suma inferiorpesior asociadas a una particion, para cualquier
funcion acotada (no necesariamente positiva):

Definicion 6.1.1. Sean f: [a,b] — R acotada, y P una partiéin
P = Uizo..n-1ti,ti+1] = Uizo. n-1A
del intervalo[a, b] en n pedazos
a=to<ti<---<ti<tipg<---<thy=h

La suma inferior def en la particion P es el famero
n
I(f,P) = Zm(tm—ti)
i=

donde mes elinfimo de fx) en el intervaldlt;, ti;1].
Si tomamos siempre el supremodé f(x) enA;, se obtienen Isuma superiorde f en la particon P:

n
S(f,P) = ZMi(tHl—ti)-
i=
Siguiendo con el ejemplo anterior, una suma superior &esiguiente:

yA y=x y A =

o

A ———

A -
T 1 I

X

X

Como se puede ver, en el caso de una funcion positiva, lagsssaperiores son todas aproximaciones
del area bajo la curva (aparentemente cada vez mejore&) poopiedad adicional de ser todas mayores o
iguales al area buscada.
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Diremos que la particioR’ del intervalda, b] es unrefinamiento de la particiorP si P’ se puede obtener
deP subdividiendo los intervalos d& Asimismo diremos que la norma ¢@|| es el tamafio del intervalo
mas grande de la particion.

Evidentemente, dada una particion cualquiedel intervalo, coman < M; para toda, se tiene siempre
I(f,P) <S(f,P).

Algunas propiedades sencillas que se deducen de este hecho:

Proposicibn 6.1.2. Sea f: [a,b] — R acotada. Entonces

1. SiP es un refinamiento de P, entoncé§,P’) > | (f,P) y tambén Sf,P") < §(f,P).
I(f,P) < §(f,Q) para todo parde particiones FQ.

Demostradbn. Observemos la siguiente figura, donde puede observarsd tgfenar la particion, el area
cubierta por la suma inferior es cada vez mayor:

4
!
1
1
1
1
1

X

oF------

1
1
I
I
1

a

¥

|
I
|
a

Si P’ refinaP, entonces dado un intervalo cualquigvade P este se descompone como una union de
intervalos de”’,

[titiva] = Ai = Uj=1. kA| = Uj=1 k[t tja)-

Entonces comay < m; paratodoj = 1...k; (pues el infimo en un conjunto es menor o igual que el infimo
en un subconjunto), se tiene

ki
mi(tiva —ti) = <Zt1+1 ) Z m tJ+l Z J+1
Sumando sobrese tiene
I(f,P) <I(f,P).

Esto prueba que al refinar la particion las sumas inferiauesentan. Con un argumento analogo se deduce
que al refinar la particion las sumas superiores disminuyen
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Para probar el segundo item, tomerRban refinamiento en comin de las particioRgd. Este siempre
se puede conseguir subdividiendo el intervalo en partesg@duefas que incluyan los puntos de corte de
y Q. Entonces por el item anterior,

I(f,P) <I(f,P) <S(f,P) <S(f,Q),
lo que prueba quEf,P) < S(f,Q). O
Este resultado nos dice algo importante: que las sumasistgsedescienden (esperamos que hasta el

valor del area buscada, en el caso de una funcion posytigag las sumas inferiores ascienden. Tomemos
los siguientes conjuntos de nimeros reales:

I(f)={I(f,P):Pesuna particion dg,b|}

S(f) = {S(f,P) : P es una particion di, b]}.

Estos conjuntos pueden ser no acotados, pdresiuna funcion acotada entonces son ambos acotados, pues
en cada intervalo

inf(f) < m(f) < Mi(f) < sug(f),

donde inff) y sup f) denotan respectivamente al infimofden([a,b] y al supremo dé en|a, b]. Multipli-
cando por\; y sumando sobrese tiene

if(f)S A< ¥ m(f)Ar < T Mi(f)A < supf) S A

Pero

ZAi =th—thatthi—thot--+lo-ti+t1—to=th—to= b_a7

luego
inf(f)(b—a) <I(f,P) < S(f,P) <supf)(b—a).

De hecho, como probamos gld,P) < §(f,Q) para todo par de particionesP,Q del intervalo, entonces

inf(f)(b—a) < I(f,P) < S(f,Q) < su(f)(b—a).

Si denotamos = sup(f) en[a,b], en la figura que sigue se representa la desigu@gadP) < s(b—a)
para el caso particular de ufigoositiva:
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Gr(f)

1
|
: S MiAj < 3 sAj=s(b—a)
1
|

>
X

Se define lantegral superior de f como el infimo de las sumas superiores (sobre cualquigcioa;
y laintegral inferior de f como el supremo de las sumas inferiores (sobre cualquigcipa), es decir

I.(f) =supl(f), mientras qué*(f) = infS(f).

Si f es acotada, como
inf(f)(b—a) < 1(f,P) < (f,Q) < sup(f)(b—a)

para cualquier par de particiones, si tomamos infimo sadmticpnesQ (fijandoP) se deduce que
inf(f)(b—a) <I(f,P) <I"(f) <supf)(b—a).

Pero comd® también era cualquiera, tomando supremo sobre partgef®ee deduce que
inf(f)(b—a) < 1.(f) <1*(f) <supf)(b—a).

Es decir que en general(f) < 1*(f). Diremos quef esRiemann integrableen[a,b] sil.(f) =1*(f),y
denotaremos a este nUmero con el simbolo integral

/abf:/abf(x)dx

Un criterio para decidir si una funcion es integrable esgelisnte:

Proposicion 6.1.3.Si f : [a,b] — R es acotada, entonces f es integrablda] si y Dlo si para todce > 0
existe una parti@n P de[a,b] tal que
S(f,P)—I(f,P) <e.

Demostradbn. Supongamos primero que vale la condicion. Entonces pdeets 0 existe una particioR
tal que
() = L(f) <S(f,P)—I(f,P) <,

con lo cual*(f) < I,(f). Como la otra desigualdad vale siempfés integrable.
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Supongamos ahora quees integrable, entonces dado- 0 existe por las propiedades de infimo y
supremo una particioR tal que

/: f—1(f,P) < /2y tambiens(f,P) —/abf <¢/2.
Juntando estas dos desigualdades se tiene
S(f,P)—1(f,P)<¢
como queriamos. O

En particular toda funcibn constante es integrable, y
b b
/ cdx=c(b—a)= c/ ldx
a a

También se deduce que toda funcibn monbétona y acotaddeggable.

Proposicion 6.1.4. Sea f: [a,b] — R una funcon morbtona y acotada. Entonces f es integrablgab).

Demostradbn. Supongamos que es creciente. Entonces dada una particion, en cada ildeteda parti-
cion se tienef (tj) = m;, f(ti1) = M; con lo cual

S(EP) —I(f,P) = 5 (Mi—m)(tipa—t) = [f(tica) — F(t)](tira—t)

< Y [Ftiva) — ft)Imax(tiva —t) = [f(b) — f(a)]|[PI],

puesto quéy = a, t, = by ademas
f(t) — f(to) + f(t2) — F(ta) + f(ta) — F(t2) +---+ F(ta) — f(tn-1) = f(b) — f(a).

Con lo cual si refinamos la particion, haciendo tent®t — 0, por la Proposicioi.1.3deducimos qué
es integrable. El casbdecreciente es analogo. O

Teorema 6.1.5.Sea f: [a,b] — R una funcén continua. Entonces f es integrable|arb].

La demostracion la dejamos para mas adelante, en el Cior6la.10

Ejemplo 6.1.6. Un caso de funéin no integrable Riemann es la fufinide Dirichlet, definida en el intervalo
[0,1] como:
1 si xeQ
fO) =
0 si xeQ

Si tomamos una partién cualquiera P de[0,1], en cada intervald\; de la particbn tendremos por lo
menos un mero racional y un imero racional. Por lo tanto el supremo de f en cadasi, y elinfimo es

0. Con esto, las sumas inferiores para cualquier paéticdan cero, mientras que las superiores dan siempre
1. En consecuencia, f no es integrable porque la integraégop|*(f) da 1y la inferior L.(f) da O.
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6.1.1. Propiedades

Puede ser util, dadg, considerar las siguientes funciones positivagagln] que se obtienen a partir de
f:

f(x) sif(x) >0
fr(x) =
0 en cualquier otro caso
—f(x) sif(x) <0
f_(x) =
0 en cualquier otro caso
Entonces podemos escribir, para tode [a, b], Problema 6.1.7.Probar que, si f es
acotada, entonces f es integrable en
f(x) = . (%) — - (%) [a,b] siy ®lo si f,, f_ son ambas

) . ) funciones integrables €&, b, y adenas
Una de las propiedades mas utiles que tiener

f.,f_, es que nos permiten calcular el moédulo b b b
a partir de una suma: /a f:/a f+_/a f.

[f(x)] = f+(x)+ f_(x) para todox € [a,b].

Algunas propiedades sencillas de la integral:
Proposicion 6.1.8. Sean g : [a,b] — R funciones integrables. Entonces
1. Sia € R entoncest f es integrablejéf’af = af;’ f.
2. f+ges integrablef;’ f+g= f;’ f +f;’g.
3. Sia<c<bentonces f es integrable émc]y en[c,d] y adenz'usf;’f =[if +be f.
4. Sif<qg, entonceg,ff < f;’g.
5. Si f esintegrable entoncef es integrable y adeéts|f£f| < f;’|f|.

Demostradbn. Las primeras tres propiedades se deducen de escribir lacifaficomo limite de sumas
superiores.

La cuarta propiedad se deduce de lo siguiente>s0 y h es integrable, sus sumas parciales son positivas
y entoncesffh > 0. Luego sif < g, se tiene qug— f > 0 es una funcion integrable por lositems 1y 2,y

por lo recién dichq,f(g — f) > 0. Nuevamente por los items 1y 2, se deduce que

b b
/g—/fzo.
a a
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Por Gltimo, sif es integrable, entoncds y f_ son integrables. Luegd| = f. + f_ es integrable, y
ademas

b b b b b b b b b
R Ry R A A A A e e !
a a a a a a a a a

También es usual definir (para funciones integrables.d)

1. [ f como— J@ f cuandaa > b, es decir
y X
/ f= —/ f para todo,y € [a,b].
X y

2. [¥f =0paratodo € [a,b].
Recordemos que toda funcién continua en un conjunto cotmgaainiformemente continua.

Proposicion 6.1.9. Si h: [a,b] — [c,d] es integrable, yp : [c,d] — R es una fundn continua, entonces
doh:[ab] — R esintegrable.

Demostradbn. Comoh es integrable, dadn > 0 existe una particioR de[a, b] tal que
S(h,P) = 1(h,P) =5 (Mi—m)A; < 1. (6.1)
Observemos que, conid; es el supremo deenA;, y m; es el infimo, entonces
Mi —m = sup{h(x) : x € Aj} —inf{h(y) : y € Ai} = sup(h(x) —h(y) : X,y € Ai},

puesto que la diferencia entre el valor mas grande y ma® clgh coincide con la diferencia mas grande
de valores d&. Como¢ es uniformemente continua, dagp> 0, existed > 0 tal que|t — s| < d en|c,d]

implica |d(s) — d(t)] < €.
Queremos probar que la siguiente cantidad es arbitrari@pegueia:

S(@ohP)—1(¢ohP)= T (M —m)A;,
dondeM;, n¥* son respectivamente, el supremoy el infimadé en A;. Notemos que, como antes
M; — Y = sup{¢(h(x)) — d(h(y)) : Xy € Ai}.
Consideremos los dos conjuntos de indices de la particién
A={i:Mj—m <&}, B={i:Mj—m >}

Sii € A, entonces
M —m <&
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por la uniforme continuidad di. En consecuencia,
Z(M? — M)A <& zAAi <g(b—a).
i€ i€

Es decir, eligiende, pequefio podemos asegurar que las sumas superiores erggerstan tan cerca como
qguerramos, siempre restringiendonos al subconjunta,tedondeM; — my < 4.

Veamos que pasa en el resto del conjunto. Cgnas una funcion continua en un compacto, alcanza
méaximo, es decir existél > 0 tal quep(x) < M para toda € [c,d]. En general, podemos asegurar que

M; —my = sup{®(h(x)) — d(h(y)) 1 X,y € Ai} < 2M.

Luego

2M M 2M
(Mf—=mHAI<2M S A= — YA < — S Mi—m)Ai < —&1
g M TN B T 20N =T M TR <

por la ecuacionf.l). Asi que eligiend@; pequefio (o sea eligiendo una partic®suficientemente fina)
podemos asegurar que la diferencia entre la suma superioinferior es tan pequefia como uno quiera,
también en este caso. Luego podemos hacer que las suma®gestén tan proximas a las inferiores
como queramos, lo que prueba dueh es integrable. O

Corolario 6.1.10. Sean fg: [a,b] — R. Entonces

1. Si f es continua entonces f es integrable.
2. Sif esintegrable entonce8 £ f . f... f esintegrable para todo a IN.

3. Si f g son integrables entonces fg es integrable.

Demostradbn. Para ver 1. tomamdsgx) = X, §(x) = f(x) y usamos el teorema anterior, puesh(x) =
f(x). Queh es integrable se deduce del hecho de que es una funciortonanpacotada efa, b].
Para ver 2. tomamds= f, ¢(x) = x".
Para ver 3. escribimos 1 1 1
fg= E(f +9)°— zfz— 592
y usamos qué + g es integrable y el item previo con= 2.

O

Observacbn 6.1.11.En general ealsoque la composiéin de dos funciones integrables resulta integrable.
Un ejemplo egt dado por las funciones siguientes, ambas definidas enesl/aib [0, 1]:

1/qg si x=p/qesracional (y estsimplificado todo lo posible)

f(x) =
0 si xeQ

9(x) =
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Se define {0) = 1 para evitar ambigiedades, aunque no es muy relevante desde el punto de vikta de
integral. Entonces f es integrable (difl, ver la Notal al final de este cadipulo), g es integrable (obvio),
pero go f es la funcbn de Dirichlet, que como vimos no es integrable.

Dada una funcion continua éa b, su restriccion al interval@, x| para cualquiex € [a, b] sigue siendo
continua. Luego es integrable, y llamamos a

F(x) :/axf(t)dt

funcion primitiva de f. Esta primitiva es una funcion derivable, y su derivadacidie conf, resultado
conocido TFCI:

Teorema 6.1.12(Teorema Fundamental del Célculo Integreea f: [a,b] — R una funcén continua.
Dado x€ [a,b], sea F: [a,b] — R definida como

Fo = [[f= [t

Entonces F es continua éa, b|, derivable en(a,b) y adenas, para todo x (a,b) se tiene

Demostraddbn. Seas= max{|f(t)| :t € [a,b]} (que es finito porqué es continua). Veamos qlees conti-
nua en los bordes. Observemos ya) = 0.

X X
FO9—F@|=| [ 1< [ |1 =infs(f].P)
dondeP es una particion del intervala, x|, es decir (sM; es el supremo def (t)| en el interval\;)
[F(x)—F(a)| < S(|f[,P) =5 MiAi <s) Aj=s(x—a).
| |

Con esto es evidente g&€x) — F(a) six — a’. Por otro lado,

b X b b
FO)-Fel=| [ 1= [T1=1 [ 1< [ If]=infS(f|.P) < s(b-)

donde ahora la particid® es del intervaldx, b]. Esto prueba quE (x) — F(b) cuandax — b~.
Tomemos ahora un puntg interior del intervalda, b]. Six es otro punto cualquiera €a, b), calculamos

FOO—F(x0) _ Af—faof _ Jof
X—Xo  X—Xg  X—Xo
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Queremos ver gque esta expresion tiendé@) cuandax — Xg. Esto probaria qui es derivable, quE’ = f,
y en particulafF es continua en el interior.

Comof es continua entrey xg, existen dos nUmeros reales (el maximo y el minimd déi) tales que
my < f(t) < My

para todd entrexp y X. Supongamos primero qxe> xo. Entonces integrando se tiene

My(X—Xg) < /X:f < Mx(X—Xo).

Luego, comax — xg > 0,

1 X
my < /fSMx-
X0

X—Xo
Cuandax — xg tantom, comoMy tienden af (Xo), por serf continua. Esto prueba que
fim FO P00 i)

x—0t X—Xo

Si X < Xg, con un razonamiento analogo se obtiene que el otro lilaitzal también d& (xo). Hay que
tener cuidado solamente en el siguiente hechg:<sixg, entoncesc— xp < 0, luego las desigualdades se
invierten. O

Entonces, dada una funcion continfiaexiste por lo menos una funcion derivable tal dtfe= f.
¢,Cuantas puede haber? El siguiente lema muestra que noustrasnen el sentido de que no son muy
distintas todas las que hay:

Lema 6.1.13. Si F,G son funciones continuas éa b|, derivables en el interior, tales que/) = G'(x)
alli, entonces existe una constance R tal que

Demostradbn. SiH(x) = F(x) — F(x), entonces
H'(x)=(F-G)'(x) =F'(x)—G'(x) =0
en el interior, entonces por el teorema de Lagrargess constante alli pues
H(x) —H(y) = H'(c)(x~y) =0.
o

Es decir, dos primitivas dé difieren a lo sumo en una constante, o lo que es lo mismo, si omace
una primitivaF, entonces todas las primitivas fie@stan dadas por la familia

/f:{F+c:ceIR}.
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Para calcular una integral definida basta encontrar erdaigana primitiva dé y se tiene

b
[ f=Fb)-F@).

En efecto, esto es obvio Bi es la primitiva hallada en el TFC, es decirf<ix) = [ f. Pero siG es otra
primitiva, entonce§& = F + cy en consecuencia

G(b) - G(a) = F(b) + ¢ (F(a) + ©) = F(b) - F(a) = [ 1.

Este resultado se conoce coRRegla de Barrow
Del teorema de arriba también se dedudeetema del valor medio para integraleTVMI),

Proposicion 6.1.14.Si f : [a,b] — R es continua, entonces existe ¢a, b) tal que

b
/ f— f(c)(b—a).

Demostraddn. Basta aplicar el teorema de Lagrange a la fun&iéq = [} f:

/bf — F(b)—F(a) = F'(c)(b—a) = f(c)(b—a)
para algrc entreay b. O

Este teorema, cuandoes positiva, tiene contenido geométrico, pues nos dicebfea bajo el grafico
de f (entreay b) esta dada por el area de algin rectangulo de lbas® cuya alturaf (c) es alguna altura
intermedia entre el minimo y el maximo deen|a, b].

La idea es que si tomamos un rectangulo de base
[a,b], y hacemos variar la altura entre el maximofde

y el minimo def, en algn momento el area obtenida
con el rectangulo coincide con el area bajo el grafico
def en[a,bl.

6.2. Integrales impropias

Dada una funcién continua en un intervidgb), podemos calcular su integral en cualquier intervalo mas
pequefio. Surge la pregunta de si existira el limite desastegrales cuando el intervalo tiende al intervalo
total. Es decir, dada < x < b, pongamos

F(x) = /axf(t)dt.
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Entonces podemos definir a la integral impropia como urtdinais decir

f_ lim F(x),

a x—bt
en el supuesto de que este limite exista. En este caso d;irtq;mgﬁa? f converge
Las mismas consideraciones se aplican para el otro extremo.

Ejemplo 6.2.1. Consideremos (f) = t*% gue es una funéi con una discontinuidad en# 0. Entonces

1
f=1 dt = lim 2 [im 2—2y/x=2
xg& X \/_ me \/—|X er(r)]+ \/;(

Esto es, earea encerrada por el gifico de f, los ejes, y la recta=x 1 esfinita.

¢ Qué pasa si la discontinuidad esta dentro del intervatogn el borde? Por ejemplo, tomenfds) =
t3enel intervald—1,1] — {0}. Tenemos, por un lado

/ f(t dt—3t3|X = (x3+1)3|x<0

y por otro lado
1
/ f(t)dt=3t3 L =3(1—y3) siy > 0.
y
En el caso particular en el que tomanmxos —Y, se tiene
fim dt+/ tydt= lim 3(—y3 +1) +3(1—y3) =3+ 3=6.
y—0+ y—0t

Esta manera de calcular una integral impropia (tomandotemilo simétrico alrededor de la discontinui-
dad) se conoce comalor principal de la integral, es decir

1 2
v.p./ t73dt=6
-1

en general, dadé: [a,b] — {0} — R definiremos

vp/ f(t dt_ler(r)L{/:oEf(t)dt+/xj+sf(t)dt}.

Hay que tener presente que en muchos casos modificandorealotese puede modificar este limite.
Ejemplo 6.2.2. Tomemos (t) = £ en el intervalgd—1,1]. Se tiene

1 7X
v.p./ —=lim —dt+/ —dt= I|m In|—x|—In|x =
1t xsotJoa

mientras que si no miramos el valor principal, podemos oétetro resultado:

-2X 1
fim —dt+/ Zdt= lim In|—2x ~In|x| =In2
x—0t

Estos ejemplos nos muestran que tenemos que tener clare kpuguemos calcular cuando integramos
una funcioén no acotada; en casos concretos puede despen@problema que estamos estudiando cual
es la interpretacion correcta que tenemos que hacer.
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6.2.1. Intervalos infinitos

El otro caso que nos interesa es el de un intervalo infinit@ pisnsa de la misma manera, es decir,
como un limite.

Ejemplo 6.2.3. Si f(t) = 17, entonces

+mf g i X 1 ) i n
/0 (t) t:H'Tm/O e t:xirpmarctgx)—arctgm): >

Nuevamente surgen las mismas consideraciones si hay duoisifisi tomamos un intervalo simétrico
alrededor del cero diremos que es el valor principal.

Ejemplo 6.2.4. Consideremos (t) = 127 Entonces . [ 5 f (t) dt es el imite
X
< _ 29X _ g 2y _ 2y _
xL'Too 7Xf(t)dt_xlﬁ|rﬂmln(1+t )|,X_X£Tmln(l+x )—In(1+x%) =0
Por otro lado, si no tomamos un intervalo $trico, el imite puede dar distinto:
2

v o 22 _ 2y _ 2y _
[im f(t)dt_xleIn(l+t )|*X_XL'Tm|n(1+4X) IN(1+x°) =In4.

X0 J_y

Ejemplo 6.2.5. Un caso relevante es el de la integral® tipdt, para p> 0. Como

X —p+1 1-p
/t*pdt: t |)1(:x 1
1 -p+1 1-p 1-p

para cualquier p> 0, p= 1, la expresbn de la derecha tienérhite cuando X+ +o siy losil—p < 0.
¢, Qe pasa si p= 1?7 En este caso la primitiva es el logaritmo y por lo tanto laegral diverge. En resumen,

® 1
—dt
b

converge si p> 1

divergesi0< p<1

Como se pueden imaginar, si uno reemplaza el

intervalo[1,+) por el intervalo(0, 1], el com-

portamiento def(t) = 1/tP no es similar (es Problema 6.2.6. Probar que
bueno en este punto, graficaf\lf, 1/t y 1/t?

en|0,+0) en el mismo sistema de ejes para tener 11
alguna intuicion de lo que esta ocurriendo). De- / —dt
jamos como ejercicio ver que vale un resultado o tP
analogo al enunciado arriba, con similar demos-

tracion, en el intervaldo, 1].

converge sD< p<1

diverge si p> 1
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6.2.2. Convergencia condicional y absoluta

Diremos quef;3 f converge absolutamentei f;’ |f| converge. Si no es asi, pero la integralfdeonver-
ge, diremos que la integral deconverge condicionalmente

El siguiente lema generaliza una idea que ya desarrollaarassucesiones. Nos va a resultar til para
las integrales de funciones positivas.

Lema6.2.7. 1. Sea G [a,b) — R una funcon creciente (b puede sefw). Entonces existe einhite

Iir‘g\+ G(x). Este Imite es finito si y@lo si G es acotada superiormente.
X—

2. Las mismas consideraciones valen para(&b] — R y el limite lim G(x).
X—a~

Demostradbn. Veamos 1. Supongamos q@ es creciente, see= sup {G(x)}. Afirmamos quel =
x€la,b)

Iir‘{)\+ G(x). En efecto, por definicion de supremo, dagde 0 existexg € [a,b) tal quel — G(xg) < €. Si

X—

|b—x| =b—x< d=b—Xg, entonces comr> X y G es crecientei3(x) > G(Xo). Entonces
| —G(x) <1 —G(x) <&,

lo que prueba que el limite existe y coincide con el suprégngarticular el limite es finito siy sblo &€ es
acotada superiormente.

La demostracion de 2. es analoga y queda como ejercicio. O

Observacbn 6.2.8. Un hecho importante es que, en el caso de funciones intezgahpositivas £ 0, el
Lema6.2.7nos dice que el problema de convergencia se reduce a prolesiagategral [} f (t)dt esé aco-
tada, ya que es una furdmi creciente de x.

Teorema 6.2.9.Si f es continua efa,b), y f;’f converge absolutamente, entonces converge. Es decir, si
existe Iir‘g\+ JX1f(t)|dt y es finito entonces exisllia‘p+ X (t)dt y es finito.
X— X—

Demostradbn. Si Iirp+ JX|f(t)|dt < 4o, entonces cada una de las funciones positivaé_ deben veri-
X—

ficar la misma condicion. En efecto, en primer lugar cofmes continua, es integrable, y entonces ambas
funcionesf., f_ son integrables efa, x]. Pongamos

A ]

Como [f(t)] = f.(t) + f_(t), se tieneF(x) = [X|f(t)|dt. Las tres funcione&,,F_,F son crecientes y

positivas. Ademas como bI’|+r|='| (x) es finito,F esta acotada superiormente por este limite. Entonces
X—

Fr(X) < Fy (X) + F_ (X /|f )idt = lim F (x)
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Esto prueba qué, (y con un argumento idéntidé_) es una funcion acotada superiormente. Por el lema
previo, existen los los limites

= lim F.(x) = lim jf £ (1)

X*}b*

lr=IlimF_(x)=1Ii f,tdt.
2 XIJEL (X) erlTJ]+ a ()
En consecuencia, confo= f, — f_,
lim t—nm/f+du4m f@)dt=11—I.

x—bt x—bt x—bt

6.2.3. Criterios de comparacbn

Dadas dos funciones positivasg : [a,b) — R (b puede ser-) si las suponemos integrables|erb),
entonces la convergencia démplica la convergencia dé siempre qud < g. Mas precisamente:

Proposicibn 6.2.10.Sean fg: [a,b) — R funciones integrables (b puede se®) y no negativas.

1. Si f(t) < g(t) para todo te [a,b), entonces sf;’g converge, tamén convergqe?f
2. Si f(t) < g(t) para todo te [a,b), entonces sf;’f diverge, tamk#én divergef;’g

Demostraddn. TomemosF (x) = (X f(t)dt, y G(x) = [Xg(t)dt. Ambas son crecientes éa,b), por ser
f,g > 0 alli. Ademas

F(X) <G(x)
para todox € [a,b) por serf < g. Comofa?g converge, se tiene ademas dBf&) < f;’g. LuegoF es
creciente y acotada, con lo cual tiene limite finito cuaxde b™ por el Lema6.2.7.
El segundo item es consecuencia del primero. O

Corolario 6.2.11. Sean fg: [a,b) — R funciones integrables (b puede sew).

Si|f(t)| <|g(t)| para todo te [a,b), y la integral de g converge absolutamente, entonces tminn-
verge absolutamente la integral de f, y si la integral de f npawerge absolutamente entonces tampoco
converge absolutamente la integral de g.

Teorema 6.2.12.Sean fg son positivas efa,b), donde b puede sefw. Si In‘{)\ ng = L existe, entonces
x—b~

hay $lo tres posibilidades, que se detallan a contind@aci
1. L esfinitoy no nulo. Entoncgf§ f converge si y@lo si f;’g converge.

2. L=0.Entoncegyg < +® = 2 f < oo,
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3. L= +oo. Entoncesf{fg diverge= fa?f diverge.

Demostracdn. Dadog > 0, siL es finito, se tiene
(L—g)g(t) < f(t) < (L+e)g(t)

para todd tal quexy <t < b. Observemos que > 0 siempre gque exista, por sk positivas.

1. SiL no es cero entonces podemos elegipsitivo de manera gue— € siga siendo positivo. Entonces
por el criterio de comparacion, se tiene que una es cormrgey solo si la otra también.

2. SiL =0, el lado izquierdo es negativo por lo tanto sdlo podemegw@asr que la convergencia de
garantiza la dd, y no la reciproca.

3. SiL = 4, entonces dadbl positivo existex tal que
f(t) > Mg(t)

paratodat <t < b. Sila integral def converge se deduce que laglambién, sin poder decir nada sobre
la reciproca. O

Observacbn 6.2.13. Los mismos resultados valen si tomamos intervééob] donde ahora el extremo
izquierdo es abierto.
Criterio integral de Cauchy

En general, dada una integral impropia definida en un infigrea posible decidir la convergencia de la
misma comparandola con una serie adecuada. Recordemu@ialgunos hechos elementales de series.
Seaay una sucesion de nimeros reales y

la sucesion de sumas parciales. Entonces

1. ax — O noimplica que la serie converge.
2. Si es cierto que si la serie converge entomges 0.

3. Una serie de términos positivag> 0 es convergente si y s6lo si sus sumas parciales estadasot
pues en este ca&y es una sucesion creciente de nimeros reales.

Teorema 6.2.14Criterio de comparacion de Cauchygea f: [N, +) — R una funcén decreciente y no
negativa. Entonces la integrg;ﬂﬁ*00 f converge si y@o si la sucein de sumas parciales

es convergente. Es decir, si llamame@s=af (k), la integral converge si y&do si la seriey ax converge.
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Demostraddbn. Observemos que por sémecreciente y positiva, para tollg> N se tiene
k+1
f(kt1) < / ft)dt < f(K),
k

como se puede apreciar en la figura, pues la base del retiangle exactamente 1:

Sumando desde= N hastak = n se tiene

c d nt1 n
k;vak_aN - k:%+1ak = /N f(t)dt < k;ak,

Comoag > 0, la serie es convergente si y solo las sumas parcialas asttadas, y esto ocurre si y solo si
la integral def esta acotada, y comfo> 0 esto ocurre si y solo si la integral es convergente. O

Corolario 6.2.15. Combinando el teorema previo con el Ejempld.5 se deduce que parap0, la serie
3 1
L KP

converge siy&lo si p> 1.

Ejemplo 6.2.16. Observemos que,

r

cuando x— +oo. Luego la integral

sert?)
t2

x1 1 1
dtS/ —2:——|>i:1———)1
1t t X

+00 2
/ sert )dt
1

t2
converge absolutamente, y en particular converge.
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Por otro lado, integrando por partes,

X sent?)k  /xsent?) ser(x?) ser{l X ser(t2
2 = =
/1 cogt9)dt = o 1+/1 o2 dt o 2/ .

i serpd) oo 2
ComoxllT ~— =0, se deduce qug" "~ coqt)dt es convergente.
e

Sin embargo, comizogx)| es perddica, continua, y se mueve enfrg 1, existed > 0 tal que para todo
ke N,

[cosx)| =

NI =

siempre que x [kit— d,km+ 9]. Luego
|cos(t?)] >

NI =

siempre que/kr— & <t < v/kit+ 8, para cualquier ke IN. Entonces comfrogt?)| es positiva,

nr+- 3 n VKo nq
cogt?)|dt > / cogt?) ~(Vk+ 85— k-
Jo ottt =y [ Cieost?at> 5 S(vhmis- vin-d)
n 1
= 52 )
& v+ 0+ Vki— 0

Comovkm+ 8+ vkn— 3 < 2vkn+ 6 < 2v/3+ vk para todo ke IN, se deduce que

nre+ 3 n
/ 2|cos(t2)|dtzcz 1
1 K=1

Estaltima serie es divergente por el criterio de la integralkedio la integral decogt?) no converge abso-
lutamente Como vimos antes, converge sin édulo, luego la convergencia es condicional.

Criterios de convergencia de series

En general, si podemos comparar dos sucesiones de ténpaisitisos podemos razonar como en el caso
de funciones. Se tiene el siguiente resultado, de demdsirsencilla que queda como ejercicio:

Proposicion 6.2.17. Sean{ax}, {bx} dos sucesiones dérminos positivos. Sia< by a partir de un I,
entonces

1. Siy bk < « entonces ay < .
2. Siy a diverge, entonces by diverge.

Ejemplo 6.2.18. Un ejemplo importante y simple de serie, contra la queae Eomparar, es la llamada
serie geordtrica: si ¢ > 0, entonces la serie

%ck:1+c+cz+c3+...
K=
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n
es convergente si< 1y divergente si ¢ 1. En efecto, sig= § ck, se tiene
k=0

Si=1+c+cP+c+-+c"

de donde se deduce despejando que

1— Cn+l

31:1+c+02+c3+~~-+0”:71 S

En esta expreén es evidente la afirmamn sobre la convergencia.

Diremos que una seriga, converge absolutamentesian| es convergente. Dejamos para mas adelante
la demostracion del hecho siguiente:

> lan[ <=3 ag <o

Repasemos un par de criterios tiles y conocidos por todos:

Proposicion 6.2.19. Sea{an} una sucegin de rimeros reales.

1. Criterio de D’Alembert (cociente). Si

existe, entoncesk 1= 3 & diverge, mientras que kK 1 =3 a, converge absolutamente.

2. Criterio de Cauchy (rz eresima). Si
C= lim {/|an|
existe, entonces € 1= ax diverge, mientras que € 1=y a converge absolutamente.

Demostradbn. 1. Supongamos que< 1. Elegimos > O chico tal quec = L + € < 1. Entonces tomamos
np € IN tal que sin > ng,

—&<

‘@ L<e (6.2)
an

Despejando del lado derecho se deduce que
lan+1] < (L+¢€)|an| = clan|.
Como esto vale para cualquige> ng, se tiene para cualquigre IN

|@ng |
|ng-+pl < Clang+p-1] < Plangp-2| < -+ < cPlany| = chotPI =K.

Esto prueba qug,| < Kc" para toda > ng, y por el criterio de comparacion con la serie geométdoao
¢ < 1, se deduce qug a, converge absolutamente. La demostracion de que divelge-si es anéaloga:
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ahora hay que elegér> 0 tal queL — € > 1, y despejar del lado izquierdo de la desigualdag)( Iterando
nuevamente, se compara (ahora por debajo) contra la sergegéca erc = L — €, que ahora diverge.

2. La idea de la demostracion es similar. Ahora hay que wbhsgue podemos conseguig tal que
n > ng implica
C—e< v/|an| <C+e,

y con esto
(C—g)"<|an| < (C+e)".

Si € es suficientemente pequefio, se cons@ue > 0. Queda como ejercicio terminar de escribir la demos-
tracion en este caso, comparando la erjecon las series geométricas@e € y C+ € respectivamente.

Observacbn 6.2.20. En ambos casos, si dhiite dal no podemos usar el criterio. Para convencernos,
basta considerar @= 1/n, que nos da una serie divergente, y dor{dﬁ — 1 =L, mientras que si

consideramosa= 1/n?, nos da una serie convergente, y tagh{/n2 - 1=L.

Necesitamos, antes de seguir, un resultado fundamentalsatesiones (que enunciaremos en particular
para series).

n
Teorema 6.2.21.Sea{ax} una sucedin de rimeros reales, S= Y a. Entonces existe elrhite S=
k=0

Iirr;nSn = Y a siy Dlo sila cola de la serie tiende a cero. Es decir, sioyossi dadoe > 0, existe g € IN
kf

tal que, para cualquier g IN,
No+p

Sorp-Sol=| 3 ad<e

k=np+1

Demostraddbn. Supongamos primero que la serie es convergente, esSleeirS. Entonces, dade > 0,
existeng tal que|S, — S| < €/2 para toda > ng, con lo cual

St p— Snol < [Swpp— S+ [S— Syl <£/2+€/2=¢,

y esto vale para cualquigre IN.

Supongamos ahora que se verifica la condicion del teorentkddr, la cola tiende a cero. En particular,
se tiene, dade = 1, que sin > ng entonces

|Sn| < |Sﬂ_Sﬂo| + |Sﬂo| <1+ |Sﬂo|

para todon > ng. Es decir, todos los téerminos de la sucesfnde ng en adelante, estan acotados por
1+ |Sy|. Entonces toda la sucesi§f,} es acotada pues los primeros términos, que son finitos jéamb
estan acotados. Se deduce que existe una subsucesi@nganteS, — L cuanddk — c. Afirmo que este
nimeraoL es el limite de la serie. Para verlo, dads 0, existe por la condicion que es hip6tesisyE IN tal
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que|S, — Sy, | < €/2 para todm > ng. ComoS,, tiende a_, también existe ukp € IN tal que|S,, —L| < &/2
si k > kg. Podemos suponer, agrandakgogueny, > no. Entonces, si > ng

S LI < S = Sn [+ S, —LI<&/2+€/2=¢
lo que prueba qu§, — L cuandan — co. O

Observacbn 6.2.22. Se deduceitilmente ahora que la seriga, converge cuandy |ay| es convergente,
pues

n+p n+p
| > al< |al.
k:;le k:;Jrl

Estalltima cantidad tiende a cero cuando# o« si la serie de los idulos converge, por el teorema. Se
deduce que la cola de la serie tiende a cero, y nuevamentedando el teorema, se deduce que la serie
Y ak es convergente. Este resultado se suele mencionar dicgunela convergencia absoluta implica la
convergencia de una serj@l igual que con las integrales.

Antes de pasar a una aplicacion veamos un criterio pamssaternadas.

Proposicion 6.2.23. Criterio de Leibniz (series alternadas). Si a 0,a, — 0y an+1 < a, para todo n,
n
entonces S- ¥ (—1)Kay < +o0. Adends|S— S| < a1, donde $es la suma parcialy (—1)¥ay.
k=0

Demostraddbn. Consideremos la cola, y supongamos qup son pares para simplificar. Todos los otros
casos tienen idéntica demostracion. Observemos quey tarsucesiorek es estrictamente decreciente,
cada uno de los términos entre paréntesis es estrictampesitivo:

n+p
ISvp—S| = | Z (_1)kak|:|an+p—an+p71+"'—an+3+an+2—an+1|
k=n+1
|(@n11—ant2) + (@13 —8nia) + -+ (@nip-1—anyp)|
= ant1— @2t ant3—anya+ -+ @ntp-1—antp

= @1~ (@i2—ant3) = — (@nip—anip-1)-

El Gltimo término entonces siempre es menor gyg. Esto prueba quis, p — Sy| < @ny1, y comoay — 0,
se deduce que la cola tiende a cero. Por el Teoi@&], la serie es convergente. Haciendo tenpler
infinito se deduce quES— S| < ant1. O

Ejemplo 6.2.24. Sabemos que la ser'@@l% es divergente por el criterio integral. Sin embargo, por el
criterio de Leibniz la serie

es convergente y su suma S difiere Q&S—% en menos queza= % Este ejemplo tambéh nos dice que
la reciproca de lo enunciado en la Observani6.2.22es falsa, pues la serie converge pero no converge
absolutamente.
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6.3. NOTAS

I. Lafuncion f definida en0, 1], con f(0) = 1y dada por

é Six= Ep € Qy p,qno tienen divisores comunes
f(x) =

0 sixeQ.

es integrable ef0,1] y ademélsfo1 f = 0. Para probarlo, contemos un poco:

= ¢ Cuantos nimeros racionale&) hay en(0,1) con la propiedad de tener un numero 2 en el denominador?
Unicamente uno, el nUme@ pues si ponemos en el numeradgoun niimero mayor o igual a 2, obtenemos

el nﬂmero%, que tiene factores comunes, o nlmeros mayores que 1.
= ¢Cuantos nimeros racionalgsay en(0, 1]? Hay dos, que soé, % por los mismos motivos.

= ¢ Cuantos nimeros racionafgdhay en(0,1]? Hay dos, que soﬂ-,u %, por los mismos motivos. Observemos
que eI%1 no hay que contarlo pues no verifica que q no tienen factores comunes.

= En general, habra a los sume- 1 racionale§ en el intervala(0, 1].

Luego, los que tienen denominador menor guyeque se obtienen juntando todos los de la lista de arriba, son
finitos.

Dadoe > 0, usemos el criterio de integrabilidad: alcanza con emapnina particion de|0, 1] dondeS(f,P) —
I(f,P) < €. Como en cualquier intervalo de cualquier particion, hasiempre un nimero irracional, esta claro
que las sumas inferiores dan todas cero. Basta probar estqoe, dade > 0, hay una particion tal que la suma
S(f,P) < €. TomemosK € IN tal que% < §. Por lo que observamos recién, hay finitos nimeros ralgisnmm
nulosr = ﬁp en el intervald0, 1] tales quey < K, contanda = 1. Digamos que soN = N(K), los ordenamos de
menor a mayor y los nombramds; }i—1..n, conry = 1. Ahora tomamost suficientemente pequefio de manera

que la siguiente sucesion resulte bien ordenada
O7rl_a7rl7rl+a7r2_a7r27r2+a7r3_a7“' 7rN _a7rN

Podemos definir una particid® del intervalo[0, 1] de la siguiente manera: separamos en intervalos que tienen
racionales com < K y en intervalos que no tienen racionales ¢on K, como indica la figura:

2a
—
ri r2
== R e =
0 o rn—-a r+a frh—a ro+a 1-a 1

Es decir, tomamos primero los intervalas remarcados en la figura, que son aquellos de anaheehtrados en
los puntosrj (como por ejempldr; —a,r; + a]). De estos hayN — 1. Incluimos también los intervaldd,a] y
[1-a,1].

Si a los intervalos restantes los denominamfjsse observa que son aquellos intervalos que quedan entie med
(como por ejempldry +a,r, —a]), donde no hay ningin namero racional apa K:

r )

0 a rn—a ri+a ro—a ro+a 1-a 1
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Esto define una particioR = {A} del intervalo[0,1]. CalculemosS(f,P) = ¥ MA, pero separando en dos
términos:

S(F,P) =5 M+ 5 MEAL,
dondeM, es el supremo dé en A, mientras quéV;| es el supremo dé enA}/. Observemos que, comrfx) <

1 para todox € [0,1], se tiene en particular qud, < 1 para todok. Por otro lado, como sefialamos antes, en
cualquiera de los intervala‘s{j, cualquier racional es de la pinta= g cong > K, con lo cual:f (x) =0 six¢ Q,

mientras quef (p/q) = 1/q < 1/K. Esto nos dice quil; < 5 para toddk. Con esto,
!/ € "
S(LP) <13 At 5 3 AL

Ciertamentey A; < 1 pues estos intervalos son sblo una parte[@dl. Por otro lado, cada intervaly, tiene
ancho 21, y hayN de ellos (en realidad sdd — 1 y después hay que contar las dos mitades de los extrernas), ¢

lo cual ¢

S(f,P) <2aN+ >
Si elegimos (achicando si es necesatiaje manera que < ﬁ, se tieneS(f,P) < €, que es lo que queriamos
probar.

Il. Lafuncion f definida en la nota anterior verifica la siguiente propiegada cualquiea < [0, 1], se tienaﬂgﬁ (x)=
0.

Para probarlo, seame [0,1], € > 0, y tomemos cualquier nUmero natukatal que% < &. Recordemos que por
lo obsevado en el item previo, los nimeros que tienen daraaor menor qu&, que se obtienen juntando todos
los de la lista de arriba, son finitos. Esto quiere decir qeretique haber algln entor(@— 6,a+ 8) del puntoa

en el intervald0, 1] donde no hay ninglin raciong)/q conq < K (con la posible excepcion de/q = a, pero no
importa porque estamos mirando el Iimxitsalirﬁx), y entonces el punt®= a no nos interesa). Para convencernos

de esta Gltima afirmacion sobre el entorno, pensemos €firf@aaion opuesta: seria decir que para tads 0
hay algln racionap/q = aconq < K y tal que|p/q—a| < &; pero esto nos permitiria fabrica infinitos de estos
puntos contradiciendo lo que contamos anteriormente.d@amos que el limite es en efecto 0. Tomemosn
|x—al < 8, x# a. Entonces sk ¢ Q, se tienef (x) = 0 por definicion y ciertamentgf (x)| < €. Por otra parte si

x € Q, por como elegimos, debe sek = p/qconqg > K, luego

1 1
=|f(p/a)l = Sg <&

(%) q

que es lo que queriamos probar.

En particular, observando la definicion dleresulta quef es continua en los irracionales, y discontinua en los
racionales. Esto permitiria otra prueba de la integrddilidef, pero para ello necesitariamos probar (y no vamos
a hacerlo aqui) que una funcién acotada, que es contifu@igaconjunto numerable de puntos, es integrable.



Los matematicos son como los franceses; lo
que sea que les digas ellos lo trasladan a su
propio lenguaje e inmediatamente es algo
completamente distinto.

Goethe

7.1. Integrales en el plano

Comencemos por definir integrales para funciones con doneinialgn subconjuntd c R?. Nos
vamos a encontrar con dificultades propias de los dominiesi@gtipo. Para comenzar es bueno entender el
caso mas simple, en el que el dominio es un rectangulo.

7.1.1. Recéngulosy particiones

El analogo de un intervalo en el plano es un rectangulosgumiede escribir siempre como el producto
cartesiano de dos intervalos:

A

y
R R EEE R R
|
: :
i R=[a,b] x [c,d] i
| I
' I
C ...... e e e e e e e = -
a b ;

En este cas® = [a,b] x [c,d] que es lo mismo que decir qué= (x,y) € R si y s6lo six € [a,b] e
y € [c,d]. Su medida o area es el producto de los lados, que denotspeEs decir, el nimero positivo.

H(R) = (b—a)(d—c).
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El diametro o(R) del rectanguld es la mayor distancia entre dos de los puntos del rectangudéocomo
se puede observar, es simplemente el largo de la diagonaadahgulo:

A

y
dl- ..

\ 4

El hecho a rescatar de esta definiciorke¥ € R= ||[X —Y|| < 8(R).

Si tenemos una funci6fi(x,y) definida enR, po-
demos preguntarnos cual es el sentido de calcular
la integral def en R. La respuesta es simple si
pensamos en el grafico deque es un subconjun-
to delR3, y por ahora, hacemos la simplificacion
de suponer qué > 0. Entonces la integral dé
queremos que represente el volumen de la figura : ;
formada por el rectangulo con piso el plane 0 IR
y techo el grafico dd, como en la figura de la -
derecha. Tl L

Observemos lo que pasa en un ejemplo senci-
llo: si f(x,y) = 1, obtenemos un “paralelepipe-
do” (ladrillo) de baseR y altura 1, cuyo volu-
men es 1b—a)(d—c). En general, sf(x,y) =c

con c > 0, obtenemos que la figura es un ladri-
llo de baseR Yy alturac, por lo que su volumen es
c(b—a)(c—d).
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Vamos a definir las sumas superiores e inferiores de unadieei forma analoga a como hicimos en
la recta. Dado un rectangulRy podemos subdividirlo siempre en una cantidad finita deanggtlos mas
pequefios, es dedt= UR; donde losR; son rectangulos (disjuntos salvo los bordes) del planmocse ve
en la figura:

Esto es lo que denominamos una partidtbde R, y en general lo anotamos corRo= {R;}. Un refi-
namiento P’ deP es otra particion que descomponga cada uno de los redt@iyen una union (disjunta
salvo los bordes) dg; = U,-R'J- de nuevos rectangulos, como indica la figura:

T T T
1 1 1
i ' | ' ' | ' : '
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I ' 1 v ' 1 ' 1 '
1 ' ! ' ' ! ' 1 '
! ' 1 ' ' 1 ' ! '
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H [ 1 ' ' 1 ' I ' 1 Y : '
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! I} | ' f H ' ! L [
I e dee e n e n e Lelaeeaa R deeeal EEEEEmmemeee
| 1 | 1 O I ' h v
1 ' : ' ' : ' 1 ' .
I ' ' ' ' I ' — .
: ' : ' ] : ' : ' R| fUJRIJ
R I ' 1 ' ' 1 ' 1 '
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| ' | ' ' | ' H '
e [ eebedlanaaa heemme=e= [ SR
1 [ : [ [ : [ 1 [
1 1
! ' | ' ' | ' 1 '
H ' | ' ' | ' H '
i Tt B et L il e m e ——————
1 I I 1
1 1 1 1
1 ! ! 1
1 ! ! 1
1 I I 1
L 1 1 L

de manera que ahoRe=Uj jR..

El didmetro 8(P) de una particion (también llamadoerma de la particion y denotad{P||) es el méaxi-
mo de los diametros de todos los rectangulos que formamrdcidn. Indica que tan pequefios son los
rectangulos: a menor diametro, mas chicos los rectasgie la particion. Observemos que dada una par-
ticion P cualquiera del rectangulo originRl y un nimero positive, siempre podemos obtener un refina-
mientoP’ deP de manera tal qu&P’) < e.

Definicion 7.1.1. Dada una fundn positiva f: R— R y acotada, y una partién P=UR, de R,

1. La suma superior de f en la parton P es
S(f.P) = 3 Min(R)
1

donde M es el supremo de f en el récigulo R.
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2. La suma inferior es

I(f.P) = 3 muR)

donde ahora mindica elinfimo de f en R

7.1.2. Integral de Riemann

Claramente, sM = suf(f) enRy m=inf(f) enR, entonces para cualquier particibr= UR, deR se
tiene
m<m <M; <M

para toda, dondem, M; indican el supremos e infimo deenR;. Entonces se tiene
I(f,P) <S(f,P)

para cualquier particion. Como en el caso de una variabl&a@l ver que las sumas superiores decrecen a
medida que la particion se refina (pues el supremo en unmimnas pequefio es menor o igual que en el
conjunto mas grande), y también es facil ver que las sunf@sores crecen. También se deduce entonces
gue dado un par arbitrar® Q de particiones,

I(f,P) <S(f,Q).

Se observa que las sumas inferiores estan acotadas sopmrie. Luego estas cantidades tiene un su-
premo que denotaremag(f), la integral inferior de Riemann. Analogamente, al infimo de las sumas
superiores lo denotaremby f), y evidentemente

L(f) < 17(f).

Cuando ambas cantidades coinciden decimosfgggERiemann integrable enR. A esta cantidad la deno-
tamos conf f, y la llamamosntegral doble de f, y lo usual es usar la notacion

J ki

para aclarar que se trata de una funcion de dos variables.

Dominios generales

Cuando una funcién esta definida en un domibia R? acotado, pero que no es necesariamente un
rectangulo, se considera la siguiente funcion auxiligBe toma un rectangul®cualquiera tal qu® c R




7.1 Integrales en el plano 163

y se define
=y | T(X) siXeD
f(X)_{ 0 siXeR-D

Se definen las sumas superiores e inferiore$ dalizandof, y decimos qué es integrable e si T es

integrable erR.

Esta integral no depende del rectangulo elegido, puegisiqtambiamos el rectangulo por ofkg en
la diferencia de ambos rectangulo la funcias nula.

Se define la integral deenD como la integral dé enR, es decir

Af;é?

Una pregunta clave, a la que volveremos mas adelante, es saimer si esta funcion extendida es inte-
grable o no. Dicho de otra manera, ¢,cémo sabemos si dadangiarf definida en un dominio que no es un
rectangulo, si esta funcion es integrable o no?

\ vz=1
Definicion 7.1.2. Dado un conjunto acotado B R?, de- \\ \
cimos que D emediblesi la funcbn f = 1 es integrable 5 \\
en D, y en ese caso la medida de D se calcula como \ 5
N LTI TR \
mm:/l
D
N }
. : \
Este rimero es ehreadel conjunto D, como puede ob- \ \
servarse en la figura, pues la altura es constantemente \\ \
\
uno. \ \
\\ R \\

Dada cualquier funcion acotadalefinida en un dominio acotad® consideramos sus partes positiva y
negativa dadas por
[ f(X) sif(X)>0
f““‘{ 0 sif(X)<0

—f(X) sif(X)<0
roo={ 750§ S0

Ambas son funciones positivasfyes integrable Riemann énsi f, y f_ lo son, y comof = f, — f_,

Af;éu—ét

Observemos que, como en el caso de una varigfile; . + f_.

El criterio para ver si una funcién integrable es analdgieauna variable, con la misma demostracion
gue por lo tanto omitimos.
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Teorema 7.1.3.Sea Dc IR? un conjunto acotado. Entonces B — R es integrable en D si ytdo si para
todoe > 0 existe una partién P de un reéngulo que contenga a D tal que

S(f,P)—I(f,P) <e.

De acuerdo a lo que discutimos, si el dominio no es un reatanbay que integrar la funcion extendida
por cero en algln rectangulo que contenga al dominio. 8nge el problema de si esta nueva funcién es
integrable en el rectangulo.

\ \ Supongamos que tenemos un domiDicomo
\ \ en el dibujo, y lo extendemos a un rectangrilo
\ \ gue lo contenga, haciendo gtisea cero fuera

del dominioD, como discutimos antes. El pro-
blema, es que esta funcion no es mas continua
enR, aunque lo sea €D, pues en el borde de
D tenemos un salto, alin en el caso en el fjue
sea constante, como se observa en la figura.

La observacion importante es que alli, &b, es en el Gnico lugar donde no es continua, pues fuera
es continua por ser constante. Nos alcanzaria con ver gaaeggbn, la curvaD, no aporta nada a la
integral en el rectangul®. En el caso general, esto no es necesariamente cier®in embargo, bajo
ciertas condiciones razonables, como por ejemplo si lea@di\se obtiene como unién finita de graficos de
funciones continuas, se puede integrar con tranquilidad.

La idea es cubrir el borde con rectangulos de manera querla de las areas de estos rectangulos sea
arbitrariamente pequefa. Veamos que esto es posible.
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Proposicion 7.1.4. Sea$ : [a,b] — R una funcén continua. Entonces dado> 0, existe un conjunto finito
de recéngulos RC R? de manera que Gip) C (UR)° y adendisy u(R) =

Demostradbn. Para simplificar las cuentas, supongamos lgt€[0, 1]. Por ser continuap es uniforme-
mente continua eh Entonces, dade > 0, existed > 0 tal que|x — x| < & implica [¢p(X) — ¢(X)| < €/2.
Tomamoam € NN tal quenlq < 9, y particionamos el intervalf®, 1] en m pedazos iguales de longitudrh.
En cada intervalo las imagenesd@lestan contenidas en una banda de akyifa como indica la figura:

yA

&2 |

—_—

1
m

Formamos los rectangulos de ba¢my aIturaa/Z de manera quer(¢) C UR,. Como haynrectangu-

los, y cada uno de ellos tiene ared.h = mz, se tiene

ZM m——_£/2

La grafica puede pasar por el vértice de

dos rectangulos contiguos (izquierda). Abeezz------:

tomar la union, y luego el interior, ese pun- +._._ .

to queda sin cubrir. Cubrimos esos puntos U= ;

con rectangulos adicionales (derecha).

De estos puntos conflictivos, hay a lo sume- 1. Cubrimos cada uno de ellos con un rectangulo de base

g Y alturag/2. Entonces ahora se tiene en efeé@tdd) C (UR))°, y por otro lado las suma de las areas
de los primeros rectangulos €42, mientras que la de los nuevos a lo sumo

(m+1)bh= (m+1)
O

Se tiene en consecuencia el siguiente teorema. Recordaradsiategrable en un domini® quiere
decir que si metemos el dominio dentro de un rectangulotgnebemos & como 0 fuera d®, entonced
es integrable en el rectangulo.

Teorema 7.1.5.Sea DC R? un compacto, y f D — R una funcén continua. S8D est formado por una
uniobn finita de gaficas de funciones continuas, entonces f es integrable en D.
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Demostradgbn. Tomamos un rectangulo cualquidRdal queD C R, y extendemos & por cero erR—D.
Seas > 0. Queremos ver que existe una partickde Rtal que

S(f,P)—I(f,P) <&

Seas=max f) —min(f) enR (s> 0sif =0 enR). Cubrimos primero el borde d&con finitos rectangulos
{R }ica, de manera que

€
D> UR) = >
ComoR— (UR)° es compacto, ¥ es continua alli, es uniformemente continua (teorema dee-Borel).
Es decir, dade’ = ﬁ > 0, existed > 0 tal que|| X — Y| <3 (X,Y € R— (UR)°) implica
[f(X)—f(Y)| <¢€.

Tomamos ahora una partici®h= {R }icr deR que contenga a los rectangulds }ica que cubren al borde
de D, como indica la figura (estamos subdividiendo aquellosareptlos que estaban superpuestos para
pensarlos como rectangulos disjuntos):

Es deciP = (UicaRi) U (Uicr—aR)). Refinando, podemos suponer que la particion tiene diad@R) <
0. Entonces

SILP)-I(LP) = 5 (M=mHR) = 3 (Mi—m)u(R) + 5 (M~ muR)

i€

< ZSL(Ri)-l- Z e'U(R)
ie ieF—A
< s%_ +€u(R) =¢.

7.1.3. Integrales iteradas y el Teorema de Fubini

En general puede ser muy complicado calcular integraldspies usando la definicion. Sin embargo,
el siguiente teorema nos dice que, bajo ciertas condicimegtante generales, el calculo se reduce al célculo
sucesivo de integrales en una variable, donde podemosalolicmétodos que conocemos.
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Estas integrales se conocen coimegrales iteradas un ejemplo elemental es el siguiente:

1/ 3 1.\ 1 1
) [ L [0 apdan [Heon Shag S
/()(/nydy>dx_/ox 5 [20x=3 0(9 4)xdx= 3 0xdx_23x3‘|0_6.

En los proximos parrafos veremos que lo que acabamos déaapuede interpretarse como la integral
de f(x,y) = x%y en el rectangul® = [0,1] x [2,3], la cual también puede calcularse integrando en el otro
orden (primerxy luegoy).

La idea del siguiente teorema es que, si queremos calcutaetral def, pensandola como el volumen
indicado en la figura,

podemos cortar con plangs- cte, y luego calcular el are&(x) de la figura que se obtiene integrando la
funcion fy(y) = f(x,y) respecto de la variablede la manera usual. Finalmente integramos estas areas para
x moviéndose entray b. Esto se conoce conmincipio de Cavalieri. Parax € [a,b], seafy: [c,d] — R la
funcibn que se obtiene al fijarc [a, b], es decirfx(y) = f(x,y). Entonces

d
A = [ f(y)dy
y el principio de Cavalieri establece que bajo ciertas atindes
b
vol = / A(x)dx
a
Vamos a ver bajo que condiciones se puede aplicar estegignbaremos una version simplificada del

teorema, que sera la que usaremos en las aplicacionesrdiarvgeneral del teorema puede verse en las
notas del final del capitulo (Not
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Teorema 7.1.6(Fubini simplificado) Sea R= [a,b] x [c,d], un recangulo enR?, y f : R— R una funcon
integrable en R.

1. Siparatodo x [a,b], fx: [c,d] — R es integrable, entonces

//Rf:/:/cdf(x,y)dydx

2. Siparatodo ¥ [c,d], fy: [a,b] — R es integrable, entonces

//Rf:/cd/:f(x,y)dxdy

Demostradbn. Consideremos una particithdel rectangulo, dond&; = [, Xi+1] €s una particion dg, b)
y A} = [yj,yj+1] es una particion déc,d], de manera que los rectangulRg = Aj x A} de area(Xi+1 —
xi)(Yi+1—Yi) forman la particiorP del rectangulo original. Como antes, abusamos un poqaita dotacion
y usamosA para denotar al intervalo y a su longitud. Entonces

I(f,P) =3 mj(D)AiA] = 3 (3 m (F)A))A;,
1) 1 ]
dondem;; (f) indica el infimo def enR;j.

Vamos a demostrar solo 1., la demostracion de 2. es améagpongamos entonces gyes integrable
para todo € [a,b], y bautizemod : [a,b] — R a la integral defx respecto dg:

d d
1(x) = / fy(y)dy = / f(x,y)dy

Six € Rjj, entoncesn;(fx) (que es el infimo de la funcion

fx enAj) es mayor o igual que el infimo deenR;j, pues R=Ai x A

/
J
>

mj(fx) = Inf{f(x,y) : xfijo ,y € A}},

{x} x A

y el infimo en un subconjunto -en este cgsg x A-
siempre es mayor o igual que el infimo en el conjunto .
original -en este castyj x A’-, como indica la figura. Aj X=cte

Se deduce que, cualquiera sea A,
d
5 my(DA] < Y mi(h)a] <1.(h) = [ f(y)dy= 1.
] ]

Si en el extremo derecho tomamos el infimo pamA; - que anotamosy(I)-, multiplicamos porA; y
sumamos, se deduce que

[(F.P) = S (3 mj(HADAI < T m(1)A < 1L(1),

L
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es decir
1(f,P) < 1.(1).
Con un razonamiento analogo se deduce que
1*(1) < (f,P).

Luego, como siempre valg(1) < 1*(1),
[(f,P) <L.(I) <1"(I) < S(f,P).

Comof es integrable, los extremos se pueden hacer tan proxinmes goeramos refinando la particién
y en consecuencia debe g€K) integrable, y ademas

//Rf:I*(I):I*(I):/:I:/ab/(:df(x,y)dy

Corolario 7.1.7. Si f: RC IR? — R es continua, entonces f es integrable y adsm

//Rf_/ab</cdfdy>dx_/cd</:fdx>dy

Demostradbn. Si f es continua eR es integrable por el teorenfal.5 Ademasfy, fy son continuas con lo
cual son integrables, asi que se puede usar el teorema ohe. Fub O

Ejemplo 7.1.8. Sea {x,y) = €¥x. Se quiere calculafr f donde R=[0,1] x [0,1]. Como f es continua,
calculamos una integral iterada

//Rf - /Ol/ole"deydx: /Olexyg;gdx: /Ol(ex—l)dx

= &—xi=(e-1)-(1-0)=e—-2.

¢, QLe pasa si integramos en el otro orden? El teorema nos asegieaebe dar lo mismo. Sin embargo,
la cuenta en el otro orden esaw larga ya que requiere calcular primelfoe®¥xdx, para lo cual es necesario
recurrir al método de partes.

Una aplicacion mucho mas (til la obtenemos combinand@etemar.1.5con el Teorema de Fubini,
observando las siguientes figuras en el plano:

»f\\\,//////—~?\y:¢xm yp x=wily) X=Wa(y)

D

y=61(x)
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Corolario 7.1.9. 1. Sea Dc IR? un compacto que se puede escribir como
{(va) € IRZ : q)l(x) <y< ¢2(X)1X€ [avb]}

Supongamos que:D — R es continua, y lag; son continuas. Entonces

//Df:/ab y/ f(x,y)dy | dx

=02(X)
=01(X)

2. Sea Dc IR? un compacto que se puede escribir como
{(xy) € R®: u(y) <x < a(y),y € [c.d]}.

Supongamos que:D — R es continua, y lag; son continuas. Entonces
=(y)
)

//Df:/cd X/ f(xy)dx | dy.

=y (y
Demostraddbn. Consideramos la funciohextendida como cero a cualquier rectangulo
R=[a,b] x [c,d]

gue contenga B. Por el teorema previo, la funcion obtenida es integrablel eectangulo. No es dificil ver
que lasfy son funciones integrables para cadala, b] fijo, puesto qudy vale cero para aquellggtales que
c <y <i1(x) obiend2(x) <y<d,y es unafuncion continua para aquelfjaales quepi(x) <y < ¢2(x).

Por el mismo motivo,
y=02(x)

d
/C f(xy)dy= / f(x,y)dy.
y=01(x)
Se deduce la conclusion usando el Teorema de Fubini. Coaaamamiento analogo se deduce el item
2. O

Ejemplo 7.1.10. Algunos élculos de integrales dobles.

y A
1

1. Se quiere calcular la integrgl [ f, donde
f(x,y) = X%y, mientras que D es la reg
del plano encerrado entre ¥ x3, y = %2,
con xe [0,1] sedin indica la figura.

Xy
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Luego
1 y=x2
f = / / xyd dx_/ X2 y2PS
/D 5 ( o XYy SVl
11, 6 11 1 11 1
_+ ) = (D@ Iy o Tz 2
5 [, 200X =S¢ —2Xh=5(5-3)
y A
1
X=+/1-y2
D 2. Si D es un seniicculo, de radio unita-
= rio y centrado el origen se quiere calcular
; [ o e
-1
Entonces

1 x=1/1—Yy2 1
/f / / y—dx dy:/ yin(x+ 1)1y dy
D -1\ Jx=0 x+1 -1

— /iy(m(1+ V1-y2) - 0)dy= /flyln(l‘i'\/l——yz)dy.

Esta integral da cero pues la furizi a integrar es impar.

. 2 . .
3. Se quiere calculajo1 fyleX dxdy. El problema en este caso es que no conocemos una pareié-

mental de & ¢, Qe hacer? Observemos que las condiciones de integmadéfinen un téngulo, pues
l1<x<ymientrasqu® <y<1
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Entonces, usamos Fubini para cambiar el orden de inte@racse tiene

/Ol/ylexzdxdy = /Te?<2 :/Ol/oxexzdydx

1 e« 1 2 1,7 1
/Oe?‘y|0dx_/O € xdx= zeX |0_§(e—1).

7.2. Integrales enR3y R"

Observemos ahora el caso de integrales de funciones conid@niR®. Aqui el analogo de un intervalo
es un ladrillo, que seguiremos llamari@@or comodidad,

ZA

R=[a,b] x [c,d] x [e, ]

»
y

Sumedidaes el volumen(R) = (b—a)(d —¢)(f —

e), y su diametr@(R) el largo de la diagonal mayor
del ladrillo. Una particiorP de R es una subdivision
deR en ladrillos disjunto$ como en la figura, y un
refinamientd® de P una subdivision de cada uno de
los ladrillosP, = UP}. El diametrod(P) de la particion
el diametro del ladrillo méas grande que la conforma.

¢, Qué querria decir aqui la integral de una funcién? kcimio, esperamos que la integral de la funcion
f(x,¥,2) = 1 nos devuelva la medida del cubo

volumen=1(b—a)(d—c)(f —e),

aunque no podamos visualizar el graficofdéa integral se define usando particiones de manera analoga
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cason = 2, y cuando existe la integral dese denominantegral triple , y se denota
]
R

En general, para cualquirt> 1, unrectangulo R es el producto cartesiano déntervalo
R=[ag,b1] x [@,b2] x -+ x [an, by,

sumedidaes el producto
H(R) = (b1 —a1)(bz—az) -+ (bn — an),

y su diametrad(R) el largo de la diagonal mayor, es decir, la mayor distanc&bp@entre dos puntos d&
La integral se define de la manera obvia.

El siguiente es un corolario inmediato del Teorema de Fubini

Corolario 7.2.1. Si R= [a3,bs] x [a2,b2] x - -+ X [an,bn] €s un recangulo enR"y f : R— R es una fundn
continua en R, entonces

by by bn
/f:/ / / f(Xl’XZ""7Xn)dX1dX2"'an7
R a ag an

donde la integradn se puede efectuar en cualquier orden.

Demostradbn. Hay que observar que $ies continua, entonces es continua en cada una de sus \@riable

por separado, y entonces cada
bj
f (X1, %2, -+, Xn)dX
a
existe y es una funcion continua g, bi], en particular integrable. Usando el teorema de Fubinitidge
veces se obtiene el corolario. O

Lo que es mas interesante es pensar qué ocurre cuandoieiadlomes un ladrillo edR3. Con razona-
mientos similares a los del plano, se puede probar lo sitpiien

Teorema 7.2.2.Sea DC R® un compacto, y f D — R una funcon continua. S8D est formado por una
union finita de gaficos de funciones continuas definidas en conjuntos cowspdet plano, entonces f es
integrable en D.

Aqui las superficies reemplazan a las curvas como borde d&gian, y la idea central es que una
superficie erR®, que es gréafica de una funcion continua en un compacte, elmen nulo, y por lo tanto
el borde de la region no influye en la existencia de la infegra

Respecto del calculo, aqui hay mas posibilidades, &mehte por ser tres las variables. Observemos las
siguientes figuras. En el primer caso, se trata de de larregicerrada por los graficos de funciorigs, y),
cuyo dominio comUrm se indica como una sombra en el plagyoEn los otros casos se tienen las variantes
obvias.
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y=01(%2) y=02(x2)

z=Fa(xy)

x=ha(y,2)

Hay que poder escribir a las superficies que delimitan el diorBi C R® como gréficos de funciones, con
respecto a un par de variables. La mejor manera de entemiaerfoinciona la teoria es haciendo ejemplos.

Ejemplo 7.2.3. 1. Queremos calcular el volumen de la siguiente figura, qua esgibn encerrada por
el plano x+y+z=1en el primer octante:

z

Xx+y=1

En consecuencia, podemos integrar la fumcl en el volumen

determinado por la figura. Las condiciones que definen la éigur yt
son, en primer lugar .

0<z<1l—x—y. \\x+y:1
Luego hay que observar la sombra de la figura en el plano xy, T X>
gue es un t@ngulo, de donde se deduce qu€e y < 1—X, y que N

0<x<1.
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Luego

vol(D) = u(D):///Dl:/Ol/olix/olikyldzdydx

L[ xyayax [y 3y
/1(1— X—Xx(1—x) — }(1— x)2)dx
0 2

1
/0 (1—2x+%— %(1—x)2)dx

1 1 1
3

1, 1
_ N2 = (1 —x)\31t—1_ -
= X x+3x3+6(1 X)°lg=1—1+ (0+6)

2. Masa, volumeny densidad.

Se quiere calcular la masa del octavo de esfera que
se halla en el primer octante. De acuerdo al principio
fisico que establece que= m/v, la masa se puede
calcular como el producto = pv, en el caso en que
la densidadp es constante. Se sabe que la densidad
est dada por la fundn p(x,y,z) = z, es decir, au-
menta a medida que ascendemos.

Y

Si recordamos que una integral triple se calcula cormite del volumen de pedqfias cajitas ¢
multiplicadas por la fund@n p(x,y,z)

/ / /D":'imZP(vaaz)voI(cz),

donde(x,Y,z) es aldin punto en la caja G entonces lo que estamos haciendo al integrar, es sumar
las masas aproximadas de las cajas. Al refinar la pabticilas cajas son &s pequias pero el valor
p(x,y,2)vol(C;) es cada vez &s parecido a la masa real de la caja.@dealmente, si la densidad no
varia bruscamente de un punto a otro cercano, se tienérlatila para la masa total del objeto dada

D

En este caso se tiefe< z< /1 — x2 — y2, mientras que mirando la sombra en el piso se observa que
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0<y<+v1-x2,0<x< 1 Entonces

/Ol/om/omzdzdydx: /ol/om:—zl(l—xz—yz)dydx
= %/01 <(y—x2y—%y3)|8/m> dx

1
= %/o \/1—x2(1—x2)—%(1—x2)%dx

m(D)

112 23 12 12
-5/ é(l—x)de_é/o co§(u)cos(u)du_§/o cod (u)du
R TE T 3 3yfolsn_m
= 3(4cos(u) ser(u) + 8cos(u)ser(u)+ 8u)|0 =316- 16

donde hicimos la sustitun x= ser(u), y luego integramos por partes (jo mejor, usamos una tabla!)

3. Dadas dos paftulas puntuales (ideales) de masasymp, ubicadas respectivamente en los puntos
V1 y W, del espacio, se define sentro de masa baricentrocomo la ubicadn promediada de las
posiciones, teniendo en cuenta sus respectivas masae £ sion + mp = my la masa total, entonces
el centro de masa CM se define de la siguiente manera:

_ mVi+mVo Vi +mpVs
M+ mp mr '

CM

Si las pariculas tiene la misma masa, el centro de masa es simplenmgniate medio del segmento
gue una la posi@n de ambas. En el caso general, el centro de masa énagnto de este segmento,
mas cercano siempre a la pacula de mayor masa:

My
o

Dada una nube de pddulas m de posiciones)\& R®, se define en forma afoga el centro de masa
de la nube como

Vi
cM = 2™V
>m
Es facil ver que si todas las pddulas tienen la misma masa este es el centro gddco de sus

ubicaciones.

En el caso de objeto$kdos DC R, de densidag, si pensamos a la masa infinitesimal de una caja
Ci como dada popvol(C;), entonces el centro de masa puede pensarse como la suma

s p(R)VOIC)R
M= 5 o PvoI(G)
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donde P= (x,Vi,z) es un punto gegrico en la caja G Es decir, las coordenadas del centro de masa
se piensan como
> Xip(P)U(Ci)
CM ~ S PG
M= 5 o)

5 yip(PI(G)
M)y = S PG

> zp(P)WG)
(M2~ 5 PG

Estas expresiones, pasandoiahite de cajas cada vez&s pequBas nos dan las expresiones de las
coordenadas del baricentro debkdo D:

(CM) fffD X(p()X,y, Z))

(M), — IS foy(p()x,y, Z),
JJJozp(xy.2)

(CM); = D)

donde niD) indica la masa total de D como en el ejemplo anterior. Esté éshdamentado por el
Teoremar.3.2que enunciamos y demostramogsabajo, que nos dice que para calcular la integral
de Riemann de una furigi integrable, se puede tomar cualquier punto en eléaegtilo y evaluar f
alli (no es necesario tomar &ifimo o el supremo).

7.3. Propiedades

La proxima proposicion establece una serie de propiedddda integral, tanto en el plano como el
espacio, cuya demostracion es analoga al nasd y por tanto es omitida.

Proposicion 7.3.1. Sea DC IR" un conjunto acotado, seand: D — R funciones integrables en D. Entonces

1. Sia € R, af esintegrable en D y adeas

/O(f:a/f.
D D

2. Si¢ : Im(f) — R es continua, entoncdso f es integrable en D.

3. Las funcionesf|, fk=f.f...f (ke IN), f +g, fg son integrables en D. Adés

s [dra= [+ [o
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4. SiD C R" es otro conjunto acotado tal quéND’) =0, entonces si f es integrable en ', se

tiene
/ f:/f+ f.
DUD D D’/

Por Gltimo una propiedad que usaremos de aqui en adefargs:necesario tomar el infimo o el supremo
de f para calcular su integral de Riemann:

Teorema 7.3.2.Sea f: RC R" — R es integrable{P} una particbn de R y Re B, un punto cualquiera
en el recAngulo R. Entoncegli f se puede calcular comanhite de sumas

S f(RMR).

en el sentido siguiente: al refinar la partén estas sumas tienden a la integral de f en R.

Demostradbn. Simplemente hay que observar que, para cualquier partcdel rectanguldr, y cualquier
rectanguldz; en la particiorP, dado un punt® € R; se tiene

m < f(R) <M.

Entonces
I(f,P) <5 f(R)MR) < S(f,P),

y como las cantidades de los extremos tienden a la integriabddR, la cantidad del medio también. O

7.3.1. Medida de una reghbn y Teorema del valor medio

Recordemos que definimos la medida de una reBianR" como la integral (si existe) de la funcion 1.

Es decir
mm:/x
D

Si existe, en el plano esta cuenta nos devuelve la superéde gidonD, mientras que en el espacio nos
devuelve el volumen de la regi@h ¢ Podemos dar condiciones para que este nUmero exises?sgncillo
a partir de lo ya hecho, pues la funcion 1 es continua, y ptarlto se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7.3.3.Sea DC R" compacto, f: D — R continua, y supongamos q@® est formado por
una unbn finita de gaficos de funcione$ : K; ¢ R"! — R continuas, con Kcompactos. Entonces f es
integrable en D, y ade&s | f se puede calcular con n integrales iteradas.

En particular D es medible y

HD) = [ 1=sup 3 HR)=inf Y W),

DCURT
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Demostradbn. Lo (nico nuevo son las Ultimas igualdades que dé). Son consecuencia del siguiente
hecho: para calculaf; 1 tomamos un rectangul® que contenga B, extendemos a la funcidon como cero
enR—D. Esdecirf =1enDy f =0enR-D.
Ahora particionamo® = UR,. Si R es un rectangulo inte-
gramente contenido €b (como el que indicamos cd®, en S ILIITTRTTRe: R T
la figura), entonces alli la integral inferior devale siempre ; ; :
1, por lo tanto estos rectangulos aportan algo a la integra : , N
Mientras que si el rectangulo toca el exterior@l€o sea no [\ i P\
esta contenido eD, como los que sefialamos coiRpy Rz : : -
en la figura), entonces alli el infimo dees ceroy estosno |R~H T AT
aportan nada a la integral inferior.
En cambio para la integral superior aportan todos los neclas que tocab pues en ellos el supremo
def es 1. O

Observacbn 7.3.4. El teorema previo generaliza una idea que paraintervalask es mucho s sencilla.
Por ejemplo si = [0, 1], uno puede obtener la medida del intervalo apreximolo por dentro con intervalos
dela pinta[%, 1- %]. O bien por fuera con intervalos de la pin[ta%, 1+ %].

Podemos relacionar la integral de cualquier funcion corticonu(D) mediante el siguiente Teorema
del Valor Medio Integral:

Teorema 7.3.5.Sea DC R" compacto, f: D — R continua, y supongamos qad® esé formado por una
union finita de géficos de funciones : K; ¢ R"! — R continuas, con Kcompactos. Entonces

1. SiM=maéaxf) en Dy m=min(f) en D, entonces
muD) < /Df < Mu(D).
2. Si D es arcoconexo entonces exisie=)D tal que
(o)D) = [ 1.

Demostradbn. 1. Se deduce de la definicion de integral, pues para cualparécionP suficientemente
fina, si consideramos a los rectangulos que estan denfbosddiene

mY uR)< S m(HRR) <I(f,P)<L(f)= [ f.
S RIS 5 m(DUR) S IR S 1D = [
Refinando la particion se tiene qug W(R) — u(D) y entonces

RCD

mp(D)g/Df.

Con un argumento similar, pero ahora usando los rectasgigiotro déd mas los que cubren el borde De
se tiene

Mu(D)zI*(f):/Df.
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Se deduce lo enunciado juntando las Ultimas dos desigiegda
2. Siy(D) = 0 no hay nada que probar. D) = 0, entonces dividiendo la desigualdad del item previo

poru(D) se deduce que
1
m< —/ f <M.
u(D) Jo

Comof es continua en un arcoconexo toma todos los valores intéosedtremy M, en particular existe

Xo donde
1
m@:mﬁﬁf
O

Observacbn 7.3.6. Atencbn que eliltimo enunciado es falso si el dominio no es arcoconexoefanplo
si D es la undn de dos cuadrados disjuntos de lalgy f vale—1 en uno de ellos ¢ en el otro:

C (o4

Entonces

//Df://Cer//C/f:1-1+(_1).1:07

mientras que f no se anulaen D.

7.4. NOTAS

I. El Teorema de Fubini que enunciamos es una version eldisdgl que sigue en esta nota. La diferencia esta en
que en realidad, no es necesario suponer que fadiges integrable. SR = [a,b] x [c,d] es un rectangulo eR?,
y f : R— R es una funcion integrable & usamos la notaciofy(y) = f(x,y) = fy(x) como antes. Tomamos

1(x) = 1.(fx) = sup{l (fx, P) : P particion de[c,d]},

S(x) =17 (fx) = inf{S(fx,P) : P particion defc,d]}.
Entonces (sin ninguna hipotesis sobreflas las fy), vale quel, S son funciones integrables émb] y ademas

. b b
/f:/ S(X)dx:/ I(x)dx
R a a
Vale el resultado analogo pafa

Para la demostracion, consideremos una partieidel rectangulo, dond&; = [x;,Xi+1] €S una particion dig, b] y

A’j = [yj,Yj+1] es una particion dig, d], de manera que los rectanguRyg = Aj x A’j de aredxi+1—Xi)(Yix1—Vi)

forman la particiorP del rectangulo original. Como antes, abusamos un pogeita dotacion y usamas para
denotar al intervalo y a su longitud. Entonces

(1) = 3 mj (AN} = 5 (3 mj ()]s,
1] T ]
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dondemj (f) indica el infimo def enR;;. Six € Rjj, entoncesn; ( fx) (el infimo defy en A’j) es mayor o igual que
el infimo def enRjj, pues

mj(fx) =inf{f(xy) : xfijo ,y € Aj},
y el infimo en un subconjunto -en este c&sbx A’j - siempre es mayor o igual que el infimo en el conjunto origina
-en este casf; x A’J—. Se deduce que, cualquiera seaA;,

S mj(HA] < 3 my(h)A] < L(f) = I(x).
J J

Si en el extremo derecho tomamos el infimo pagaA; - que anotamomy (1)-, multiplicamos por\j y sumamos,
se deduce que

1(£.P) =3 (3 mj()A)AI < T m(DA; < L(1),
T 7] 1

es decir (f,P) <.(I). Con un razonamiento analogo se deduceldug) < S(f,P). Luego, comal (x) < 5(X)
para todox € [a,b], también se tiene la desigualdbd7) < 1*(S). Juntando estas desigualdades se obtiene la
cadena

[(f,P) <L.(I) <I*(I) <I"(S) < Yf,P).

Como f es integrable, los extremos se pueden hacer tan proxinms gaeramos refinando la particiéqny en

consecuencia debe ser b
f=1.(1)=1*(I :/ 1,
fi=r@=rm=["r

lo que prueba qukes integrable efa, b], con integral igual a la integral doble de
La prueba para la integral @es idéntica y la omitimos, lo mismo vale para las afirmacarespecto dd.
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Si yo estuviera comenzando mis estudios
nuevamente, seguiria el consejo de Platony
comenzaria por las matematicas.

Galileo Galilei

8.1. El meétodo de sustitucdn

Nuestro objetivo para terminar con estas notas es entendas funciona el teorema de cambio de
variables en dimensiones 2 y 3, teorema que generalizadadelanétodo de sustitucion para integrales en
R.

Recordemos que i es una funcion continua en un intervalo cerrado R, y g es una funciorc!
en|[a,b] tal que se puede hacer la composicfang en[a, b], entonce$(x) = f(g(x))d'(x) es una funcion
integrable y ademas

b g(b)
/ F(g(x))g ()dx= / f(u)du. 8.1)
a 9(a)
En efecto, siF es una primitiva def, es deciF’(t) = f(t) para toda en el intervald, entonces se che-
guea facilmente (derivando) qix) = F(g(x)) es una primitiva dé (g(x))g'(x). Si aplicamos el Teorema
Fundamental del Calculo Integral a la funciben el intervalo con extemaga), g(b), obtenemos

puesto qué= es primitiva def. Por otro lado, aplicando el mismo teorema a la fun¢ibren el intervalo
[a,b] obtenemos

b
F(g(b)) —F(g(a)) =H(b) —H(a) = /a f(9(x)g (x)dx,
lo que prueba la igualda@ (1).

8.2. Particiones generales

Empecemos por una consideracion general que no demastsoen gran detalle, pero que es razonable
y permite simplificar los razonamientos que seguiran. Rateular integrales dobles, dado un dominio
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D c IR? con una frontera buena, lo que hacemos es subdividir el dominrectangulos, de lados paralelos
a los ejes. Mientras mas pequefios sean los rectanguegs, @s la aproximacion del dominio, y una integral
la pensamos como limite de las sumas

fim S (P)M(R)

dondeP, € R,. En particular, el area db se calcula sumando las areas de los rectangulos. Sin gmbar
la eleccion de estas figuras (rectangulos de lados pasadelos ejes) es en cierta medida arbitraria. Es
consecuencia de que el area de un rectangulo es facillcldaraPero esto Gltimo también es cierto para
muchas otras figuras, y nada impide calcular integraleslosastas figuras, es decir, enmarcando al dominio
D con estas figuras, particionandolo y calculando las suoras arriba, y luego tomando el limite al refinar
la particibn. Un caso concreto es el siguiente: podemositgraralelogramos, es decir, figuras de lados
paralelos dos a dos, y hacer una particioiddeomo indica la figura:

Puede probarse que existe la integraf aan D usando rectangulos comunes si y s6lo si existe la integral
usando estos paralelogramos. La idea de por qué funcitm@sda siguiente: dado un rectangiRale
lados paralelos a los ejes, puede tomarse una particibmidelo usando paralelogramos, que aproxime
tanto como uno quiera al rectangito

lelogramoR/, se lo puede apro-
ximar tanto como uno quiera
usando rectangulos de lados pa-:.........}
ralelos a los ejes. :

Vamos a usar este hecho:fses integrable e, entonces su integral se puede calcular como

J [ f=timy fRuR)

dondeR es una familia de paralelogramos que aproxima la reBionP, € R.
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8.3. Transformaciones lineales

Observemos primero que ocurre en el plano, con una tranatidm linealT : R? — R? inversible.
Dados dos vectores linealmente independientes, estos paraaporT a otros dos vectores linealmente
independientes. Y entonces todo rectangulo (o mejor diciuim paralelogramo) va a parar a otro paralelo-
gramo. Veamos la relacion entre las areaRdg R= T (R*), razonando primero sobre un caso particular.

A
Dado unrectangulo de lados paralelos a los ejes, su acadcsta como

base por alturgi(R*) = AB. Podemos suponer que el rectangulo tien®, B)
uno de sus vértices en el origen, como indica la figura d@apags una
traslacion no modifica su area. Es decir, los lados midantamenté\
y B.

R*

(A0) x

. I , /L a b L .
Si la transformacion linedl esta dada por la matr c d )N la base canobnica, entonces se tiene

T(A,0) = T(A(1,0)) = AT(1,0) = A(a,c) = (Aa, Ac)

mientras que
T(0,B) =BT(0,1) = B(b,d) = (Bb,Bd).

Entonces nuestro rectanguis va a parar al paralelograniv= T(R*) que esta generado pd(A,0) y
T(0,B).

Ahora recordemos que dados dos vectaresc
RS, el area del parelelogramo determinadopar
se puede calcular como la norma del producto vec-
torial entrev y w, es decirarea= ||v x w||. To-

memos entonces el paralelogramo imagen, pero ;
pensado en el plarnky en R como indica la fi-
gura de la derecha. Los vectores son simplemente w=(T(0,B),0)
v=(Aa,Ac,0), w= (Bb,Bd,0).
El area deR=T(R") es entonces
i j Kk
[vxw| =] det Aa Ac O |||=](0,0,AaBd— AcBb| = |AB||ad— bc| = u(R*)|detT|.
Bb Bd O

Hemos descubierto el siguiente hecho fundamental:

Proposicidn 8.3.1. Si T: R?> — R? es una transformaon lineal inversible, y Res un recingulo de lados
paralelos a los ejes, entoncesaba del paralelogramo R T(R*) que se obtiene como la imagen de R por
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T es
H(R) = |detT |u(R").

Pero entonces, dada cualquier figlrac R? que sea medible, & = T(D*) indica la imagen d®*
por una transformacion linedl inversible, podemos cubrid* con rectangulo®’ que aproximen la figura,
y asi estaremos llenandb= T(D*) con paralelogramadg; = T(R/) que aproximan esa figura, como en el
dibujo:

En consecuencigy(D) = u(T(D*)) = | detT|u(D*). En efecto,

W(T (D)) = imS W(R) =lim § W(T(R))) = lim Y |detT [u(RY) = | detT [u(D").

Esta misma idea se puede aplicar para calcular integrabeser@mos en la figura, quefsi R? — R
esta definida e = T(D*), entonced o T esta definida e®*:

R

Teorema 8.3.Cambio de variable, version linealpi D c IR?, T : IR — R? es una transformaén lineal
inversibley f: D =T(D*) — R es integrable, entonces

/[)f:/m(foT)|detT|.

Demostraddbn. TomamosR; rectangulos que aproximdd, de manera qu& = T(R’) aproximenD =
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T(D*). Entonces, sk, € R, se puede escribl = T(Q;) conQ; € R, luego

/T(D*)f = IImS fRUR) =1im (foT)(Q)WT(R))
fimy [ detT|(f o T)(QUMR) = [ (foT)|derT].

Ejemplo 8.3.3. Supongamos sabido queka de un disco de radio R en el planaré®. Se quiere calcular
el rea de una elipse E de radioska> 0 dada por la parte interna de la curva de ecudei

(-

Si consideramos {x,y) = (ax by), es una transformaén lineal cuya matriz es simplemente

-(32)

Comoab=0, T esinversible y en particulddetT | = |ab| = ab. Observemos que la circunferencia unitaria
D* = {x¥*4y? < 1} vaa parar a E sile aplicamos T:

/_T\

Entonces

u(E):/lz/ 1:/ 1|detT| = u(D*)| detT| = mab.
E T(D*) D*

8.4. Cambio de variable

Obsevemos la analogia en la formula del Teor@ma2con la formula 8.1), que representa el caso de
una variable}detT| juega el papel dg'. Por ahora este teorema tiene utilidad limitada. Lo queeyes es
extender el resultado a funciones inyectivas cuya diféaéeea inversible salvo un conjunto muy pequefo
(de medida nula). Es decir, dado un domifib y una funcionT : R? — IR? inyectiva, queremos hallar
primero la relacion entrg(D*) y w(T(D*)) = u(D),
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JJorfoT ffD:T(D*) f
R

y luego ver cual es la relacion entre la integralfden un dominioy la dd o T en el otro.

Si T es inyectiva, el domini® = T(D*) se puede pensar cubierto con las imagenes de los reaténgul
que cubrerD*, es decir siUR" aproximanD* entoncesJT (R") aproximanD = T(D*). ¢Cémo calcular
la medida de cad@(R")? En principio es un problema dificil, ya gieno es lineal y cad&® = T(R/)
esta deformado como indica la figura:

R /_T\

La idea ahora es la siguiente. Podemos escribir, #ddR?, una expresion aproximada
T(X) =T(R)+DT(P)X+0O(X),

dondeO(X) es simplemente "lo que falta después del término lindzdta afirmacion es imprecisa y luego
haremos una demostracion formal, pero por ahora pensensob ge puede escribir asi. Tenemos como
hipotesis queDT es inversible, salvo tal vez un conjunto de medida nula. i®s podemos imaginar
que, como el primer término es solo un desplazamiento paregtor fijoT(R) € IR?, que no modifica el
area, mientras qu@(X) es suficientemente pequefio, y no aporta nada sustaneigal€éntonces para un
rectangulo pequefl® con vértice erP,

W(T(R) ~ W(DT(R)R’) = [detDT (R)[u(Ry).

Siguiendo con esta linea de pensamiento, se tendria pataminioD* y un conjunto de rectanguld®
gue aproximem*,

W(T(D%)) = limH uT(R))~limy u(DT(R)R)
— 1im Y |detDT (R)[u(R)) :/D* |detDT|,

es decir
WD) = (T (D) = [ |deT|

Mientras que sf : D = T(D*) — R es integrable, con un razonamiento analogo también seiten

/f:/ f:/ (foT)|detDT|.
D T(D%) D*
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Vamos a llamar dT = |detDT| el determinante Jacobianode la funcionr .

Antes de pasar a una demostracion veamos unos ejemploggpa&@mo se usa este resultado, conocido
comoteorema de cambio de variable

Ejemplo 8.4.1. Una transformadn que se usa frecuentemente es la dada por el cambio de ceolde
polares, donde
T(r,8) = (rcog0),rsen0)).

En este caso se tiene

cogB) -—rsern0)
DT = < ser®) rcog0) ) ’

con lo cual JT=rcog () +rsert(8) =

1. Calculamos eérea del disco R de radio R> 0. Se tiene que, § <08 < 2y 0 <r < R, entonces
T(r,0) recorre la circunferencia. Esto es*D= [0,R] x [0, 2r] mientras que TD*) = Bgr. En conse-

cuencia,
2n rR 1
u(BR):/ / rdrd® = 2r5r2(f = 2
o Jo

2. Se quiere integrar la funén y A

Xy ]
g

e

Ro

R
en la regbn anular A de arcat/4 entre R y R, sedin ' A

indica la figura de la derecha. Luego

* n .
D" = [RlvRZ] X [07 Z]a / X

mientras que TD*) = A, con lo cual

//Af _ // (FoT)IT = / /Rzrcos(ersede)rdrde

s 1 R
/o cos(e)ser(e)de/R1 r—zdr: Eser?(G)|§(—F) R
11,1 1. R-R

22'R, R’ 4RR;’

Pasemos ahora a la demostracion del teorema. La idealasta@&xtraida del libro “Calculo en varie-
dades”, de M. Spivakd].



190 Teorema de cambio de variables

Teorema 8.4.2.Sea T: R? — R? inyectivay G. Sea D C IR? acotadoy f: D = T(D*) — R integrable. Si
DT es inversible en Dy JT = |detDT|, entonces

/Df:/*(foT)JT.

Demostradbn. Basta probar, dad® € D*, que existe un entorno d& deP donde vale el teorema es decir

/ f:/ (foT)IT.
T(RY) -

En efecto, si esto es cierto entonces dividieDden un conjunto finito de entorn&s donde vale el teorema,
y sumando las integrales, se tiene el resultado en el canjotat D*.

La idea de la demostracion es descomponer a la fuficiéemo la composicion de dos funciones, cada
una moviendo una sola variable, y usar sustitucion en uniabla en cada una de las funciones.

* /\
D T=KoH

) e (

SeaP = (a,b) € D*, y T(x,y) = (t1(X,y),t2(X,y)) Y supongamos primero quT (P) = I2. En particular
Ot (P) = (1,0). Si ponemosH (x,y) = (t1(X,y),y), H es una funciorc® y también se tien®H (P) = I,

puesto que
oy
DH=| & o |.
0 1

Observemos quéH = |detDH| = |%| = % pues como esta derivada parcial vale un®gnes una funcién
continua pued esC!, podemos suponer que estamos en un entorno donde es pdssitivacir

. oty

JH=—.
0X

ComoDH(P) = I, por el teorema de la funcion inversa existe un entdfrgue vamos a suponer que es
un rectangulo abierto) d@ dondeH es inversible. Ahora ponemos

K(xy) = (xt2(H1(x.Y)))
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definida en un entorno d¢(P). Reemplazando se ve giie H = (t1(x,y),t2(X,y)) = T. Observemos que
DT = DKy o DH, donde poiDKy queremos decir la diferencial deevaluada e (X). Luego deDT =
detDKy detDH, con lo cual

JT =JKy - JH.

Tomemos un conjuntd/* C U alrededor dé, y una funciorg integrable alli. Podemos suponer dué es
suficientemente pequefio para que se pueda tomar un reld&ig= [a,b] x [c,d] C U que conteng’V/*, y
extendemog como cero efR* —W* como es habitual. Entonces por el Teorema de Fubini,

[.9=[ [ guvdudy
H(W) cd Jiy

dondely es el intervalo dado por la imagen fieb] via gi1(u,v) conv € [c,d] fijo, segin indica la figura,
puesH fija [c,d]:

Ahora hacemos la sustitucian= uy(x) = t1(x,Vv). Derivando respecto dese tiene

_ oty
du= &(X,V)dx,

y cuandax recorre[a, b, u recorrely. Entonces

/|v g(u,v)du= /[a’b] g(t1(x,v),V) % (X, v)dx,

con lo cual
oty

= t y 5 I 5 d d :/ H JH
/H<W*)g /[c,d] [a,b]g( 106V),V) 55 ovpdxdv= 1 (goH)

Con una cuenta analoga se tiene, para cualquier entorexa¥i deH (P) suficientemente pequefio,

/ f:/ (f o K)IK.

/ f— f:/ (foK)JIK.
T(R*) KoH(R*) H(R*)

LLamandog = (f o K)JK'y usando que, ) 9= fy-(goH)JH se deduce que

Luego

/ (FoK)IK= [ (foKoH)IKuJH.
H(R) e
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ComoDT (X) = DKy x)DH(X), tomando determinante se tiedky JH = JT (donde conJKy queremos
indicar al Jacobiano d€, evaluado efl), y juntando las Gltimas dos ecuaciones se tiene

/ f:/ (foT)IT.
T(R*) i

Por @ltimo, siDT (P) = |, basta llamaA = DT (P) que es una transformacion lineal inversible, y lla-
mandoT = A~1oT, se tiene

/ f— [ f:/_ (foA)|detA,
T(R¥) AoT (R¥) T(R)

usando el resultado para transformaciones line&l&s aplicamos lo que probamos en el parrafo de arriba
a la funcionT (que ahora verific®T (P) = I,), se tiene entonces

ﬁ (foA)|detA|:/ (fvoA’loT)JT|detA|:/ (foT)IT
T(RY) R R*

puesIT = |detfA~1)||detT| = |detA|~1JT. O
Terminemos esta seccion con un ejemplo sutil.

Ejemplo 8.4.3. Se quiere calcular el volumen encerrado bajo el cofie=22 + y? y sobre el piso z 0,
pero en el recingulo R= [0, 1] x [0, 1] del primer cuadrante. En resumen, se quiere calcular

//R\/xz—i—yzdxdy

Presenta ciertas dificultades la integral en coordenadasessanas, luego hacemos el cambio de variable
a coordenadas polares, es decifr]d) = (r cosd,r serf). El integrando queda como

(foT)IT =rr =r2

muy sencillo de integrar.

YA

El problema es el dominio R. Tenemos que identificar el denihida-
do en coordenadas polares tal qué™) = R. Para ello es conveniente T
dibujar R y partirlo al medio por la diagonal, como en la figude la R
derecha: Lk

Setienen dos taingulos T, T» de igualarea, y por la forma del cono sabemos que el volumen lo podemos

calcular como
voI:// f+/ f.
Ty T2
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El tridngulo T est determinado por las condicion&s< y < x, 0 < x < 1. En coordenadas polares, se
observa qué < 6 < I, mientras que para cad@fijo r se mueve entre cero y la recta verticakxl. Pero
esta recta en coordenadas polares es¥0) = 1, es decir

1

cog8)’

Luego debe ser Pel dominio en(r,0) dado por las condiciones

1 .
<r<—— <0<
0<r< cos0)’ mientras quéd < 0 <

~A

Se tiene entonces

1 7 r1/cog8) )
—voI://f:// f:// (foT)JT:/ / r2drde.
2 T T(D}) ; o Jo

Luego
1 _1/i 01 11 /ser(r) +In(sedr) +tan(t)) cog(r) \ |7
2ol = §/o cos3(9)de_§§< co2(r) >§
= %%(\/E+In(1+\/§)),

donde usamos una tabla para calcular la primitiva.

8.4.1. Cambio de variable erR3

Para el espacio, se tiene un resultado analogo. En priger, lno es dificil probar que B es un parale-
logramo solido efiR®, y T es una transformacion lineal inversible, entorResT (R*) es otro paralelogramo
sotlido y ademas

H(R) = |detT |u(R").

Con esto, se tiene un enunciado equivalente al del TeoBedriza con una demostracion analoga:

Teorema 8.4.4.Si D' ¢ R®y T: R® — RR® es una transformaén lineal inversible, entonces si*Des
medible, D= T (D*) es medible y adehs

(D) = | detT [u(D").

Finalmente, usando las mismas ideas que antes, toda fuimgiéctivaT : IR® — R® con diferencial
inversible nos permite hacer un cambio de variable quefosema una integral eD* en una integral en
D = T(D*), de la siguiente manera.

Teorema 8.4.5.Sea T: R® — R3 inyectivay G. Sea D C R® acotadoy f: D = T(D*) — R integrable. Si
DT es inversible en Dy JT = |detDT|, entonces

/Df:/*(foT)JT.
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La demostracion usa las mismas ideas que el nas® y la omitimos. El inico comentario a tener
en cuenta es que ahora hay que descompoifec@mo una aplicacion que primero mueve dos variables
y después una, y usar el resultado que ya tenemos para daslesr Es decir, es una demostracién por
induccion.

Para terminar este libro, calculamos integrales en algajasplos que ilustran el poder del teorema
combinado con los cambios de variables cilindricos yresié ¢ Puede haber mejor manera de cerrar un
apunte? Nos gusta creer que, como dijo el gran matemaisco\. 1. Arnold (1937-2010), la matematica es
una ciencia experimental, con un laboratorio muy facil getaner.

Ejemplo 8.4.6. 1. Coordenadas cihdricas.La transformacdn T esh dada por
T(r,0,2) = (rcog0),rsern0),z).

Esto es x=rcog0), y=rsen0), z=z.

Es muy conveniente cuando la régiD a integrar presenta siméé# alrededor de un eje, el “eje de
rotacion”. En este caso alrededor del eje z, pero con pé&gsemodificaciones pueden considerarse
otras rectas como eje de rotéci. Aqu

cogB) -rser®) O
DT = ser(8) rcogB) O |,
0 0 1

luego JT= | detT | =r. Esta transformadn manda un ladrillo vertical, en el espadin, z) (de lados
r, 211, Zp) en un cilindro vertical en el espacia, y, z) (de radio r y altura g) como indica la figura:

z

Sifijamos la altura z= 7y, la transformaadbn T(r, 8, Zp) recorre una circunferencia horizontal de radio
r en la altura del plano z 7z, donde x e y se pueden calcular observando que en la figuract
T(r,8,29) mirado en el piso tiene componentes

x=rcog0), y=rsen®).
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El &ngulob se mide desde el eje x, en contra del reloj como shs@mos el plano xy desde arriba. El
nimero r= \/x2+y? nos da la distancia del punt,y,z) al punto(0,0,z), es decir, la distancia al
eje z.

Aqui z esh libre, perob debe ser un imero entrg0, 21 para que sea una funwn inyectiva (sino es-
tamos pasando dos veces por el migimgulo), y r un fimero positivo pues representa una distancia.

Es decir, si(r, 8, z) viven en[0, 4] x [0, 2m) x R, entonces Tr, 6, z) recorre todo el espacio en forma
inyectiva, con una salvedad: s 0, y z= z; est dado, cualquiera sea @nhguloB no nos moveremos
del punto(0,0,z). Esto no es un problema pues-r0 representa la recta del eje z, que es unadegi

gue no tienen ningn volumen que pueda afectar élculo de una integral.

a) Se quiere calcular el volumen dsdlido de revolucdn que se obtiene al girar éirea bajo el
gréfico de una funéin f en el intervalda,b]. Se supone que f es positivaiatle manera que
se obtiene una figurabéida:

=~ -

El volumen es independiente de la pasitiag que para aprovechar las coordenadagmidricas
pensamos a f como furici de z, en el plano yz, es decieyf (z) > 0 como indica la figura:
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Al hacerla girar alrededor del eje z obtenemos élido de revoludbn. Fijado un z concreto
entre ay b, el corte con ebfido est dado por la circunferenci@ <r < f(z). Luego integrando

en coordenadas polares se tiene
2n b ,f(2)
/ / / rdrdzdd
0 a JO

b1 b
2n/ —fz(z)dz:/ nf2(2)dz,
a 2 a

vol

formula general que tamén puede interpretarse como que integramos entre ay b lasfcips
de los discos de radio(£), que valen exactamnerite (2)2.

1) Calculemos el volumen de un coridido de base
R y altura h. Dibujado con eje en el eje z, el cono
se obtiene girando drea bajo la recta y= %z,
con zentréd y h. Luego

h
vol(cong = ngzzdz
o h

1 1 -
§T[R2h = 3 vol(cilindro).

2) Calculamos el volumen debkdo no acotado que se obtiene al giraréka bajo la géfica
dey= 1, parax>1:
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Xl

WY
<y

Se tiene
. r1 . 1, . 1
vol= lim [ medz=mlm —-j=mlim (->+1)=T
r—-+owj3 Z r—4oew 7 r—+oco r
Sorprendentemente, aunque élido es no acotado, jsu volumen es finito! Resulésm
sorprendente @n si recordamos que érea bajo la géafica de x) = % no es finita pues la

integral impropia/;" dxno es convergente

2. Coordenadas egficas.En este caso se trata de una transfornfecue editil para regiones que
presentan simeias alrededor de un punto del espacio, el cassreencillo es una esfera. La trans-
formacbn T esh dada por

T(r,0,¢) = (rcogB)sen(¢),rsen0)send),rcogd)).

Para interpretarla, hay que considerar que un cubo de ladouyTt se transforma en una esfera de
radio r en el espacidx,y,z). Para leer estas cordenadas en una esfera, es convenieteieden su
representadin grafica: r representa el radio, es decir, la distancia al origébebe ser entonces un
nimero positivo. EnguloB una vez ras se mide desde el eje x en sentido antihorario, esiameno
entre0 y 21t Por (ltimo, elangulo$ se mide desde el eje z en forma vertigaro basta tomar un
namero entre0 y Tt para recorrer todo el espacio, ya que laagulos mayores se alcanzan tomando
0 entretty 21T

X

Se observa quea rser(¢) representa la distancia dex, y,0) al origen, mientras quecos¢) es la
altura o coordenada z del punto.
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La diferencial de T es la matriz

cogB)ser(¢p) -—rser(B)send) rcogB)cogd)
DT = ( ser(0)ser(¢) rcogB)send) rser(B)codd) ) ,
cog¢) 0 —rser(¢)

luego desarrolando por laltima fila se tiene
JT =|detT| = |cog9)[-r?serf(8)ser(¢)coqd)—r?cos(6)cosp)ser(d)]
—rser(9) [rcos(6) serf(¢) +rserf(6) serf(¢)]|
= Ir?cod(9)ser(9) + r2serf(9)ser(9)| = |r?ser(p)|.
Como en0, T el seno es positivo, se tiene
JT =r?ser(¢).

a) Para empezar, calculamos el volumen de una esfera de radio R

/OZT[/OH/Oerser(q))drdq)de

= 2R [ ser()dé = SnRé(—cos4)f) = 57

vol(BR)

. z
b) De acuerdo a las leyes del electromagnetismo, la carga A

total electrica Qr de un objeto es simplemente la su-— | )
ma de las cargas puntuales. Al igual que en el caso de R

la masa, en el caso de un objetélido D provisto de Ry
una densidad de carggp, la carga total se consigue in-
tegrandop en el $lido D. Queremos calcular la car-
ga total de una éscara edfrica sedin las restricciones y
0< Ry <r <Ry |z <+/X2+y?cuya densidad de carga
esp(x,Y,2) = v/ X2 +Y2/(x? +y*+2%). La segunda ecua-

cion es la de un cono, luego en el corte con el plano yz ve-
remos la regbn anular encerrada por las rectasz+y. ~

\

Entonces, comp(r,0,¢) = rsre;rq) - ﬂ,
2n ,3m/4 R
Qr = / / /zﬂrzsemdrdzpde
0 Jm/4 JRg r

3m/4 1 1
- 2“/n/4 serf 0 (RS — R) = (RS — RE)(5 + 5).

Ocurre agu un ferbmeno curioso. Observemos que la densidad de carga tiemdi@&éd cuando
r — 0. Sin embargo las esferas de radio pefjo@portan poca carga total, con lo cual, haciendo
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tender R — 0, se tiene
1
(D42
Qr 2(4 + 2)
gue nos dice que la carga total es finitaraen el caso de que la régi toque el origen.

En el juicio final, cuando me pidan justificar mi
vida, me levantaré orgulloso y diré “Fui uno de
los senescales de la matematica, y no

sufrid ninglin dafio bajo mi cuidado”.

U. DUDLEY
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