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I
ESPACIOS NORMADOS

En este capitulo daremos las definiciones necesarias y algunas propiedades basicas de la
teoria de espacios normados, para tener una base sélida sobre la cual trabajar luego en los
casos mas concretos.

I.1 Norma y seminorma

Consideremos un cuerpo IF (en general, C 6 IR), y tomemos sobre él un IF-espacio vectorial
E

Definicién I.1 (norma) Una norma es una funcion sobre el espacio vectorial, que
usualmente se denota || ||z : E — IR" (donde RY =R>o = {t € R:t > 0}) que tiene
ademds las siguientes tres propiedades:

lz+ylle<llzlle +llylle Vo,yeck (1)
I A-zllg=IA]-llzlle VYAelF (I1)
| z||[k=0=2=0. (II1)

Definicién 1.2 (seminorma) Se define asimismo una seminorma como una funcion
sobre el espacio vectorial, a valores en el cuerpo, de manera que valen las propiedades (I)
y (II) de una norma. FEstd claro que toda norma es una seminorma.

Definicién 1.3 (espacio normado) Un espacio normado es un par
(E,|| ||g) formado por un espacio vectorial E sobre un cuerpo IF, y una norma a valores
en el cuerpo TF.



8 Espacios normados

Si miramos con cuidado las propiedades (I), (II) y (I1I) de la definicién de norma,
podemos notar que todo espacio normado es un espacio vectorial métrico, donde la métrica
tiene las propiedades adicionales

(o, ay) = |af d(z,y)

d(z +z,y+2) =d(z,y).

Podemos entonces hablar de continuidad, y como en el caso de un espacio métrico, es trivial
la verificacién de que la funcién || || : £ — IR es una funcién continua, simplemente
reescribiendo la desigualdad triangular (propiedad (7))

izl =Nyl <[l =y I - (1.1)
Ademis las desigualdades
21 + 1 — (@2 + y2) || < [lzr — w2l + [ly2 — w2 (1.2)
y
Az1 — Xzl < Az — Mixe|| + [[A1z2 — Aews|| )

= Al e = w2l 4+ (A = Ag] - (|22

prueban que tanto la suma como el producto por escalares son funciones continuas en
cualquier espacio normado.

Definicién 1.4 (normas equivalentes)  Diremos que dos normas || ||, y | |, so-
bre un espacio vectorial E, son equivalentes si y solo si existen constantes positivas a,
b € IR, tales que para todo x € E vale

]l < alzfly < bl

Notar que la desigualdad
]y < a [l

nos dice que la funcién id : (E,| |,) — (E,]| ;) (donde id es la funcién (z +— z), es
decir la identidad de FE) es una funcién continua, y similarmente la desigualdad

b
Tl < — ||z
lzlly < = llll;
nos dice que id : (E,| ;) — (E,]| |5) es continua. En otras palabras: dos normas
sobre un espacio vectorial son equivalentes si y sélo si los espacios métricos inducidos por

ellas son homeomorfos.

Definicién 1.5 (espacio separable) Diremos que un espacio normado (E,|| | ) es
separable cuando exista un subconjunto H C E numerable, de manera que H resulte
denso en E con respecto a la distancia inducida por la norma || || 5.
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En presencia de una seminorma || ||, podremos hablar de separabilidad (con un
pequeno abuso de lenguaje de por medio) de un espacio ain sin tener una estructura de
cerrados y un operador de clausura (para hablar de conjuntos densos), de la siguiente
manera: diremos que un conjunto numerable {e,} C E es denso, cuando para todo = € E,
y todo € > 0, existe un elemento del denso tal que

|z —en|| <e.

Definicién 1.6 (base) Un subconjunto numerable B = {z,} C (E,| | g), se llama
base del espacio normado E, si es linealmente independiente y para todo x en E existe
una sucesion {a,} C PV de escalares para los cuales vale el limite

n
T — Z ;T —n—oo 0.
=1 E

En ese caso es usual la notacion x =), a;z;.

Notar la diferencia con la definicién de base en el sentido habitual, es decir, alge-
braico (base de Hamel); ver el Teorema I1.25, en la seccién I1.6.

Es inmediata la observacién de que todo espacio normado provisto de base B
en el sentido anterior es separable, tomando como denso numerable al conjunto de las
combinaciones lineales con coeficientes racionales (en el caso IF=IR) o coeficientes en Q+iQ
(en el caso IF=C) de los vectores de B.

® NOTA: La reciproca de la observacién anterior no es cierta. En 1973, P. Enflo [Enflo] dio el primer ejemplo de un
espacio normado separable que no admite base de Schauder. La demostracién utiliza en esencia propiedades de
operadores compactos, asi que volveremos a tratar el tema de bases de Schauder cuando nos ocupemos de ellos.

Una versién simplificada del ejemplo de Enflo (debida A.M. Davie) puede hallarse en [Davie].

Definicién 1.7 (funciones coordenadas) Sea {z,} una base de un espacio normado
E. Para cada n € IN podemos definir una funcion o, : E — IF, como ay(x) = ay si x =
>oiixi.  De las igualdades Az = 37; (Aaj)ej yx+y = > (aj +bj)e; (siy = ;bje;)
se deduce que cada oy, es lineal, y se suelen llamar funciones coordenadas (por razones
obvias).

Definicién 1.8 (base de Schauder) Si {x,} es una base del espacio normado E, y to-
das sus funciones coordenadas {cy,} son continuas, se dice que {x,} es una base de
Schauder de E.

Volviendo a los comentarios sobre continuidad de la suma y el producto por es-
calares, debe quedar claro que no necesariamente una seminorma define una métrica
sobre el espacio, y por ende no podemos hablar en forma rigurosa de continuidad u otros
conceptos topologdgicos con respecto a una seminorma si no tenemos una métrica (o al
menos una estructura de abiertos) definida sobre el espacio. Sin embargo en un contexto
més general las expresiones (I.1), (I.2) y (I.3) tienen su utilidad.
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Antes de ocuparnos de algunas de las propiedades basicas que mencionamos, demos
un poco mas de notacion, seguida de unos ejemplos:

Definicién 1.9 (traslacién) Dado un punto x € E, y un subconjunto cualquiera A C E,
llamamos
x+A={yecE| JaceA cony=x+a}.

Es decir, la traslacion rigida del conjunto A en la direccion del vector x. Puede notarse
que si A es un subespacio, y x ¢ A, entonces x + A es una variedad "afin”, y viceversa.
En el caso x € A, es claro que x + A = A.

Definicién 1.10 (homotecias) Dado un nimero real r, y un conjunto B C E, se define
r-B={yeFE| 3beB cony=r-b}.

En este caso se trata de una homotecia o "dilatacion” del conjunto en un factor constante
r. Un caso particular es el de la bola centrada en el origen: en ese caso es claro que
r-By=r-B(0,1) = B(0,r) = B,.

Definicién I.11 (el espacio producto) Si (E,|| ||g) v (F,|| |r) son espacios nor-
mados, se toma el producto E X F', que tiene estructura de espacio vectorial, y si
(x,y) € E X F, entonces la funcion

H HEXF:EXF—>1R+

(@ 9) |lexr =2 le + [ v llr

es una norma, y al espacio normado (E X F,|| ||gxr) se lo llama comunmente espacio
normado producto.

1.1.1 Algunos ejemplos de espacios normados

Méds que nada a titulo ilustrativo, ya que volveremos sobre ellos (y otros) varias veces.

Ejemplo 1 (IR,| |) En este caso es sencillo ver que toda norma || | sobre IR es de la
forma a- | | para un a > 0, puesto que la propiedad (II) de la norma nos dice

[l Al=[l - L= ]

También estd claro que toda funcion de la forma a-| | con a > 0 es una norma sobre R.
Es conocido el resultado @ = IR que nos dice que este espacio es separable.

Ejemplo 2 (C,| |) Vale la misma observacion que en el ejemplo anterior, tomando
Q+iQ como subconjunto denso numerable. .

Ejemplo 3 Mds generalmente, en IR™ y C™ podemos definir varias normas, entre ellas
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1 || 7 [|oo= maxi<p<yp | 2 |

1
2. |z |lp= T |2k |P)? si1l < p<oo. El caso particular p = 2 se denomina general-
mente espacio Euclideo. A partir de éstas podemos armar otras como combina-
ctones lineales utilizando la observacion del Ejemplo 1:

3. || z ||= max 3 | xy |
4. || = ||= maxay | zk | con ag > 0.

1
5.z |lp= 2T Be | @k |P)? con By, > 0, por el hecho general (y trivial) de que si || |1
y || |l2 son normas sobre E , entonces cualquier combinacion lineal de ellas con
coeficientes positivos (y alguno de ellos no nulo) también es una norma.

Las mismas consideraciones que en los ejemplos anteriores mos dicen que estos
espacios son separables.

Ejemplo 4 Cla,b] = {¢ : [a,b] — IF| ¢ es continua} las funciones continuas sobre
el intervalo [a, b].

1] ¢ |lo= supseiap | (1) |- El espacio (Cla,bl, [l |,,) es separable: éste es en efecto
el teorema de Weirstrass (Teorema 1.54), que demostraremos sobre el final de éste
capitulo (seccion 1.8).*

2. || ¢ |le=| ¢(c) | con ¢ € [a,b], que se trata en realidad de una seminorma.

Ejemplo 5 Considerar (E,|| ||z) espacio normado cualquiera y tomar
C ([a,b], E) ={p : [a,b] — E | ¢ es continua}

Sobre €l se define || ¢ ||o= supicpap || ©(t) g (que es finita por ser [a,b] compacto) y
entonces se deduce la igualdad

1 ¢ lloo=inf {K'>0:|| p(t) [[< K V€ [a,b]}

Ejemplo 6 En el caso general, se considera un espacio compacto X, y C (X, E) como en
el caso anterior, tomdndose || ¢ ||lo= sup,cg || ¢(t) || . En el caso particular en que el
espacio E es el cuerpo IF, C (X, IF') se denota directamente C(X). Este ultimo espacio es
también separable como veremos en la seccion 1.8 (Teorema 1.61).

Ejemplo 7 Ahora pasamos a subespacios de IFYY (las sucesiones), donde podemos con-
siderar los casos como en el Ejemplo 3:

*Puede hacerse una demostracién més sencilla tomando como subconjunto denso numerable las fun-
ciones lineales a trozos con vértices de coordenadas racionales. Ver [Porta][IL.2.2]
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1. L, = {(z(n)) : X021 | z(n) P< oo} si 1 < p < oo, y se toma el espacio normado

Ly, || Hp> donde la norma se define como

3=

lzll, = | D2 lz(m) 7]

n>1

o bien tomar

2 Lo = {(2(n) : ||zl oo = suPnepv [ 2(n) |< oo}

3. c={(z(n)):3 limp_oz(n)} yco={(z(n)):lim, . x(n) =0}, con la norma
| 2 ||loo como en 7b. Es claro que c, es un subespacio de c; veremos mds adelante
que en realidad se trata de un subespacio cerrado de c (seccion 1.3.1).

Es casi evidente de la definicion que el subconjunto (numerable) de vectores de la
forma

1 k=n
zk(n) =
0 k#n
es una base (en realidad, una base de Schauder: ver la seccion I1.7) para (lp, I Hp) ,

sil <p< oo,y para cy, lo que prueba que estos espacios son todos separables. El
espacio ¢ también es separable (ver seccion 1.3.1).

Por otra parte el espacio (I, || ||,) no es separable, puesto que el subconjunto de
vectores de la forma

z(n)=001

es claramente no numerable (su cardinal es 2), y si x # y, entonces existe una
coordenada tal que |x(n) —y(n)| = 1, lo que nos dice que ||z —y| ., = 1 (es decir,
son puntos aislados).

Se tiene en cualquier caso la cadena de inclusiones
1 ClaC...Cly,

donde en general cada uno es un subespacio propio del otro. Demostraremos un sélo
caso, la inclusion estricta Iy C lo :

Tomemos entonces x € ly; esto implica que la sucesion x, = x(n) es sumable, y por
ende convergente a cero. Esto asegura que a partir de un Ny € IN dado, todos los
términos serdn (en mddulo) menores o iguales a uno, y entonces la desigualdad

lz(n)* < |z(n)]  ¥n > No
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nos lleva a la cota

lzlly, = SpenlzmP = Taen l#)F + s, l2(0)?
< ZnSNO |x(n)|2 + Zn>No |SU(7L)|
< Yaen 2P + he la(n)]

2
= anNo lz(n)]” + (|,
= K +|z|l;, < o0

que prueba la inclusion. Por otra parte la sucesion x(n) = % prueba que la inclusion
es estricta.

Ahora podemos generalizar los ejemplos anteriores, considerando un espacio nor-
mado E y tomando, dentro de E™N el subespacio

4. L(E) ={(zy) : X || 2k |P< 00} . Mds atin: podemos considerar el producto
T = [lrenw Ek, donde cada (Ey, || ||x) es un espacio normado y tomar el subespacio

5. 1,(T) = {(zx € Ex) : > || @k |[R< 00}, ddndole una estructura de espacio normado
mediante la norma p (como en 1).

Ejemplo 8 Tomemos un espacio cualquiera X, y sobre él consideremos el espacio (X, ., i)
un espacio de medida sobre Y. = {o-dlgebra de conjuntos de X}, con medida p : >, —
R* U {400}, 0 bien u: Y, — CtU{+oo} funcidnes o-aditivas.

Aqui hay que tener un poco de cuidado ya que si dos funciones difieren sobre un
conjunto de medida cero, entonces para cualquiera de las siguientes dos definiciones serdn
indistinguibles, con lo cual lo que tendremos son dos seminormas (esto se arregla muy
facil utilizando los resultados de la seccion Espacio cociente (seccion I11.5) del Capitulo
II, mds precisamente mediante la Proposicion I11.22, como mostraremos).

1. El primer caso es considerar el espacio
LP(X,> .u) = {gp : X — IF medible : / | o(t) [P du(t) < oo}
X

y tomar el espacio vectorial con seminorma (LP,| ||,) donde

1
P
| ¢ ll,= (/ W\pdu) :
X

La demostracion de que se trata realmente de una seminorma (propiedad (I)) es la
famosa desigualdad de Minkowski. Puede encontrarse en
[Fava-Zo|[CapituloVIL,5]. Sobre las condiciones para la separabilidad de estos espa-
cios, ver la nota sobre el final de la seccion I1.5.1 (en el Capitulo II).



14

Espacios normados

2. También podemos considerar este otro subconjunto de las funciones medibles:

L>®(X, >, n) ={p: X — IF medible: 3 M >0 tal que p({| ¢ |> M}) =0}
y se define
| ¢ |loo= esssup(p) = inf {M > 0: vale lo anterior}

conocido como el supremo esencial de .

Cabe recordar que si (X)) < 00, entonces L C LP para todo 1 < p < 0o, y ademds
vale el limite

lim [[oll, = llelloe Vo e L™ (I.4)

Para verlo, st p # 0 c.t.p., podemos suponer (sin pérdida de generalidad) |||, =1,

y entonces la inclusion es evidente de la desigualdad |p|P < 1 = |||, c.t.p., que nos
dice

Jo el i< [ Nl du = n(X)- el (L5)

Para probar el limite de la ecuacion (I1.4), si tomamos un nimero cualquiera A <
ol s ¥ Uamamos E al conjunto donde |o(t)| > A, de la misma definicion del
supremo esencial se deduce que pu (E) > 0 y ademds

o= ont- (o = () =)' < ()

1
siendo éste ultimo término menor o igual pu (X)* - |||, por la ecuacion (1.5). Com-
binando esto con la desigualdad anterior, y haciendo tender p — oo, se obtiene

1 1
A<timint ([ 1ol)" < timsup ([ fol)" < ol
p X P X

haciendo tender A — |||, se obtiene que existe el limite y coincide con la norma

supremo de .

o0 !

Otro resultado importante se obtiene si suponemos que X contiene una familia no
numerable de conjuntos S de medida positiva, tales que

p(S—5)>0 vS 9 €S8,

ya que entonces este espacio no es separable; en efecto, las bolas

1
e = xslle < 3

(donde xs denota la funcion caracteristica de S € S) constituyen una familia no
numerable de abiertos no vacios, disjuntos dos a dos.

Este es el caso de L™ ((a,b), B, u) siendo p la medida usual de Lebesque y B la o-
dalgebra de los Borelianos, y tomando como S la familia de intervalos abiertos (a, s),
s < b. Lo mismo vale para cualquier L (E,B,u), con E C RYN medible.
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Ejemplo 9 Dada cualquier funcién ¢ : [a,b] — IR, y cualquier particion
M={a=t) <ty <.. <ty,=>},

se define V(p,I1) = 30— | ¢ (tk) — ¢ (tk—1) |, y entonces podemos considerar el espacio
BVia,b] = {¢ : V(¢) = Var(e) = supy V(p,II) < oo}, las funciones de variacién
acotada sobre [a, b).

Se ve facilmente que V(¢) es una seminorma y se conoce como variacion de .

Un caso trivial de funcion de variacion acotada son las funciones mondto-nas, ya
que en ese caso, para toda particion vale V(p,I1) = |p(b) — ¢(a)| = V().

Observar que V(o) =0 si y sélo si ¢ es constante, ya que
V(p) = 0 quiere decir que mecesariamente para toda particion I del intervalo [a,b],
V(p,II) = 0; la existencia de dos puntos u,v € [a,b], con u > v, donde ¢ (a) # p(b)
nos dice que V() > 0 tomando la particion

H*E{a:t0<t1:v<t2:u<t3:b}.
A partir de V' es sencillo construir una norma, simplemente poniendo

e lBv=l¢(a) | +V(p),

que verifica trivialmente ser una seminorma por ser la suma de dos de ellas; la observacion
anterior nos dice que || ¢ ||py= 0 implica ¢ constante, pero ademds debe ser p(a) =0 y
por ende @ es la funcion nula.

Un argumento similar al del ejemplo anterior (espacios L) nos dice que este
espacio no es separable.

® NOTA: El siguiente es un resultado fundamental de las funciones de variacién acotada. Definamos V (¢) (x)
como la varidcién de ¢ en el intervalo [a,x], con x<b. Entonces ¢ se escribe como

p=V(p)=V(p) =),

y se prueba que ambas funciones son mondtonas no decrecientes. Se concluye que ¢ es derivable en casi todo
punto.(ver [Kolmogorov][TeoremaVIl.2.1,p.378]).

Ejemplo 10 Las funciones lipschitzianas de orden a (para 0 < a < 1) son las fun-
ciones ¢ : [a,b] —IF que satisfacen

|o(t) — (s)]
ez, =l ¢(a) | +sup o <00
t£s |t —s]
Es claro que || HLa cumple las propiedades de una norma por las mismas razones que

utilizamos en el ejemplo anterior.

Por otro lado puede probarse que todas las funciones lipschitzianas de orden (3, con
B > 1, son exclusivamente las funciones constantes (y por ende un caso sin interés), de
las siguiente manera:

lp(t) — w(s)] lp(t) — ()]
PR P

=S, (L6)
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sit # s, expresion de la que se deduce
[p(t) = p(s)] < Sp - [t = 5| (L7)
Con esto podemos probar que ¢ € BV]a,b], poniendo =1+ r, y tomando
o(tr) = olte-1)l < Sy (k= tr1)” < Sp - (b — th) - (b — te1)’
< Sy - (tg —tp—1) - (b—a)"
con lo cual para cualquier particion 11 se obtiene
Vie ) =25 o) —e(te-1) | < Sp - 2p (b — 1) - (b—a)’
= S (b—a)-(b—a)
=  S,-(b—a)’.

En el ejemplo anterior observamos que todas las funciones de variacion acotada son deriv-
ables en casi todo punto. Con esto las lipschitzianas de orden 3 (con 3 > 1) son derivables
en casi todo punto xo € [a,b], con lo cual (nuevamente por (1.6))

lp(z0) — p(x0 + h)|
Al

< S, |,

lo que nos dice, tomando limite (el cual existe en casi todo punto por las consideraciones
previas), que

¢/ (a0)| = lim 12T = @@+ )]

<0 c.t.p.
|h|—0 |h|

Ahora bien, esto nos dice que ' =0 c.t.p. Ahora probaremos que todas estas funciones
son absolutamente continuas, con lo cual habremos probado que

pla) = [ )t + pla) = pla) = cte

Para esto tomemos un nimero € > 0 y consideremos una familia arbitraria (finita) de

intervalos {(x;, ) },_, ,, que formen un cubrimiento del intervalo [a,b], de manera que

n

S o) — | < —
S

i=1

Podemos suponer (sin pérdida de generalidad) que |x} — ;| <1 para todo i en {1,....,n},
ya que en su defecto partimos a los intervalos de didmetro mayor en otros mds pequenos
hasta obtener esta cota, y una cota para esta subparticion serd también una cota para



El lema de Riesz 17

la particion original, por medio de la desigualdad triangular. Con esto, |x; — x;]

! 1+r <
|z} — x;| para todo i. Ahora calculemos

Pile@) —e@)] < S, Y | — )

= Sp Tiyfaf—alT

IA
n
©

?:1 |~’U;; — ]

[N
< S¢'$—57

lo que termina de probar la continuidad absoluta de .

I.2 El lema de Riesz

El hecho de que toda norma defina una métrica sobre un espacio vectorial dado, nos
permite hablar de los conceptos topoldgicos habituales como abiertos y cerrados; junto
con ellos aparecen en forma natural otros algo méas complejos, como por ejemplo el borde
de un conjunto, un conjunto nunca denso (magro) o un conjunto denso en todo el
espacio.

En un espacio normado E, es posible que un subespacio propio H sea denso (por
ejemplo, el subespacio R®@) de sucesiones con finitos términos no nulos en el espacio
l«o(IR), como el lector puede verificar). Por otro lado, si H es cerrado, esta claro que la
unica forma que tiene de ser denso, es ser todo E. Esto nos permite deducir que si H es
un subespacio propio cerrado, entonces hay punto de E a distancia positiva de H, ya que
dist(x,H) = inf {|[x — hl|z : h € H}, y si éste infimo es cero para todo x € E, entonces
H es denso.

En el caso general, esta claro que dist(x, H) < ||z]|, y uno estaria entonces tentado
a tratar de encontrar algin vector x € E de manera que ||z|| = dist(z, H), por la siguiente
razon: el concepto intuitivo de distancia euclidea estd intimamente ligado con la idea de
ortogonalidad; cada vez que pensamos en la distancia entre un punto y un objeto extenso,
pensamos en la distancia perpendicular del objeto al punto. Ahora bien, la distancia
perpendicular a un subespacio puede medirse en particular desde el origen, y entonces
un vector en las condiciones de arriba seria lo més parecido a algo ”perpendicular” u
”ortogonal” al subespacio dado. Como veremos luego, este vector es posible de hallar en
un espacio con producto interno, ya que en un espacio asi subsiste la idea euclidea de
ortogonalidad, inducida por el producto. Desgraciadamente, en la mayoria de los casos de
espacios normados, este vector no existe, ni siquiera si el espacio es completo.

Un ejemplo clésico de esta patologia es el siguiente:

Ejemplo 11 (a) Tomemos el subespacio X de C[0,1] formado por todas las funciones
continuas [ que satisfacen f(0) = 0 dotado de la norma supremo. Es un resultado conocido
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(que se demuestra en cualquier curso de cdlculo avanzado) que (C[0,1],| |l.) es un
espacio completo. Como X es un subespacio cerrado, resulta que (X, || | ) es un espacio
normado completo. Consideremos el subespacio M de X formado por todas las funciones
g tales que

1
/ g(t)dt = 0
0

St tomamos un punto de acumulacion de este subespacio, y una sucesion de funciones
{gn} en M, la desigualdad

o aadt] < |J3 a(t) — gn(t)dt] + | Jy ga(t)dt
= |0 9®) — galt)at]
< Jolg(t) = gn(t)] dt
< lg®) = gn(®)llg —n 0

prueba que se trata de un subespacio cerrado.

Ahora supongamos que fo € X, ||folloo =1, y que vale d(fo, M) =1, y veamos que
esto es imposible. De la definicion de distancia se obtiene que ||fo — gl > 1 para todo
g € M. Para cada f € X — M definamos

Jo fo(t)dt

cp =
Jo f(#)dt
Entonces es trivial la verificacion de que fo —cy.f € M, y con esto
Ifo—(fo—cp-Hll, > 1,

es decir |cg| .|| fllo = 1, que en términos de la definicion de cy se escribe como

Lélﬁﬁwdd.wﬂhazyélf@yﬁw (L8)

Ahora consideremos la sucesion de funciones fy(t) = tn en C10,1]. Por un lado se ve que
fn(0) = 0 para todo n € IN, (0 sea f, € X VYV n € IN); y por otra parte estd claro que
ninguna estd en M. Ademds es trivial la verificacion de que || fp||,, =1 para todo n € IN;
reemplazando en la ecuacion (1.8) y tomando limite para n — oo se obtiene

1

14
thr 1 ].

1 o= 1 —nl
10 1y

o[ -

es decir que

/01 fo(t)dt‘ > 1.
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Pero por otra parte la continuidad de fo y el hecho de que fo(0) = 0, junto con la cota
|fo(t)] <1 nos asegura que debe ser

/01 fo(t)dt’ <1,

lo cual es una contradiccion.O

Sin embargo, en cualquier caso subsiste una idea de ” cuasiortogonalidad” inducida
por el siguiente lema

Lema 1.12 (F. Riesz) Sea H un subespacio propio y cerrado de un espacio normado E,
y tomemos un € > 0 arbitrario. Entonces existe algin x € E tal que ||z|| =1 y la norma
de x aproxima a menos de ¢ la distancia al subespacio, es decir

||| > dist(x, H) > 1 —¢ = ||z|| —e.
DEMOSTRACION:

De la misma definicién de distancia se deduce la desigualdad 0 < dist(z, H) < ||z|
para todo x € E. Como H es cerrado, y propio, existe por lo menos un x que hace la
desigualdad estricta, es decir 0 < dist(x, H) < ||z||. Vamos a suponer (sin pérdida de
generalidad) que 0 < ¢ < 1, y que H # {0} (ya que en ese caso la prueba es trivial,
puesto que todo da cero). Tomemos z € E tal que dist(z, H) = § > 0; nuevamente de la
definicion de distancia se deduce que existe un hg € H tal que

)
—h — <. 1.9
Iz = holl < 37— < (L.9)
Si llamamos y = z — hy, entonces resulta que dist(y, H) = dist(z, H) = § puesto que
dist(y, H) = inf{|ly—h|gp:he H}=inf{||z—ho—h|p:he H}

= inf{|lz =1z :H € H} = dist(z,H),

y si tomamos un escalar positivo cualquiera «, se deduce que dist(ay, H) = «ad con un
argumento similar. Llamando xz = HT?jH’ estd claro que ||z|| = 1; por lo que mencionamos

recién, dist(x, H) = ﬁ. Pero de la ecuacién (1.9) se deduce la desigualdad ﬁ > 11e o
que nos lleva a
1
dist(x,H) > —— >1—¢ (puesto quee < 1).0
1+e

Ejemplo 11 (b) Volviendo al ejemplo anterior al lema, se puede construir explicitamente
una sucesion de vectores { fn}, v en X, de norma uno, tales que d(f,, M) —n 1. Esta es
la siguiente

nt 0<t<i
fn(t) =

<t

IN
—_

3=

Los detalles quedan a cargo del lector.
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1.3 Clausura e hiperplanos

La discusién previa al lema de Riesz nos plantea el problema de tratar de decidir cuando
un subespacio es denso. Esta pregunta tiene no tiene una respuesta automadtica, pero el
panorama se aclara un poco después de los proximos resultados.

Proposicion 1.13 Si H es un subespacio de un espacio normado E, su clausura es tam-
bién un subespacio.

DEMOSTRACION:

Consideremos las funciones f : H x H — H y g : FxH — H definidas como
flz,y) = z+yy gla,z) = az, que por las observaciones (1.2) y (I.3) del comienzo
del capitulo son funciones continuas sobre todo el espacio, y por ende su restriccion al
subespacio H también es continua. Es un resultado conocido de las funciones sobre es-
pacios topoldgicos cualquiera que f es continua si y sélo si para todo subconjunto C' vale
f(C) c f(C). Por lo tanto en el caso particular de la suma y el subespacio H vale
f(H x H) C f(HxH). Pero f(H x H) C H, y entonces f(H x H) C H. Esto prueba
que la suma de dos elementos en la clausura del subespacio siguen estando en la clausura.
Un argumento similar sobre la funciéon producto por escalares concluye la prueba de que
H es un subespacio.O

Ahora un poco de algebra lineal:

Definicion 1.14 Un hiperplano H es un subespacio propio maximal en un espacio vec-
torial E; es decir que, si v es un vector del espacio que no pertenece al hiperplano, entonces
vale

E=Hd<v>.

O sea que para todo elemento w € E existen un vector h € H y un escalar A\, € IF tales
que w = h + Ayv.

Estd claro que hay un isomorfismo de espacios vectoriales E/H ~ IF, definido como
® ([w]) = @ ([Awv + 1)) = Aw

Proposicién 1.15 Un subconjunto H C E (donde E es un espacio vectorial) es un hiper-
plano si y sdlo si existe una funcion lineal f : E — IF no idénticamente nula tal que
H = ker f. La funcional f es unica, salvo un factor constante: es decir, si existe otra
funcional g : E — F tal que ker f = ker g, entonces existe a € IF tal que f = ag.

DEMOSTRACION:
Si H = f~1(0), con f lineal, entonces estd claro que f es un subespacio; falta
ver que es maximal. Para esto tomemos un vector cualquiera v € E tal que f(v) # 0, y
consideremos el subespacio
S=Hd <v>
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(donde < v > indica el subespacio generado por v). Ahora tomemos un elemento cualquiera

w € E;y escribamos el vector h = w — %v. Como f es lineal,

) e
f(h) = f(w) f(v)f() fw) = f(w) =0
Esto prueba que h € H, y despejando se deduce
f(w)
h + ) (I.10)

lo que nos dice que w € S. Como cualquier vector de F estd en S, resulta £ C S, luego
debe ser £ = S.
Para la reciproca, supongamos que existe un hiperplano H, por ende un vector
v ¢ H tales que para todo vector w del espacio existen h,, € H, A\, € IF de manera que
vale
W = hy + A . (I.11)

Se define f : E — IF como f(w) = \. La igualdad H = f~1(0) se deduce trivialmente de
las definiciones, y por iltimo, como de (I.11) se ve que para cada w € E vale la igualdad
Aw¥ = w — hy,, entonces

(f(aw + ﬁz) - af(w) - ﬁf(z)) v = ()\aw—i-ﬂz - O‘)\w - ﬁAz) v
= Aaw+B20 — QA — BAv

= _hw-‘raz + ahw + /th

y como el el dltimo término es un vector de H, en el cual por hipétesis v no esta, se tiene
que f(aw+ fBz) —af(w)—Bf(z) =0, olo que es lo mismo f(aw + (z) = af(w) + 5f(2),
que prueba la linealidad de f.

En cualquier caso, si suponemos que hay otra funcional g : £ — IF tal que H =
g~ 1(0), entonces aplicdndola sobre (1.10) se deduce que, para todo w € E

gw) = gl1) + 2 g(0) = 4 w) = af(w) .0

Volviendo a los espacios normados, la caracterizacién anterior de hiperplanos nos
permite identificarlos con las funcionales lineales, y entonces podemos juntar esto con la
Proposicion 1.13 para obtener la siguiente

Proposiciéon 1.16 Supongamos que H es un hiperplano de un espacio normado E. En-
tonces H es cerrado o es denso en E. Ademds, si f es cualquier funcional tal que H =
ker f, entonces H es cerrado si y sélo si f es continua.
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DEMOSTRACION:

Para la primer parte, las inlusiones obvias H C H C E, junto con el hecho de que
H es un subespacio y H un subespacio maximal, nos dicen que H = H o bien H = E.

Si f es continua, H es autométicamente cerrado por ser la preimagen de un cerrado.
Para la reciproca, lamentablemente vamos a necesitar (para no caer en una demostracion
altamente técnica) los resultados de la seccién dedicada a espacios cocientes, en el Capitulo
IT seccién I1.5. Consideremos el diagrama

f
F—TF
nl
E/H

donde II es la proyeccion al cociente, y la funcién f estd bien definida puesto que ker f =
H, y ademds es un morfismo (o sea es un aplicacién lineal). Por ser H un hiperplano,
el espacio cociente es un espacio vectorial de dimensién uno. La Proposicién 11.19 de
la mencionada seccién nos dice que el espacio vectorial E/H es en realidad un espacio
normado (por ser H cerrado). Ademads la Proposicién I1.20.3 nos asegura que la proyeccién
IT es una funcién continua. Por otra parte, el hecho de que H/S sea unidimensional nos
dice que H/S = (vp) , y entonces

[T -F@)| = |[Fev) = F@w)| =la— 81| 7w

_ 71} (v
= Ja=al- Nl Ll = o - ) wol - LG

[[voll l[voll

= Jo—uw|-M

lo que prueba que f es un monomorfismo continuo. Tomemos g : £ — IF, donde g = f oIl.
Esta claro que g es una funcional lineal, pero ademadas es continua puesto que es una
composicién de funciones continuas. Por otra parte

-1

kerg =g 1(0) = 1! ((f) (0)) =10'0)=H =ker f

y entonces la Proposicion 1.15 nos dice que existe una constante a € IF tal que f = ag,
con lo cual f resulta continua.O

Una generalizacién del argumento sobre la continuidad de f puede verse sobre el
final de éste capitulo, en la seccién 1.7 sobre espacios normados de dimension finita.

1.3.1 Los espacios cg y ¢

Como una aplicacién del resultado anterior, consideremos la funcional L : ¢ — IF donde
c tiene la norma supremo, y L ({z(n)}) = lim, z(n). En principio habfamos observado
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que cg es un subespacio de c; como ¢y = ker L, si probamos que L es continua sobre
c, habremos demostrado que cy es un hiperplano cerrado de c. Para esto hagamos la
diferencia de los limites, que es igual al limite de la diferencia (puesto que ambos limites
existen) y utilicemos que el médulo es una funcién continua para sacar el limite:

lim,, z(n) — lim, y(n)| = lim,, [z(n) — y(n)|
< limy sup,ep [(n) —y(n)|
= [z —ylo —2—y 0.

Basta elegir entonces una sucesién con limite no nulo (por ejemplo, el elemento
x=(1,1,1,1,...... ), con limite igual a uno) para escribir

c=cpb<zT>.

Esta descripcion de ¢ nos dice también que se trata de un espacio normado sep-
arable, ya que en el Ejemplo 7 observamos que ¢ es separable, y si {z,} es un denso
numerable de ¢g, tomamos el subconjunto (numerable) de ¢ formado por los vectores de
la forma

Ynk = Tn + AT

con {A\;} en @ (si IF=IR), o en Q+iQ (si F=C). Es inmediata la demostracién de la
densidad de {ynk}, ey €n €. En otras palabras: si {2,} es una base para cp, y 2 es
cualquier vector en ¢, con limite no nulo, entonces {z,} U {z} es una base para c.

1.4 Equivalencia de espacios normados

Como idea general, se puede tratar de construir una ” clasificaciéon” de espacios normados,
para poder trabajar con comodidad con aquellos espacios que resulten méas ”naturales”
en su presentacién, elegidos entre los de su misma clase. Para dar méas precisién a este
concepto, pensemos que los espacios entre los cuales se puede hallar un isomorfismo (en
el sentido algebraico) son candidatos naturales a caer en una misma clase. Sin embargo
una clasificacién tan gruesa tiene una desventaja evidente: podemos dotar a un mismo
espacio vectorial con dos estructuras topoldgicas distintas (es decir, definir dos normas no
equivalentes para el mismo espacio) y ambos espacios (obviamente distintos como espacios
normados) seran algebraicamente isomorfos.

Ejemplo 12 Tomemos el espacio R de sucesiones con finitos términos no nulos, y
démosle estructura de espacio normado con la norma supremo

], = ma|a(n)].
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Ahora bien, también es posible darle estructura de espacio normado al mismo espacio
vectorial por medio de la norma

lzlly = ) la(n)]

nelN

(donde en realidad se trata de una suma y no un limite, por ser casi todos los términos
nulos). Estd claro que la identidad sobre R es un isomorfismo algebraico: probaremos
que ambos espacios no son homeomorfos.

Para ésto basta probar que ambas normas no son equivalentes, y esto es trivial ya
que la existencia de una constante a € IR tal que

2l < allzll (L12)

para todo = € E nos lleva al absurdo via la sucesion de vectores {xy} de RWY) definida
como

sobre la cual la ecuacion (1.12) nos dice
kE=|zi|; <alzi)|=0al=a YEecIN.O

Es evidente que hay que pedir un poco mas: una primera aproximacion es pedir
que el isomorfismo en cuestién sea bicontinuo (es decir, que sea un homeomorfismo). Esto
nos permite asegurar que la estructura de abiertos (y cerrados) de ambos espacios serd la
misma.

También podremos considerar monomorfismos bicontinuos entre dos espacios nor-
mados, lo cual nos permitird mirar al espacio de salida del monomorfismo como un sube-
spacio propio y cerrado del de llegada. En general, con esto serd suficiente. Sin embargo,
hay una condicién mas fuerte que nos dice que dos espacios son (exceptuando la descripcién
y presentacién) practicamente el mismo: ésta es la siguiente

Definicién 1.17 Sea T : E — F un isomorfismo (algebraico) entre espacios normados.
Se dice que T es un isomorfismo isométrico si para todo x € E vale

1Tzl = [l

En ese caso se dice que los espacios normados E y F' son isométricamente isomorfos,
y lo denotaremos E ~ F.

Es evidente de la definicion que T es una funcién continua, y con inversa continua,
pero esta condicién es mucho mas fuerte que las anteriores, y para nosotros serd una
”igualdad” virtual de espacios normados: es decir que es la maxima aspiracién que uno
puede tener a la hora de ver hasta que punto dos espacios normados son el mismo.
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1.5 El espacio dual y el teorema de Hahn-Banach

Como vimos, la clasificacién de subespacios requiere fundamentalmente saber cuando una
funcional es continua. En primer lugar hay que tener presente que las funcionales no
continuas, aunque raramente aparecen, existen. Un ejemplo trivial de funcional lineal no
continua es el siguiente:

Ejemplo 13 Se toma el espacio vectorial R = @, nvIR (las sucesiones con "colas” de
ceros), y se le da la norma

[l = [[{2(n)}nen || = max |z(n)] (L13)

que es un numero finito puesto que hay finitos términos no nulos. Se toma la base candnica
B = {ex}ren de E, donde
k n=k
er(n) =
0 n#k

y se define | : RY) - R como l(ex) =k sobre la base, extendiéndola en forma lineal a
todo el espacio (lo que la hace automdticamente lineal). Ahora consideremos la sucesion

{l‘k}keﬂv definida como xp = ﬁek’ es decir

Cada uno de estos elementos xy, estd contenido claramente en RV | pero ademds

1
x| = max |z (n)| = —= —4 0,

Vi

lo que nos dice que la sucesion tiende a cero. Pero por otra parte,

l($k):l<;Eek>:lk-l(ek)Z\/%—>k+oo

lo que prueba que | no es continua.

Hay algo méas que se puede extraer de éste ejemplo: como [ no es continua, el
subconjunto H de R™) definido como H = ker es un hiperplano denso (Proposiciones
I.15 y 1.16). Uno podria verse tentado a decir que los uinicos subespacios con posibilidad
de ser densos son los hiperplanos, pero lamentablemente ésto es falso: consideremos el
hiperplano H = kerl. Por ser un subespacio de IR®Y) es un espacio normado, con una
norma que es simplemente la restriccién de la norma (1.13) al subespacio. Por otra parte
esta claro que dim H > N, puesto que se trata de un hiperplano, y si tuviera dimension
finita entonces todo el espacio tendria dimensién finita, lo cual es evidentemente falso.
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Entonces dim H = Ng, por ser un subespacio de IRY). Esto prueba que hay una base

{hi}pen de H sobre la cual se puede repetir la construccién anterior para obtener una
funcional I’ : H — IR que no es continua sobre H. Tomemos el conjunto S = ker !’ : el
mismo razonamiento anterior nos dice que S es un hiperplano de H, denso en H. Entonces
S es un subespacio propio de R™Y) | estrictamente incluido en un hiperplano, lo que prueba
que no es un hiperplano. Pero por otra parte es trivial verificar que si A, B 'y C' son espacios
métricos, A es denso en B,y B es denso en C' entonces A es denso en C' : el subespacio S
es un subespacio més pequefio que un hiperplano, pero es denso en IR(N),

Volvamos al caso general: como todo espacio de funciones sobre un cuerpo IF, el
conjunto de todas las funcionales tiene estructura de IF-espacio vectorial, con la suma y
el producto definidos punto a punto, es decir

(f +9) (2) = f(x) + g(x)
(Af) (@) = A(f(2))

Sin embargo, aparece un obstaculo cuando se trata de definir una norma sobre él, ya
que el ejemplo anterior nos muestra que puede haber funcionales no continuas. Esto
se resuelve observando que las funcionales lineales continuas forman un subespacio del
espacio vectorial de todas las funcionales, puesto que la suma y multiplicacién por escalares
de funciones continuas son funciones continuas. Vamos a quedarnos entonces con las
funcionales continuas, y para ellas tenemos la siguiente proposiciéon-definicién

Definicién 1.18 (espacio dual) Sea (E,|| ||z) un espacio normado. Entonces el es-
pacio vectorial de todas las funciones lineales continuas f : E — IF tiene una estructura
natural de espacio normado, con la norma definida como

/[l = sup [f(x)
D)

x
llzll 5=1

(1.14)

Este espacio se denomina E*, el espacio dual de E.

DEMOSTRACION:

La continuidad de f asegura que | f|| es finito, ya que una sucesién {z, } de vectores
de norma uno sobre la cual | f(z,)| —;, 00 nos permitiria construir la sucesién (a partir de

un n donde |f(z,)| > 0)
Tn

I )]

que tiende a cero pero sobre la cual f(y,) = 1 no tiende a cero.
La propiedad

IASIE=TAL- (L
es evidente. La subaditividad del supremo asegura la propiedad (I) de las normas, y por
ultimo es evidente que si || f|| = 0 entonces f(z) = 0 para todo = de norma uno, y por la

linealidad de f, para todo x € E, lo que prueba que f = 0.0
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Una propiedad bastante 1til de la norma (I.14) es la siguiente

x

@ =|r ()| el < sup (@) el = 171 el (115)

[l"]|=1

]

Asi como hemos definido el dual de un espacio normado, puede definirse el enésimo
dual en forma recursiva, es decir

donde cada uno de los espacios intermedios tiene una norma como en (1.14). Hay un caso
que presenta especial interés, y es el del doble dual de un espacio normado, el espacio E**
dotado de la norma

x|l = sup |x(¢)]
pelb*
llell=1

Este caso es importante porque existe una forma canodnica de ”sumergir” al espacio F
dentro de E**: six € E,y ¢ € E*, entonces el elemento = define una funcional x € E**
que actia sobre el punto ¢ de la siguiente manera

Z(p) = o(x) (L.16)

Es claro que 7 es lineal, pero ademds es continua puesto que, si ¢, —, @ en E*, entonces
la propiedad (I.15) nos dice que

Z(en) =2 ()] = len(@) —9(@)| = [(en — ¢) ()]

IN

len =@l - [lz]} =n 0

Esto prueba que x € E**.

Antes de seguir adelante vamos a necesitar un teorema muy importante que nos
permite extender una funcional continua definida sobre un subespacio propio, a todo el
espacio, de forma continua y sin alterar la norma. Este teorema tiene numerosas de
aplicaciones, y hay varias versiones. En nuestro caso, vamos a dar las versiones sobre
funcionales convexas.

Definicién I1.19 (funcional convexa) Sea E un IR-espacio vectorial. Una funcion p a
valores reales definida sobre E que satisface

plax + (1 —a)y) <ap(x)+ (1 —a)p(y)

para todo x,y € E, y todo « € [0,1] se denomina funcional convexa.
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Teorema 1.20 (Hahn-Banach versién real) Sea E un IR-espacio vectorial, y p una
funcional convexa sobre E. Supongamos que A es una funcional lineal real definida sobre
un subespacio S de E que satisface A\(s) < p(s) para todo s € S. Entonces existe una
funcional A definida sobre E, que satisface A(x) < p(x) para todo x € E, y ademds A es
una extension de X (es decir que A(s) = \(s) para todo s € S).

DEMOSTRACION:

Haremos la demostracién en dos pasos: primero demostraremos que si v es un
vector de F que no estd en S, entonces es posible extender la funcional A a una funcional
A definida sobre el subespacio

S=8b<v>

de manera que tenga las propiedades requeridas. El segundo pasa es utilizar el Lema de
Zorn para probar que este proceso de extension se puede continuar hasta extender X\ a
todo el espacio F.

Para comenzar, observemos que si A existe, su linealidad nos dice que basta saber
cuanto vale sobre v, ya que entonces

X(av + 5) = aA(v) + A(s) = a(v) + A(s) (1.17)
Supongamos entonces que si,S2 € Sy a, 3 > 0. Entonces

BAs ) +ads2) = A(Bsitas) = (a+ BN (s + 2250)
< (a+B)p (%igsl + c%rﬁsz)

= (a+8)p (s (51— av) + 525 (s2 4 B0))

IN

Bp(s1 — av) + ap(se + [v)
Asi, para todo o, 3 > 0y s1,89 € S, vale

1

S op(s1—av) + A(s1)] = 5 [p(s2 + Fv) = Als2)]

| =

Esto prueba que existe un nimero real r tal que

1 . 1
Eg{avp@—aw+w@n}grséi{ﬁmw+ﬂw—Awﬂ} (118)

Vamos a darle un valor cualquiera entre los r en estas condiciones a la extensién sobre
v, es decir A(v) = r. Evidentemente esta extensién es lineal y coincide con A sobre S;

falta probar que A(z) < p(z) para todo & € S. Para esto volvamos a la ecuacién (1.17).
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Supongamos que a > 0; entonces, observando en (1.18) que el infimo sobre 3 > 0 es menor
o igual que cualquiera de los valores de % [p(s + Bv) — A(s)], (en particular con 5 = a)

MNz) = XMav4s) = ar®)+A(s) = ar(v) + A(s) = ar + A(s)

< a-

Q=

[p(s + av) — A(s)] + A(s)
= plstav) = p(z)

El caso a = 0 es trivial ya que en ese caso x € S; alli X coincide con A, que por hipotesis
es menor o igual que p. El caso a < 0 se toma o = —a, y entonces nuevamente de (1.18)
se deduce que

Mez) = Aeav—s) = (—a)A() —A(s) = ar — A(s)
> a-Llop(s—av)+A(s)] - Als)
— (s —av)
= —p(s+av) = —p(x)

y ahora sdlo queda multiplicar por —1 para obtener

Az) = —A(—2) < p().

Ahora llamemos £ a la familia de todos los pares (e, .S) donde e es una extensién
de A definida sobre el subespacio S que satisface e(xz) < p(z) sobre S. Le damos un
orden parcial a £ diciendo que (e1,S1) < (e2,S52) si y sélo si S; C Sy y ademds vale
e1(x) = eg(x) sobre S1. Querriamos probar que toda cadena (es decir, todo subconjunto
linealmente ordenado) de £ tiene una cota superior en £. Tomemos entonces una cadena
C = {(ei,Si)}icr; entonces para todo par 4,5 € I vale (e;,5;) = (e;,Sj) o bien vale
(ej,55) = (e;,S;) . Es evidente que la unién

St = User {Si}

es un subespacio, porque S; € S; o bien S; C S; para todo 7,j € I, y entonces tomando
elementos = € S;, y € §; la suma estd definida pues es la suma en el subespacio mayor,
que es un miembro de la unién y por ende x + y € Sr; el producto de un vector x € S;
por un escalar pertenece trivialmente al mismo S; que x. Ahora definimos e(x) = e;(x)
si x € S;. Resulta evidente que (e, S7) = (e;,S;) para todo i € I, lo que nos dice que
(e, S1) es cota superior de la cadena C. Ahora el Lema de Zorn nos asegura que & tiene
un elemento maximal, que es un par (A, E’) tal que A es una extensién de A, y ademéds
A(z) < p(x) para todo z € E’. El dltimo detalle de la demostracién es probar que E’
es en realidad todo el espacio E; pero de no serlo entonces habria un vector z en £ — E’
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con el cual podriamos construir una extension A de A repitiendo el procedimiento de la
primera parte del teorema, con lo cual llegariamos a un par (A,E' @ <z>) que verifica

trivialmente (7&, E'o (z)) > (A, E’). Por la hipdtesis de maximalidad de (A, E’), debe

ser (/NX, E' @ (z)) = (A, E'), y por ende E' @ (z) = E'. Esto tltimo es absurdo: debe ser
entonces E' = E, y A una extensién de A sobre todo el espacio E que satisface A(z) < p(x)
para todo x € E.O

A partir del caso real es posible construir una variante del teorema anterior para
espacios normados complejos, que es la siguiente

Teorema 1.21 (Hahn-Banach versiéon compleja) Sea E un C-espacio vectorial, y p
una funcion sobre E a valores reales que satisface la desigualdad p(ax + By) < |a| - p(x) +
18| - p(y) para todo x,y € E, y todo par o, € C tal que |a| + |B] = 1. Supongamos
que A es una funcional lineal compleja definida sobre un subespacio S de E que satisface
IA(s)| < p(s) para todo s € S. Entonces existe una funcional lineal compleja A definida
sobre todo E que extiende a A\, y ademds vale |A(z)| < p(x) para todo x € E.

DEMOSTRACION:

Tomemos [(x) = Re {\(z)} . Entonces [ es una funcional lineal real sobre S, y como
l(iz) = Re{\(iz)} = Re{iX(z)} = —Sm{A(z)}

entonces

Az) = U(z) — il(iz) (1.19)

Como [ es real y ademds p restringida a R= {z € C': Sm {z} = 0} es una funcional con-
vexa, por el Teorema 1.20 existe una extensién a valores reales L definida sobre todo el
espacio F tal que L(z) < p(z). Definamos

A(z) = L(x) — iL(ix)

A es claramente IR-lineal, y es una extensién de A por la observacién (1.19). Por otra parte
la identidad A(ix) = L(iz) —iL(i (iz)) = iL(x) + L(iz) = iA(x) permite probar facilmente
que A es C-lineal. Veamos ahora que su médulo esté acotado por p. Notemos que si a € C
y la|] = 1 entonces p(azx) < |a| - p(z) = p(x) = p(atazx) < p(az), puesto que también
vale @™t = 1, lo que prueba que p(az) = p(z). Esta igualdad junto con el hecho de que
Re {A(zx)} = L(z) nos dice (llamando 6 = arg {A(z)}) que

A(z)] = e A(z) = A(e™"z) = L(e™Pa) — iL(e"x) = L(e ")

puesto que el primer término de la igualdad es real, y por ende el antetltimo también debe
serlo. Ahora la condicién sobre L nos dice que

A(@)| = Le ) < ple ) = p(a) .0

A partir de los teoremas de Hahn-Banach se deducen una serie de corolarios, de
los cuales s6lo mencionaremos algunos:
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Corolario 1.22 Sea E un espacio normado, S un subespacio de E y A un elemento de
S*. Entonces eziste ¢ € E* que extiende a A y ademds ||| g« = |||

S*

DEMOSTRACION:
Aplicar el Teorema 1.21 a la funcién p(z) = ||\ g« - |z]| 5 .0

Corolario 1.23 Sea x un elemento no nulo del espacio normado E. Entonces existe una
© € E*, tal que ||¢|| g« =1 y p(x) = ||z|| 5 . En particular, si E # {0}, entonces E* # {0} .

DEMOSTRACION:

Tomemos el subespacio S = (x), generado por x, y sobre él definamos A(ax) =
allz|| g (a € TIF). Claramente X es acotada y ademads ||A||g. = 1. Por el corolario anterior,
existe ¢ € E* que extiende a Ay ||¢|| g« = ||A|lg» = 1. Por otra parte

p(r) = Az) = ||z|g .O

Corolario 1.24 Sea E un espacio normado. Entonces E* separa los puntos de E (es
decir, para todo par de puntos x,y € E con x # y, existe ¢ € E* tal que p(x) # ¢(y)).

DEMOSTRACION:

Por la linealidad de las funcionales, basta probar que para todo z € E, x # 0,
existe una ¢ € E* tal que ¢(x) # 0 y esto ocurre por el Corolario 1.23.0

Corolario 1.25 Sea Z un subespacio de un espacio normado E. Supongamos que y es un
elemento de X tal que d(y,Z) = d. Entonces existe ¢ € E* tal que ||¢|| <1, p(y) =d y
©(z) = 0 para todo z € Z.

DEMOSTRACION:

Sea S = Z&® < y >, y definamos una funcional lineal A : S — C de la siguiente
manera: para s = zo +ay (z € Z, a € C) pongamos A(s) = ad. Evidentemente A(y) = d,
y A(z) = 0 para todo z € Z, pero ademés

A = ladl = la-infez |y + 2] gl

= linf.cz |lay + az|| 5|

< linfrezllay + 2/ gl
< ey + 20llg
= lsllg

lo que nos dice que A € S*. La desigualdad anterior ademds muestra que [[A[|g. < 1,y
entonces por el Corolario 1.22 existe una funcional ¢ € E* que es una extensiéon de A con
la misma norma (y por ende tiene las propiedades requeridas).0
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Ahora podemos completar nuestra disquisicion sobre el doble dual, que habia
quedado pendiente. Habiamos probado que, para todo elemento x € F, la funcional
definida como 7 (¢) = ¢(z) (sobre vectores de E*) es lineal y continua. Ahora veamos la
relacion entre sus normas. Por un lado

1Z]| g = |Z]| = sup |Z ()| = sup |p(z)] < sup ¢l - =]z = ||zl 5
cE* YEE* cE*
llell=1 [lel|=1 llel|=1

lo que prueba que ||Z|| g+« < ||z|| . Pero el Corolario 1.23 al teorema de Hahn-Banach nos
dice que existe ¢ € E* con ||¢||g« =1y ¢(z) = ||z||5, lo que prueba que el supremo se
alcanza y por ende ||Z|| gor = ||| -

Vamos a formalizar un poco esta identificacién:

Definicién 1.26 (inclusién candnica) Sea E un espacio normado, y E** su doble dual.
Llamaremos inclusién canédnica de E en E** a la aplicacion Jg : E — E**, Jp(z) = T.

Claramente Jg es lineal e inyectiva, puesto que todas las isometrias lo son au-
tomaticamente. Todas estas observaciones nos llevan al importante

Teorema 1.27 La inclusion Jg : E — Jg (E) C E* es un isomorfismo isométrico.
Esto motiva la siguiente definicién:

Definicion 1.28 Si la inclusion Jg es sobreyectiva se dice que el espacio normado E es
reflexivo.

Es importante notar que puede existir un isomorfismo isométrico de F sobre E**,
y que E no sea reflexivo (es decir, que Jg no sea epimorfismo).

® NOTA: En 1950, R. James fue el primero en exhibir un espacio normado con ésta propiedad, que es el siguiente
(se recomienda saltear este ejemplo en una primera lectura, hasta tener una idea sobre la teoria de topologias
débiles):

Consideremos el espacio Co C IRV donde un elemento tipico lo notaremos de la forma

Dentro de él consideremos la funcién
L 2 2,1
2l = sup | ) (x (9i) = 2 (pi+1))* + (& (Pn+1) — 2 (p1))* |2 (1.20)
i=1

donde el supremo se toma sobre todos los n € IN, y todas las sucesiones finitas estrictamente crecientes de
naturales (p1,p2,...,Pn+1)-
Se toma como espacio normado el subespacio B de los elementos = de cg para los cuales ||z|| < co. Se prueba

que || || es en efecto una norma para B (para una demostracién rigurosa ver
[Jamesl1][Example,p.523]).
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Pero (B, || ||) no puede ser reflexivo, ya que como veremos cuando tratemos topologias débiles, una caracteri-
zacién de la reflexividad estd dada por la compacidad débil de la bola unitaria: la sucesién de elementos

que consiste en k unos y luego ceros, esta en la bola unitaria de B, pero no tiene ninguna subsucesién débilmente
convergente en B. Para probarlo basta observar que el elemento del espacio ¢ C IRV definido como

es el limite débil de la sucesién {y;} mirada como subconjunto de cq (ejercicio-utilizar la caracterizacién del dual
de cg), y en consecuencia es el limite débil de {y;} mirada como subconjunto en B. Esto asegura que toda
subsucesién tiene que converger débilmente al mismo punto. Pero evidentemente y ¢ co, y en consecuencia
y ¢ B, lo que nos asegura que no hay ninguna subsucesién convergente en B, probando que la bola no es

débilmente compacta, y por ende el espacio (B, || ||) no es reflexivo.

A partir de ahora llamemos B = (B,| ||), B* =(B,| D"y B** =(B,| )™

Sea ex, = (0,0,....,0,1,0,.....) € B: es sencillo probar que {ex }, vy €s una base para B. Por otra parte podemos
definir f7 € B* como f7 (ey) = 6%, y extenderla linealmente a todo el espacio B. Se prueba también que

{fj} v S una base para B* (ver [James2][Theorem,p.174]).
J

Para cada F' € B** pongamos F (i) = F (fi); es inmediato notar que como para toda f € B* hay una escritura
de la forma

f=Yaif, (L1.21)

entonces debe valer

F(f)=FQ aif) =3 aiF (i), (1.22)

es decir que {F' (n)},,c v describe completamente F. De la (ltima ecuacién, tomando médulos, y observando que
para todo n € IN vale la igualdad

f: a;F (i) = f(f: e; I (1))
=1 i=1

se deduce que
n
IF(OI< 1fllg« - <ll£n > Fiei ||>
i=1
es decir, [|F||g«» < limy, HE?:I F(i)e;
(ver [James2][Theorem,p.174]) es que toda sucesién

|. Algo un poco mas complicado de probar

F

I
~
=
=
)
=
S

tal que lim, HZ?:I F (i) ei|| < oo define un elemento F' € B** que actda sobre funcionales del dual en la

manera obvia, es decir si f € B* es como en (1.21), entonces F'(f) se define como en (1.22). Ademds se puede
probar para toda F = {F(n)} € B** que

k
1Fll e = lim || 3 F @el] -
i=1

Como limyg, || (F(1), F(2), ..., F(k),0,0,.....) || es evidentemente menor o igual a
supy, || (F(1), F(2),...,F(k),0,0,.....) ||, y éste dltimo coincide con

=

sup < max max 3 F(p;) — F(p; 24 (F (pn -F 2 )
kp{ 12 {(m’m‘m’pnﬂ)}c{l,wk}\;( (pi) = F(pi+1))” + (F (pn+1) (p1))” | }
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esto prueba que ||F||g«« < ||F|| (pensando a F' como el vector F' = {F(n)}, y usando || || para denotar la
funcién (1.20) o bien

1F ] ger < sup | 3 (Fpi) — F(pign))® + (F (pnin) — F (p1))? |3

i=1

Como B es completo, el operador (F'— {F(n)}) de B en su espacio asociado de sucesiones con la norma

supy, || 21:1 F (i) e; || es acotado inferiormente (ver el Lema 11.27 en la seccién 11.7), y entonces existe una
constante D tal que

k k
sup || Y F(i)e; |[< D.lim || Y7 F (i) e ||
k=1 koiz
Esta expresién nos dice que necesariamente debe existir el limite lim,, F'(n), tomando las subsucesiones p1 = 1,
pi =0 (i =2...n), y finalmente pp, 1 =n+ 1.

En otras palabras: puede pensarse al espacio B** como en el subespacio de los vectores de [, para los cuales
[[z]] < oo, el cual estd incluido por la observacién anterior en el subespacio ¢ C l. Similarmente, el espacio B es
la interseccién del mismo subespacio anterior (aquel para el cual ||z|| < co) con el subespacio ¢y C ¢ C lo. Es
decir que B es un hiperplano cerrado dentro de B** (ver la seccién 1.3.1), y se puede descomponer a B** como
la suma de By un subespacio de dimensién uno que no esté en él, para el cual valga ||z|| < co. Un candidato
obvio es el subespacio generado por v = (1,1,1,1,.......... ).

Para construir la isometria, consideremos la correspondencia

z=(z(1),..,z(n),..) @ (x(2)—=z(1),2(3) —z(1),...... yz(n) —z(1), ... ),
y llamemos ®(z) = F; (es decir ® (z(n)) = Fy (n)). Se prueba que ||Z:L:1 F; (i) ei|| < |lz|| para todo n € IN,
lo que nos asegura que F, € B**, y ademds que ||F|| < ||z||. También se prueba la otra desigualdad, es decir
[[Fz]| > ||z]| , lo que nos asegura que estamos en presencia de una isometria (ver [James2][Example,p.177]).

El dltimo detalle es probar que ® es en efecto un epimorfismo. Si F' = {F(n)} € B**,y L = lim,, F(n), entonces
zp = (-L,F(1)—L,F(2)—L,...... ,F(n)— L, ...... )

es la preimagen de F' por ®, es claramente un elemento de cg, y ademas

IN

lzrll = sup | Xn: (F(p:) = F(pi11)? + (F (pn41) = F (p1))? |2 < D. |[F|| < o0,
i=1

1=

es decir que zp € B.

1.6 Operadores lineales

Un operador lineal es simplemente una transformacién lineal entre espacios vectoriales
A : E — F (como por ejemplo, las funcionales lineales al cuerpo base). En el caso
particular de los espacios normados, el hecho de que los abiertos de cada uno de ellos
estén definidos por las respectivas normas (o sea ambos espacios son métricos) nos permite
utlizar sucesiones para caracterizar continuidad, como se prueba en cualquier curso de
cdlculo avanzado. Es decir que en vez de pedir que la preimagen de cualquier abierto
(cerrado) de F' sea abierta (cerrada) en E, podemos dar la

Definicién 1.29 (continuidad) Diremos que un operador lineal

A:(E,| |lg)— (F | |lp) escontinuo cuando para toda sucesion {x,} en E, conver-
gente a un punto x del mismo espacio, la sucesion {y, = Ax,} es convergente al punto
y = Ax en F.
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Aunque en muchos casos con esto bastard, en otros serd necesario utilizar alguna
de las siguientes equivalencias (en particular la quinta)

Lema 1.30 Son equivalentes:

1. A es continuo
2. A es continuo en algin xg € E.
3. A es continuo en 0.

4. La preimagen en E de alguna bola cerrada de F' tiene interior no vacio
(37 >0 tal que (A~ {y | lyllp <r})" #0 ).

5. A es acotado (3 M >0 tal que |Az||p < M ||z||p, VzekE ).

DEMOSTRACION:

(1 = 2) Es trivial.

(2 = 3) Supongamos que z,, — 0. Tomemos z,, = x,+xo; es evidente que z, — o,
con lo cual Az, — Az por la hip6tesis. Pero entonces

Az, = A(zy — x9) = Az — Azg —p, 0.

(3 = 4) Lo haremos por el absurdo: supongamos que para todo r > 0, el conjunto
{z | ||Az|| < r} tiene interior vacio. Esto es lo mismo que decir que dado un un nimero
r >0y un punto € E tal que ||Az||, < r, existe un z arbitrariamente cerca de  tal que
|Az||p > 7. Si r = n, y tomamos = = 0, evidentemente ||Az| = 0 < n para cualquier
n € IN. Ahora para cada n tomemos z, en E tal que |lz,|p < L,y [|[Azy[|p > n. La
verificacién de que {z,} es una sucesién que tiende a cero en E, pero {Az,} no tiende a
cero en F es inmediata, y entonces A no puede ser continuo en cero.

(4 = 5) Supongamos que B.(z¢) = {z € E | ||z — x|y < €} estd completamente
contenido en el interior de la preimagen de la bola de radio r. En particular, zy esta en el
interior. Por otro lado, si ||z| 5 < €, entonces

[Tzl < IT(x + zo)llp + 1T (@o)lp < v +r=2r

puesto que = + x estd en B:(xo), xo también, y T (B:(z0)) C {y | ||y||p < r}. Entonces
para todo x no nulo de F, simplemente escribiendo

o 2lels (e Y _2lels
= 2l E

(donde |2'||; = § <€), se obtiene

2allg . _4r
93 3

2|z
7l = 212E 70, < ol = M s
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(5= 1) Es evidente a partir de la desigualdad

Az — Az p = [|A (2 — 20)|[p < M ||lz — 24| 5 .0

A causa del cuarto punto del lema anterior, para un operador lineal, la palabra
"acotado” es sinénimo de ”continuo”, y el término mas utilizado para hablar de ellos es
el primero; el mismo punto motiva también la siguiente definicién

Definicién 1.31 (el espacio de operadores) Llamaremos L(E,F) al conjunto de ope-
radores lineales acotados A : E — F de un espacio normado en otro, que resulta un espacio
normado con la suma y el producto por escalares definidos punto a punto, y la norma

| Al = inf (M > 0| |Azllp < M|e|; VaeE}.

Es evidente que la funcién definida arriba saca escalares, y que si ||A]| = 0 entonces
|Az|| = 0 para todo = en E, lo que prueba que A = 0. La demostracién de la subaditivi-
dad (propiedad (I) de la norma) es més sencilla de probar luego de este lema previo, que
tiene importancia por si mismo:

Lema 1.32 Son iguales:

1A

A
2. Sup,g |Hxx|”

3. sup|,<1 | Az||
4. sup|z=1 || Az]|

DEMOSTRACION:

La igualdad de 2, 3 y 4 es evidente por la linealidad de A y la propiedad (I7) de
la norma; nos limitaremos a demostrar la igualdad entre 1 y 2:
Llamando o = sup, %, probemos primero que ||A|| > a. Por la definicién de «,

HA%II

dado € > 0, existe x. tal que > a—e, despejando obtenemos [|Ax.|| > (o — €) ||zc]], ¥
por la definicién de || A|| debe ser a—e < |A]| . El hecho de que esta desigualdad sea vélida
para todo ndmero positivo € nos dice que a < ||Al|. Ahora veremos que la desigualdad
estricta (es decir a < ||A]|) es imposible; para ello supongamos que esto es posible, y

definamos § = ||A|| — a > 0. Buscamos el punto medio entre |A|| y ||A]| — 0, y es evidente

que « debe seguir siendo menor (o sea o < || Al — g) Pero como o es un supremo, es
evidente que vale la desigualdad
s _ )

<[lAll=5 Va#0,
] 2
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que despejando nos lleva a que
)
lAz] < (Al = 5 ) llz] V2 € E.

Pero ||Al| era la menor de las cotas en este sentido, y esta otra es menor: es un absurdo

que nos dice que o > ||Al|. Esta desigualdad junto con la anterior, nos da el resultado

buscado, es decir ||Al| = a = sup,4 H”/;r”H 0

Ahora la prueba pendiente de la subaditividad es inmediata, ya que si C' = A+ B,
la misma definiciéon dice Cx = Ax + Bx para todo x € E, y ahora sélo hay que pasar
dividiendo ||z|| y tomar supremo en la desigualdad

|C|| < [[Az]| + [[Bz]| < (| A] +[[B) [l=]| .0

Evidentemente, todas las definiciones y razonamientos previos se aplican al caso
en que el espacio normado F' coincide con el cuerpo IF. Asi, E* = L (E,IF).

1.6.1 Producto de operadores

Otra definicién importante sobre la que no profundizaremos en este momento, es la del
producto de dos operadores

Definicion 1.33 Sean A: E — F y B : F — G dos operadores lineales entre espacios
vectoriales. Se llama producto BA al operador composicion Bo A : E — G, es decir al
operador definido por

BAx = B (Ax), para todo x € E.

Es evidente que el producto de operadores acotados es un operador acotado, pero
podemos ir més lejos y probar que, en realidad, | BA|| < ||B]| - ||A|| . Esto resulta simple-
mente de utilizar la definicién del producto, cualquiera de las expresiones para la norma
que utilizen el supremo y las desigualdades

[1BAz|| < |[B (Az)|| < [|B] - [[Az| < [|B]| - [|A[} - [|=]| .©

Trataremos con mas detalle el producto de operadores cuando nos ocupemos de las dlgebras
de Banach.
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1.6.2 Ejemplos de operadores lineales acotados

Estos son sé6lo algunos, pero vamos a utilizarlos bastante en los préximos capitulos, y por
eso conviene ir familiarizdndose con ellos

Ejemplo 14 Sean E, F espacios normados, f € E* y z € F. Entonces se define el
operador A : E — F como Ax = f(x)z. Es un operador con rango finito, ya que
dim (Ran (A)) = dim (< z >) = 1. Se deduce trivialmente que ||A| = ||f] - ||z|| -

Ejemplo 15 Similarmente, tomando f1,..., fn € E* y z1,...., 2z, € F se define el operador
A:E — F como Az = Y 11— fr(z)zx. A es evidentemente acotado, ya que vale ||A| <
Sk Mkl - llzell < n-mas || frl] - maxy (|2 -

Es interesante observar que todo operador acotado de rango finito tiene esta
forma (rango finito significa simplemente que la dimension como IF-espacio vectorial del
rango del operador es finita). Vamos a dar una demostracion rigurosa de este hecho, pero
hay que utilizar los resultados de la seccion sobre espacios normados de dimension finita
(seccion 1.7) de mas abajo, ya que si dim (Ran (A)) =n < oo, entonces Ran (A) ~ TF" :

Si {z1,....,2n} es una base de Ran(A), podemos escribir, para cada x € E, el
vector Ax € Ran (A) como Ax = Y 1, vi(Azx)zx, y el Lema 1.38 de la mencionada
seccion nos dice que cada ¢y es un funcional lineal y acotada (como funcion de Az).
Ahora consideramos las funcionales lineales fr, = pr o0 A : E — IF; por ser composicion de
funciones continuas son continuas, y por ser composicion de operadores lineales resultan
lineales. Por lo tanto, para cada x € F,

Ax = Z Jr(x)zp
k=1

y todas las fr, € E*.

Ejemplo 16 FEs importante serialar la importancia de que el operador del ejemplo anterior
fuera por hipdtesis acotado, ya que, como veremos, si el dominio de un operador es un
espacio de dimension finita, entonces resulta automdticamente acotado (Teorema 1.40),
pero es posible que el rango de un operador sea finito, y éste no sea acotado (si valiera
la reciproca al Teorema 1.40, todas las funcionales lineales serian acotadas, puesto que
dimgp (Ran { funcional lineal}) = dimpIF= 1; ésto es falso, como vimos cuando definimos
el espacio dual (seccion 1.5, Ejemplo 13).

Ejemplo 17 Si X es un espacio compacto y p € C(X), se define el operador de multi-
plicacién M, : C(X) — C(X) como el operador (Y — ). Es evidente la desigualdad

Myl = sup [[ov]l, < [lells
YeC(X)
¥]l oo =1
que nos dice que M, es acotado; por otra parte, tomando la funcion 1x que vale con-
stantemente uno sobre X, se obtiene M, (1x) = ¢ y por ende ||M, (1x)|l, = [¢lls-
Observando que ||1x||, =1, se deduce que | M| = ||¢]l, -
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Por otra parte puede observarse que p(x) # 0 para todo x € X implica M, inyec-
tivo. Veremos mds adelante que no es necesario pedir tanto para obtener inyectividad.

Ejemplo 18 Se puede hacer exactamente lo mismo para los espacios LP (X, , u), te-
niendo cuidado de elegir una funcion que haga caer al producto de nuevo dentro de LP. El
caso mds comun es elegir una ¢ € L™, ya que en ese caso (si F' es el conjunto de medida
nula sobre el que ¢ no estd acotada)

1 1
il = ([ ool an)” < ([ wlran)” sup 601 = 1ol el
de donde se deduce también que M, es un operador acotado, con norma p menor o igual
que ||¢llo - En este caso se observa que para definir correctamente el operador M, y
probar su continuidad, hay que trabajar sobre el espacio (Ep, I Hp>, que es un normado
(ver seccion I1.22).

Ejemplo 19 Sea 0 : Y — Z una funcion continua entre espacios compactos. Se define
el operador de composicion ¢y : C(Z) — C(Y) como el operador (p — @of). Es
obviamente lineal; por otra parte su norma es exactamente uno, puesto que tomar supremo
sobre im 0 C Z es mds restringido que tomar supremo sobre todo Z, y entonces

leoll = suppec(z), ell=11P 0l = supjy_=15uPyey [¢ (0(y))]

IN

SUP|p|| =1 5UPzez o (2)]

= Sup”cp”oo:l HSOHOO =1.

Ahora cg(1z) = 1y, usando la notacion del Ejemplo 17 y como |[1z]|,, = 1 y
11y |l =1, resulta ||cq|| = 1.

Ejemplo 20 Si X es un espacio compacto y i una medida de Borel finita sobre X,
tomando una funcién continua cualquiera k € C(X x X) se define el operador inte-
gral con nicleo k,

1
Kf(@) = [ Mo fdy  (f€Cx)
0

Es fdcil probar que Kf € C(X) si f € C(X). Ast;, K : C(X) — C(X) es un operador
claramente lineal, para el cual vale la cota

1

1] = sup 1K= swp | [ Ky fw)dy| < K]
I Fl=1 =1 |[

o



40 Espacios normados

Hay ejemplos en los que k no es continuo pero K sigue siendo un operador acotado.
Ast, por ejemplo, sik(x,y) = X[0,4(y) (la funcion caracteristica de {(x,y) € [0,1] x [0,1] : y < x}),
se obtinene el operador de Volterra V : L1[0,1] — L'[0, 1]

:7 F(t)dt
0

Ejemplo 21 Consideremos el espacio vectorial de sucesiones IFYN : sobre él se pueden
definir en forma algebraica los operadores S : H — H y T : H — H, el shift a derecha
y el shift a izquierda respectivamente, como

(1‘1,.7]2,.@3, ....... ) T (1‘2,1‘3, ........... )

(:L’l,:L’Q,JIg, ....... ) S (O,:L’l,:lig, ....... )

Ahora podemos pensar en la restriccion de los mismos a los subespacios normados
H C TFYN que hemos considerado hasta el momento, a saber

1. 1L,(F),1<p<oo

2.l (IF)
3. c¢(IF)
4. co (IF)
Los codominios coinciden en todos los casos con los dominios.
En cualquier caso es inmediato verificar que S es una isometria y que |T|| = 1,
(aunque no valga | Tx| = ||z|| para todo x € H ).

Ejemplo 22 Si E y F son dos espacios con bases {en} y {fr} respectivamente; entonces
para todo operador acotado A : E — F, basta conocer el valor de A sobre la base e, para
saber cuanto vale sobre todo el espacio (observar la semejanza con los resultados de la
seccion 11.2).

Por otra parte, si{fi} es una base de Schauder se deduce que basta con conocer los
coeficientes de cada Ae, en la base {fi} para dar una descripcion completa del operador
A, ya que, sizx € Eyx =Y, en(x)e,

A%—ka Al‘ fk—ka Azen T)En flm

como cada fi, es continua,

Az = Zk: (Z fr(Aen(x) > Jre = Zzen ) fr(Aen) fi s
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por otra parte

Ax = A (Z en(a:)en) Zen )Aey, = Zen <Z fk(Aen)fk> )
n k

es decir

Al‘_zzen ) fr(Aen) fk—zzen ) fr(Aen) fr. (1.23)

St anky = [ (Aen), {ank} caracteriza completamente al operador A : si x =
>, en(x)ey entonces

Az = Zen )k fic

donde la suma doble no presenta ninguna ambigiiedad, debido a la ecuacion (1.23).

Esta escritura tiene una interpretacion evidente: puede pensarse al operador A
como una matriz infinita donde en la columna enésima se pone la expresion de Ae, en las
“coordenadas” de la base { f,} , con lo cual los coeficientes de la matriz son los ak, y para
aplicarle A a un vector x de E basta escribir a éste en las "coordenadas” de la base {e,}
y luego hacer el producto (como matrices) de {cau,} con este vector columna. El resultado
son las coordenadas en la base {f,} del vector Ax.

1.6.3 El operador adjunto

Este operador se puede pensar como el operador ”dual” (en el sentido algebraico) de un
operador acotado A : E — F, pero restringido a los espacios duales F* y E*.

Definicion 1.34 Sean E, F espacios normados, y A un operador acotado entre ellos.
Entonces se define el operador A* : F* — E* como

(A%p) (z) = ¢ (Ax) (L.24)
para ¢ € F* y x € E. Este operador es lineal y acotado, y se denomina adjunto de A.

Es evidente que se trata de un operador lineal; pero por otra parte A* es un
operador acotado, ya que

| A*]] = SUpjy|=1 A%l = SUP||p||=1 SUP||z||=1 [(A%p) ()]
= SUP|y|=1 SUP|g|=1 ¥ (AT)|
= SUp|,|=1SUP|z|=1 ¥ (AT)]
= SUP||y||=1 SUP||p|=1 | (Az)|
< supjy|=1Sup|y|=1 [l - [[Az]]
< supjy= Az

= supjg= |4z = [JA]] < oo
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(los supremos son intercambiables por ser todos los términos positivos).

En realidad, la desigualdad es una igualdad: en efecto, por el Corolario 1.23 al
teorema de Hahn-Banach, existe ¢ € F* tal que ||¢|| = 1y ¢(Az) = ||Az|, lo que
nos dice que el supremo se alcanza. Esto prueba que vale ||[A*|| = ||A]|, lo que nos dice
que el operador ® : L(E,F) — ®(L(E,F)) C L(F*, E*) definido por ®(A) = A* es
un isomorfismo isométrico, es decir, L(E, F') es un subespacio cerrado de L(F*, E*). En
muchos casos se trata de un subespacio propio.

Obsérvese que @ es IF-lineal, es decir que vale sacar escaleres sin conjugar:
(aA+ BB)" = aA* + BB*.

Obviamente el dual de la identidad es la identidad del dual, es decir I}j(F) =
I;(E*); ahora supongamos que A : FF — G y B : E — F son dos operadores entre
espacio normados. Entonces podemos tomar el producto AB : E — G, y también su dual
(AB)* : G* — E*. En ese caso es facil ver que vale la identidad

(AB)" = B*A*. (1.25)
y a partir de ésta, si A es inversible, tomando B = A~! se deduce también la identidad
(A*)—l — (Afl)*
Se define, como en el caso de espacios duales, el operador ”doble adjunto”, como

el operador adjunto del adjunto: A** = (A*)".

Proposicion 1.35 Consideremos la inclusion Jg : E — E**. Entonces el operador doble
adjunto coincide exactamente con el operador A sobre la imagen de Jg: mds precisamente,
A*Jg (x) = Jp (Az) para todo x € E.
DEMOSTRACION:

De la definicion se deduce que para A** : E** = E — F** vale

(A7) x = (A™X)
donde x € F*y ¢ € E**. Si p € Ran (Jg), podemos tomar un x € E tal que Jg () = ¢,
y entonces
(A" JE () x = Je (z) (A"X) = (A7) (v) = x (Az) = Jr (Az) (x)
para toda y € F*.0

En el caso particular de que F sea reflexivo, estd claro que los dos operadores (A
y A*) son exactamente el mismo.

Un caso sencillo de operador adjunto es el del Ejemplo 21 de la seccién 1.6.2, donde
puede verse que el operador T (el shift a izquierda) es el operador adjunto de S (el shift a
derecha); apareceran muchos mas ejemplos en forma natural a medida que avancemos en
el desarrollo de estas notas.
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1.7 Espacios normados de dimensién finita (1° parte)

La simplificacion de la teoria en el caso de dimensién finita no debe ser motivo de menos-
precio: por el contrario, es terminando de comprender el orden en que se pueden enunciar
y demostrar los resultados validos sobre estos espacios que uno puede avanzar en otras
direcciones. Por otra parte, algunos resultados laterales dan una caracterizaciéon de los
espacios de dimensién finita (y por ende de los de dimension infinita) en términos de las
herramientas que hemos estado usando hasta ahora. Vamos a comenzar con un lema del
cual se podria decir que se deducen todos los deméds resultados sobre dimensién finita;
para su demostracién vamos a aceptar un hecho fundamental sobre IF (donde como siem-
pre IF=IR o bien IF=C) que se demuestra en cualquier curso de célculo avanzado , y es
el

Teorema 1.36 (Heine-Borel) Un subconjunto S C IF= (IF,| |) es compacto si y sélo
si es cerrado y acotado.

En esencia la demostracion de este teorema se basa en probar la completitud del
cuerpo IF, para obtener que todo subconjunto cerrado de él es completo, y la posibilidad de
construir e-redes para cualquier € sobre un conjunto acotado, lo que prueba que acotacion
implica acotacién total. Una consecuencia directa del teorema anterior es la

Proposicién 1.37 Sea IF" = (F",|| ||;) el espacio producto IFx....xIF con la norma
(a1, ey )l = Jaa| + ... + ||
para o € IF, 1 <14 <n. Entonces S C IF" es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

DEMOSTRACION:

Si tomamos un conjunto compacto en un espacio métrico, resulta completo y to-
talmente acotado, y como consecuencia directa cerrado y acotado.

Para la reciproca, la misma observacién (el hecho de que IF™ sea un espacio
métrico), nos dice que basta probar que toda sucesion tiene una subsucesién convergente.

Tomemos entonces una sucesion {(aix, ..., k) }rey € 5. El hecho de que S sea acotado
nos dice que existe una constante C' tal que ||(a1,....,ap)||; < S para todo s € S, en
particular

|1k -oes i) |l = (Joug| + ..o + |ank|) < C VkelN (1.26)

de lo cual se deduce que, para la primera coordenada, |ajx| < C para todo k € IN.
Tomemos B. = {s € IF': |s| < C} (labola cerrada de radio C en IF'). Este es evidentemente
un conjunto cerrado y acotado de IF, y como tal (por el teorema anterior) un conjunto
compacto. También estd claro que la sucesion {oq},cpy yace enteramente en B, y por
ende existe una subsucesién {alk/}klew y un punto ayg € B. C IF tal que ay;» —,/ aip.
Ahora consideremos la subsucesién del vector original

{(alkl’ ceeey ank')}k’eﬂv
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y observemos que todo el razonamiento anterior se aplica para la sucesién de la segunda
coordenada {c,; },/ s esto nos lleva a una subsucesion {ay// },// ¥ un elemento azg
tal que iy — /1 igp; si miramos la subsucesion de la primera coordenada {al k;"} KelN
estd claro que sigue siendo convergente y al mismo punto «qg, por ser una subsucesion de
una sucesién convergente. Ahora miramos la sub-subsucesion del vector original

{(alk”7 ""7ank”)}k”€]N

y repetimos el proceso anterior para la sucesion de la tercer coordenada {a3 k//}

K EW
Como son finitas coordenadas, en algin momento llegamos a la ultima, y en el camino
hemos hallado n elementos del cuerpo ajg, ...... , i tales que las subsucesiones oy g n), .., Q1 (n)
convergen a ellos. Tomemos la subsucesiéon del vector inicial
(s ooy ) o0 o (1.27)
y el elemento (aqg, -..... , i) € IF™. Por un lado tenemos que
|](a1k<n),....,ank<n)) — (041(), ...... ,ano)Hl = H(alk(") —alo,....,ank(m —Oéno)Hl

= Jagm —atol + . A agpm — anol

y como cada uno de los términos tiende a cero cuando k(™ — oo, esté claro que (10, veeee , Qn0)
es el limite en IF" de la subsucesion (1.27). Pero por otro lado, como S era cerrado, este
vector debe estar dentro de él.0

Ahora podemos enunciar apropiadamente el lema

Lema 1.38 Sea E es un espacio normado de dimension finita (con dim E = n). Supong-
amos que B = {x1,...,xn} es una base de E como IF-espacio vectorial. Entonces cada
uno de los coeficientes oy, en la expansion

es una funcional lineal acotada (como funcion de x). En particular, existe una constante
M tal que
|ar(z)] < M ||z|

para todo k € {1,...,n} y todo x € E

DEMOSTRACION:

La demostracién de que cada ay es lineal es sencillla, y utiliza la independencia
lineal de los elementos de la base B. Para la suma, hagamos

n n
Z (y+ 2)z k—y+2—zak $k+zak(z)$k,
Pt k=1

k=1
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restando el primer y ultimo término se obtiene
n
> (ow(y + 2) — on(y) — an(2)) zp
k=1

que por la independencia lineal de los zx nos da (ax(y + 2) — ax(y) — ax(z)) = 0 para
todo k, o lo que es lo mismo, ax(y + 2) = ai(y) + ax(z) para todo k. Para el producto,
de la igualdad

n n n
S Aoz =AY @)z = Ay = Y ar(Ay)ay
k=1 k=1 k=1
se deduce a(Ay) = Aay(y) para todo k. Ahora pasemos a la continuidad: vamos a probar
que, en realidad, existe una constante m > 0 tal que

m (Jaq(z)] + ...... lan (2)]) < [|z]| = [Jerz1 + ... + apxy| (1.28)

con lo cual (tomando M = m~!) habremos terminado, puesto que |ay(z)| < |a1(z)| +
...... + |y (z)| para todo k.

Vamos a hacerlo sobre la bola unitaria en norma uno de los coeficientes, es decir
sobre el conjunto

By ={a=(a,.....,0n) € F" : |||, =1} (I.29)
donde ||afl; = |a1| + ...... + |ay|. Se observa que || ||, es una norma, y como tal, una
funcién continua. De aqui se deduce que B; es un conjunto cerrado sobre IF™ (puesto
que By = | || (1)); como por otra parte estd claro que es un conjunto acotado, la

proposicién previa nos dice que Bj es compacta con la norma uno.
Consideremos ahora la funcién f : By — IR definida como

flat, ., an) = [larzy + ...... + anzy || (1.30)
donde los x; son los de la base B. La desigualdad

If (a1yeeeyan) = f(Bry ey Bn)] = | larzy + ...... + anayl|| —

< | (11 + ...... + apty) —

— (Prx1 + oo + Bnzy) ||
= (a1 = B) &L+ oo + (0 — Br) T
< lor=Bulllwll 4 oo 4 lam = Bal ||zl
< (loa = Bu| + -+ lan — Bpl) - maxy, ||z

= lla=pl;-C
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nos dice que f es continua con respecto a la norma uno, y como Bj era compacto, debe
alcanzar un minimo sobre él. Este minimo no puede ser cero, ya que entonces existiria
ag = (a0, ..., ano) tal que f(ap) = 0, y entonces ajgz1+......+anozy, = 0; la independencia
lineal de los z; implicaria que todos los coeficientes son cero, pero esto no puede ser
porque la condicién « € B dice que al menos uno es no nulo. Existe entonces m =
min,ep, f(a) > 0, lo que nos dice que f(a) > m > 0 para todo a en Bj. Esta condicién
es sencillamente la condicién (1.28) para los « tales que || + ...... + || = 1.

En el caso general, si ||a||; = 0, el resultado es trivial. Si no es cero, dividimos por
él para obtener

0121 + covee + Cnzn|| = ||a||1-HHg—|1|lx1—|— ...... +Wan

= lladly - £ (&2 + o+ [270)

lledly

V
B3
3
|
s
8
_l_
L
2
3
O

Un corolario bastante sencillo del lema anterior es la siguiente

Proposicién 1.39 (IF") Si E es un espacio normado de dimension finita sobre IF, con
dim E = n, entonces existe una norma || ||, enIF™ y un isomorfismo ® : E — (F™,| |,)
de manera que ® es un isomorfismo isométrico.

DEMOSTRACION:

Sta e F", y a = (ai,.....,an) , tomemos m = min,ep, f(a) (donde By y f son los
definidos en (1.29) y (I1.30) respectivamente, en el lema anterior). Sea B = {21, ..., 2, } una
base de E, donde los vectores estdn normalizados de manera que ||2x||p = m para todo
k. Se define o], = m (lag] + ...... + |an|) . Ahora definimos el isomorfismo con IF” en la
forma obvia

¢:FE—F"

>0 iz = (A1, e, Q)

Esta bastante claro que estd bien definido y es lineal; también es evidente que es un
epimorfimo. Por otro lado, si z = Zj ajzj, entonces

@), = oy, .y om)ll, = m(loa] + ..o + |an])
< m-Eaiz o + anznllg (1.31)

= l=lg
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(la desigualdad se obtiene del lema anterior) lo que prueba que ® es acotado. Por otro
lado la desigualdad triangular nos da

lzllg =2 @)l = llorz+ o+ anzallg
< al-llzallg + oo+ lan] - [zl
(1.32)
= (Jalm+ ... + |an| m) = m (Jag| + ...... + |an])
= a1y eeees )|,
lo que nos dice que ®~! es acotado. Pero juntando (I.31) con (1.32) se obtiene
[@@)], < llzlg < (a1, .., )|l = [|@(2)]l, VzeE,
lo que prueba la igualdad ||®(x)||, = ||z| 5, demostrando que ® es una isometria (y en

particular un monomorfismo, y por ende un isomorfismo).O0

Cabe notar que el isomorfismo que definimos no es canénico (es decir, depende de
la base B), y por ende no tiene mayor utilidad. En lo que va hasta ahora, hemos trabajado
con un tipo particular de operadores lineales, que son aquellos que dan las coordenadas
de un vector en una base, y hemos probado que son acotados; una de las caracteristicas
mas salientes de los espacios de dimensién finita es que todos los operadores lineales son
acotados.

Teorema 1.40 Sea A : E — F un operador lineal entre espacios normados. Si E tiene
dimension finita (independientemente de la dimension de F') entonces A es acotado.

DEMOSTRACION:

Sea B = {z1,...,z,} una base de E. Entonces cualquier punto € E tiene una
expresiéon unica como combinacion lineal de ellos x = a1z1 + ...... + apz,. Llamando
D = maxy, | Azg]|, se tiene

|Az|| = |A (121 + ...... + anzn)|l = (a1 Azy + ... + anAzy)||
< laa| - || Az + ... + || - [|Azn]l < D (|ag| + ...... + |anl)
pero por el Lema 1.38 existe una constante M tal que |aq| + ...... + |an| < M||z|l, ¥
entonces

|Az| < DM ] .0

Es interesante notar que en el caso F' = IF, este teorema nos dice que el dual ”al-
gebraico” coincide exactamente con el dual como espacio normado de F, puesto que todas
las funcionales lineales resultan automaticamente acotadas. Pasemos a la equivalencia
entre espacios normados, que se deduce del mismo teorema:
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Corolario 1.41 Todos los espacios de dimension finita con la misma dimension estdn en
una equivalencia dada por isomorfismos bicontinuos, es decir que si dim E = dim F' < oo,
entonces existe A : E — F tal que A es un isomorfismo, es acotado, y A~ es acotado.

DEMOSTRACION:

Si B ={v1,....,u,} es una base de E, y B’ = {wy, ....,w, } es una base de B’, basta
tomar

A
DQRVE — D Wy
que es evidentemente un isomorfismo entre espacios de dimension finita, y por ende acotado
y con inversa acotada.d

En particular, son todos isomorfos (y homeomorfos) al espacio IF" dotado de la
norma Euclidea. Este corolario también nos dice que sobre un espacio normado de di-
mension finita, cualquier norma define los mismos cerrados (y abiertos), es decir que vale
el

Corolario 1.42 Si E es de dimension finita, y || |; y || |5 son dos normas para E,
entonces son equivalentes. En otras palabras, existen dos constantes c1 y co tales que

Il <eal lly<el )

DEMOSTRACION:

Basta notar que la funcién
(E7|| Hl) idp (E7H ”2)
N

es un isomorfismo entre espacios normados de igual dimensién, finita.O

Con respecto a los duales, podemos observar lo siguiente:

Corolario 1.43 (E y E*) Si E es un espacio normado de dimension finita, entonces
es isomorfo a E* en forma bicontinua. (Es decir, existe un isomorfismo bicontinuo entre

DEMOSTRACION:

Por el corolario anterior, basta probar que dim E = dim E*. Observemos en primer
lugar que, si B = {z1,...,2,} es una base de E, entonces uno puede definir n funcionales
lineales independientes poniendo

Pr(2j) = 04
donde ¢;; es la delta de Kronecker, extendiéndolas linealmente a todo el espacio. Estd
claro que son linealmente independientes, y ademas son acotadas puesto que parten de un
espacio de dimension finita. Cabe remarcar que estas funcionales son exactamente las del
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Lema 1.38, es decir que representan a los coeficientes en el desarrollo sobre la base B, ya
que

er(@) =r | Y ajz | =D ajen(z) = .
j j

Por otro lado, si ¢ € E*, entonces

p(z) = ¢ Zaj(w)zj = Z%(f’«")@(zj) =Y olzaj(x) = wlz)e;(x)

J J

y ¢ resulta combinacién lineal de las ¢j. Esto prueba que B’ = {1, ...... ,on} forman
una base de E* conocida como base dual de la base B; hemos probado que dim E* =
dim F = n.O

Teorema 1.44 (E ~ E**) Si E es un espacio normado de dimension finita, entonces E
es reflexivo.

DEMOSTRACION:

Basta notar que el doble dual como espacio normado esté inclluido en el doble dual
algebraico, que es algebraicamente isomorfo al espacio inicial E : se deduce que E** tiene
dimensién finita y por ende Jg : E — E** es un monomorfismo entre espacios de igual
dimension (finita), que lo convierte automaticamente en un isomorfismo.

El dltimo resultado sobre dimensién finita (por ahora) nos da una caracterizacién
de la bola cerrada unitaria D = {z € E : ||z[|; < 1} en un espacio normado:

Teorema 1.45 (F. Riesz) Sea E un espacio normado. Entonces E tiene dimension
finita si y sélo si D es compacto.

DEMOSTRACION:

Supongamos primero que dim E = n < oo. Tomando {zx} una sucesién en D,
queremos hallar una subsucesiéon convergente en D, para probar su compacidad. Para ello
escribimos zj en una base {z1,....,z,} de E

R — + k] < M ||zx]| < M.

Como los coeficientes (g, -...., ) caen dentro de un conjunto cerado y acotado de IF™,
caen en un compacto y por ende existe una subsucesién convergente en IF"

(alkj, ..... ,oznk]) —j (@10, +oevey Qo)
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con lo que 2y = Qg T F e + Qpk; T —j Q10T F e + a0Tn = 20. Pero ademés
|20l = [lim; 2, || = lim;j ||z, || < 1, asi que 29 € D.

Para la reciproca, supongamos que D es compacto, y probemos que suponer
dim E = oo lleva a un absurdo. Tomemos 1 € E con |x1]] = 1. Sea M; =< x1 >.
Como M no es todo E, el lema de Riesz (Lema 1.12) nos dice que existe z3 € E tal que
|a]| = 1y [lo1 — 22| > 4. Consideremos My =< x1, 22 > . Una nueva aplicacién del lema
nos dice que existe un 3 € E tal que ||z3]| = 1y d(x3, M2) > 3. Esto en particualr implica
que ||z — z3]| > 3 v |lz2 — 3] = L. Por induccién, construimos una sucesién {zx} en E
tal que [|zx|| = 1 para todo k € IN y ademés ||z; — zy|| > 3 si j # k. Pero esta sucesién es
entonces de puntos aislados, y no puede contener ninguna subsucesion convergente.O

Corolario 1.46 Todo conjunto K cerrado y acotado en un espacio normado de dimension
finita es compacto.

DEMOSTRACION:

Basta observar que por ser acotado estd dentro de alguna bola cerrada, y como las
traslaciones y homotecias son homeomorfismos, esta bola serd compacta. Ahora K es un
conjunto cerrado dentro de un compacto, y por ende compacto.

Corolario 1.47 Sea S un subespacio de dimension finita de un espacio normado E cualquiera.
Entonces, dado © € E siempre existe un so € S tal que ||z — so|| = d = dist(x,S). (Es
decir que la distancia se alcanza siempre).

DEMOSTRACION:
La definicién
d =dist (z,S) =1inf{||z — s|]| : s € S}
nos dice que existe una sucesion {s,} C S tal que ||z — s,|| —, d. Resulta que esta sucesién
a partir de un cierto Ny estd dentro de un conjunto acotado alrededor de sy, puesto que

HsNo - 5N0+p” < HSNO - x” + Hw - 3N0+p” <2d—¢ VpelN,

Es decir que {s,},~y, yace en un subconjunto acotado de S; tomando la clausura dentro
de S de este conjunto estamos en presencia de un conjunto K C S, cerrado y acotado,
que contiene a {sn}n2 N, Por el corolario previo, K es compacto y por ende existe una
subsucesion {sy,, }, v de la antes mencionada, que es convergente, con limite so € K C S.
La desigualdad

llz = soll = dl <[l = sn, || + [lsn,, = s0ll = d| < ||z = s [l = d] + [[sn,, = soll

completa la demostraciéon.O

El tema de la distancia y su ”realizacion” por algiin elemento del espacio es de
vital importancia en la teorfa de optimizacién, y volveremos sobre él al tratar espacios de
Hilbert, y al tocar el tema de conjuntos convexos con el teorema de Krein-Milman.
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I.8 Teorema de Stone-Weierstrass

Definicion 1.48 Se llama nicleo singular a una familia de funciones Ky : R— C
(A €T C RY) tales que

1. [ Kx(s)ds=1 VA
2. [T |Ka(s)|ds <M YA\
3. limy .y oo ff |Kx(s)|ds=0s10¢ (a,3). (aqui —oo < v < B < +00)

En realidad, esta no es la definicion méas general posible de niucleo singular, pero
bajo esta hipétesis es sencillo probar el siguiente

Lema 1.49 Sean K) un nicleo singular y ¢ : R— C, una funcién continua y acotada.

Entonces
li
A

m / Kx(s) - 1(s)ds = 1 (0).
o JR

DEMOSTRACION:
Como

JRACRIETE

< [ 1) - o)l ds < M 0
se deduce que todas las integrales existen, y como
| K- w(0)ds = w(0),
entonces basta ver que
/ Ka(s) [¢(s) — ¢ (0)]ds — 0 cuando A — +oc. (1.33)
R
Si 6 es cualquier nimero positivo, dividamos la integral de (1.33) en tres términos, a saber
-0 é 400
e[ f
R —00 = 1)

claramente,

)
‘ | K@ Ws) — 0 (0))ds| <2l - [ [Kr()]ds = 0

por la condicién 3 de la Definicién 1.48, y lo mismo ocurre con el término |, 6+°° . Por otra
parte, dado £ > 0, existe § > 0 para el cual |1)(s) — ¥ (0)| < e si |s| < 4, y por lo tanto

/.

19
<e- / |Kx(s)|ds <eM para todo A.O
5
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Definicién 1.50 Dadas f,g : R— C, f € LP,ge L9 (1 + 5 =1,1<p < o) su
convolucién o producto de composicion se define como

(F29) @ =h(@) = [ fe=9)-gls)ds.

Lema 1.51 En las condiciones de la definicion anterior, h estd definida en todo x € IR,
y ademds es continua y acotada.

DEMOSTRACION:

Observemos en primer lugar que la aplicacién (f(s) — f(s+ x)) es claramente
una aplicacién de LP en LP, y recordemos que para 1 < p < co y f € LP, la aplicaciéon
7z : R— LP (IR) definida por (z +— f(s+x) = fz(s)) es una aplicacién continua, y por
ende medible (ver [Whe-Zygmund|[Theorem8.19]). De aqui se deduce que la aplicacién
(s — f(z —s)-g(s)) es una funcién medible, y por medio de la desigualdad de Holder se
obtiene

h@)| < [ 1f@=s)-gs)lds <111, gl

(la integral de f se calcula mediante el cambio de variable (s +— = — s), que no afecta el
dominio) lo que prueba la existencia (y acotacién) de h sobre IR.. La misma observacién
aplicada a f(—s) y la desigualdad de Holder nos llevan a

|h(z1) —h(z2)] = |[plf(z1—s) = flaa—s)] - g(s)|
= UIR (for = fas) (=5) - g(s)]
= |f1R (for = fas) (8) - 9(s)]

IA

[fz1 = fasll, - l9ll, = O cuando zg — 2, .0

Cabe observar que la condicién %4—% = 1 no es necesaria para la definicién del pro-
ducto, pero serd méas que suficiente para nuestros propésitos (ver [Whe-Zygmund|[Chapter9]).
Con esto podemos enunciar la siguiente

Proposicién 1.52 Sea f : R— C continua y acotada, e I = [a,b] un intervalo finito
cualquiera. Supongamos que Ky es un nicleo singular positivo (es decir, Ky > 0 para
todo \). Entonces

|Kx*f—fll; =0 cuando A — 400 (1.34)

(donde || ||; denota la norma supremo en [a,b]).

DEMOSTRACION:

Claramente, cada K estd en L! (IR). Por otra parte, f € L (IR) por hipétesis:
el Lema 1.51 aplicado a ¢ = K, nos asegura que cada K * f es una funcién continua y
acotada. Tiene entonces sentido ver si existe el limite (I1.34) en C (1) .
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Definamos F : IR— C (I) = C (I,€) como F (s) (z) = f (z — s) — f(x): entonces
Hﬁ’(s)”l < 2| fllo < o0 pues f € L*(IR), lo que prueba que 1(s) = Hﬁ’(s)”l es una

funcién acotada de s. Si probamos que Hﬁ’ (S)HI es una funcién continua de s, el Lema 1.49
nos dice que

spaer |(Ky # f) (@) = f@)| = supser g Ka(s) [ e = ) = [(2)]dsf
< suuer Jp Ka(s) 1S (@ 5) = f()] ds
< s [ Ka(s) || F(s) | ds —aoe 0,

ya que F(0) = 0, y entonces Hﬁ(O)HI =0.
La funcién F' : I x IR— C definida como

Bz, s) = f(z—s) = f(x)

es claramente continua pues es composicién y suma de funciones continuas. Entonces F
es simplemente la evaluacién (ﬁ' (s)) () = F(x,s). Como I es localmente compacto Haus-
dorff, si le damos la topologia compacto-abierta a C (I, ), F ser4 una funcién continua
de s (ver [Munkres|[Chapter7,Corollary5.4]).

Como la topologia compacto-abierta de C (I, €) coincide con la topologia de conver-
gencia uniforme, por ser C métrico e I compacto (ver [Munkres|[Chapter7, Theorem5.1]),
la funcién (g — ||g||;) de C (I, C) en IR es una funcién continua, y por ende la composicién

S = ﬁ'(s) — Hﬁ'(s)HI
de IR en IR es una funcién continua.O

Lema 1.53 FEl nicleo de Stieltjes (o de Landau) definido por

0 [t| > 1
Sp(t) =
an- (1-t)" a, >0, %_)\/7?
(notar que aqui A € IN) es un nicleo singular positivo.
DEMOSTRACION:
Claramente S,, > 0;si 0 < 3 < 1, como para [t| > B vale (1 —t3)" < (1- %" <1
se deduce que S,, — 0 uniformemente para |t| > [, lo que prueba la condicién 3 de la

Definicién 1.48. Como . (21
n 2n)!!

1—¢) dt= —72"—

/_1 ( ) (2n+ 1)1V
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(ver [Rey Pastor|[53.2,Ejemplo3]) basta elegir a,, = (2(22)1!?” para que se cumpla la condi-

NG

Qn

—

ci6n 1 de la definicién, y ademds por la férmula de Wallis (ver [Rey Pastor|[53.3])

VT
Por otra parte, al ser S, > 0, estd claro que se cumple automaticamente la condi-
ci6n 2 (con M =1).0

Notemos con Cg[a,b] al espacio de las funciones continuas a valores reales, con la
norma supremo: estamos en condiciones de demostrar el resultado central de esta seccién:

Teorema 1.54 (Weierstrass) Si [a,b] es cualquier intervalo finito, entonces los poli-
nomios son densos en Crla,b.
DEMOSTRACION:

Por cambio de variable, supongamos que [a, b] = {—%, ﬂ . Sea feC ([—i, ﬂ) y

consideremos la siguiente extensién de f a todo IR:

f(z) |z| <

PN

g(w) = 0 |z >

PN

lineal si —%gxg%lobienigxg%.

Evidentemente, g : IR— C es continua y acotada, y entonces S,, * ¢ — ¢ uniformemente
en cualquier intervalo finito (por la Proposicién 1.52), en particular en [—%, ﬂ .

Pero ademas

S’n>z<g(:1c):om/2

n

(1= (@ =] gt

M=

es un polinomio de grado < 2n en z, y el cambio de variable inicial (claramente lineal) no
afecta este hecho.O

Pasemos ahora al caso general, donde primero consideraremos dlgebras con unidad,
y luego veremos que ocurre en el caso general de un ideal cualquiera (dlgebra sin unidad).
Para ello necesitamos en primer lugar la siguiente

Definicién 1.55 Sea X un espacio compacto Hausdorff, y C (X) el dlgebra de todas las
funciones continuas f : X — C, dotada con la norma supremo. Una subalgebra com-
pleja B C C (X) es un subespacio de C(X) cerrado con respecto al producto

(f9) () = f(x)g(x), (1.35)

es decir que si f,g € B entonces fg € B.
Liamaremos Cr (X) al R-subespacio de las funciones a valores reales. Una sub-
algebra real B C Cr (X) es un R-subespacio cerrado con respecto al producto (1.35).
En cualquier caso, una subdlgebra cerrada es una subdlgebra (real ¢ compleja)
cerrada con respecto a la norma supremo (resp. de C(X) ¢ Cr(X)).
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Notar que todo ideal de la C-dlgebra C'(X) es una subdlgebra compleja, pero la
reciproca no es necesariamente cierta, y lo mismo vale para subdlgebras reales, con respecto
a la IR-dlgebra Cr (X).

Es sencillo verificar que C'i (X)) es un IR-subespacio cerrado de C(X); como C (X))
es un espacio normado (complejo) completo (ver el Ejemplo 30 del Capitulo II), se de-
duce que también tiene estructura de IR-espacio vectorial normado completo, y entonces
Cr (X), como asi cualquier subalgebra cerrada de C'i (X)), son espacios normados (reales)
completos.

Definicién 1.56 Un subconjunto S C Cr (X) es un reticulado si para toda f,g € S,
fAg=min{f,g} v fVg=max{f, g} estin en S.

Llamando 1 a la funcién de X en C que vale idénticamente uno, claramente 1 €
Cr(X).

Lema 1.57 Cualquier subdlgebra cerrada B C Cr (X) con 1 € B es un reticulado.

DEMOSTRACION:

Como f Vg = 3If —gl+ 5 (f+9), fAg = —[(—F)V (~g)], basta probar que
si f € B, entonces |f| € B. Podemos suponer que || f||,, < 1 sin pérdida de generalidad,
y por el Teorema 1.54 existe una sucesién P, € C[—1,1] de polinomios de manera que
P, (t) — |t| uniformemente en [—1,1]. Consideremos la composicién P, (f) : como B es un
algebra con 1 € B, P, (f) € B para todo n € IN. Pero entonces, como X es compacto e

im (f) € [=1,1]
1Po (f) = fllle = supgex [Pa(f) (x) = [f] ()]
= maxgex [P (f) () — | f] (2)]
= maxgex [(Pyo f) (2) = (t]o f) ()]
< maxpep 1| Palt) - [t]]
= Pa(®) = [tlllZ1,1) —n—oc O-

Como B es cerrado, se deduce que |f| € B.O
Definicién 1.58 Diremos que un dlgebra B C Cr (X) (6 B C C(X)) separa puntos si,

dados x #y en X, existe f € B con f(x) # f(y).

El siguiente es el tltimo paso en la demostracion de Stone Weierstrass para algebras
con unidad:
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Teorema 1.59 (Kakutani-Krein) Sea X wun espacio compacto Hausdorff. El tinico
reticulado S C Cr (X) que es un subespacio cerrado, contiene al elemento 1 y separa
puntos de X es todo Cr (X).

DEMOSTRACION:

Como S es cerrado, basta probar que es denso en Cg (X). Para ello, dada h €
Cr(X) y € > 0, debemos encontrar f € S tal que ||h — f||,, < &. Supongamos que
podemos mostrar, para cada x € X, una funcién f, € S tal que f,(z) = h(z) y h < fy +e.
Entonces para cada x € X, existe por la continuidad de h — f, un entorno U, de x tal que

h(y) > fo(y) —e Vy€U,.

Como {U;} . x es un cubrimiento abierto de X, y X es compacto, existe un subcubrimiento
finito {Uy, } Entonces f = fz, A fzy A ... A fz, cumple autométicamente

i=1l..n "

fy) +e=min{fs, +c} <h(y) VyeX,
K3
y ademas, como cada y € U,, para algun 7, entonces vale

fy) —e < fo,(y) —e < h(y),

lo que termina de probar que ||h — f|| <e.
Falta entonces encontrar una f, con las propiedades mencionadas. Dados x # y en

X, como S separa puntos, existe f;, € S tal que f;, (z) # f3,(y) (0sea fi, (v)—fz,(y) # 0).
Consideremos la funcién

(h(z) + h(y)) fuy — (@) f2y(y) + DY) [y ()
f;:y(x) - f:;y(y)

Como 1 € S, fry € B. Ademas, foy(z) = h(x),y fay(y) = h(y). De ésta tltima condicion se
deduce que para cada y € X existe un entorno Vy de y tal que |h(z) — fry(2)] < esiz € V.
En particular, f.,(2)+e > h(z) para z en V;,. Un argumento similar al del parrafo anterior
nos permite hallar un cubrimiento {Vy;},_, ,, de X de manera que foy,(2) +¢ = h(2)
para todo j = 1,..,m si z € V,,. Si tomamos fo = fay, V fay, V ...V fay,,, entonces
claramente f.(z) = h(z), y ademds, para todo z € X, z € V,, para algiin j y entonces

fa:y =

fal2) + & = max {Foyy (2) + €} > h(z) .0

Teorema 1.60 (Stone-Weierstrass versién real) Sea X un espacio compacto Haus-
dorff, y B una subdlgebra cerrada de Cr (X), que separa puntos y contiene a la funcion
1. Entonces B=CR (X).

DEMOSTRACION:
Por el Lema 1.57, B es un reticulado. Por el Teorema 1.59, B es todo Cr (X).O
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Ejemplo 23 Si I = [0, 1], entonces podemos considerar el subespacio de Cr (I x I) for-
mado por funciones de la forma

n

h(z,y) = fi@)gily)  f.g€CU).

i=1

FEs sencillo verificar que en realidad estas funciones forman una subdlgebra de Cr (I x I),
y su clausura estd entonces en las condiciones del teorema anterior, con lo cual forman un
subconjunto denso de Cr (I x I). Podemos entonces calcular la integral doble sobre este
denso, en la forma obvia, es decir

h(z,y)dzdy = Zznjl </I fz(:z:)dx> (/I gi(y)dy> ,

y extendiéndola a todas la funciones continuas del cuadrado mediante los métodos de
la seccion IL1.2 (Teorema I1.5). Se obtiene ”gratis” el teorema de Fubini para funciones
continuas.

IxI

El hecho de haber trabajado con funciones reales es fundamental. Esto puede
verse claramente en la demostracién del teorema de Kakutani-Krein. Sin embargo, puede
extenderse el concepto de algebra, con una hipdtesis adicional, al caso complejo, de la
siguiente manera

Teorema 1.61 (S-W version compleja) Sea X un espacio compacto Hausdorff, y B C
C (X) una subdlgebra (compleja) cerrada con 1, que separa puntos, y con la propiedad de
que si [ € B, entonces f € B. Entonces B=C(X).

DEMOSTRACION:

Toda funcién g € C(X) puede escribirse en forma tnica como
g ="Re(g) +iSm(g), (1.36)

donde Re (g) = T4 e Im (g) = 92;5 son dos funciones a valores reales. La desigualdad

[Re (9) () = Re (9) ()" < [Re (9) (x) = Re (9) (9)* +

IA

l9(z) — g(v)]

prueba que Re(g) € Cr(X). Lo mismo vale para Sm(g). Como B es un C-espacio
vectorial, basta probar la inclusién C'r (X) C B para deducir que g € B.
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Para ello, tomemos f € B, y escribamosla como en la ecuacién (1.36). La condi-
cion (feEB=f¢ B) nos dice que necesariamente Re (f),Sm (f) € B. Consideremos el
subconjunto de B definido por

B={g:9=Re(f) 6 g=Sm(f) para alguna f € B},

y tomemos A =R B) la subdlgebra (real) generada por g; como B es una subdlgebra
compleja (en particular real), se deduce que A C B : probaremos que A = Cp (X).

Evidentemente, A es un IR-espacio vectorial, y de su definicién se deduce trivial-
mente que A es en realidad una subdlgebra de Cr (X). Obviamente, 1 € A, y ademés,
dados x # y en X, como B separa puntos, existe f € B tal que f(z) # f(y). Entonces
necesariamente Re (f) (x) # Re(f) (y) o bien Im (f) (z) # SIm (f) (y), es decir que A
separa puntos. Si probamos que A es un subespacio cerrado de Cr (X), por el Teorema
1.60 podremos concluir que A = CRr (X).

Para ello tomemos un punto limite fy € A, y veamos que est en A. Como existe
una sucesién de funciones {f,} C A tal que || fn, — follo, —n 0,81 Sm (fo) # 0, entonces el
limite en

Ifn = folZe = supyex [fal(z) — fola))?
= supex{Re(fo) (z) — Re (fo) (x)]* +
+[Sm (fo) ()]*}

= s {Re () (@) — Re (7o) ()12} +

+sup,ex {|9m (fo) ()}

> sm(fo)lA > 0

no puede ser nunca nulo (notar que hemos utilizado que el supremo de la suma es la suma
de los supremos, ya que todos los términos son positivos). Entonces Sm (fp) = 0, y por
ende fp € A.0

Veamos ahora que ocurre en el caso general de una subdlgebra sin unidad, y para
ello necesitamos una caracterizaciéon cémoda de los ideales maximales de C(X) (para
nosotros, un ideal serd siempre un ideal propio). Para ello cabe notar que la clausura de
un ideal cualquiera es un ideal (la demostracién es similar a la de la Proposicién 1.13,
utilizando ademads que la funcién p : C'(X) x C(X) — C(X) definida por ((f,g) — fg) es
continua). De aqui se deduce que los ideales maximales son cerrados, ya que si M
es un ideal maximal, entonces M también es un ideal, y como los elementos inversibles
de C(X) son un abierto del mismo (esto se deduce trivialmente de la serie de Neumann)
debe ser M # C(X), y por ende M = M.
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Lema 1.62 Sea X un espacio compacto Hausdorff. Entonces, dado xo € X, el conjunto
By, ={f € C(X) : f(xo) = 0}

es un ideal mazimal de C(X), y en consecuencia un hiperplano cerrado de C(X).
Reciprocamente, dado un ideal mazimal B C C(X), entonces existe un inico xg €
X tal que B = By, .
Las mismas afirmaciones valen para los ideales mazimales de Cr(X).

DEMOSTRACION:

(=) Obviamente es un subespacio propio pues 1 ¢ B,,. Consideremos la funcional
o(f) = f(zo). Evidentemente, B,, = ker ¢, y como la desigualdad

lp(f) —wl@)l = [f(zo) — g(z0)]
< supgex | f(@) — g(@)]

muestra que ¢ € C'(X)*, se trata de un hiperplano cerrado. La condicién de ser un ideal es
evidente, y la condicién de maximalidad es también evidente por tratarse de un subespacio
maximal.

(<) Supongamos que existe zp tal que f(z¢) = 0 para toda f € B. Entonces
claramente B C Bg,, y como el primero es maximal y el segundo es propio, debe ser
B = Bg,. La unicidad es una aplicacién trivial del lema de Urysohn (ver, por ejemplo
[Munkres][Chapter4, Theorem3.1]). Resta ver entonces que existe algin xy en las condi-
ciones mencionadas.

Supongamos que para todo x € X, existe f, € B tal que f,(x) # 0. Como B es
un ideal, | fgc\g = f. - f» € B. Por la continuidad de f,, existe un entorno U, de x tal que
fz(y) > 0 para y € U,. La familia {U,},.y es un cubrimiento abierto de X, y por la
compacidad de X existe un subcubrimiento finito {Uy,},_; . Para cada uno de ellos,
tomemos la funcién f,, € B, y consideremos o

9= furl* + ot ol

Entonces g € B, puesto que | fz, \2 € By B es un subespacio. Evidentemente, g > 0 sobre
todo x, y entonces % € C(X). Como B es un ideal, % -g =1 € B, lo cual es absurdo ya
que B es un ideal propio.

La demostracién para Cr(X) es andloga.O

Teorema 1.63 Sea X un espacio compacto Hausdorff, y B C C (X) una subdlgebra (com-
pleja) cerrada, que separa puntos, con la propiedad de que si f € B, entonces f € B.
FEntonces: o bien existe xg € X tal que

B={feCX): f(xo) =0}

(es decir que B es hiperplano cerrado de C(X), que ademds es un ideal mazimal de C (X)),

o bien B=C(X). Sile B, entonces B=C (X).
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DEMOSTRACION:

Si 1 € B, la conclusion es obvia por el Teorema 1.61.

Si llamamos C al subespacio de C'(X) formado por las funciones constantes, y
1 ¢ B, entonces es claro (por ser C= {\.1: A € C}), que los subespacios C y B de C (X)
se intersecan Unicamente en el origen, que es la funcién idénticamente nula. Entonces
la suma A = C®B C C(X) es directa, y ademds, como B es cerrado y C=< 1 > es
de dimensién finita, por la Proposicién I1.26 de la seccién I11.6, que demostaremos en el
capitulo siguiente, se obtiene que A es un subespacio cerrado de C (X)) . Si observamos la
expresion para el producto

(bl + )\1) (bg + )\2) = b1bs + Aab1 + by + A g,

(donde by, by € By A1, A2 € C, también es claro que A es una subélgebra, y entonces resulta
sencillo verficar que A cumple las hipdtesis del Teorema 1.61. Por ende, A = C'(X).
Pero entonces B es un ideal de C(X), yaquesibe By f =b1 + X € C(X) (con
b1 € B), entonces
fb=(0b1+XN)b=bb+ X

también estd en B (el primer término por ser B una subdlgebra, y el segundo por ser B
un subespacio). Como B es un hiperplano, se deduce su condicién de maximalidad (como
ideal), y entonces por el Lema 1.62 existe g € X tal que B={f € C(X) : f(z9) = 0}.0

Veamos una aplicaciéon inmediata:

Ejemplo 24 Si Cla,b] son las funciones continuas a valores complejos con la norma
supremo, entonces los polinomios en z y Z son densos en Cla,b].

Por otra parte, la hipdtesis de que para toda f € B, f € B, es esencial, como
muestra el siguiente

Ejemplo 25 Si A es el disco unitario cerrado de C, se define H(A) ={p: A — C: ¢
es holomorfa en el disco abierto y continua en el disco cerrado}. Entonces H(A) es una
subdlgebra cerrada propia del dlgebra C (A) de las funciones continuas en A, que separa
puntos (z € H(A)), y tiene unidad: en efecto, f(z) =Z es una funcidn continua sobre el
disco, pero no es holomorfa en el interior del mismo, y por ende f ¢ H (A).

Pasando nuevamente al caso real, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.64 Sea X un espacio compacto Hausdorff, y B C Cr(X) una subdlgebra
real cerrada, que separa puntos. Entonces existe xg € X tal que

B={f€Cr(X): f(z0) =0},

o bien B=CR (X).
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DEMOSTRACION:
Anéloga a la del Teorema 1.63.0

Notar que tomando X = [a,b], el Teorema 1.54 es un caso particular de éste
corolario, pero sin embargo lo hemos utilizado para demostrarlo!!

En el caso de un espacio X no compacto, la norma supremo no esté definida para
todas las funciones continuas, y esto complica la forma que deben tomar los teoremas: sin
embargo, es posible obtener resultados si se trabaja con la generalidad correcta, y para
ello necesitamos la siguiente definicién (recordar que un espacio localmente compacto
Hausdorff es un espacio Hausdorff, tal que para todo punto x € X, y todo entorno U de
7, existe un entorno V de z tal que V C U y ademés V es compacto):

Definicién 1.65 Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff, y llamemos C(X) al
espacio de las funciones acotadas, continuas de X en C, con la norma supremo. Entonces
Co(X) es el subespacio de C(X) de las funciones que tienden a cero en infinito, que
se define como (si V. es un entorno compacto de x)

CO(X):{fEC(X):VEHVECXtalque sup |f(x)|<€} (1.37)
rzeX—-V,

La razén de este nombre particular se deduce de la demostracion del proximo
resultado, y del Ejemplo 26:

Teorema 1.66 Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff, y B C Cy(X) una
subdlgebra (compleja) cerrada, que separa puntos, tal que para todo x € X, existe f, € B
tal que fr(x) # 0. Si para toda f € B, se tiene f € B, entonces B = Cy (X).

DEMOSTRACION:

Consideremos el espacio X’ = XU{oo}, donde oo denota un elemento que no esté
en X, y una base de entornos de co es la siguiente:

{ACX :00€Ay X — Aes compacto en X } . (1.38)

Como X es Hausdorff, todo compacto es cerrado, y la verificacién de que los abiertos deX
junto con los definidos en (I.38) son una base para una topologia de X', que coincide con
la topologia de X sobre X, es trivial (ver, por ejemplo, [Munkres][Chapter3, Theorem8.1}).
Ademis, con esta topologia, X’ es compacto Hausdorff. Este espacio suele llamarse com-
pactificaciéon de Alexandroff de X..

Definamos Cy (X') = {f € C(X’) : f(o0) = 0}, que resulta ser una ideal maximal
cerrado de C' (X') por el Lema 1.62, y en particular es una subalgebra cerrada de C (X')
. Entonces es evidente (teniendo en cuenta la condicién (1.37)), que Cp (X') ~ Cy(X) via
la identificacién (f — f|x ), en forma isométrica pues f(oco) = 0 y entonces no afecta el
valor de la norma.
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Llamando By = {f € Cy (X') : f|x € B}, se tiene también B ~ By, y entonces By
es una subdlgebra cerrada de Cy (X), y por ende By es una subdlgebra cerrada de C' (X') .

Es también claro que By separa puntos de X', pues separa puntos de X (dados
x #y € X, existe g € B tal que g(x) # g(y), y entonces la extensién a X’ tal que g(co) =0
también separa a x de y; y dados € X e oo, la condicion de existencia de una f, € B tal
que fz(x) # 0 nos dice que la extensién f, de f, a By separa x de oo, ya que f(c0) = 0).

Como para toda f € By, evidentemente se tiene f € By, y X’ es compacto Haus-
dorff, entonces por el Teorema 1.63, debe ser By = C (X'), o bien existe zy € X' tal
que

By = {fEC(X/)Zf(xo)ZO}.

La primera posibilidad es imposible, ya que By C Cy (X'), y este es un subespacio propio
de C (X'). Entonces debe ser la segunda posibillidad, y suponer xy # oo se contradice con
la hipétesis de existencia de una f, € B tal que f;, # 0, ya que su extensién }IVO € By debe
cumplir la misma hipétesis. Se obtiene entonces By = Cy (X'), y mediante el isomorfismo
isométrico, B = Cy (X) .0

Podemos considerar el caso de subdlgebras reales con el siguiente corolario (previa
definicién)

Definicién 1.67 Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff, y llamemos Cr(X)
al IR-espacio vectorial de las funciones acotadas, continuas, a valores reales, con la norma
supremo, el cual es un subespacio cerrado de Cr(X). Entonces CIE(X) (6 simplemente
Co(X), si el contexto no produce confusion) es el subespacio de Cr(X) de las funciones

reales que tienden a cero en infinito, que se define como (si V. es un entorno compacto
de x)

CER(X) = {fG Cr(X):Ve3dV.CX tal que ES)I(IE)V |f(z)] <6}.

Corolario 1.68 Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff, y B C CE(X) una
subdlgebra real cerrada, que separa puntos, y tal que para todo x € X, existe f, € B tal

que fo(x) # 0. Entonces B = CE (X).

DEMOSTRACION:
Andloga a la del Teorema 1.66.0

Ejemplo 26 Si Cy (IR) es el espacio de las funciones continuas sobre la recta, a valores
reales, que tienden a cero cuando |t| — oo, entonces éste es separable: el conjunto de
funciones de la forma

5={r: 1) pt(?} (1.39)

donde p(t) es un polinomio y d > gr(p) (d € IN), es claramente una subdlgebra de Cy (IR)
que separa puntos (contiene a la funcion %, que separa cualquier par de puntos reales, y es
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no nula para todo x € R), y por ende su clausura es Cy (IR) ; ahora la familia de funciones
de la forma (1.39) pero con coeficientes racionales es claramente una familia numerable
de funciones de Cy (IR), que es densa en B, y como B es denso en Cy (IR), se obtiene que
la primera también lo es.

Ejemplo 27 Si X es un espacio localmente compacto Hausdorff, consideremos C(X)
como en la Definicion 1.65, y definamos para cada 1 € C(X) su soporte como

sop (¢) = cl{x € X : ¢(x) # 0}

donde cl(A) denota la clausura de A en la topologia de X. Evidentemente, el soporte de
cualquier funcidn es cerrrado, pero son de especial de interés las funciones cuyo soporte
es un subconjunto compacto de X. Este es el espacio de las funciones con soporte
compacto:

Co(X)={¢ € C(X) : sop(v)) es compacto} .

Como para cualquier par de funciones i, p € C(X) se verifican las inclusiones sop (1.) C
sop (Y)Nisop (@) y sop (Y + @) C sop (Y)Usop (¢), se observa que Ce(X) es una subdlgebra
de C(X), pero ademds es trivial la verificacion de que su clausura es una subdlgebra B que
se halla en las condiciones del Teorema 1.66: por ende C.(X) es una subdlgebra densa de
C(X).
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Espacios normados



II
ESPACIOS DE BANACH

En este capitulo nos concentraremos en los espacios normados completos. Veremos que
muchas propiedades agradables e ”intuitivas” pueden deducirse cuando pedimos esta
condicion adicional de completitud a un espacio normado.

I1.1 Definiciones

Definicién II.1 (sucesiones de Cauchy) Diremos que una sucesion {xn}, v en un
espacio normado (E,|| ) es de Cauchy, si

Ve>03 Ny €N ||zy — xm| <e sin,m> No.

Como siempre, usando la propiedad (I) de la definicién de norma (desigualdad
triangular), se demuestra facilmente que toda sucesién convergente es de Cauchy; todo
esto nos lleva a nuestro siguiente objeto de estudio

Definicién I1.2 Un espacio de Banach es un espacio normado (E,| ||), completo
con respecto a la métrica inducida por la norma || ||, o sea un espacio normado tal que
para toda sucesion {x,} de Cauchy existe un x, € E tal que xq es el limite de la sucesion
en norma, en el sentido habitual:

Ve>03d Ny € NN ||z, —x0l]| <e sin>Ny.
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Cabe notar que la Definicién I1.1 de arriba tiene sentido atin en el caso en que
|| || sea nada mas que una seminorma. También es claro que si una sucesién {z,,} cumple
|zn]| —n O, entonces es de Cauchy en seminorma; en algunos casos se podra (y serd
de utilidad) probar la reciproca, es decir que para toda sucesiéon {z,} de Cauchy en
seminorma existe un elemento = del espacio tal que ||, — z|| —5 0 (aunque no se pueda
hablar de convergencia en el sentido riguroso de la palabra, puesto que no se dispone de
una estructura de cerrados (o abiertos) inducidos por una métrica).

Teorema I1.3 Sea E un espacio de Banach. Si E* es separable, entonces E es separable.

DEMOSTRACION:

Sea { A },,c v un subconjunto denso numerable de E*. Elijamos para cada n € INun
vector x, € E, ||z,]| = 1, tal que

[An (@0)| > [[Anll /2.

Sea D el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas del conjunto {z;}, . con
coeficientes racionales (en el caso IF=IR) o de la forma Q+iQ (en el caso IF=C). Este es
evidentemente un subconjunto numerable de E. Bastara entonces probar que es denso en
E.

Si D no es denso en E, entonces existe un y € E — D y una funcional lineal A € £
tal que A(y) # 0 pero A(x) = 0 para todo = € D (por el Corolario 1.25 al teorema de
Hahn-Banach). Sea {\,, },c una subsucesién de {\,},c convergente a A. Entonces

H)\_)\nkHE* > ’()‘_)‘nk) (xnk”

= ’)\nk (xnk)’

v

[ An Il /2
lo que implica que ||\, || — 0. Esto prueba que A = 0, lo cual es absurdo pues A(y) # 0.0

11.1.1  Ejemplos de espacios normados completos

Volviendo sobre los ejemplos de espacios normados que mencionamos al comienzo del
Capitulo I (seccién 1.1.1), veamos que todos ellos son espacios de Banach:

Ejemplo 28 Resulta evidente (usando la completitud de R) que los Ejemplos 1, 2 y 3
son espacios de Banach.

Ejemplo 29 Es un ejercicio cldsico de un curso de cdlculo avanzado el hecho de que los
espacios normados del Ejemplo 7 son completos (siempre usando la completitud de R ¢ C

).
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Ejemplo 30 La demostracion de que el Ejemplo 4.1 en el caso IF=IR es un espacio de
Banach es como sigue (el caso IF=C es idéntico): tomamos una sucesion de funciones
continuas { fn},epn con fn : [a,b] — R, y si suponemos que la susodicha es de Cauchy,
entonces tenemos para cada t € [a, b]

[fa(t) = fm O] < o = frnlloo <€ sin,m > No;

esto prueba que para cada t, la sucesion {fn(t)},cny C RYN es de Cauchy; usando la
completitud de IR tenemos entonces para cada punto un xo(t) € R, tal que fr(t) — xo(t).
Definimos (obviamente) punto a punto la funcion limite f(t) = xo(t), que resulta continua
puesto que

[f (@) = FW)l < [f (@) = fal@)| + | falx) = fu@)] + [ fuly) = )]

y la primera y ultima parte son arbitrariamente pequenas tomando n grande, mientras
que luego se acota la del medio utilizando la continuidad de f,. Es una verificacion trivial
(mediante la desigualdad triangular, nuevamente) que la funcion asi definida es realmente
el limite de la sucesion.

Ejemplo 31 Con la demostracion de arriba en mente la completitud del Ejemplo 5,
cuando el espacio de llegada (E,| ||) es un espacio de Banach, es evidente (se copia
la demostracion letra por letra); lo mismo ocurre con el Ejemplo 6.

Ejemplo 32 La completitud de L™ en el Ejemplo 8.2 se demuestra en forma bastante
sencilla utilizando la completitud del cuerpo de llegada IF: si {f;} es una sucesion de
Cauchy en L*°, entonces para cada || f;|| ., se toma el conjunto

A ={t e X fi(®) [> [ fill o} »

que tiene medida cero (por la definicion de la norma), y llamamos A = U;e v A;. Entonces
A resulta tener medida cero también, y se define en su complemento S =X — A

f(t) = lim fi(t),

el cual existe ya que alli
[fn(t) = fm (O] < [ fn = Finll

y por lo tanto en cada punto t € S, la sucesion { fi(t)},cy es una sucesion de Cauchy en el
cuerpo IF=IR ¢ C, que es completo. La convergencia en norma es simple ya que (sobre S)
dado M > 0, existe un Ny tal que si n > Ng, podemos consequir que |fn(t) — f(t)| < M,
con lo cual {| fr, — f|> M} C X — S = A, que tiene medida cero, asi que

[fn = fllog = nf {M tal que p({| fn — f[> M}) =0} =0.
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Ejemplo 33 Una forma elegante de demostrar la completitud de L' del Ejemplo 8.1 tal

como se da en [Fava-Zo][CapituloVII, Teorema7.1] es, dada una sucesion absolutamente

sumable { fi},c v en LY, probar que es sumable (ver la Proposicion I1.4 en la seccion I1.1.2).
Para ello consideremos la serie

o(z) =) _|fi(x)|
i>0
que resulta finita en casi todo punto ya que { f;} absolutamente sumable significa 3,1 || fill; <
0o, y por el teorema de Beppo Levi, ® es integrable y por ende finita en casi todo punto.
Podemos definir entonces la funcion

S(z) =) filx)

>0

que resulta finita en casi todo punto, y ademds la cota |S| < ® nos asegura que S € L.
Pero esto significa que > 1, fi(x) —n S(x) c.t.p., y como ademds |S — >, fi| < 2, el
teorema de la convergencia dominida nos garantiza la convergencia en L'. Esto prueba
que {f;} es sumable, y por ende L' es completo.

Ejemplo 34 Como mencionamos, los espacios LP no son realmente espacios normados,
pero sin embargo es posible probar (ver [Whe-Zygmund][Theorem8.14]) que toda sucesion
{¢n} de Cauchy en seminorma p es convergente a un elemento de LP; es decir que existe
¢ € LP tal que |[pn — ||, —n 0. Este resultado serd fundamental cuando tratemos de
Zarreglar” el problema de la funciones no nulas con integral nula, y obtengamos un espacio
de Banach en el sentido riguroso de la definicion.

Ejemplo 35 En el caso del Ejemplo 9, puede probarse (y lo haremos mds adelante) que
BV]a,b] es el dual de C|a,b], y como una consecuencia directa (seccion I1.3.1) del Teorema
1.8, resulta automdticamente un espacio de Banach.

Ejemplo 36 Para demostrar que las funciones lipschitzianas del Ejemplo 10 forman un

espacio de Banach, probaremos esta afirmacion en el caso general de las lipschitzianas con
1+e

respecto a una métrica d arbitraria (recordemos que el caso d(x,y) = |x —y| ", cone >0
es trivial). Es decir, probaremos que el espacio normado
t)— f(s
Li=qf:[a,b] — IF tales que | fll, = supM +|f(a)] < o0
t#s d(t, S)

es un espacio completo.
Como para todo t,s € [a,b], si f € Ly entonces es claro que vale

Lf&) = F() < N1 fllp, dlt,s), (IL.1)

es sencillo probar (tomando s = a) que Lq C Cla,b] para toda d (recordemos que C|a, b
denota el espacio de funciones f : [a,b] —F acotadas, con la norma supremo), y que
ademds existe una constante My (para cada métrica) tal que

1fllee < MallfllL, ; (IL.2)
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(es decir que la inclusion Ly C Cla,b] es una funcion continua para cualquier métrica d).
De aqui se concluye que toda sucesion de Cauchy {fn} en Lg es una sucesion de Cauchy
en Cla, b].

Consideremos el siguiente subespacio de Lq :

Ly={f€Ly: f(a)=0}.

Lo primero que se observa es que es cerrado en Lg, ya que si f es un punto de acumu-
lacion de Lq, entonces existe {fn} en Lq tal que | fn — fll, —n 0, pero este limite es

sencillamente
. |(fn(t) = f(1) = (fuls) — f(s))]
lim {ig&) d(t.s) + ’f(a)’}

(ya que fr(a) =0 para todon € IN) y f(a) # 0 implica |f(a)| > 0, lo cual es imposible ya
que el otro término de la suma es no negativo pero el limite debe ser nulo.

Supongamos por un momento que hemos probado que I:l es un espacio de Banach;
entonces dada {gn} de Cauchy en L4, tomamos la sucesion

n

fn(2) = gn(z) — gn(a),

y observamos que la sucesion {gn(a)} es de Cauchy en T (por ser {gn(z)} de Cauchy
en Cla,b]): por ende {gn(a)} es convergente a un nimero que llamaremos g(a). Como
fn € Lq para todo n € IN, eziste f € Lq, tal que fy || |, f- Tomando g(x) = f(x) + g(a)

—_—
(que claramente estd en L) se prueba facilmente que gn || ||z, 9-
- =

Podemos suponer entonces que tenemos una sucesion {f,} de Cauchy en ivd. Por
la observacion (I1.2) {f,} es de Cauchy en Cla,b], y como éste es completo, existe una
funcion f € Cla,b] tal que f, —, f uniformemente. Evidentemente, como para cada f,

vale fn(a) =0, debe ser f(a) = 0.
La desigualdad

[f(@) = fW)] < [f(@) = fa(@)] + | fu(x) = Fa)] + [fn(y) = F(y)]

gunto con (II.1) prueba que, dado € > 0,
[f(s) = f@O)] < 2e + || full, d(t, s) (IL.3)

sin > No(e). Ahora la sucesion de normas {anHLd} es de Cauchy en IR, puesto que

[EA

S an - meLd7

y entonces existe el limite M = lim, || full,. Solo resta tomar limite en (I1.3), para
obtener |f(t) — f(s)| < M.d(t, s). Esto asegura que f € Lqg.
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Pensemos por un momento en el mecanismo de la demostracion del ultimo paso:
hemos probado que toda sucesion convergente en Cla,b], que ademds estd en el subespa-
cio fd, tiene por limite un punto de Ei. Pero esto es lo mismo que decir que el sube-
spacio /L:l es un subespacio cerrado de Cla,b] (con respecto a la topologia métrica de
Cla,b]). La desigualdad (I1.2) mos dice que la funcion || |, : Ly — Rt es continua
mirada como funcién de Cla,b] en RY, y como Ly es un subespacio cerrado de Cla, b],
el teorema de extension de Tietze (ver, por ejemplo, [Kelleyl][Chapter?, ProblemO], o
bien [Munkres]/[Chapters, Theorem3.2]) nos asegura que existe una extension continua de
||l atodo el espacio Cla,b], que llamaremos || | -

Ahora, si consideramos a f como el limite sobre p (en Cla,b]) de fnip, entonces
en la expresion

| i~

se puede extraer el limite de la norma (por ser ésta una funcion continua sobre Cla,b]), y
por ende

n_l. n n_l. n
f %nf +p fi gnf +p

ext

limann_fHLd = hmn”fn_hmp fn+pHLd = lim,, {limprn_fn—i-pHLd}

= iyl o~ Fsaly, )
= 0

(donde los limites se intercambian por ser los términos positivos) lo que nos dice que
fo—n [ enlanormall |, -

11.1.2 Sucesiones absolutamente sumables

Diremos que una sucesién de vectores {x,} en un espacio normado es sumable cuando
SN x, es convergente (en norma), y absolutamente sumable cuando 32°°, ||z, < cc.
Una caracterizacién bastante 1til de los espacios normados completos nos la da la

Proposicién I1.4 (a) Un espacio normado es completo si y sdlo si cada sucesion abso-
lutamente sumable es sumable.

DEMOSTRACION:
Si el espacio es completo, y tenemos una sucesién absolutamente sumable, entonces

M N M M
an—Zajn = Z Tn|| < Z |xn]] = 0 si N,M — oo,
n=1 n=1 n=N-+1 n=N+1

puesto que la serie de las normas es finita y por ende la sucesién S0_, ||, || es convergente,
lo que implica que es de Cauchy; hemos probado que ZnN:1 xy es de Cauchy, y por ende
convergente.
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Para la reciproca, tomemos una sucesiéon {z,},~,; de Cauchy cualquiera en E, y
escribamos (definiendo 2y = 0)

n—1 n—1
Tn =Y (w1 — 1) = Y si
i=0 =0
La misma expresién vale para cualquier subsucesion {z,, } renv » poniendo x;, = 0, es decir
k-1 k—1 k-1
Tny, = Z (xnjﬂ - xnj) = Z Sn; = Z Yj (I1.4)
7=0 j=0 j=0

Como {z,} es de Cauchy, para cada j € IN podemos encontrar un n; tal que Hanl — T, || <

con lo cual, a partir de (I1.4), obtenemos

k—1 k—1
S il =3 ||#n s = o,
Jj=0 Jj=0

lo que nos dice que la sucesién {yy},~; es absolutamente sumable, y por la hipétesis,
sumable. Pero que sea sumable quiere decir (mirando (I1.4)) que exite el limite

1
27>
1

k—1 (o) 1
<D g H L g =20
7=0 7=0

k—1
lim y; = lim x,, = .
k—o0 4 k—o0
J=0
Es trivial verificar que si una sucesién de Cauchy en un espacio métrico tiene una subsuce-

sién convergente, entonces la sucesién en si converge, y al mismo limite: hemos probado
que el espacio F es completo.O

La proposicién anterior es facilmente adapatable al caso en que || || es una semi-
norma (aunque se pierda unicidad), de la siguiente manera

Proposicién I1.4 (b) Sea E un espacio vectorial, dotado de una seminorma | | .
Entonces para toda sucesion {x,} de Cauchy en seminorma eziste algin x € E tal que
|zn — || 5 —n 0 sty sdlo si para toda sucesion {xy,}, Y02y ||zn|| < 0o implica la existencia
de algun x € F tal que HZ,J@V:l Ty — xHE —n 0.

II.2 Completacién y el teorema de extension

Asi como se puede completar en forma tunica cualquier espacio métrico M de man-
era que éste sea isométricamente isomorfo a un subconjunto denso de su completado
M, en el caso particular de un espacio normado E se obtiene que E es isométrica-
mente isomorfo a un subespacio denso de su completado E. Los detalles pueden verse
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en [Kolmogorov|[Capituloll,seccién3.4]. Sobre el resultado clésico del teorema de exten-
sion de funciones uniformemente continuas definidas sobre un denso, hay poco que anadir,
pero como vamos a utilizarlo bastante, daremos una demostracién del mismo.

Teorema I1.5 (teorema de extensién) Supongamos que A es operador lineal acotado

de un espacio normado (E,| | 5) en un espacio de Banach (F,| | ). Entonces A
puede ser extendido en forma unica a un operador lineal acotado A : E — F (con la
misma norma), de la completacion de E en (F,|| ||z).

DEMOSTRACION:

Sea E una completacion de E. Para cada x en E , hay una sucesién de elementos
{z,} en F tales que x,, —, x. Como {z,} converge, es de Cauchy, y entonces para cada
e > 0 podemos encontrar N tal que si n,m > N entonces ||z, — Zm| 5 < HSTH' Asi,

|Azy — Azp||p <Al - l2n — 2mllp <€ paramn,m > N.

Esto prueba que {Az,} es una sucesién de Cauchy en F, y por la hipotesis de completitud
existe y € F tal que Ax,, —, y. Definimos Az = y; esta definicién resulta independiente
de la eleccién de la sucesién {z,} puesto que z, —, 0 implica HAxH = [[lim,, Azy||p =

limy, ||Az,| < ||A|l - limy, ||z, —» 0, y por ende Az = 0. Para probar que A es acotado
necesitamos la desiguadad

| Az, = tim Azl o < A1 Y ]

junto con el hecho de que lim,, ||z, existe puesto que |||z, | g — [|[zm| 5| < |2n — 2wl 5.
lo que indica que {||zn[| g}, es de Cauchy en IR (y IR es completo), y vale [|z|z =

limy, ||z, || puesto que =, —, x en E. Juntando estas dos cosas obtenemos
|4z <141 ll=l5

Esta desigualdad ademds prueba que HAH < ||A]| ; pero por otro lado el hecho de que E

sea un subespacio de E nos dice que tomar supremos sobre él es mas restringido que tomar
supremo sobre todo el completado, y entonces

[4] = s g |42
]l z=1
= sup 5 limg, g [[Azpllp 2 sup sep limg, . [[Azy||p
] =1 zllp=1

= SUP)||z|| ,=1 A (limg,, —z zn)|| p = SUP||z|| ,=1 | Azl
= Al

y ésto tultimo termina de probar la igualdad HEH = ||A]| .O
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I1.3 El espacio de operadores

Como mencionamos en la Definiciéon 1.31, este espacio tiene una estructura natural de
espacio normado, y una de las primeras cosas en la que nos concentraremos es en hallar
la relacién entre subespacios y operadores:. si H es un subespacio de F, consideremos la
aplicacién "restriccion” v : L(E, F') — L(H, F') definida por (A —— A |g); vamos a probar
la

Proposiciéon I1.6 v es un operador lineal acotado, y si H tiene dimension finita, es un
epimorfismo.

DEMOSTRACION:

Esté claro que « lineal. Para ver que « es acotado, tomamos A € L(E,F)y h € H;
como H C E, h es también un vector de E, y por ende y(A)h = A |g h = Ah. Tomando
norma obtenemos

(A= sup [y(A)h|= sup [AR[|<  sup [|Az| = [|A] (IL.5)
|hl|l=1,heH |h||=1,heH lzl|=1z€E

lo que nos dice que ||y]| <1 (y en particular es acotado).

Para ver que en el caso de un subespacio de dimension finita v es sobreyectivo,
tomemos B = {v;}jes (con #(J) = P, finito) una base de H, de manera que todos los
elementos tengan norma uno, y extendamola a una base

B' = BU{v;}ier = {vs}sesur

de todo el espacio E, con la misma condicién sobre la norma. Ahora, dado A € L(H, F),
y h =3 ey Bjvj € H, definimos ; € H* de la siguiente manera: p;(h) = §; (la prueba
de que esto define realmente una funcional acotada utliliza fuertemente el hecho de que
dim H < oo (ver el Lema 1.38, en la seccién sobre espacios de dimensién finita) extendién-
dola a una funcional f; € E* de manera que ||f;|| = ||¢;|| mediante el teorema de Hahn-
Banach (Corolario 1.22); ahora, dado z € E, vamos a definir un operador lineal A : £ — F
de la siguiente manera: si x = h +y = > .c; B5vj + 3 ;1 a;v; (donde todos salvo finitos
Qv son cero) entonces

Az = Z [i(x)Av;, (IL.6)

Je€J

donde la suma tiene sentido puesto que hay finitos j. Por otro lado,
Yierli@Av; = iy fi(h)Avj + 3 e fi(y)Av;
= YjesBiAvi + Xjes (Bier ifj(vi)) Av;

= A(Syes Bivi ) + Tieroi (Syes filvi)Av;)
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y entonces estd bastante claro que y(A) = A, puesto que, si x € H, entonces todos los
«; son nulos y se obtiene Ax = Azx. Resta probar que A es acotado, y para esto, tomemos
norma en (II.6) (teniendo en cuenta que los v; tienen norma uno)

1Azl < 3jeq I fi()Avjll = Ejes [f5(@)] | Avs

IN

Zjes 1Ml - AL - o (IL.7)

= (Siesllesl) 141l

y ahora, llamando M = maxjcy ||¢;]|, y recordando que la cantidad de elementos en la
base B es P, tenemos
[Az| < (MPA]) - [lz]| .0 (I1.8)

Puede pensarse a la segunda parte de la demostraciéon anterior como una especie
de extensién del teorema de Hahn-Banach, para operadores definidos sobre un espacio de
dimension finita, en vez de para una funcional definida sobre el subespacio generado por
un sélo vector.

De esta manera, si dim H < oo, se obtiene una manera natural de pensar a L(H, F')
como subconjunto de L(E, F'), simplemente asigndndole a cada operador acotado A en el
primero, uno cualquiera en el segundo tal que su restriccion a H coincida sobre él.. En
otras palabras, podemos pensar en una inversa para 7, de la siguiente manera

' L(H,F)— L(E,F)
Ar— Ay
donde A4 es el operador definido en (I1.6). De la discusién anterior se deduce el

Corolario I1.7 I': L(H,F) — T'(L(H,F)) es un isomorfismo acotado, con inversa aco-
tada.

DEMOSTRACION:

I" es lineal, lo cual se deduce de la expresion

(Apyp)x = Z fi(x)(A+ B)v; = Z fi(x)Av; + ij(:v)ij = Az + Az,
jeJ jeJ jeJ

vy que ademés es un monomorfismo puesto que si Ay = Ay sobre todo E, en particular
coinciden sobre H, y entonces

A=Ay |lg=Ay |u=4";

otra manera de verlo es mediante la identidad v o I' = id (g r), que se deduce trivial-
mente de las definiciones. Ahora la expresiéon (I1.8) nos dice que I' es acotado, pero més
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precisamente dice (por (II.7)) que

IT(A)|| = sup [[Aaz| < [ D llgjll | 1Al = DAl -
lefl=1 =y,

Por otra parte, la identidad "o~y |p(£(H,F)): idr(c(m,F)), junto con la anterior, nos dice que
1T (L(H,F)) — L(H,F) es en realidad v [p(z(m,r)); y como esta tltima era acotada
y con norma menor que uno (ver Proposicién I1.6) se deduce que I'"! es acotada, y que
Ir1) < 1.0

Esto nos da una manera de mirar £(H, F') como un subespacio cerrado de L(E, F'),
para cualquier subespacio H de M que tenga dimensién finita. Pero el isomorfismo I tiene
una desventaja visible: no es inico. Es decir que pueden existir (y en general existen) otras
extensiones de operadores acotados, y por ende las propiedades de I' no son demasiado
buenas como para que resulte de gran utilidad.

Una propiedad notable de L(E, F) es que su completitud sélo depende del espacio
F de llegada, resultando independiente de las caracteristicas del espacio de salida E. Més
precisamente:

Teorema I1.8 (completitud de L(E, F')) Sean E, F espacios normados con E # 0.
Entonces el espacio L(E,F) es un espacio de Banach si y sdlo si F' es un espacio de
Banach.

DEMOSTRACION:

Supongamos que F' es completo, y tomemos una sucesién de Cauchy {4,} de
operadores en L(E, F'). Entonces para cada z € E, {A,x} es una sucesién de Cauchy en
F, v por ende convergente a un punto y, = lim,, A,z en F. Definimos A : E — F de la
siguiente manera

LT Yz

Es evidente que es una defincicién consistente que hace de A un operador lineal. Sélo falta
ver que es acotado, y que realmente es el limite en L(F, F') de la sucesién {4, }. Para lo
primero, observemos que

Al = [[Amlll < [An = Am|l

lo que nos dice que la sucesién de normas {||A,||} es una sucesién de Cauchy en IR y por
ende convergente a un nimero C. Entonces

[Az|| < lim [| Apz]| < lim || Ap[] - [lz]] = C'fl2]] -

lo que prueba que es acotado y ademas ||A|| < C. Por otro lado, para probar la conver-
gencia en norma de operadores, de la desigualdad

(A = An) 2| = lim || A,z — Ap|| < lim || Ay — Ap] - []]
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se obtiene
|Az — Apz||
|zl

Ahora que sabemos que converge, podemos anadir algo maés, que es la observacién

|A — Ayl = sup <lim|A, — An|| =0 sin— oco.
x#0 m

C —n [ Anll < [[An = Al + [[All = [|A]

que nos dice C < ||A]|; esta desigualdad junto con la anterior prueba que en realidad
C = limy, [[Aq]| = [|A]-

Para la reciproca, como E # 0, el teorema de Hahn-Banach (Corolario 1.23) nos
dice que E* # 0; supongamos que existe una sucesién de Cauchy {y,} en F' que no tenga
limite (es decir, F' no es completo). Vamos a probar que L(FE, F) no es completo: para
esto definimos una sucesién de operadores {T},} en L(E, F') de la siguiente manera:

donde f es cualquier funcional acotada sobre E no nula. De la definicién se deduce que
los T}, son acotados, puesto que

[Tozll p = 1 (@)ynllp = [f(2)

Por otra parte la desigualdad triangular nos dice que T}, es una sucesién de Cauhy, puesto
que

Nyl < AT Nlynllp) 12l

T, —T,)x
T = Tl = sup 1 =T Tl oy

20 2l

Supongamos que existe un operador T' € L(FE, F) tal que T,, —, T, y tomemos un = € F
cualquiera tal que f(x) # 0. Entonces
= —— ||The —Tz||» <
" ] f ()]

%‘T<R%)F @)

lo que prueba que el vector ﬁ - Tz € F es un limite para la sucesién {y,}. Esto es
absurdo, ya que nuestra hipétesis era que no tenia limite: se deduce que no puede haber
limite para la sucesién {T,,}, y por ende L(E, F') no es completo.O

1 |2 g

: ”Tn - T” —mn 0

11.3.1  Un caso particular: el dual como espacio de Banach

La primera aplicacién del Teorema II.8 es en el caso F' =1F, donde IF es el cuerpo sobre el
que se define el espacio vectorial E (que en nuesto caso siempre es IR 6 C). Este teorema
nos dice que para cualquier espacio normado E, completo o no, E* es un espacio normado
completo.
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II.4 El teorema de Baire y sus aplicaciones

Recordaremos el teorema de categoria de Baire, que se prueba en un curso de célculo avan-
zado (la demostracién puede hallarse en [Kolmogorov][CapitulolI,seccién3]). Recordemos
que un conjunto nunca denso es un conjunto A tal que el interior de la clausura de A (o

—\ O
sea el conjunto (A) ) es no vacio.

Teorema I1.9 (BAIRE) Un espacio métrico completo (en particular, un espacio de Ba-
nach) no puede escribirse como una unién numerable de conjuntos nunca densos.

A partir de él se deducen una cantidad de resultados fundamentales de los espacios
de Banach, que resultan herramientas imprescindibles para su estudio. Comenzemos con
uno de los més importantes:

Teorema II.10 (teorema de la funcién abierta) Sea T : E — F una transformacion
lineal continua, tal que E es un espacio de Banach, y S = Ran (T) (que claramente es
un subespacio de F') es un espacio de Banach. Entonces T es abierta sobre su rango (es
decir manda abiertos de E en abiertos de Ran (T)).

DEMOSTRACION:

Si N es un entorno de x, entonces queremos ver que T'(N) es un entorno de T'x;
como T(x + N) = Tz + T(N), podemos suponer que = 0. Por otro lado todo entorno
de cero contiene un entorno béasico del tipo

B ={z e E||z|p<r}

con lo cual serd suficiente probar que existe r’ tal que B5 C T(BE) (donde B2 es la bola
de radio r’ sobre S, como arriba). Pero si observamos que

T(BY)=T(r-BY) =r T(BY),

s6lo sera necesario probar (con una traslacién conveniente de por medio) que existe algun
r tal que T(BF) = T(B,) tiene interior no vacio en S.
Esta claro que
S = U;.Lole(Bn)7

y entonces, por el teorema de Baire, existe algin n tal que T'(B,,) tiene interior no vacio;
esto quiere decir que existe un € > 0 tal que Bf C T(By). Lo que vamos a demostrar es
que en realidad, T'(B,,) C T(B2.,) con lo cual el ultimo tiene interior no vacio. Para esto
tomemos y € T'(B,,); por la misma definicién de clausura existe un z; € By, tal que

S
Yy — Tz € B% C (B%)
Ahora elijamos z9 € B3 tal que
2

y =Tz —Txy € B C T(Bz).

n
4
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Se construye de esta manera una sucesién {zj}, de manera que

xkeB;% . y— ZT:CJEB CT(B ).
j=1

Ahora, la suma Y 32, ||zx|| es finita, puesto que

=1
Zumku<z2mz D

en otras palabras, la sucesiéon {zy} es absolutamente sumable. La Proposicién 11.4 nos
dice que la serie Y 72 x, converge, y entonces define un elemento x € Bs., (por la cuenta
anterior). Por otro lado,

k
€
j=1
lo que nos dice que y = 3272 Twy = T (3252, 1) = T'w, es decir, y € T'(Ba.p).O

En el caso particular de que E y F' sean espacios de Banach, el teorema anterior
nos dice que todo epimorfismo acotado es abierto. Otro corolario trivial es el importante

Teorema I1.11 (teorema de la funcién inversa) Todo isomorfismo continuo entre dos
espacios de Banach es un homeomorfismo.

Corolario I1.12 Supongamos que E es un espacio normado, y existen dos normas || ||
y |l |y que lo hacen completo. Si existe una constante C > 0 tal que
I h=Cl 2

entonces existe otra constante D tal que
[l DY -

En otras palabras: si dos normas de un espacio de Banach son comparables, en-
tonces son equivalentes. (La demostracién de este hecho se obtiene aplicdndole el teorema
anterior a la identidad de E.)

Ahora podemos obtener un resultado concreto sobre operadores: necesitamos pre-
viamente la

Definicién I1.13 (grafico de un operador) Si T es un operador lineal entre dos espa-
cios normados E y F, el grafico de T, denotado I'(T") ¢ G(T') es el siguiente subconjunto
del producto cartesiano

N(T) ={(z,y) | (x,y) e EXF, y=Tz}.
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Es evidente que el gréifico de un operador lineal es, en realidad, un subespacio del
producto.

Teorema I1.14 (teorema del grafico cerrado) Si T : E — F es un operador lineal
entre espacios de Banach, entonces T es acotado si y solo si el grifico de T es cerrado

como subconjunto del producto de espacios normados definido al comienzo (Definicion
L11).

DEMOSTRACION:

Supongamos que I'(T") es cerrado. La verificacién de que un producto finito de
espacios de Banach es un espacio de Banach es una cuenta sencilla, y ésto nos dice que
['(T') es un subespacio cerrado de un espacio de Banach, y por ende un espacio de Banach
él mismo. Consideremos las proyecciones Iy : I'(T") — E, Ils : I'(T') — E en la primera y
segunda coordenada respectivamente, es decir

H1 H2
(x,Tx) — z, (x,Tx) — Tx

Esta bastante claro que ambas son operadores lineales acotados entre espacios de Banach,
pero ademads II; es un isomorfismo, y entonces (por el teorema de la funcién inversa)
1'[1_1 : E — I'(T) es acotada. Pero T' = Il o Hl_1 lo que prueba que T es acotado. La
reciproca es trivial.O

Corolario I1.15 Para probar que un operador lineal T : E — F (entre espacios de Ba-
nach) es acotado, sdlo es necesario probar que si una sucesion x, converge a algin punto
x de E, y por otro lado la sucesion Tz, converge a algin punto y de F', entonces
Tr =y.

La demostracién es obvia. (En el caso general de un espacio normado cualquiera,
uno lo que debe hacer es probar que si x,, — x, entonces existe y tal que Tz, — y, y
ademas verificar que vale Tz = y)

Corolario I1.16 Si A : E — F es un operador lineal entre espacios de Banach, y B :
F* — E* es un operador lineal que cumple

o (Az) = (B(p))x
para toda @ € F*, entonces A es acotado, y vale B = A* (y por ende B es acotado).

DEMOSTRACION:

Vamos a probar que el grafico de A es cerrado, y con esto (teorema del grafico
cerrado mediante) habremos demostrado que A es acotado. Tomemos (z,y) en E x F, de
manera que esté en la clausura del grafico de A. Esto quiere decir que existe una sucesién
{zn} en E tal que x, — z, y Az, — y; veamos que vale Az = y. Para toda ¢ en F*,

v (ﬁmn) = (B(9)) Tn —n (B(p)) © = ¢ (Az)
v (5)



80 Espacios de Banach

puesto que ¢ y B(p) son funcionales lineales continuas. Pero entonces ¢ (Azx —y) =
0 V¢ € F*, y el teorema de Hahn-Banach (Corolario 1.24) nos dice que debe ser Az —y =
0, o0 sea Ax = y. Como A es acotado, A* : F* — E* es acotado; por su misma definicién
y la hipétesis,

(A%(p)) = ¢ (Az) = (B(p))x Ve eE, Vpel”

lo que nos dice que A*(p) = B(p) V¢ € F*, y por ende A* = B.O

Moviéndonos en otra direccion, el teorema de Baire nos da también pistas sobre el
comportamiento de familias de operadores:

Teorema I1.17 (principio de acotacién uniforme) Sea E un espacio de Banach, y
® una familia de operadores lineales acotados de E en un espacio normado cualquiera F.
Si para cada x € E, {|Tz|p | T € ®} es acotado, entonces el conjunto {||T|| | T € ®} es
acotado.

DEMOSTRACION:

Tomemos B, = {« | |Tz||, <n VT e ®}. Por hipétesis, cada x de E estd en
algun By, o sea X = U;2 B,,. Ademas, cada B,, es cerrado, por ser todos los 1" acotados;
el teorema de Baire nos dice que algin B, tiene interior no vacio. Pero una manera
alternativa de escribir este conjunto es B, = NreaT* ({y | ||yl < n}), y si B:(x0) es
una bola de radio € centrada en xg contenida completamente en B,,, entonces

Be(x0) € B T ({y | llyllp <n}) VT e€;

si volvemos un poco atras, y miramos el Lema 1.30, de la demostracién de (4 = 5) se
obtiene que para todo T € ®, vale

4n
ITzllp < —llzllp -0

En el caso de familias numerable de operadores, el principio de acotacién uniforme
nos da un poquito méas de informacién, de la siguiente manera

Teorema I1.18 (Banach-Steinhaus) Sea {4,} en L(E,F) con E Banach y F nor-
mado, y supongamos que para cada © € E la sucesion {Anz} es convergente en F. En-
tonces

1. sup,, ||A,|| < o0

2. 3A € L(E,F) tal que para todo x en E, A,z — Ax.

DEMOSTRACION:
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1. Tomemos ® = {A, :n € N}; es evidente que si {A,z} es convergente entonces
{|[Anz||} es acotado (para cada x); por el principio de acotacién uniforme existe
M > 0 tal que ||An]] < M V¥V n € N,y tomando supremo se obtiene el resultado
buscado.

2. Definamos A : E — F de la manera obvia, es decir Ax = lim, A,x. Esti claro
que, asi definido, A es un operador lineal; sélo falta ver que es acotado. Para ello
escribamos

|Az|| = HlimAna:H = lim||A, | = inf sup ||Axz| < sup ||Arz| ,
n n neNan k>n

pero ||Agz|| < ||Ak| - |z|| < M ||z|| V k € N por lo probado en 1, y entonces

[Az|[ < M [lz] .0

II.5 Espacio cociente

Tomemos un espacio vectorial cualquiera E, con una seminorma || ||, y dentro de ¢él un
subespacio propio S, que sea ”"cerrado” en el siguiente sentido:

e Dado = € E, si existe {s,} en S tal que
[$n — 2|l —n 0, (1I1.9)
entonces r € S.

Esté bastante claro que si || || es realmente una norma, (E,| ||5) es un espacio
normado y lo que debemos tomar es entonces un subespacio cerrado en el sentido usual,
es decir "métrico” o ”topoldgico”.

Otro caso sencillo (pero muy importante) es aquel de los elementos que tienen
seminorma nula, es decir

-1
S=( lg) (O)={yveE:|ylg=0}
(la verificacién de que se trata realmente de un subespacio es trivial). En ese caso
[zl g <o = znllg + lzallp = llz — 2nllg —n 0 (11.10)

y entonces ||z||; =0 (o sea z € 5).

Ahora se toma la proyeccién al cociente Q) : E — E/S, y se define en el cociente

1Q@) [ z/s = 2l g/s = llz + Slg/s = nf {llz —sllp : s € S},
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que resulta ser una seminorma: la propiedad (I) se prueba de la siguiente manera

Izl +lllgs = inf{lle+y—sllp:sesS} :inf{Hx—%s—i—y—%sHE (s € S}

IN

inf {lo = 3+ o = 3 -0 € 5
=  f{lle—dlp+lly-slg:s €S}
= inf{llz—¢|g:5eSt+mnf{|ly—5|g:5 €S}

= elllps + 1yl

En la tercera igualdad, pusimos s = 2s’, y usamos fuertemente que S es un sube-
spacio; en la cuarta igualdad utilizamos que todos los términos son positivos.
La propiedad (1) se prueba en forma similar.

Obsérvese que si || || 5 es una norma, entonces ||[z]| /g = dist(z, S), y como S es
un cerrado, |[[z]||5/¢ = 0 nos dice dist(z,S) =0, y por ende x € S =S (o sea [z] = [0]).
En otras palabras, el espacio cociente (E /S gy S) sigue siendo un espacio normado.

Cuando S no es cerrado, || |5 /s 1O €S Una norma sino una seminorma.
Por otro lado, aunque || ||; sea una seminorma, y no sirva como norma para I,
si S cumple la hipdtesis 11.9, el mismo argumento nos da la

Proposicién 11.19 (E/S, I ||E/S) es un espacio normado.
DEMOSTRACION:
Sélo resta probar que || |5 /s cumple la propiedad (III) de una norma, es decir

que si un vector tiene norma cero, entonces era el vector nulo. Para esto recordemos que
decir [|[z][|g/g = 0 es lo mismo que decir inf {[|z — s||p : s € S} = 0; pero entonces existe
una sucesién {s, } en S tal que ||s,, — x|z —» 0 por la misma definicién de infimo. Por la
hipétesis (I1.9) sobre S, resulta que x € S, y entonces [z] = [0].O

Proposicién I1.20 (propiedades de Q : E — E/S) .

1. Si toda sucesion de Cauchy es convergente para || |5 (en particular si E es un
Banach, o sea si | || es una norma), entonces /S es un espacio de Banach.

2. |Q@)lg/s < llzllg (si || [|g es una norma, esto dice que @ es continua, y en este
caso vale |Q]| =1); ysi S={y € E: |ly|z = 0}, entonces vale la igualdad.

3. E es separable si y s6lo si Sy E/S lo son (notar el abuso de lenguaje en el caso de
| || seminorma).
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4. Si|| || es una norma (y en consecuencia, £ métrico), vale: U abierto en E implica
Q(U) abierto en E/S. (o sea @ es abierta).

DEMOSTRACION:
1. Usando la Proposicién I1.4, supongamos que {[z,]}, es una sucesién absolutamene

sumable en E/S, y veamos que es en realidad sumable. Como es absolutamente
sumable, tenemos

S endlys = 3 int e = sl < oo

Para cada n, elijamos s,, € S tal que

|zn — 5n||E <2 ;gg\lfn - SHE .

Entonces se tiene que (x, — s,) es absolutamente sumable en E, y por la hipdtesis
resulta sumable. Llamando y al elemento tal que

N
g [3 n—-i] —c
n=1 E
se obtiene
N N N
> [zl — [y] ZHZ%—y] < Ty — Y — S VseS,
n=1 E/S n=1 E/S n=1 E

en particular para s = Zévzl Sn, lo que nos lleva a

N

> ] = [y]

n=1

N

> (@n—sa)—y

n=1

<

— 0 cuando N — o0.
E

E/S

2. |Q@)|gs = inf{[z —sllp:s €S} < |la—sl]lp Vs €S5; en particular (puesto
que S es un subespacio), tomando s = 0, resulta [|Q(z)| g/g < [z £ -

Para verificar que la proyeccion tienen norma uno cuando estamos en un espacio
normado F, observemos primero que la desigualdad anterior nos dice que la norma
es menor o igual a uno, y si tomamos una sucesién de vectores de norma uno en FE,
de manera que dist(xy,, S) —, 1 (invocando el lema de Riesz, Lema 1.12), obtenemos
1Q(zn)|l /s = dist(zy, S) —n 1, y entonces

Il = swp [Q@)lps=1.

llzll 5=1
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Para ver que vale la igualdad en el caso particular S = {x € E : ||z||; = 0}, simple-
mente hay que observar la cuenta

2llg < llz—sllg +llsllg = llz —sllp ¥Vsebs,

y recordar la definicion de [|Q(2)|| /g -

. (=) Si E es separable, y {eg},cp un denso numerable en E, podemos constuir

un denso numerable S de S de la siguiente manera: para cada e tomemos di =
1Q(ex) |l /s - Si ex estaba en S, (o sea la distancia es cero) lo agregamos a nuestro
conjunto S. Si di > 0, existe por la definicién de infimo una sucesién de vectores
{skn} en S tales que

|skn — ex|l —n dr,

agregemos esta sucesién a nuestro conjunto S. Una vez finalizado este proceso ten-
emos que S es un subconjunto numerable de vectores de .9, el cual es denso en S ya
que dado s € Sy € > 0, existe e, tal que |[s — ex|| < 5 (con esto dj, es forzosamente

menor que §), y ahora se toma s, en S tal que [[sg, — ex|| < dx — §, con lo cual

9 9
=<z e,

g 9 e
s = sunll < lls = exll + llew = sull < 5+ — 5 <S4S -5 ="

es decir, se tiene ||s — spill < €.

La demostracion de que el cociente es separable es inmediata de la cota para la
proyeccién @, en el punto 2 de ésta misma proposicién, ya que dado [z] € E/S, y
€ > 0, se toma cualquier representante = € E de la clase, y se busca un elemento ey,
del denso numerable de E tal que ||z — e|| < . Ahora se tiene (por el punto 2)

Ilz] = lexlll z/s = Iz = erlllgys < llz —erllz <e
es decir que {Q (ex)},cn €s un denso numerable de E/S.

(<) Si {sg} es un denso numerable de S, y {[z,]} un denso numerable de E/S, se
toma un representante x; en E para cada clase, y entonces es de sencilla verificacién
el hecho de que el subconjunto de E de elementos de la forma {e,; = sx + x,} k€N
(claramente numerable) es denso en E.

. Si F es un espacio de Banach, el resultado es un corolario trivial del Teorema I1.10. Si

no lo es, atin es valido el resultado, ya que si U es abierto, el conjunto Q=1 (Q(U)) =
U+S={u+s:uelUse€S}=Uss{U+ s} es una unién de abiertos, y por ende
abierto: sélo resta probar que para cualquier W C E/S, si Q~(W) es abierto en F,
entonces W es abierto en el cociente. Para esto probaremos primero lo siguiente:

Proposicién I1.21 La proyeccion de B, (la bola de centro 0 y radio r en E) es la
bola de centro [0] y radio r en el espacio cociente:

Q(By) = {[a) < el ys <}
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DEMOSTRACION:

Si [|z]| < r, por lo probado en (1), |[[2][|p/s = Q@) /s < [lz[|p < 7. Por otro lado,
si ||[z][| /g < 7, entonces existe un s € S tal que ||z — s|| < r (notar que esto no
quiere decir que haya un punto que realiza la distancia, el cual no necesariamente
existe). Pero entonces [z] = Q(x —y),y x —y € B,..0

Volviendo a lo anterior, tomemos un punto [zy] de W, y busquémosle un entorno tal
que [zo] € Ujy,) C W. Con el resultado anterior a mano, es evidente que lo que hay
que hacer es subirlo, buscarle un entorno arriba, y bajar este entorno al cociente:
més especificamente 2o € Q1 (W) y como éste es abierto existe un entorno g + B
del punto que esta contenido en él. Asi que

[wo] + {[«] : l[a]ll /s < £} = [wo] + Q(B:) = Qo + B) € Q (@' (W)) =W
puesto que @ es un epimorfismo, asi que

Uteo = {[2] ¢ llla] = o]l < e} < W .0

® NOTA: Los puntos 2 y 3 de la Proposicién 11.20 nos dicen que estamos en presencia de una funcidén sobreyectiva,
continua y abierta, con lo cual la topologia que le da la norma que definimos en E/S coincide con la topologia
cociente (como cociente de espacios topoldgicos). Esta es la topologia mas "fina” que hace continua a la
proyeccidn (es decir, la que tiene mayor cantidad de abiertos). Puede describirse entonces diciendo que un
conjunto U es abierto "abajo” si y sélo si Qfl(U) es abierto "arriba”. Como un espacio normado es un grupo
topolégico, valen las propiedades usuales de " factorizacién” de morfismos (es decir, operadores lineales) a través de
cocientes.Para una discusién seria sobre topologia cociente se recomienda fuertemente [Kelleyl][Chapter3,p.94],
y los problemas S, T y U sobre grupos topolégicos del mismo capitulo. También es interesante la presentacién de

topologias cociente de [Munkres][Capitulo2,secciénll].

I1I.5.1 Los espacios LP

Con ésta nueva herramienta en nuestras manos (el cociente de espacios normados), volva-
mos al Ejemplo 8.1 en el comienzo del Capitulo I, es decir el espacio de funciones ¢ : X —
R (6 C) medibles, tales que la p-ésima potencia de su médulo es una funcién integrable,

1
P
Lo lo= ([ Vo).
X

Como mencionamos alli, estd claro que se trata en realidad de una seminorma. Tomemos
el subespacio de las funciones con seminorma nula

Z:{goeLp:/X\go]pdu:O}

con la seminorma
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y observemos que

Z:{@ELP:/X|<p]pd,u:0}:{<p€Lp:<p:0 ct.p.(pn)}

La inclusién D es evidente; para probar C tomemos ¢ tal que la integral de | ¢ |P es nula,
y recordemos que la desigualdad de Tchebyshev dice que si f : X —R™ es medible y o > 0
entonces vale

pae Xy f@)>a) <~ [ au

En nuestro caso, tomando f =| ¢ |P resulta

-0=0.

SEES

p({r e X o) P> a}) <

Pero por otro lado esta claro que
P ps 1
{z e X p()|P>0} =Upenp :UGX:|<p(a:)|>n ;

y como cada uno de ellos tiene medida nula, p({| ¢ P> 0}) = 0, y entonces | ¢ |[P=
0 c.t.p.(u). Tomando raiz y notando que | | es una norma (es el médulo sobre IR 6 C) se
obtiene ¢ =0 c.t.p.(p).

Proposicién I1.22 El espacio cociente LP/Z es un espacio normado completo con la

norma (H HP)LP/Z’ y vale

(1l ., , = llell,

Este espacio de Banach se denomina espacio de clases de funciones LP y generalmente
se denota simplemente (ﬁp, I ||p> .

DEMOSTRACION:

Vamos a utilizar los resultados de la seccién previa (Proposiciones 11.19 y 11.20).
Para ello, notemos primero que el subespacio que elegimos en este caso particular esta
en las condiciones de (IL.9), ya que Z es el conjunto de vectores tales que |[¢|, = 0,
y entonces se aplica la observacién (I1.10). Ahora la Proposicién 11.19 nos dice que el
cociente se trata realmente de un espacio normado. En la seccion de ejemplos de espacios
de Banach del comienzo de éste Capitulo (seccién I1.1.1, Ejemplo 34), mencionamos que
se puede demostrar que toda sucesion de Cauchy en LP es convergente; la Proposicién
11.20.1 nos dice que el cociente es un Banach.

La prueba de la ultima igualdad es el caso particular de la segunda parte de la
misma proposiciéon.O
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En general es valido (y mucho menos engorroso) hacer todas las cuentas y de-
mostraciones sobre el espacio de funciones, con la seminorma, ya que las mismas de-
mostraciones se trasladan automaticamente al espacio normado de clases.

Cabe observar que la completacién (seccién I1.2) de (C [a,0],] | p) es el espacio

(Lp || p) con la medida usual de Lebesgue, ya que las funciones continuas son densas

en este espacio. Una demostracién sencilla de éste resultado clasico puede hallarse en
[Whe-Zygmund|[Theorem9.7].

® NOTA: Supongamos que identificamos dos conjuntos E1, E2 € Z cuando u (E1AE3) = 0 (el simbolo A denota

la diferencia simétrica, que es otro conjunto de Z) Sobre el espacio cociente Z definimos una métrica d de la
siguiente manera:

d(F1,E2) = n(E1AE) . (I1.11)

De ésta manera, (Z,d) es un espacio métrico, y puede probarse que LP(X,Z,[L) es separable si y sélo si

(Z,d) lo es, de la siguiente manera: si Zo es un denso numerable para el espacio métrico (E,d) llamemos D
al conjunto de todas las combinaciones lineales con coeficientes racionales (en el caso IF=IR) o coeficientes en
Q +iQ (en el caso IF=C) de las funciones caracteristicas de los conjuntos de Eo' Entonces D es claramente

numerable, y se prueba que es denso en L! mediante la identidad

d(E1, E2) =/ XE ABE,dp =/ |XE1 _XE‘2| = HXE1 _XE2||1 (I1.12)
X X

que nos asegura que hay funciones del conjunto D arbitrariamente cerca de cualquier simple; por otra parte,
como las funciones simples son densas en cualquier L', se llega a la conclusién. En el caso general 1 < p < oo,
se utiliza el resultado anterior junto con el hecho de que para cualquier funcién de LP hay una funcién de L!
arbitrariamente cerca de ella en norma-p, de manera que sus respectivos mddulos estan también a distancia
arbitrariamente pequefia (ver [Taylor][Theorem7.3-D,p.379]). Para la reciproca, si D es un denso numerable de
LP, con respecto a la métrica (I1.11), como ser separable es una propiedad heredable en espacios métricos, existe
un denso numerable D’ de funciones caracteristicas: este resultado junto con la expresién (11.12) nos dice que los

soportes de éstas caracteristicas son un conjunto denso en (Z, d).
Se prueba también ficilmente que si la medida es o-finita, y la o-algebra Z tiene un conjunto numerable de
generadores (como o-anillo) entonces (>, d) es automaticamente separable (ver [Halmos1][Theorem40-B,p.168]).

Este es el caso de LP(E,B,un) donde E C IR™ es un subconjunto medible cualquiera, B su o-dlgebra de Borel
y p la medida usual de Lebesgue, ya que los n-intervalos abiertos con extremos racionales (intersecados con E)
forman un conjunto numerable de generadores de B.

Aplicando el punto 3 de la Proposicién 11.20 a ésta ultima observacién, se concluye que los espacios normados
LP(E,B,u), (con E, By pn como arriba) son separables para 1 < p < co.

Pueden verse mas resultados sobre o-anillos en [Royden][Chapter14].

II.6 Espacios normados de dimensién finita (2° parte)
Vamos a ver la relacién entre completitud y dimensién finita, como una continuacién de

la primera parte de esta seccién en el Capitulo I (seccién 1.7).

Teorema I1.23 Si E es un espacio normado de dimension finita, entonces es un espacio
de Banach.
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DEMOSTRACION:

Sea B = {x1,....,x,} una base de E, y {zx} una sucesién de Cauchy en E. Escrib-
amos cada término de la sucesiéon como combinacién lineal de la base B

2k — 2s = (k1 — Qs1) T1 F cveeee + (agn — Qsn) Tn,
y ahora por el Lema 1.38 existe una constante M tal que
okt —aa| S Mz -z, 1<j<n

Esto prueba que {oy;} penv €8 unasucesion de Cauchy en IF para 1 < j < n. La completitud
del cuerpo escalar nos dice que cada una de ellas es convergente a un punto ag; € IF.

Llamando zg = ap121 + ..-...... + aonn Se tiene
|z — 25| = (g1 — as1) T1 + weveeenne + (ke — asn) Tn||
< lokr — ast] - |lza]] 4 oo + |akn — asnl - ||zl

de donde se deduce trivialmente que z; —j zg en E.O

Un corolario sencillo es el siguiente

Corolario I1.24 Todo subespacio de dimension finita de un espacio normado es un sube-
spacio completo, y por ende cerrado.

De ésto tultimo se deduce que los espacios de Banach (salvo el caso finito) son
”grandes”, es decir que vale el siguiente

Teorema I1.25 Sea E un espacio de Banach. FEntonces dimE > Wy o bien E es de
dimension finita.

DEMOSTRACION:

El tnico caso conflictivo es aquel en que dim EF = Xy. En ese caso, F tiene una
base numerable {e,}, . - Tomemos los subespacios (todos propios) de dimensién finita

En :@?:1 < ei >

Por el Corolario I1.24, cada uno de ellos es un cerrado. Por otra parte cualquier subespacio
propio tiene interior vacio. Como ademés esta clara la igualdad

E= UnGWEn
el teorema de Baire (Teorema I1.9) nos dice que E no es completo.O
El mismo corolario junto con los resultados de la seccién precedente nos permiten

demostrar un resultado que dejamos pendiente en el final del primer capitulo, de naturaleza
bastante intuitiva:
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Proposiciéon I1.26 Sea E un espacio normado, A y B subespacio de E, tales que A es
cerrado en E y B tiene dimension finita. Entonces A+ B es un subespacio cerrado de E.

DEMOSTRACION:

Como A es cerrado, podemos considerar el espacio E/A, que es un espacio normado
por la Proposicién I1.19, y la proyeccién al cociente Q : E — E/A. Como @ es un
epimorfismo, dim@Q(B) < dim B < oo, y por ende Q(B) es cerrado en E/A (por el
Corolario 11.24). Pero A + B no es otra cosa que Q~'Q(B), y como @ es continua (por la
Proposicién 11.20.2) se deduce que A + B es cerrado.O

I1.7 Bases en espacios de Banach

Veamos brevemente que ocurre con las bases en espacio normados completos: supongamos
que (E,| |/z) es un espacio normado con base {x,}, y definamos el espacio vectorial Y’
de la siguiente manera

Y = {y ={a(i)} e FV :3 liﬁnia(i)xi}

si definimos para cada y € Y

lyll = [{a(@)}| = sup

o0

E

observemos que ||y es finito ya que la serie converge (si ||y|| = +o0, existirfa una subsuce-

sién 3ok, a(i)z; tal que
Nk

Za(i)xi

i=1

—k 400
E

pero toda subsucesion estrictamente creciente debe converger también a ||z| 5, que es
finita, y si ny = ng a partir de un k£ dado, la conclusién también es evidente). Ahora
podemos identificar algebraicamente los espacios E e Y mediante el operador T': Y — F
(claramente lineal) definido de la manera obvia

T) =T (o) =l Y- ali)e:

Evidentemente, T es un isomorfismo algebraico. Por otra parte,

Z a(i)x;
i=1

n

li7rlnz a(i)x;
i=1

n

Za(i)xi

=1

ITW)llp = < sup

n

= |lyll
E

= lim
n

E E

lo que nos dice que T es acotado (y ademds que ||T]] < 1).
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Lema I1.27 Si(E,| | z) esun espacio de Banach con base, el operador lineal T' (definido
en el parrafo anterior) es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION:

En vista de lo observado, sélo queda probar que 7! es un operador acotado, pero
como F es un espacio de Banach, el teorema de la funcién inversa (Teorema II.11) nos
asegura que basta probar que Y es un espacio de Banach.

Para ello, sea {y,} una sucesiéon de Cauchy en Y. Tenemos entonces

n

Z (ap() — aq(i)) z;

i=1

< sup
E n

= lyp —ygll YnelN
E

Z (ap(i) — ag(i))
=1

Esto nos dice que la sucesién {s, = > ;" oy (i)x;} (con n fijo) es de Cauchy sobre el espacio

de dimension finita generado por E, =< x1,....,x, > en vista del Corolario 11.24, existe
un elemento s € K, tal que s, — s. Pero s tiene una escritura tnica (recordemos que los
x; son linealmente independientes) como s = > _1* | 3(i)z;, y en vista de la continuidad de

las coordenadas en dimensién finita (Lema 1.38) debe ser
li;r)n lap(i) — B(i)| =0 Vie{l, .. n}

en particular, ap,(n) —, B(n) (y n era cualquiera). Queremos ver que el elemento y =
{B(i)},cv es el limite en Y de la sucesién {y,} .

Probemos primero que y € Y (es decir que Y ;" 5(i)x; es convergente) de la
siguiente manera: dado € > 0, existe r € IN tal que ||y4, — ¥:|| < § para todo p € IN. De
la desigualdad valida para toda terna p, n'y m (con m > n) en IN

m

Z (Qrgp(i)z; — ar(i)) zi|| < ”Z/r—l—p =yl <
i=n-+1 E

N ™

utilizando la continuidad de la norma, se deduce (tomando limite sobre p)

m

> (Bl)wi — an(i)) wif| <

i=n-+1 E

(11.13)

DN ™

A partir de ésta tltima y de la convergencia de 7" | o (i) () z; (puesto que y, = {a (i) };e v €
Y') se prueba que la sucesién Y i 5(i)x; es de Cauchy en E, y por ende convergente, de
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la siguiente manera

15721 B(i)x; — ?:15(2)%”15 = HE n+1ﬁ HE

IN

HZz n+1 ( )‘rl - aT(Z))‘r”LHE—i_

+ 1 (D

< SR en()ai]
< E4f=3%<e (sin>ng).

Poniendo n = 0 y tomando supremos sobre m € IN en la ecuacién 11.13 obtenemos

€

Iy =yl < 5.

pero como ¢ era arbitrariamente pequeno si r era suficientemente grande, obtenemos que
Yr —r yen Y.0

Pueden pensarse entonces a los elementos de un espacio de Banach con base como
en sucesiones de un subespacio de IF™V, pero podemos decir un poco més:

Proposicién 11.28 En un espacio de Banach E, toda base es automdticamente una base
de Schauder.

DEMOSTRACION:

Supongamos que {z,}, es una base y sin pérdida de generalidad supongamos
|zn|| = 1 para todo n. Si x =3, a(n)x,, entonces y = {a(n)} € Y, y ademas x = T (y)
(donde el operador T' y el espacio Y son los del lema anterior). Las funciones coordenadas
estan definidas por a,(z) = a(n). Queremos ver que cada una de ellas es acotada. Para
esto observemos que

(@) = ey = [ Sim @Gz - aG - Day)||

IN

D e D e
e L k] P P =G

Pero en vista del lema anterior,

<sup (Yol =l = |7 @) < |7 el
Jj=1 E

> a()z;
j:l E
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es decir que vale |ay, ()] < 2||T7Y|-||z|| 5 , lo que prueba que cada uno de ellos es acotado,
y por ende {z,} es una base de Schauder para E.O

Este es el caso de los espacios I, (IF) (con 1 < p < 00): la base canénica {e;} es
una base de Schauder para todos ellos.

Ahora que hemos establecido la equivalencia de estos dos conceptos en un espacio
normado completo, podemos extender la nocién de tratar a los elementos de E como
sucesiones, de la siguiente manera:

Teorema I1.29 Si E es un espacio de Banach con base, entonces E* es un subespacio
(completo) de PNV,

DEMOSTRACION:

Supongamos que {z,} es una base de F, y consideremos el espacio Y, definido
como al comienzo de esta seccién. El conjunto

Y = {{g(i)} e FV . 3 liyrlnzn:f(i)a(i) Vy={a(i)} e Y} .

evidentemente es un espacio vectorial; podemos darle estructura de espacio normado tal
como hicimos con Y, definiendo (si y = {«(i)})

121l = [{€@)}, = sup

flz(|=1

> &li)a(i)

nelN

, dondex =Ty

que resulta finito por las mismas consideraciones que al comienzo.
Cada z € Y’ es identificable con una funcional ¢, € E*, de la siguiente manera:

p:(2) = ) E@i)ali)

ieN
si ¢ = Y; o(i)x;. Reciprocamente, toda funcional ¢ € E* define un elemento de z, € Y :

zp ={p (%)}zeﬂv

Es sencillo comprobar que estas aplicaciones son una la inversa de la otra: llamemos
A:E* =Y’ (Ap = z,). Tenemos (para cada ¢ € E¥)

Aol = He@)Hl, = supj=1 [Xien ¢ (@) a(i)]
= Sup|g=1 1P (Zien ia(i))]
= sup|z=1l¢ (@)

= el
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lo que prueba que A es una isometria. En otras palabras, Y/ y E* son isométricamente
isomorfos.O

Es recomendable en este momento reveer el Ejemplo 22, en la seccién 1.6.2, e
intentar dar una descripcién de todos los operdadores acotados de I, en I, de ¢ en ¢, de
l, en ¢y, etc.

® NOTA: Puede extenderse el concepto de base si suponemos que existe un subconjunto {z,} tal que para todo
z € E existe una familia {an} C IF, de manera que para toda ¢ € E* vale ¢ (ZZ=1 akxk) —n p(x) (base
débil). En ese caso puede probarse (en un espacio completo) que {zy } es una base de Schauder (teorema de la
base débil de Banach, ver [Panzone][CapituloVI, Teorema4]).

Para profundizar en el tema de las bases, es interesante como primer lectura el capitulo VI del libro de Panzone
[Panzone][CapituloVI,p.138-174] dedicado a bases en espacios vectoriales topolégicos (EVT) en general.
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I11
ESPACIOS DE HILBERT

Hilbert se llamaba David

III.1 Conceptos Basicos
II1.1.1 Generalidades y ejemplos

Definicién II1.1 Sea H un IF-espacio vectorial (donde IF denota IR o C). Decimos que
(;):HxH—-IF es una forma sesquilineal si Vx,y,z € H, Va, f €IF vale que:

(ax + By;z) = afxyz) + B(y; 2)

(T;y) = (y; x)

Definicién IT1.2 Decimos que una forma sesquilineal es semi-definida positiva (s.d.p.)
siy solo si (x;x) >0 Vo € H.

Definicién ITI1.3 Decimos que la forma sesquilineal { ; ) es definida positiva (d.p.) siy
sélo si (x;x) > 0Vax € H, y (x;x) =0 siempre y cuando x = 0.

Proposicién I11.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Sea (; ):H x H —IF una
forma sesquilineal semi-definida positiva, entonces |(x; y>|2 <(x;z).(y;y) Vx,ye€H.

DEMOSTRACION:

Dados z,y € H, y a €IF, como (; ) es s.d.p. 0 < (x — ay;z — ay), y por la
sesquilinealidad de la forma

0 < (z;2) — aly; x) — (s y) + |af* (z;2)

Si (y;z) = be'? conb >0y a:= te ™ para t €IR, la desigualdad se transforma en
0 < (m;2) — e ®.tb.e?® —e ? tb.e? + 12(y;y) = ¢ — 2.b.t + a.t? donde ¢ := {(y;9) y
a:= (x;x).
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De manera que el polinomio (de grado menor o igual a 2) ¢(t) := a.t> — 2.b.t + ¢
toma valores no negativos para todo ¢ real. Por lo tanto la ecuacién ¢(¢) = 0 tiene a lo
sumo una solucién: o bien a = b =0, y ¢ > 0, es decir (z;2) = (y;2) = 0, (y;y) > 0,
y asi 0 = [{z;y)| < (z;2).(y;y) = 0; o bien a # 0, y el discriminante de ¢(t) resulta
no positivo (de lo contrario la ecuaciéon nombrada tendria dos soluciones distintas), asi
A =4b>—4.a.c<0,o,lo que es lo mismo

(y;2)” — (m2)(ysm) <O,

y como |[(y;z)| = |(z;y)|, llegamos al resultado buscado. O

Corolario IIL.5 Sea (; ) sesquilineal y semi-definida positiva sobre H, y sea N := {x €
H : (x;2) = 0} entonces podemos definir una aplicacion p de H a un nuevo IF-e. V. a saber
H = H /N y una forma sesquilineal (y sdélo una), de manera que esta resulta definida
positiva, y la aplicacion es una suryeccion isométrica.

DEMOSTRACION:

a) Primero veamos que N es un subespacio de H: dados o €F y x € N podemos
ver que (a.z;a.x) = |a* (z;2) = |a|>.0 = 0 ; también, dado y € N (z + y;z +y) =
(xyz) + (y;2) + (y;y)+ (x;y) =0+ 040+ 0 = 0 ya que por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz |(z;y)| = |(y; )| < [{(z;x)].|{y;y)| = 0. Por lo tanto (vease por ejemplo [Gentile])
queda bien definido el cociente y la proyeccién p : H — H /N es lineal y suryectiva.

b) Denotando por T = p(z), la clase de z, verificamos que dados x € H , e y € N
el producto (z +y;  +y) = (z;2) + (z;y) + (y;2) + (y;9) = (z32) + 04+ 0+ 0 = (z;2)
, asf la forma ( ; )y/n queda bien definida por (Z,7) := (v;x), y es claramente definida
positiva. O

Por lo general trabajaremos con una forma lineal definida positiva sobre un es-
pacio vectorial fijo, sin embargo, de tener una forma sesquilineal semi-definida positiva
acabamos de mostrar que mediante el Corolario II1.5 podemos -de alguna manera- sub-
sanar el problema; cocentando al espacio vectorial de base por un subespacio conveniente
se consigue una suryeccion isométrica a un espacio vectorial con una forma sesquilineal
definida positiva. En el futuro dedicaremos nuestro estudio sélo a este iltimo caso.

Definicién I11.6 (Norma) Sean H un F-e.V. y (; ) una forma sesquilineal definida
positiva. Definimos como la norma de x al nimero ||x|| := /{(x; z).

Veamos que ||z|| es realmente una norma:
a) Primero cabe notar que (x;x) > 0 y luego la norma esta bien definida, ademds de la
definicién decorre que si ||z|| = 0 entonces (x;x) = 0, lo que es equivalente a que = = 0.
b) Dados z en H, y A en IF se observa que

IA.x|| = \/(A.m;)\.x> = \/A.X(:E;:U} = \/|)\|2 Ax;x) = [N/ (x;2) = A ||z]] (I11.1)
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c) ( Desigualdad de Minkowski) Si ademds y € H entonces
lz+ylI> = (e+yzty)

= (zy2) +2.Re((z39)) + (y;9)
(111.2)

< (ma)+ 2. (zy)] + ()

= (=l +llylh?

Nétese que de esta manera queda imlpicita una topologia para la dupla (H;(; ))
que es la del espacio normado asociado. En el futuro tendra sentido hablar de abiertos,
cerrados, compactos, continuidad, etcétera.

Observacién II1.7 Después de esta ultima definicion la desigualdad de Cauchy-Schwartz-
Bunyakowski (Proposicion I11.4) puede ser reescrita como

{5 9)| < ]l llyll (ITL.3)

Corolario ITL.8 Si (; ) : H x H —IF es una forma sesquilineal semi-definida positiva,
entonces es continua.

DEMOSTRACION:
NOOOOOOOOO0000000000.*

Definicion II1.9 Dados un IF-espacio vectorial H y una forma sesquilineal definida pos-
itiwa ( ;) llamamos a la dupla (H,( ; )) espacio pre-Hilbert.

Definicién II1.10 (Espacios de Hilbert) Si (H,( ; )) es un pre-Hilbert, y el espacio
normado subyacente resulta completo, decimos que (H,( ; )) es un espacio de Hilbert.

Observacioén II1.11 Todo espacio pre-Hilbert H puede ser completado, de manera que
su completacion H sea un espacio de Hilbert mediante clases de sucesiones fundamentales
(de Cauchy). Dicha completacion es exactamente la misma que se hace para cualquier
espacio normado (vease la seccion 11.2). Dado que por el Corolario II1.8 el producto ( ; )
es continuo como funcion de H x H en C , queda bien definida una forma sesquilineal
semi-definida positiva, la inclusién i : H — H, que manda a z a la (clase de la) sucesién
constante (z,x,x,...) es una inclusion isométrica, y H resulta denso en H.

*So What?
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A continuacion se detalla una lista de espacios de Hilbert, muchos de los cuales
estudiamos en el capitulos de Espacios Normados. Serdn de gran utilidad en el resto de
este capitulo para ejemplificar definiciones y resultados (i.e.: teoremas) asi como para
entender el desarrollo de la teoria de espacios de Hilbert.

Ejemplo 37 (€™;( ; )) resulta un espacio de Hilbert con (x;y) = >, x;.y;. Pues
(5 )en es un producto interno (ver definicion) que define una norma, a saber ||x||pn =
n L Jail?, que como vimos en 7?7 hace de (€] ) un espacio de Banach.

Ejemplo 38 (I?(IN);( ; )) resulta un espacio de Hilbert, con (x;y) := >.5°, 2;.7; . Nue-
vamente es claro que { ; );2 es un producto interno, y la demostracion de que el espacio
normado subyacente es completo se encuentra en 77.

Ejemplo 39 Sea (X,Q, 1) un espacio de medida, luego (L*(w);{ ; )) resulta un espacio
de Hilbert con (f;g) := [ f.g dt. Es de especial interés el caso en el que el espacio de
base es un intervalo compacto de la recta, por ejemplo [—7,w|, y la medida utilizada es la
llamada medida de Lebesgue. Notamos a esos espacios L ([a,b]).

Ejemplo 40 (Espacio de Bergman) Sea A := {z €C :|z| < 1}, definimos a B(A) :=
{¢: A =C holomorfas : [x |¢(x + iy)|* dzdy < 0o } con el producto usual (; D) B(a) =
Ja p-ddxdy veremos mds adelante que esto hace de (B(A),(; )) un espacio de Hilbert.
Por definicién se sique que B(A) es un subespacio de L2(A), entonces queda claro que
B(A) es cerrado en L2(A), pues es un espacio de Hilbert. En lo siguiente enunciaremos
algunos resultados técnicos que nos serdn utiles para probar que el espacio de Bergman es
un espacio de Hilbert.

Lema II1.12 Sea f € B(A), dados z € A y 0 <r < 1—|z| se verifica que
- f(x) = # fB(CE,T) fdy
- fl@) < w2 12

donde fB(x,r) fdy denota la integral doble de f en el circulo de radio r y centro x.
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DEMOSTRACION:

Por la propiedad del valor medio [Ahlfors, Theorem 22|, dado 0 < t < r, f(z) =
= [ f(z+t.e?)df. Luego

L2 fpn fdy = S ot ([T F (et te®) do] dt
= 2 [f) d

= [

que es lo que queriamos demostrar. Para probar la segunda parte del lema tomamos
0 <7 <1—]z| y usamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz-Buniakowski de la siguiente

manera:
[f(@)] =

Sy 1-f dy|

1
wr2

1/2

IN

= (fB(a;,r) 1 dy)1/2 (fB(z,r) dey)

IN

Ly (fa f2dy) "

= L lflew O

Para ver que B(A) es un espacio de Hilbert sélo restaria ver que este espacio es
cerrado en £2(A), lo que haremos en la préxima proposicién.

Proposicién II1.13 B(A) es un espacio de Hilbert.

DEMOSTRACION:

Sea (fn), una sucesién de funciones en B(A) que converge a f € B(A) C L2(A),
luego f,, es una sucesién de Cauchy en £2(A) y || f — fm||£2(A) — 0 cuando n,m — oo.
Consideremos ahora a una bola compacta Blz,r] C A,y sea 0 < p < dist (Bla,r]|;0A),
entonces usando el lema anterior (Lema II1.12) se sigue que existe una constante positiva
tal que, para todo n,m €N y |z — x| < p se cumple la siguiente desigualdad

[fn(@) = fm(2)] < K |[ful2) = fn(2)]]

De esta manera vemos que (fp),, converge uniformemente sobre compactos en A,
y luego su limite es una funcién holomorfa, i.e: estd en B(A). Esta ultima afirmacion,
como lo asegura Conway, se desprende del teorema de Morera [Ahlfors, p. 122] que (en
este caso) dice que una funcién g es holomorfa en A si y sélo si es continua, y ademés
f7 gdz = 0 para toda curva cerrada en A; pero f, el limite de f,, es continua, y ademas

/fdz: lim/fndz: lim 0 =0
I n—oo ~y n—oo
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donde la integral conmuta con el limite porque 7 (o més precisamente su imagen en el
plano complejo) es compacta, y luego la convergencia es uniforma sobre ~. O

Los esapacios de funciones complejas conocidos como espacios de Hardy son espa-
cios de Banach, y uno de ellos H?, un espacio de Hilbert. En los dos proximos ejemplos
los definiremos, luego los analizaremos con més detalle.

Ejemplo 41 (Espacio de Hardy) En Andlisis Complejo se estudian a los espacios H(A)
de funciones a valores complejos, definidas en el disco unitario A CC, que son holomorfas,
es decir para las que cualquiera sea el zg € A existe el limite

i F) = fGa0)

z—z0 z — 2

Se encontrard un estudio satisfactorio de este espacio y los espacios que aparezcan en este
ejemplo en el libro ”"Real and Complex Analysis” de W. Rudin ([Rudin]). Dedicaremos
nuestra atencion a cierta clase de subespacios de H(A) denominados espacios de Hardy
en honor a Godfrey Harold Hardy. Dada f € H(A) yr en [0,1) se definen las funciones
de r:

MG = {0 ] )

(I11.4)
Muo(fir) = supg|f(re?)

Dichas funciones son monotonas crecientes (estos hechos que nos limitaremos a enunciar
estan correctamente enunciados y demostrados en el citado libro de Rudin) y luego queda
bien definida la norma || f||gp = lim, - My,(f;r) . Asi definimos, para 0 < p < o0 a
los subespacios de Hardy HP(A) := {f € H(A) .. || fllger < 00 }. Es facil ver que si
1 < p < oo y aplicamos la desigualdad de Minkowski a f + g tenemos

My(f +g;r) < My(f;r) + My(g;r) para r € [0,1)

luego haciendo tender r a 1 por izquierda vemos que se cumple la desigualdad triangular
para esta norma. Ademds los espacios de Hardy respectivos son completos; ya que dada
una sucesion de Cauchy (fyn),, € HP se cumple que si|z| <r < R <1 entonces aplicando
la formula de Cauchy e integrando por partes (ejercicio i)' se tiene que:

(BR=7).[fn(2) = fm(2)] < Mi(fo — fm; R)
< Mp(fn_fm;R)

an - meHP

y ast (fn)n converge uniformemente sobre compactos a una funcion f (que resulta holo-
morfa) y finalmente se sigue de la desigualdad de Minkowski que como M,(f — fm; R) =
limy, o0 Mp(fr — fm; R) entonces f € HP. Acabamos de mostrar que los espacios de Hardy
H? con 1 < p < oo son espacios de Banach.

IN

"Dejo un ejercicio a cargo del lector, pasar a lista
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En el ejemplo anterior consideramos a los espacios de Hardy, se puede probar que
HP? es un espacio de Hilbert si y sélo si p = 2. Veamos que H? = H?(A) es un espacio de
Hilbert. para lo que transcribimos parte de un resultado que aparece en [Rudin, Theorem
17.10]:

Teorema II1.14 1. Una funcién f € H(A) de la forma
f(2) =2 0lgan.2" para z € A

estd en H? si y sélo si Y2 |an|? < 0o. En tal caso || f |g2 = S50 lan|*.

2. Si f € H?, entonces f tiene limites radiales f* (') para casi todo punto de ¥ = {z :
|z| = 1}; el n-esimo coeficiente de Fourier de f* es an sin >0y 0 sin <0.

3. La aplicacion f — [* es una isometria de H? en el subespacio de L*(Y) que consiste
de las g € L*(Y) tales que g(n) =0 sin < 0.

Ejemplo 42 (Espacio de Hardy ) Teniendo en cuenta este ultimo teorema podemos
decir que H2 = {¢o : A =C : p(2) = 2, a,2" donde 2% an|* < o0 }. Queda
claro que el producto (3 an.2";> bn.2")py0) = S an.b, estd bien definido, y cumple
las propiedades que definen un producto interno. Entonces (HQ(A), (; >H2(A)) resulta

un espacio de Hilbert. Este espacio puede ser visto como un subespacio de L2([0,2n]),
estudiaremos esta relacion durante el estudio de bases de espacios de Hilbert.

Ejemplo 43 Consideramos al C-espacio vectorial H := AC[0,1] = {¢ : [0,1] =C : ¢ es
absolutamente continua, y su derivada ¢’ € L£2[0,1] }* con el producto interno (p;v) =

fol w.apdt + fol Lp'.@, dt.

Lema II1.15 Sea H un espacio de Hilbert, entonces para todo par de vectores x,y € H :

2 2 2
[z + 9" = l[z]I” + 2.Re(z; y) + [y
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DEMOSTRACION:

Dados x,y € H por la definiciéon y propiedades del producto interno se tiene que

|z + y|? (x+y;z+y)

= (ma)+(zy) + (y2) + (¥ y)
= P+ (@y) + (@y) + lyl

= |zl +2Re(m;y) + ylI* . O

Tenga en cuenta esta igualdad que serd 1util en el futuro.
11.1.2 Ortogonalidad

En el afan de generalizar resultados validos para espacios euclideos se descubrieron distin-
tos resultados en la teoria de espacios de Hilbert, en esta sub-seccién mostraremos algunos
de estos resultados como por ejemlpo un teorema de Jordan, von Neumann y Wigner que
apareciera en la revista Mathematical Annalen de 1934 ([J-VN-W]).

Proposicién I11.16 (Regla del Paralelogramo) Sea (H,( ; )) un espacio de Hilbert;
entonces para todo x, y en H se cumple que:

2 2 2 2
e+l + llz = ylI* = 2. (Il2l* + lly]1*) - (IIL5)
DEMOSTRACION:
Dados z,y € H :
lz+yl+lz—yl> = (et+yr+y)+@—yz—y)

= [(z32) + (z39) + (ys2) + (y; )] +

+ [(z52) — (@59) — (y;2) + (y; v)]

2(l=l”+lwl?) . ©

Como veremos en el siguiente teorema, esta propiedad caracteriza a los espacios
de Hilbert. En ” On inner products in linear metric spaces’ P. Jordan y J. von Neumann
muestran que en un espacio de Banach en el que se cumple (II1.5) es posible definir una
forma sesquilineal definida positiva, de manera que la norma inducida por esta aplicacion
sea la norma del espacio de Banach, y la reciproca, que no es mas que el teorema ante-
rior. Finalmente si se quiere ahondar en este tipo de caracterizaciones se puede recurrir al
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articulo, ” Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Functionaloperatoren”, de von Neu-
mann que apareciera en Mathematical Annalen, vol. 102 (1929) ([?, I. Der abstrakte
Hilbertsche Raum]), o al articulo — —__—__ (cf. [Kakutani]) de Kakuani.

Teorema II1.17 (c¢f. [Jor-V Neumann, Theorem I]) Sea (H, || ||) un espacio de Banach.
Podremos definir una forma sesquilineal definida positiva sobre el espacio vectorial H de
modo que (H,{; )) sea un espacio de Hilbert y || || = ( ; Y/? sea la norma inducida)
siempre y cuando se verifique la regla del paralelogramo en el espacio de Banach, i.e. si

se cumple ||z + y||* + ||z — y|* = 2. (HmHZ + HyHQ)pam todo par de puntos x,y en H.

DEMOSTRACION:
(=) Esto es exactamente la proposicién anterior.

(<) Supongamos que en H vale la regla del paralelogramo. Entonces basta definir a (z;y)
como una funcién de H x H al cuerpo de los niimeros complejos C y ver que esta es una
forma sesquilineal definida positiva (de esa manera (H,(x;y)) serd un espacio de Hilbert y
se verificard en ¢l la regla del paralelogramo) y es tal que la norma que induce es la misma
que se tenia.

Sea (z;y) == 1 {Hx +yl? —llz -yl + i (Hm +iyl? = |z — zyH2>} entonces

Re(ziy) = 1 (2 +yl* = o —yI)
(I11.6)

Sm(z;y) = Re(x;i.y)

1) Usando la regla del paralelogramo, si reemplazamos a  y y por z &+ z, y en
(IIL.6) y restamos se obtiene

lz+y+ 2 = o +y—21” +llz =y +20° = o —y — 2> =2 (llz + 2[* = |l - 2|*)
(I11.7)
que por (II1.6) se transforma en

Re(z +y; z) + Re(x — y; 2) = 2.Re(x; 2)

Si hacemos = = 0 en (IIL.6) resulta Re(0;z) = 0. Por lo cual si x = y la ecuacién (II1.7)
muestra que Re(2.xz; z) = 2.Re(x; y); asi la ecuacién se transforma en

Re(z +y; 2) + Re(x — y; 2) = Re(2x;2)
o reemplazando z, y por %(m +y)y %(x — y) se obtiene
Re(z; 2) + Re(y; 2) = Re(z +y; 2)

y usando (III.6) obtenemos el anédlogo para la parte compleja del producto, con lo que
queda demostrado que (; ) reparte la suma.
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2) Ver que el producto ”saca” escalares afuera es un poco mas complicado, para
hacerlo primero probaremos la continuidad de cierta funcién compleja. Dado que |||z]| — |ly||| <
| — yl| se sigue que |[[la.z £yl — [ao.z £ yl[| < [[(a@ = ap).z|| = |a — aol. [|z]| Tuego, fijos
x e y, la funcién compleja a valores reales ||ax + y|| es continua (en «). Sea S el conjunto
de los a tal que {(a.x; z) = a(x; z) para todos los z,y en H. Sabemos (porque el producto
reparte la suma) que incluye a los nimeros naturales, asi como a los enteros. Es claro
que si o, € Sy 8 # 0 entonces o/ € S, de manera que todos los nimeros racionales
estan en S. La recién probada continuidad de ||ae.z & y|| implica la continuidad (en «) de
(ae.z;y); resulta evidente que S es cerrado, por lo tanto todos los « reales estdn en S.

La misma definicién deja en manifiesto que 7 estd en S. Finalmente, si a1, as son
reales y consideramos a = «aj + %.aig entonces

(azyy) = ar{zy) +ax(ia;y)
= ay.(z;y) + t.ax(z;y)

= alny)
El producto ”saca” escalares !

3) Si aplicamos la igualdad || i.z || = ||z || en la ecuacién (IIL.6), ésta nos muestra
que Re(iz;iy) = Re(zr;y), y también Re(x;y) = Re(y; x), si combinamos estos resultados
se sigue que

m(z;y) = Re(x;i.y) = Re(iz;iiy) = —Re(i.x;y) = —Re(y; i.x) = —Sm(y; z)

Luego (z;y) = (y; 2).

4) Last but not least, usando las propiedades ya descubiertas se llega a que (x;z) =
(x;x) es real, y que

2 2 . . 2 . 2
wz) = Llletel’ e’ +i(lz+ial -z - ial)]

= Hj2e)? 0 +i0)] = ||z

con lo que no hay nada més que probar, (x;y) es una forma sesquilineal definida positiva,
2
y (@sz) = [=|°. O

Cabe notar que no en todo espacio de Banach se puede definir un producto interno
de modo que, el espacio junto con ese producto resulten un espacio de Hilbert y que la
norma subyacente sea la que se tenia. Veremos ejemplos de esto en la Observacion 111.35.

Definicién II1.18 Decimos que x,y € H son ortogonales, y lo notamos xLy, sii (z;y) =
0.
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Definicién III.19 Decimos que (z~)yer , ©4 € H son ortogonales, o que forman un
sistema ortogonal, sii (T.; x;) = 0 siempre que v # 7.

Definicién II1.20 Un conjunto (z~) er , ©o € H se dird sistema ortonormal (s.o.n.) sii

(xy;25) = 0,5 (6,7 denota a la delta de Kronneker).

Una de las tantas propiedades del plano IR? que se conserva en cualquier espacio
de Hilbert en ellos puede formularse una generalizacién del conocido teorema de Pitagoras
como veremos en el proximo teorema.

Teorema II1.21 (de Pitagoras) Sean x1,z2,...,x, € H ortogonales entonces
n 2 n
2
Yoa| = Il
i=1 i=1
DEMOSTRACION:
Haremos la prueba por induccién. Sea n = 1, claramente ||z1]|* = S35, [|#:]|>. Sea

n > 1, y supongamos la afirmacién valida para n — 1 luego
ISPy @l® = (O0R w4 was S @+ )

= (S8 s 0 ) + (e S0 m) + (s ) + (005w )
= T ll® + Shsiwis ) + llzall® + 02t (w2
= X el + XR21 0+ [l + XR210
= Py [l

completando la prueba. O

Proposiciéon I11.22 Sea C C 'H convexo, cerrado y no vacio; sea xg € H. Entonces existe

un unico ¢ € C tal que ||zg — c|| = d(xo,C). Es decir, minimiza la distancia del conjunto
convexo al punto.

DEMOSTRACION:

Basta considerar sélo el caso x¢g = 0, porque si la proposicion es valida para
zog = 0, dado cualquier xy podemos aplicasela a C' := C — 29 = {¢ — 20 : ¢ € C} otro
convexo, cerrado, no vacio. Y si encontramos ¢, tal que ||co|| = d(0,C’) = incf, || ¢|| entonces

ce

evidentemente ¢y := ¢{ + ¢ es el elemento buscado.
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Supongamos que g = 0y d := d(z9,C) = inf ||c||, entonces existird una sucesién
ceC

(¢n),, de elementos en C tal que tiende -en norma- a d. Por la regla del paralelogramo,

2
Cp—C 1
22| = 5 (el + leml?) -

cn—l—cmH2 '
b

2

_ 2
y como C es convexo c’*% , e5mo € C luego HC"“‘%H > d?(estamos buscando un

elemento que minimice esa distancia). Dado € > 0 sea N €IN tal que Vn > N valga la
desigualdad ||c,|| < d* + 1.€? entonces la igualdad anterior se transforma en

Z.
2
Gl 2 (0?4 2e2) —d® = =2 Vn,m >N
2 2 ( 2 4 -
Por lo tanto (c,),, es de Cauchy, y como C es cerrado en ‘H que es completo, existe el limite
¢ :=lim ¢, € C, que por hipdtesis tiene norma lim ||¢,| = d.
n—oo n—oo
Para ver la unicidad, suponemos que existe un ¢, € C tal que |co| = ||cfl| = d,

% € C entonces d < H%H < Lleoll + & [lchll = d, y por la regla del paralelogramo
d?> = % =d? — || 52]}; es decir ‘ 2%l =0, o equivalentemente ¢y = cfy. O

Proposicion II1.23 Sea S C H un subespacio cerrado, no vacio, y sea h € H. Siempre
existe un unico so en S tal que d(h,S) = d(h, so) = ||h — sol|, y estd caracterizado por ser
el dnico vector tal que sy — h_LS.

DEMOSTRACION:

(=) Dado que S es un subespacio vectorial, es convexo, y no vacio por hipdtesis. Luego
podemos aplicar la proposicién precedente para encontrar tal sg. Por linealidad, dado s
en S se verifica que so + s € § y entonces

1h = soll* < b = (s0+ $)[I* = [k = s0]I* = 2.Re(h — s05) + 15|

por lo tanto 2.Re(h—sg; ) < ||s||%. Si (h—s0;s) = r.e? y reemplazamos a s por s’ = t.e’ s
, con t a fijar en IR, vemos que 2. Re(h — so; ') = 2.t.r < t2.||s]|*. Dado que 7, un nimero
fijo, tiende a 0, cuando ¢ tiende a 0, resulta r = 0 y luego (h — sp;s) =0 .

(<) Reciprocamente si sg € S es tal que so —h L S, luego h — sp L s — sp para todo s en
S; usando el teorema de Pitdgoras

1h = s> = |h = soll® + Is0 — sI* = |h = sol”
Por lo cual d(h, S) = ||h — sol|, es decir sp mimimiza la distancia de S a h. O

Observacion II1.24 Sea S un subconjunto de H entonces {h € H : (h;s) =0 Vs € S} es
un subespacio de H.



Conceptos Basicos 107

Definicién II1.25 Definimos al subespacio ortogonal a S como St :={h € H : (h;s) =0
Vs € S}

Lema II1.26 Sea (H,(; )) un espacio de Hilbert, entonces dado xo en H la aplicacion
Oz (x) := (x;20) €s una funcional lineal y acotada (continua).

DEMOSTRACION:

Dado zg, g, resulta trivialmente lineal, pues ( ; ) lo es en la primera entrada. Pero
también resulta acotada, como vimos en el Corolario II1.8. Vale notar que la desigualdad de
Cauchy-Schwarz implica que la norma de x(, es una cota para la norma de esta funcional,
ie:

lezol® = sup [(z;20)| < sup (- llzoll*) < [0l < +00 O
lzll<1 llzll<1

Un resultado muy importante en Andlisis Funcional es el teorema de representacién
de Riesz (para espacios de Hilbert) que veremos mas adelante. Este resultado dice que
esas son todas las funcionales. A saber, que toda funcional en un espacio de Hilbert es de
la forma (—;xo) para algin zg en H.

Proposicién II1.27 Sea S C H subespacio cerrado distinto de {0}, entonces podemos
definir de manera univoca una aplicacion Ps : H — S, que llamamos la proyeccién
ortogonal sobre el subespacio S con las siguientes propiedades:

1. Es lineal.

2. PsoPg = Ps .

3. Es acotada, y || Ps|| = 1.

4. R(Ps) =S y Ker(Ps) = S*.

5. 'H admite una descomposicion del tipo H = R(Ps) @ Ker(Ps).

DEMOSTRACION:
Definimos a Pg(z) = {el tnico vector so tal que = — sg L S }, luego:
1) Sean z,y € H y A €IF tales que Ps(x) = x5 , Ps(y) = ys por lo que ((z +y) — (zs+
tys);s)=(x—x5;s)+{y—ys;s)=0+0=0Vse€ Syasi Ps(xr+y) =xs +ys.
Ademas (A\.x —A.xg;s) = A(r—xg;s) paratodo sen S y por lo tanto Pg(\.x) =
A.Ps(z).

2) Si s € S entonces -claramente- Pg(s) = s, pues d(s;S) = ||s — s|| = 0. Para todo h € H
se tiene que si s := Pg(h) € 5, entonces Ps o Pg(h) = Ps (s) = s = Pg(h).

3) Dado h € H resulta h = (h — Ps(h)) 4+ Ps(h) donde h — Ps(h) € Sty Ps(h) € S, es
decir h — Ps(h) es ortogonal a Pg(h). Luego aplicando el teorema II1.21 -el teorema de
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Pitagoras- ||h||® = ||h — Ps(h)||*+ || Ps(h)||?, por lo tanto || Ps(R)|| < ||| y Ps es continua.
En particular se ve que ||[Ps(h)|| < 1, mds atin: tomando h en S de norma 1 se tiene que
L=[lPs(h)[ = [[Psl =1 .

4) Observemos que por definicién R(Pg) C S; como Pg(s) = s para todo s en S, R(Pg) D
S. Y, por definicién Ker(Ps) = S=.

5) Ya mostramos antes que h =h — Pg(h) + Pg(h) y la escritura es -claramente- uinica. O
—_—— ~——
Ker(Ps) R(Ps)

Lema II1.28 (propiedades de *)

1. {0}t=H y Ht={0}.

2. 8i'S y T son subespacios de H tales que S C T = T+ C S+,
L
3. Sea S subespacio = (SL) =8S.

DEMOSTRACION:

1) (z;0) = 0 para todo x en H entonces {0} = H. Analizemos las dos desigualdades:
primero {0} C H, y segundo, dado z € HE, (x;2) = 0 pues € H luego x = 0, y
HE C {0}

2) Sea = € T+ entonces (x;t) =0 Vt € T, en particular (z;t) =0 Vte S CT.

3) De la proposicién anterior sabemos que, dado que S es un subespacio cerrado, si Pg es su
proyector ortogonal entonces Pg1 = I —Ps de manera que (SJ‘)L = Ker(Pg1) = R(Ps) =
S; lo que termina con el caso subespacios cerrados. Sea ahora S un subespacio cualquiera,
como S C S entonces (S L)L - (§L>L = S. Para ver la otra inclusién, notese que dado
r € S y una sucesién (z,), de elementos de S, convergente a z se tiene que {x,;t) = 0

1
para todo t en S*, asi z, € (Sl) que es cerrado, y luego x es un elemento de (SL)

O sea S = (SL)J_. O
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Disgresién histérica:

Se dice que von Neumann tenia la costumbre de escribir en el pizarrén
las soluciones de los deberes que dejaba a sus alumnos. Por supuesto, ellos
siempre le preguntaban como hacerlos y no sélo su solucién. En cierta ocasién,
uno de ellos intenté ser mas diplomdtico y lo increpdé preguntandole ’’Profesor,
este problema se podria hacer de otra forma?’’; a lo que von Neumann le contestd,
’’Dejeme que piense, si.... Y siguid escribiendo soluciones en el pizarrémn’’.
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II1.1.8 Teorema de Representacion de Riesz

A continuacion estudiaremos a las funcionales lineales en espacios de Hilbert. En un
curso basico de algebra lineal se ve que, definida una funcional en IR", existe un vector
(a1,...,an) €ER™ de manera que

o((x1,...,xy)) = Zai.:ci ={((a1,...,an); (T1,...,xp))
i=1

Méds atn ¢ «— (ay,...,ay) es un isomorfismo de espacios vectoriales. Veremos como el
llamado Teorema de Riesz generaliza este hecho, junto con algunas aplicaciones tutiles.

Definicién II1.29 Sea (H,(; )) un espacio de Hilbert. Decimos que ¢ : H —IF es una
funcional acotada, si lo es en el sentido de espacios normados. Fs decir, si es lineal y
continua (para lo cual consideramos a H con la topologia que hereda de su norma, y a IF
con la topologia usual).

Teorema II1.30 Sea 'H un espacio de Hilbert y ¢ : H —IF una funcional lineal. Entonces
son equivalentes:

1. ¢ es continua.
2. ¢ es continua en 0.

3. Eziste c €IRxq tal que |p(h)| < c.||h]|y, para todo h en 'H.

DEMOSTRACION:
Trivial.

Teorema III.31 (de representacién de Riesz) Sea ¢ € H* entonces existe un unico
zo en H  tal que p(x) = (z;x0) para todo x en H, en este caso decimos que x representa
@ . Ademds ol = 2ol

DEMOSTRACION:

Primero consideramos el caso ¢(x) = 0, en cuyo caso xg = 0 resuelve la cuestion.
Sea -ahora- ¢ no nula, luego Ker(y) resulta un hiperplano, que es cerrado porque
¢(x) es continuay Ker(p) = ¢~ 1({0}) es preimagen de un cerrado; luego podemos efectuar
la descomposicion H = Ker(y) @(xo) para algin xo € H (de hecho, puedo pedir que

o(zp) = 1). Sea y € H, entonces y = h+ A.zg con h € Ker(p) y o(y) = ¢(h) + Ap(xg) =

)\, {zoizo) _
ol |?

buscado.

Zar —T0 N — [y _T0\ Fipal — _To 1
(h+ X.zo; ||$0H2> (y; choH2> inalmente tenemos a x g7 QUC €S € vector
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Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz vemos que

[ellp = sup [{y, )| < sup [yl =] = ||zl
llyll=1 llyll=1
si ademés notamos que ¢ (ﬁ) = <ﬁ,ac> = ||z|| vemos que la norma de ¢ es ||¢|| g« =

lzoll - O

Es interesante ver como se aplica este teorema a subespacios cerrados de un espacio
de Hilbert. R. Cignoli y M. Cotlar lo hacen en [Cotlar-Cignoli], transcribiremos dicho
resultado.

Observacién II1.32 Dada una funcional f € H*, por el teorema de representacion de
Riesz (teorema II1.31) existird un xy € H que represente a f. Sea S C H subespacio
cerrado, entonces S puede ser visto como espacio de Hilbert, y podemos considerar a la
funcional f € §*, la restriccion de f a S. Luego por el teorema recién citado sabemos que
eriste x>~ € S que representa a ]? en §. Cabe preguntarse que relacion guardan xy y x4

f
ambos elementos de 'H, y la respuesta es simple. Notese que si y pertenece a S entonces

Fy) = f(y) = (yizs) = (y; Ps(xy) + Psr(xy)) = (y; Ps(xp))
y por unicidad Ty = Ps(xy).

Consideremos a la aplicacién biyectiva T': 12 — ( [?)" definida por la regla ' (z) =
(—; ). Entonces I' es antilineal, o sea reparte la suma

Lz +y)=(—z+y) =(=2)+ (=5y) =T(2) + I(y)
pero saca escalares conjugados
F(\z) = (= 2) = X(—;2) = AI(2).

Ejemplo 44 FEsto nos dice -por ejemplo- que toda funcional del? es de la forma o((zn)n) =

(@n-Zn)n para algin (a,) € I2. Y, como ya habiamos visto en el capitulo de espacios nor-
mados (12)" = 12.

Ejemplo 45 Analogamente vemos que si (X, 1) es un espacio de medida, entonces toda
funcional sobre L?(n) es de la forma o(f) = [x f-g du para alguna funcién g de L(p).
Y, analogamente, L2(n)* = L2(u).

Notamos a estas aplicaciones ¢, y ¢, respectivamente.

Notese que en todo espacio de Hilbert puede ser definida la aplicacién I'(x) = (—; z)
siendo esta, una aplicacion biyectiva y antilineal. Podemos -asi- inferir dos resultados
importantes que pasamos a enunciar:

1) Si el espacio de Hilbert es real, entonces esta aplicacién es un isomorfismo
(se deduce del lema III.33).

2) Como lo muestra el teorema precedente se puede definir una biyeccién
entre cualquier espacio de Hilbert y su doble dual. Més atn esta aplicacién resulta ser la
evaluacion que es una isometria.
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Lema II1.33 Se puede definir un producto interno (; ) en H* de manera (H*,(; )) sea
un espacio de Hilbert y la norma subyacente sea igual a la norma infinito (en simbolos

I llee =C5)2)

DEMOSTRACION:

Por el teorema de II1.31, dada f € H* existe un unico elemento que notaremos
xy que la representa. Por lo tanto queda bien definida la forma (f; g)u= = (xg;2¢). Y es
sencillo comprobar que (; )g+ es una forma sesquilineal, asi (H*, (; )) resulta un espacio
de Hilbert. Y ademds, como se vi6 en este tltimo teorema, | f|l,, = l|zfll;, = || f I3~ con
lo que queda demostrado el lema. O

Teorema I11.34 8 Todo espacio de Hilbert es reflezivo.

DEMOSTRACION:

Dado que H* es un espacio de Hilbert podemos aplicar el teorema de Riesz en el,
de esa manera consideremos I'1 y I's las aplicaciones que quedan definidas entre H y H*, y
entre H* v H** respectivamente por este 1ltimo teorema. Entonces por las observaciones
anteriores I' := I'y 0 I'1 es un isomorfismo isométrico entre H y su doble dual.

Sean ¥ € H**,y g € H*. Si definimos a fx := (I'y) " (¥), es decir tal que fx € H*
represente a X. Y luego definimos a x ¢ e y, para que representen a f y g respectivamente.
Obtenemos que:

X(9) = (g; f=)n = (Tr;yg)1n = g(x§) (I11.8)

Con lo cual resulta I'(z) g = g(z) para todo g elemento de H*. Es decir, I" = ¢ la inclusién
canénica del espacio de Hilbert H en su doble dual definida por i(x)¢ = ¢(z). Por lo
tanto 7 es un isomorfismo como queriamos ver. O

Estamos en condiciones de mostrar el resultado anunciado en §II.1.1.. Veremos
que en el espacio de Banach (cq, | ||, )no puede definirse una forma sesquilineal definida

positiva ( ; ) de modo que (cop, ( ; )) resulte un espacio de Hilbert y (x; x>1/2 = ||z||,, para
todo x en cg. La manera de hacerlo serd mostrar que ¢y no es reflexivo, eso bastara.

Observacién I11.35 En realidad no hay nada que probar, tan sélo cabe notar que co* = I*
Yy que ¢t = (ll)* =1 (vease ??) pero es claro que la inclusion co — 1> no es suryectiva,
en efecto x = (1,1,1,...) es un elemento de [*° que no pertenece a cy.

§Organizar con defs, y resultados
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11.1.4 Sistemas Ortonormales y Bases

En esta sub-seccion estudiaremos la nocién de base de un espacio de Hilbert y algunos
ejemplos, veremos que este tipo de bases nos proporcionard una gran herramienta para
trabajar con elementos genéricos, y sobre todo deduciremos (més adelante) resultados
asombrosos sobre al teoria de operadores.

Lema I11.36 Sean zi,xs,...,x, € ‘H ortonormales dos a dos, entonces para todo x en

H: .
lzl? > > (@, 2
=1

DEMOSTRACION:

Dado x € H lo podemos reescribir como = = (x — > (@, x3)x;) + (i (z, ;) x;).
Afirmamos que (z — Y i (z, x;).z;) L (i1 (x, zi).x;), para demostrarlo bastard ver que
(x — > (x,2).2;) Loy Vj=1...n, pero

n n

(x = (w2 xy) = (wa5) = (2,20 (i ;) = (325) — (3;25) =0

i=1 i=1

Usando el teorema de Pitdgoras obtenemos que,dado z € H,

| = ||z — Z(%%)IZ + Z(%ﬂfz)%
i=1 i=1
y
n 2 n
‘Z<wz>3«"z = > (@)
i=1 i=1
por lo tanto
n 2 n
2] > | Y (@ wal| =3 [w,a)?. O
i=1 i=1

Una de las aplicaciones del Anélisis Funcional es la Teoria de Aproximaciones. En
esta teoria se estudian, entre otras cosas, formulas de cuadratura, la solucién de problemas
lineales con datos de entrada mal condicionados, y la construccién de ”buenas” aproxima-
ciones. En la parte II del libro Introduction to Hilbert Spaces and Applications de Lokenath
Debnath y Piotr Mikusifiski (cf. [?]) podrdn encontrarse algunas de ellas como el teorema
de ”unicidad de la mejor aproximacién” (que no es més que nuestra Proposicién I11.23) y
algunas aplicaciones practicas usando los polinomios de Legendre, Chevyshev, y Jacobi.

Proposicién IT1.37 Sean {z,}aca un sistema ortonormal de H y x € H, entonces:

1. El conjunto A :={a € A: (x;z4) # 0} es a lo sumo numerable.



114 Espacios de Hilbert

2. Desigualdad de Bessel: ||z||> > Y, (@, 24)|> donde la suma tiene sentido ya que
todos los términos son mo negativos, y a lo sumo numerables de ellos son no nulos.

DEMOSTRACION:

Dado z € H sea A, :={a € A: (z;x4) > 1/n } para n €IN. Afirmamos que A,
es finito para todo mn; pues de lo contrario existirfa un tal ng €IN tal que A, es infinito,

luego podemos tomar zy,z9,...,2, € Ay, con m tal que (nm)Q > Hx||2, y aplicando el
0
lema anterior (nm)g > [l2ff* > Sy (@, 20 > (nm)2 lo que es absurdo. Por lo cual A,, era
0 0

finito como se afirmé. Cabe notar que, dado que A = UW A, , A es alo sumo numerable.
ne

Numeramos -ahora- a los x4 con a € A como x1, X2, x3,..., y por el lema anterior
2 2 . ..
llz||© > >oieq [(x,z)|° Vn €IN. Basta aclarar que por el axioma de supremo, el limite
-para n tendiendo a infinito- de las sumas parciales existe, ya que todos los términos son
positivos y las sumas estdn acotadas por la norma de x al cuadrado. Asi

ol 2 3 e, P = 3 Kl

a€EA

como se queria mostrar. O

Después de este tltimo resultado tienen sentidos las definiciones I11.38 y I11.39 que
pasamos a dar. En el siguiente capitulo trabajaremos con conjuntos totales y sistemas
ortonormales que de hecho ya estudiamos en la seccién ?7.

Definicién II1.38 El conjunto S:={za}aecr Ta € H VYa € A se dird total si y sdlo si
st = {0}.

Definicién I11.39 El conjunto S:={xq}acr Ta € H VYa € A se dird base ortonormal
(b.o.n.) si él es un sistema ortonormal total.

El préximo lema, que no es mas que un lema técnico, serd utilizado en varias
demostraciones, vale la pena recordarlo.

Lema II1.40 Un subespacio M es denso si y sélo si M+ = {0}.

DEMOSTRACION:

(=) Sea x € M*; dado h € H, como M denso, existird (y,)nen Sucesién en M conver-
gente a h. Por lo tanto (z; k) = lim (x;y,) = lim 0 = 0. En particular ||z||* = (z;2) = 0
n—oo n—oo

(<=) Observando las propiedades de la ortogonalizacién nos apercivimos de que, si M+ =
_ 1
{0}, entonces M = (ML) = {0} ="H y por lo tanto M es denso. O

Teorema II1.41 Sea S:={x,}aca un sistema ortonormal; entonces son equivalentes:
i) S es una base ortonormal.
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it) S es un elemento mazximal en el reticulado de sistemas ortonormales con” <

— g 7

iii) (S) es denso en H.

W) T =Y pen(T;Ta).ta Vo € H.

v)Identidad_de Parseval: ||z|* = X e (x5 20)]* Vo € H.
DEMOSTRACION:

(i = ii) Sea S b.o.n. y supongamos que 35" b.o.n. tal que S C S"y S\ S’ # 0, es decir
dr e S\ S (z #0) luego LS lo que contradice la totalidad de S; luego S es maximal.
(i4 = iii) Sea M := (S) y supongamos que M GH entonces M+ #£ {0} (porque (M*)+ =
M # {0}+). Lo que es absurdo: tomando un y € M=+ (y # 0) nos conseguimos un y_LM
luego yLS; asf tenemos a S U {y} b.o.n. tal que S ©S U {y} contradiciendo la hipétesis.

(tit = iv) Dado z € ‘H vimos que N = {a € A : (z;x,) # 0} es un conjunto a lo sumo
numerable, entonces podemos numerar a los x, con @ € N como x1,x2,Zs,... . Por la
proposicién anterior

Z(az To)-

aeA

o0
= > lasa) =D a2 < |z
i=1

aEA

entonces podemos definir S, := Y71 (x, z;).7; y afirmar que (S,), o €s convergente, o
lo que es lo mismo, de Cauchy. Para verlo, dado € > 0, usamos el hecho de que HSnH2 =
S2% . [{a; ) |* es convergente y luego debe existir un ng €N tal que S35 [ (25 2:)|* < e,
entonces

i=no I

2

2
1Smik = Sull® = || i)
2
Y D]

< SRenl@ma)l <e.

Sean x¢ :=lim S, y w := x — z,. Veamos que w = 0, bastarfa ver que w € S+,
n—oo

ya que por el Lema II1.40 sabemos que S = {0} y luego necesariamente w = 0. Para eso
consideramos dos casos: si & € N entonces z, = xj, para algin k, luego (z;xr) #0y

(wyzr) = (= X2 (@ xi).2i2k)

(T3 28) — 22721 (25 ). (Tn; Tk)
——

6n,k

= (xy2R) — (x328) =0
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Si por el contrario o ¢ N entonces (z;z4) = 0 y luego
(wyza) = (= EE (w5 wi). i wp)
= (map) — X (mm) (i )
= 0->2,0=0

(iv = v) Dado x € H, como lo hicimos antes, numeramos a los z, con a €IN como
x1,T2,T3,... y definimos a las sumas parciales S, := Y i' ;(x;z;).z; luego para todo n
natural x = (x — S,,) + S, . Si aplicamos el teorema de Pitdgoras a x — S, LS, (son
ortogonales como consecuencia de la escritura de z, que es la hipétesis) resulta ||ac|]2 =
|z — S,||* + [|Sn]|?. Ademés podemos -dado & > 0- elegir ng €N de manera que |z|* —
1Sa]1? = [lz — S, ||* < & entonces

a2 = lim_ 1S, Z\ sa) = Y [ za)l?
(v = i) Sea x € St luego

| z||? Z\xazl :ZO:O,
=1

entonces z = 0, y S+ = {0},como querfamos ver. O

Una vez demostradas, usaremos indiscriminadamente estas equivalencias para fa-
cilitar las préximas demostraciones. Veremos por ejemplo que todo espacio de Hilbert
admite una base de este tipo y definiremos su dimensién.

Proposicién I11.42 Todo espacio de Hilbert admite una base ortonormal.

DEMOSTRACION:

La prueba la haremos con uso del lema de Zorn. Dado que H # {0} debe existir
x € H tal que ||| = 1, entonces {} es un sistema ortonormal. Consideremos ahora al
conjunto C := {S C H : S es un sistema ortonormal } y al reticulado (C, C). Dada una
cadena S1 C So C S3 C ... de elementos de C, definimos a S := U, S, de manera que
SeCyS,CS Vn (es cota superior de la cadena). Luego estamos en condiciones de
invocar el peligroso lema de Zorn para obtener que existe S sistema ortonormal, elemento
maximal del reticulado, o en otras palabras base oortonormal. O

Lema I11.43 En un espacio de Hilbert toda base ortonormal tiene el mismo cardinal.

DEMOSTRACION:

Sean £ y F dos b.o.n. de H, y sean ¢ := card(€) y n := card(F); consideraremos
dos casos:
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a) Si £ o F son finitos, sin perdida de generalidad podemos asumir que £ es finito y
que ¢ < n. Supongamos que la desigualdad es estricta, en simbolos € < 7, entonces vemos
que dimp(H) = dimp((€)) < dimp((F)) = dimp(H) lo que es absurdo pues dimgp( )
denota dimensién algebraica (en este caso dimensién como espacio vectorial), el resultado
es bien conocido en dicho caso (cfr. [Larotonda][I.3.16,p4g63] ). Por lo cual € = 7.

b) Si tanto £ como F son infinitos, para cada e € £ (e # 0) consideramos a
Fo:={f € F:{f;e) # 0} - conjuntos a lo sumo numerables. Por hipétesis F* = {0}
entonces cada f € F debe pertenecer a algin F., lo que se puede abreviar por F = UeceFe
yluegoe <n. Ny=n.0O

Definicion I11.44 La dimension de un espacio de Hilbert es la cardinalidad de una de
sus bases ortonormales. dim(H) := card(E) con £ base ortonormal.

Ejemplo 46 Es claro que puede haber infinitas bases ortonormales distintas, si H = 1> =

I2(IN) entonces
B:{en::(0,0,...,O, 1 ,0,...)}
~—
n nelN

1. sin—
es una base ortonormal. Esto se debe al hecho de que (en;em) = dpm = { » SER=n

0, sin#m
. Y que claramente B+ = {(z,,),, € I? : (x;€,) =z, = 0 para todo n} = {0}.

Ejemplo 47 Si H = L2(Y) := {f : [0,27] —»C: f(0) = f(2r) y Ji"|f(t)| dt < o0} y
(f;9)c2(ry = f027r f().g(t)dt  wveremos que

1 .
B:= t) = —e"t pe Z}
{0 = =
es una base ortonormal. Es facil ver que (fn; fm) = %fo% et-(n=m).t g — Onm 5 Sin

embargo el hecho de que B es un cojunto de generadores debe ser estudiado con mayor
detenimiento.

e Como (B) el espacio lineal generado por B es una subdlgebra del dlgebra C(Y,C), el

elemento ey = \/%—ﬂ es una unidad del dlgebra, B es cerrada por conjugacion ya que

€, = e_n, el teorema 1.61 (Espacios Normados - Teoremas de Stone- Wierstrass) de-
muestra que (B) es densa en C(Y,C) (con la norma infinito). Pero como | f| 2y =

STFIP dt < JET [fllecxe dt =2m|[fllox.e para toda fen C(X,C) y en particu-

—r2
lar para los elementos de (B), se sigue que la clausura de esta subdlgebra <B>£ D

incluye a C(X,C); por lo cual no hay mds que decir ya que la igualdad

£2(T)

2y =cx, o) " c B ce2m)

muestra exactamente que (B) es denso, y por el teorema I11.41 genera. O
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Ejemplo 48 Consideremos el espacio de Hardy (ejemplo 77) H2(A) = {¢(2) = 3,50 an2™ :
2| <1y >0 |a,|? < 0o} . B:={z":n €Ng} es una base ortonormal de H2(A) porque,
claramente lo genera, y (2";2™) = dpm.

Ejemplo 49 En el espacio de Bergman (ejemplo 40), dada ¢ en Ha(A), para casi todo
t € 10,27, existe el limite

o(t) = lim o(r.e?™ i) (IT1.9)

e

y es fdcil ver que @(t) € L2(Y). Ademds resulta que ¢ — @ es una incusion isométrica
(0 sea que [|@] g2vy = 1€l3,a) )- Luego si definimos por H2(Y) al subespacio cerrado
{B(t)} C L%(Y) entonces la inclusion es suryectiva, y es flecha se transforma en un
isomorfismo iométrico B := {e*™"t . n €Ny} es una base ortonormal de H?(Y).

Observacion II1.45 Si dim(H) < co una base ortonormal es exactamente lo mismo que
una base en el sentido del dlgebra lineal. De lo contrario, si dim(H) = oo, pueden diferir
como lo muestra el ejemplo de [?(IN). A saber

S={ey:=(0,0,...,0,1,0,..)} ey

que es una base en el sentido de espacios de Hilbert, no es una base en el sentido del dlgebra

lineal porque z := (1, %, %, ce %, ...) € I*(IN) no es combinacion lineal de elementos de S,

i.e: x no puede ser escrito como x =Y 1 Ap.en con m €EN y A\; €R.
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II1.2 Operadores Acotados

Una clase importante de operadores lineales es la de operadores acotados. En esta seccion
estudiaremos solamente los operadores acotados, sin embargo no debe creerse que todos
los operadores lineales son acotados, aunque el pobre de Conway desvaria cuando escribe
”Tt is unfortunate for the world we live in that all of the operators that arise naturally are
not bounded” es cierto que la gran mayoria de los operadores que aparecen en la practica
son no acotados. Nos limitaremos en esta seccion a los operadores acotados, los operadores
no acotados seran estudiados en detalle en la seccion 77.

1I1.2.1 Generalidades y ejemplos

Definicién I11.46 Diremos que A : H — K (donde H y K son espacios de Hilbert) es
un operador lineal si y solo si es una aplicacion lineal entre los espacios dados. Dicho
operador se dird acotado si lo es en el sentido de espacios normados. De hecho usaremos
la misma notacion, a saber L(H,K), para representar este conjunto.

Nota: En el futuro sélo consideraremos el caso A : H — H, es decir operadores

en L(H) := L(H, H).

Ejemplo 50 Por definicion, si A es un operador lineal y acotado en (H,{ ; )) en el
sentido de espacios normados, entonces es un operador lineal y acotado en el sentido de
espacios de Hilbert. FEste es el caso de los operadores de los Ejemplos 18, 21 para los
espacios L2 vy lo respectivamente.

Ejemplo 51 Sea 'H un espacio de Hilbert; dado S un subespacio cerrado vimos que Pg la
proyeccion ortogonal sobre S es un operador lineal de norma 1, luego es acotado.

Ejemplo 52 Sean H y K espacios de Hilbert. Dados y1,y2,...,yn € K, Yy X1,%2,...,Tpy €
H se puede definir a un operador lineal y acotado Ax := Y 7' {{(x;x;).y;, como se hizo en
el Ejemplo 15. Los estudiaremos en mas detalle en § 11.2.3.

Cabe notar que si alguno de los espacios involucrados (el de llegada o el de
salida) fueran de dimensién finita (vea por ejemplo 1.40, en la seccién 1.7)
entonces todo operador acotado es de ese tipo, pero no en espacios de Hilbert
generales como puede verse en el ejemplo ??7. Sin embargo revease el Lema
1.30 de la seccion
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I1I1.2.2  El adjunto de un operador

Proposiciéon II1.47 Sea o : HxH —C una funcional sesquilineal acotada, i.e.: 3¢ €IR<g
tal que |a(x,y)| < c.||z||.|ly||. Entonces existeun operador A € L(H) tal que para todo
par de puntos x,y en H se verifica que a(x,y) = (Ax;y).

DEMOSTRACION:

Si fijamos x € H la aplicacién «, : H —C dada por la siguiente regla ay(y) =
a(z,y) es lineal y acotada, luego o, € H*; y, por el teorema de Riesz, existe un unico
zz € H tal que a,(y) = (y;2,) Vy € H. Conseguimos asi una nueva aplicaciéon A :
H — H dada por la regla Ax := z, que es: a) lineal, pues si oy, (y) = (Y;22,) ¥
oz, (y) = (y; z4,) usando las propiedades resulta

QN .z14+)N2.22 (y) = Oé()\l-xl + )\2-1'27 Z/)

= A.a(z1,y) + Aa.az2,9)
= MAze;y) + A2 (22,3 Y)

= A-zzy3y) + (22203 y)
= (Y M-2ay) + (Y5 A2 205

= >‘1'<y§zcc1> +)‘2'<y§zx2>

= AL-0y () + Ao, (y)

y b) continua, pues a,(Az) = alz, Az) = (Az;Az) = ||Az|® < ¢ ||Az||.|z|| luego
[Az]| < e =] -

Ademas si B es otra tal aplicacién tal que (y; Azx) = (y; Bx) para todo x,y en H,
y si definimos y = Az — Bz luego 0 = (Az — Ba; Az — Bz) = ||(A — B)z|* para todo
x € H entonces A = B y A queda definido univocamente. O

Dado un operador acotado A € L(H), a(z,y) := (z; Ay) es una funcional sesquilin-
eal, luego -por la proposicién anterior- existe un operador B en L(H) tal que (Bz;y) =
(x; Ay) Vx,y € H. Este nuevo operador es muy importante en el estudio de espacios de
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Hilbert, a continuacion analizaremos sus propiedades, y como se relaciona con el operador
) )
que lo ”engendro”.

Definicién IT1.48 (Adjunto de un Operador) Sean A, B € L(H) tales que (Bx;y) =
(x; Ay) Vx,y € H decimos entonces que B es el operador adjunto de A y lo notamos

A* .= B.

Ejemplo 53 En el espacio C* del Ejemplo 1.1 dada A € L(C") podemos pensar a A como
una matriz de C"*™ via el isomorfismo que hay entre L(C™) y C**", luego

(r; Ay) =7" Ay = (AD)' .y = (A"a3y)

por lo tanto A* = A'.

Ejemplo 54 Sean S(z1,x9,...) = (0,z1,22,...) el operador shift-right (a derecha) y
T(z1,72,...) = (12,23,...) el operador shift-left, ambos en L(I1?). Se afirma que S* =T,
para verlo tomamos un par de vectores genéricos x,y € 1> y calculamos

(Sx,y) = ((0,z1,22,...); (Y1, 92, .- .))

= > n>2Tn—1.9n

((z1, 22, ); (Y2, Y3, -+ )
= (Ty)

y luego T* = S** = S.

Ejemplo 55 Sea (X,Q, ) en espacio de medida; en £L*(n) dada ¢ € L>(p), si consider-
amos al operador M, (f) := ¢.f de esta manera

(g: Mo(f)) = /X g.(p- ) dp = /X (9:9).F dp = (9.5 f) = (Mis(g).: )

* .
entonces My ™ = M.
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Ejemplo 56 Sea (X,Q, 1) en espacio de medida; en £L2(11) dado el nucleo k(x,y) € L2(ux
1) que define al operador integral K(f) := [y k(x,y).f(y) du(y) se observa que

wEU) = [ g [ bew)-r) dut) ) date)

= Jlxux (9(2) 5, v)) Fly) dp(z)duy)

= /X (/X g(x).k(x,y) du(@) S () duly)

= (K*(9s[)

donde K*(g) = [y g(x).k(z,y)du(z) que es otro operador integral, pero esta vez con
nucleo k*(z,y) = k(y, ).

Proposicién I11.49 Sea H espacio de Hilbert y A € L(H) entonces A* € L(H).

DEMOSTRACION:

Esto es un caso especial del Corolario I11.16 de Espacios Normados y el lema de
Riesz. O

En el caso de los espacios de Hilbert, el adjunto de un operador tiene propiedades
”duales” al operador, y las leyes que veremos nos seran de ayuda en la resoluciéon de
problemas, y la formalizacién de resultados.

Proposicién II1.50 (Propiedades del adjunto) Sea H un espacio de Hilbert. Sean
A, B € L(H) y a, B €C entonces:

1. (A + B.B)* =a.A* + 3.B*.

2. (AB)* = B*A*.

3. (A")* = A.

4. I* =1,y si A es inversible entonces (A~1)* = (A*)~1.
5. Ker(A*) = R(A)* y su dual Ker(A) = R(A*)*.

DEMOSTRACION:
Dados A,B € L(H) y a, 8 €C , sean x,y € H entonces
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1)
(c.A+B.B)zyy) = adzyy) + B.(Bx;y)

= a.(z; A*y) + B.(x; B*y)

2) (A(Bx);y) = (Bx; A*y) = (x; B*A*y). Por lo tanto (AB)* = B*A*.

3)

(z:y) = (7; Ay) = (Ary; ) = (y; (A7)72) = (A7) 23 9)
Y entonces A™ = A.
da. (z;y) = (Iz;y) = (x; [*y) luego I = I*.
b. (A7'Ax;y) = (x; A*(A~1)*y) entonces usando a) resulta A*(A~1)* = I* = I, asf
(A—l)* — (A*)_l.

5)a. Dado =z en H, x € Ker(A*) si y sélo si (A*z;y) = 0 para todo y en H, como
(A*z;y) = (x; Ay) se tiene que (z; Ay) =0 Vy € H, o, lo que es lo mismo x € R(A)*.

b. Usando que (A*)* = A, se puede ver que esta es la proposicién dual de a), més
explicitamente Ker(A) = Ker((A*)*) = R(A*)+. O

Dentro de los operadores acotados existen ciertas sub-clases que son de particular
interés en la teoria de operadores, sobre todo los ya estudiados operadores compactos
(seccién ?77) y los operadores autoadjuntos que definiremos a continuacién.

Definicién I11.51 A € L(H) se dird operador autoadjunto o hermitiano si y sdlo si
A= A*.

Definicién IT1.52 A € L(H) se dird operador normal si y sélo si AA* — A*A =0
Definiciéon I11.53 A € L(H) se dird operador unitario si y solo si AA* = A*A=1

Veamos algunos ejemplos de estos operadores dentro de los espacios en los que
venimos trabajando.

Ejemplo 57 Sea A € L(H) entonces AA* y A*A son autoadjuntos como se puede com-
probar usando las propiedades 2 y 3 de la Proposicion II1.50.
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Ejemplo 58 En C" vimos que dada A € L(C") =C™"*" A* = Zt, luego A es autoadjunta

siempre y cuando A sea igual a A

Ejemplo 59 Sea (X,Q, i) un espacio de medida, en H = L*() dada ¢ € L®(u) defini-
mos a My € L(L*(u)). a) Como vimos (My)* = Mz, luego M, es autoadjunto siempre
y cuando f.p = fB para toda funcion /f en L2(pn), lo que es equivalente a o = P en
L2(u), es decir simpre y cuando ¢(z) €IR para casi todo punto; esto se debe a que en
realidad estamos tomando clases de funciones. b) M, serd normal siempre y cuando
My (My)* = (My)*My, en B(L%(w)), y esto se dard si y sélo si . p.f = o> .f = p.o.f,
es decir M, siempre es normal. c) Por la misma cuenta que hicimos en b una condicion
necesaria y suficiente para que My, sea unitario es que o> .f = f en L2(n) Vf e L2(p),
equivalentemente sii |p| = 1 para casi todo punto.

Ejemplo 60 Sean (X,Q, 1) un espacio de medida, H = L2(1), y sea k(z,y) € L2(ux p) el
nucleo del operador integral K € L(L%(11)). Entonces K es autoadjunto siy solo si K(f) =

Ix k(x,y)-f(y) duly) = K*(f) = [x k(y, ). f(y) du(y) siy solo sik(x,y) = k(y,xz) p.p..

Por més que el adjunto de un operador puede tener poco que ver con el operador
mismo (en el sentido de alpicaciones) sus normas estéan bien relacionadas, de hecho como
lo muestra la siguiente proposicién: son iguales.

Proposicién II1.54 Sean H un IF-espacio de Hilbert, y A € L(H) entonces |AA*|| =
1A= Al = || A]1* = [|A%]*.

DEMOSTRACION:
1AI* = supjp— (Az; Az) = (A*Az; ) <
z||=1
§”81H1p1 [A* Az] flz]| < A" A[] < [lA*][ - [|A]
xll=
entonces [|A]| < ||A*||; y por dualidad [|A*|| < ||[A*] = ||A]|, luego ||A|| = ||A*||. Por
ultimo
2 * * 2
[Al" < [|A*Al < [[A7]] - Al = (1Al
entonces ||A*A| = ||A||%. Y, por un razonamiento analogo, ||AA*|| = ||A||* lo que concluye
la prueba. O

Proposicién I11.55 Sean H un C -espacio de Hilbert, y A € L(H). Una condicion
necesaria y suficiente para que el operador A sea autoadjunto es que (Ax,x) esté en IR
para todo x en H.

DEMOSTRACION:

(=) Dado = € H, podemos, usando las propiedades ya enunciadas, ver que para todo z
punto de H (Ax;x) = (v; A*z) = (x; Az) = (Az;z) luego (Ax;z) €IR.
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(<) Supongamos que (Az;x) €IR para todo x en H, entonces

(Alx+y); (z+y) = (Azz)+ (Ayy) + (Ay; ) + (Azsy)

como -por hipétesis- los dos primeros sumandos son reales se sigue que I = ((Ay; z) + (Azx;y)) €ER
entonces

(Ay; o) + (Az;y) = (25 Ay) + (y; Az)

= (A%zy) + (A%y;x)

Usando la hipétesis una vez mas la cantidad
(A(z +i.y); (z +1i.y)) = (Az; z) + (Ady;i.y) + i.(Ay; ) — i.(Ax;y)
resulta real, y por el mismo razonamiento efectuado anteriormente 2 := i. ((Ay; x) — (Ax;y)) €R
entonces
(Ay;z) — (Azsy) = — (w5 Ay) — (y; A))

= —(A'my) + (A )

Sumando 2.(Ay;z) =0+ 2= 2.(A*y;x) Va,y € H y luego A = A* como se afirmé. O

Observacién II1.56 Ndtese que en las hipdtesis de la proposicion anterior se insiste en
que el espacio de Hilbert sea un C-espacio vectorial, o sea IF=C , de lo contrario la tesis
puede no verificarse como lo muestra el contraejemlpo siguiente: En el caso de H =IR?,
considerado como R-espacio de Hilbert con el producto usual {x;y) = S| x;.y;; en IR?
0 1 X1

ue no es au-
~1 0 zo )

se puede definir al operador lineal y acotado A(x1,xz2) := (

toadjunto, pues A* = ( 1 0 ) # A, sin embargo (Az;x) = ( rr T2 ) ( -1 0 ) < 9 )

=x1.09 —29.2¢1 = 0€lR Vx cIR2.

En un espacio de Hilbert, podemos definir una relacién de orden sobre los ope-
radores autoadjuntos de manera que esta resulte lineal, ademés podremos caracterizar a
estos operadores con el uso de la teoria espectral (seccién ?7) y asi analizar mejor (con
mas elementos) sus propiedades.

Definicién I11.57 (Operadores positivos) YDecimos que A € L(H) es positivo si y
sélo st

(Az;x) >0 Ve e H
Luego A< B<—0<B—-A.

YEl hecho de que la relacién de orden esté bien definida resulta tribial, jverifique!
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Ejemplo 61 En C" los operadores positivos son exactamente las matrices semi-definidas
positivas, como es facil de comprobar. Por definicion, A es semidefinida positiva si y solo
si 0 < (Az;z) =7t Az .

Ejemplo 62 En L2(p), para que M, > 0 es necesario y suficiente que 0 < (My(f); f) =
[x(f@).fdp = fX\f|2.<pdu para toda f € L2(u), y como bién se puede comprobar
tomando las funciones caracteristicas, esto se dard si y solo si o > 0 p.p..

Proposicién IT1.58 Sea P € L(H) idempotente (P? = P), entonces son equivalentes:

1. P es autoadjunto.

2. P es normal.

3. P es una proyeccion ( R(P) = Ker(P)* ).
4. P es la proyeccion ortogonal sobre R(P).

5. P es positivo.

DEMOSTRACION:

Se piden disculpas por el "siga las flechas” que viene a continuacién. Si algin lector
encontrase una demostracion menos laberintica -le rogamos- comuniquesela a los autores,
gracias.

(1 = 2) Es trivial.

(2 = 3) Pes normal, luego por definicién, P*P = PP* y, para todo h € H, resulta
|Ph||* = (Ph; Ph) = (P*Ph; h) = (PP*h; h) = (P*h; P*h) = | P*h|®

entonces Ker(P) = Ker(P*) = R(P)* y Ker(P)LR(P).

(3 = 4) Sea M := R(P); dado h € H lo reescribimos como h = (h — Ph) + Ph. Por
hipétesis, Phlh — Ph pues M = R(P) = Ker(P)* y P(h — Ph) = Ph — P?h = 0,
si definimos Py la proyeccion ortogonal sobre M entonces este nuevo operador permite
reescribir a h como (h — Pyph) + Ppmh = h = (h — Ph) + Ph. Por la definicién de la
proyeccion ortogonal (vease la definicién), resulta Ph = Pyh.
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(4 =15) Sea h € H, h = hy + hy donde hy € R(P) y hy € Ker(P) entonces, como h; es
ortogonal a ho, se observa que

(Phih) = (P(h1+ h2);h1 + ha)
= (h1;h1) + (h1; he) 4+ (05 h1 + ha)

= m)* =0

(5= 3)Sea h € H, h = hy + hg donde h; € R(P) y hy € Ker(P), luego por hipéte-
sis 0 < (Ph;h) = (P(h1 + ha)shy + ha) = (ha;ha) + (hashe) y —[hal* < (hisha)
de donde derivaremos una contradiccién, a saber si (hi;he) # 0 entonces definiendo a

— — 2
hi:=hy € R(P)y hy:= %.hg € Ker(P), reescribiendo la desigualdad anterior, y
reemplazando, tenemos que =

_ 2
—lhal? < (s T )

_ 2
= A (o)

2
= =2 hall

Lo que es -claramente- absurdo pues hy # 0.

(3= 1) Dados h = hy + ha,g = g1 + g2 € H donde hy,g1 € R(P) y ha,g2 € Ker(P)
entonces (Ph;g) = (h1;91) y

(P*h; g) = (h; Pg) = (h1;g1) = (Ph;g) O
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11.2.3 Teoria Espectral en Espacios de Hilbert

La Teoria Espectral abarca un gran capitulo de la Teoria de Espacios de Hilbert, en
este libro haremos un estudio més general de la teoria espectral dentro de espacios menos
restrictivos que los espacios de Hilbert, a saber las Algebras de Banach; y también veremos
una aplicacién de la teoria espectral a el estudio de ecuaciones diferenciales, a saber los
sistemas de Sturm-Liouville.

Definicién IT1.59 Sea A € L(H), definimos a su espectro por o(A) := {\ €C: A — \.I

no es inversible}.

Observacién II1.60 (Vease en [Cotlar-Cignoli]) Si A € o(A), es decir si A — A.I no es
inversible, esto puede deberse a las siguientes razones:

1) A — X.I no es inyectivo, o sea A es autovalor (existe x # 0 tal que Az = A\x).

2) A— . es inyectivo, més atin su inversa estd definida en un subespacio denso
(es decir R(A — X.I) es denso) pero no es continua. En este caso A pertenece al espectro
continuo de A.

3) Su inversa puede ser definida sobre un subespacio que no resulta denso (R(A—
A.) no es denso en H. En este caso A pertenece al espectro residual de A.

En espacios de Hilbert de dimensién finita sélo el caso 1) es plausible, sinembargo
en dimensién infinita puede darse el caso de que A — zI no sea inversible y tampoco posea
autovalores.

Un resultado importante que enunciaremos en la brevedad es el que afirma que el
espectro de un operador es un conjunto compacto y no vacio, para verlo usaremos unos
resultados técnicos que pasamos a enunciar. En ellos GI(H) denotara el grupo lineal del
espacio de Hilbert H, o sea los operadores inversibles.

Lema II1.61 Son continuas las aplicaciones
fi: Gl(H) — GIl(H)
A — A1
fo: Gl(H) x GL(H) — GIl(H)

A B — A.B
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DEMOSTRACION:

129

Comencemos por fi. Dados A €B(H) y € > 0, definimos a ¢ := min(e, 1) y

!
tomamos 0 (= —5—
2| A=Y

luego cada vez que |[B— Al <4 B € B(A,”Tl_lH), se tendrd

que B es inversible. Debido a que A := ||[A7Y(B — A)|| < ||[A7|.||B — 4] < 1 podemos
desarrollar a la inversa de (A7!B —1) — 1 como B™1A =3° ((A~!B —1)" entonces

B =

<

IN

<

[E520(A™1B — 1A
lATH]- 0% A7 B = 1"
AT 00 A

[[A=1]]
1-X

2.[|a~]

v luego se llega al resultado buscado:

lA=t =B~

Asi f1 es continua en A.

A B-aB
< At Aa- BB

S

IA

2[| A

= 5,

El hecho de que f5 sea continua deviene de las propiedades bésicas de la norma,
pues simplemente dado € > 0, y dados Ag y By operadores acotados

|Ao.Bo — A.B|| <
<
<

<

[A0-Bo — A-Bo|| + [|A.Bo — A.B]|
140 — Al [| Boll + | A[l . | Bo — Bl
140 = All - [ Boll + |1 Bo — Bl - | Aol

€

para A € B(Ao, gy557) v B € B(Bo, g57)- B

Teorema II1.62 Sean H un espacio de Hilbert, y A € L(H), entonces o(A) es un con-
Junto compacto no vacio y o(A) C {z €C: |z| <| 4| }.
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DEMOSTRACION:

La demostracién se hard en tres pasos: o(A) es cerrado (i), es acotado (ii), y es
no vacio (iii).

i) Para ver que 0(A) es cerrado definimos a 6 :C— L(H) por 0(z) :== A — zI, dado
e >0,
A=+ —(A=zD)| =h]. 1]l <e

para todo h tal que |h| < ¢, luego 0 es (uniformemente) continua y, si recordamos el resul-
tado ??7 que muestra que GI(H) es abierto, la continuidad de # implica que §~! (G1(H))
es abierto; sélo resta notar que o(A) =C\0~! (G1(H)) es cerrado.

ii) Sea |z| > ||A| luego 1A tiene norma menor que 1y 14 — I es inversible, por lo
cual A — zI = 2.(1A—1I) es inversible, y z ¢ o(A). Asf 0(A) C {z €C: |z| < |4 } como
afirmamos.

iii) Supongamos ahora que o(A) = (), y definamos a f :C— GL(H) f(z) =
(A—2I)~! una funcién que es continua por ser comopsicién de funciones continuas. Dada
¢ € L(H)* definimos a F :C—C como F(z) := ¢ o f(z) quien también resulta continua
por el mismo argumento. Alors podemos ver, formando el cociente incremental, que F' es
analitica pues

Peh=F@) = Lol [A—(z=m)I] " — [A—zI]"
z—1 z—1

=0 e ([A-207)

por la continuidad de ¢ y fo (composicién de operadores), el limite es convergente, y F'
analitica. Mads atin, probaremos que F' es acotada fuera de cierto disco (los discos son
compactos en C), asi F' resulta acotada; para verlo tomamos |z| > 2. ||A|| y notamos que

H%AH < 1, entonces A — zI = 2 (%A — I), su inversa admite desarrollo en serie, y su



Operadores Acotados 131

norma es igual a

1 n
[(a—=7 = [ (2a)]
1 14"
= 4|
11
= 2l
. 1
- [z[— Al

por lo tanto|F'(2)| < ||¢]| - H(A - zI)le < H. En este momento estamos en condi-
ciones de usar el teorema de Liouville (cf. [Ahlfors]), a saber, una funcién analitica y
acotada es -necesariamente- consante. Pero esto es un absurdo, ya que por el Teorema de
Hahn-Banach £(H)* separa puntos (Corolario 1.24), entonces llegamos a una contradiccién

yo(A)#0. 0

Definicién II1.63 Un operador A € L(H) se dice acotado inferiormente si y solo si existe
C €Rsg tal que ||Azx| > C||z|| Vz e H.

Lema II1.64 A € L(H) es acotado inferiormente <= R(A) es cerrado y Ker(A) = 0.

DEMOSTRACION:

(=) Sea z € Ker(A) entonces 0 = ||Az|| > C'||z|| > 0 y necesariamente x = 0, entonces A
es un monomorfismo. Sea ahora (z,),, una sucesion tal que (Ax,,),, es convergente, y luego
de Cauchy, entonces 3y € H tal que Az, —> 3. Usando la definicién de acotada inferi-
ormente ||z, — Zm|| < & [|A(zy — 2m)|| vemos que z,, es de Cauchy, y luego convergente.
Finalmente la continuidad de A nos asegura que Ax = y como queriamos ver.

(<) Veamoslo por el absurdo, negar la afirmacién significa suponer que dado C' > 0 existe
x € H tal que ||Az|| < C.||z|. Luego, tomando C,, = L, podemos suponer que existe una
sucesién de vectores (2,,),,c v de norma 1 tal que ||Az,| < 2 v luego (Azy),, .y converge
a 0, dado que R(A) es cerrado, y que A es un monomorfismo se sigue que x,, converge a
0, lo que es absurdo ya que supusimos que ||z,|| = 1 para todo n. O

Proposicién II1.65 Sea A un operador acotado y autoadjunto, y sean m ::”iﬁlf1 (Az; ),
o=

M = sup (Ax;z) entonces:
]| =1
1. o(A) C [m, M]

2. m,M € o(A)
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DEMOSTRACION:

Primero vamos a ver que o(A) CIR, para hacerlo dado z = a+b.i €C||(A — z1) z||* =
| Az — az||*+b)? ||z]| — 2Re((A — aI) 2; ibx) luego, dado que (A — al)* = (A — al) se sigue
que ((A—al)z;z) €Ry que Re{(—i.b){((A—al)x;xz)} = 0. De donde |[(A— zI)z| >
b] . [|z]| , o sea A — zI sale acotado inferiormente siempre que z no sea real puro. Entonces
R(A—2I) = R(A—zI) = Ker((A — zI)*)* = Ker(A — zI)* = {0} = H, equivalente-
mente A — zI es un isomorfismo ( inversible) y z € o(A) si b # 0.

Sea R > M, y sea x € H entonces |[(R.I— A)z|.|z|| > |[(RI—- A)x;z)| =
R.||z||> = (Az;z) > (R— M) ||z||* asi R.I — A esta acotado inferiormente, y por la misma
cuenta que hicimos con z, R ¢ o(A). Dado r < m y procediendo de manera analoga con
A —rI, podemos ver que r € o(A); y o(A4) C [m, M].

Para la segunda parte de la demostracién definimos a B := M.l — A y luego

]| [l

>0

(Baia) = M [~ (Azi ) =] (M — (A 00 )
=

luego B es positivo. Sea (z,),, sucesién en H tal que M :=lim (Ax;x), y sea B(x,y) :=
n—oo

(Bx;y), [ resulta ser una forma sesquilineal semidefinida positiva. Luego por la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz |B(z,y)| < B(z,z)?8(y,y)"/? reemplazando a = por x, y a y

por Bi,, y observando que Bz, "—° 0, se deduce que (Bxy; :vn>1/2 e

obtiene

0, y entonces se

||B$n||2 = [(Bzn; Bxn)|
< <B$n, xn>1/2<B2l‘n; Bﬂjn>1/2

< (Bxp )2 | B2

n—oo .z
y, como (Bx,;x,) — 0 se deduce que Bx, también lo hace, lo que muestra que B no
estd acotado inferiormente, y luego no es inversible: pues de serlo seria un monomorfismo
con rango cerrado (i.e.: el rango de todo isomorfismo es H = H). O

Observacion I11.66 Cuando estudiabamos el adunto de un operador notamos que A—zI
es inversible siempre y cuando (A — 2I)* lo es; cabe percatarse de que z € o(A) si y sdlo
si A — 21 no es inversible si y sélo si (A — 2I)* no es inversible si y sélo si z & o(A). De
esta manera tenemos una buena herramienta para aprender cosas sobre el espectro de un
operador: investigando su adjunto. Dicha herramienta prueba ser provechosa en el caso
de los operadores shift que estudiaremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 63 Si queremos encontrar el espectro del operador shift de 12 definido por S(x1,x2,23,...) =
(0,21, 29, x3,...) podemos analizar al espectro de su adjunto (estudiado en 54) S*(x1, 2, x3,...) =
(x2,x3,%4,...) que tiene un espectro mds facil de descubrir. Veamos: (x1,z2,...) =
z.(xo,3,...) Si T1 = 2.T2, To = 2.I3,...,Typ = Z.Tpt1,.-. ; Y (¥ # 0) sin pérdida de
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la generalidad tomando 1 := 1, (1,2,2%,23,...) € I? es condicion necesaria para que

z € o(S*). Recapitulando o(S*) es un conjunto cerrado tal que {z : |z| < 1} C o(S*) C
{z :]z] < ||S*]| = 1} entonces o(S*) = {z : |z| <1} y finalmente o(S) ={Zz: z € 0(5*)} =
o(S*) ={z:|z| <1}.

Corolario II1.67 Un operador lineal, acotado y autoadjunto A es positivo siempre y
cuando 0(A) CIR>o.

DEMOSTRACION:

El Teorema II1.62 nos dice exactamente que los operadores autoadjuntos tienen

espectro real, la Proposicién II1.65 que m ::”iﬂlf1 (Az;x) € 0(A) y m < r Vr € o(A).
xll=

Luego (Az;z) > 0 Vo € H sii m > 0 sii 0(A) CIR>p. O
Definicién II1.68 Dado A € L(H) definimos a r(A) := radio espectral de A = sup |z|
z€o(A)
y a w(A) = radio numérico de A = sup [(Az;z)]|.
lel|=1

Observacioén II1.69 Teniendo en cuenta las definiciones y usando el Teorema II1.62 y
la Proposicion II1.65 se sigue que

0 < r(A),w(A) < ||A] (I11.10)

r(A) = lim [|A"|/"

Ejemplo 64 FEste resultado se vuelve de verdad bueno en el caso de los operadores nilpo-
tentes, por ejemplo si H =C? y queremos averiguar el espectro del operador representado

por la matriz A = 3O7T 8 ), entonces dado que A? =0 se sigue que r(A) =0, y luego
{0} S o(A).
El siguiente ejemplo muestra como la puede no valer la igualdad en (I11.10).

Ejemplo 65 Dado un nucleo k(z,y) € C ([0,1] x [0, 1]) no identicamente nulo, el operador
Ko(f) :== [§ k(z,y) f(y) dy no es el operador nulo (| Ko|| # 0), pero o(A) = {0}.

Lema II1.71 Seanp(t) = Y7_oaxth €Ct] y A€ L(H) entonces o(p(A)) = p(c(A)).

Ildemo en algebras de Banach, charlar con Fredo
o
Conway p.202
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DEMOSTRACION:

Sean z €Cy z—p(t) =a(t —a1)(t — a2)...(t — o) = afirmo que zI — p(A4) =
a(A— o l)(A —agl)...(A— a,l) (notese que los parentesis conmutan) es inversible sii
(A — ail) lo es Vk. La vuelta de esta afirmacién es trivial, para ver la ida supongamos
que

(zI —p(A))B=1=(A—ayl)(resto)B

B(zI —p(A)) =1 = B(resto)(A — axI)

luego A — I tiene un inverso a izquierda y otro derecha, entonces es inversible (y el
inverso a izquierda es igual al inverso a derecha. cf. [Gentile]).

C: Se tiene que z & o(p(A)) si, y sélo si ay & o(A) para todo k (los oy dependen
de z). Polo cual z € o(p(A)) siy sélo si existe k tal que oy € o(A) entonces z = p(ay)
para algin ky ai € 0(A), o sea z € p(a(A)).

D:Seaa € 0(A). Luego p(a) € o(p(A)) siy sélo si p(a)] — A no es inversible, como
a es raiz de p(t) — p(«) y por hipdtesis A — ol no es inversible vemos que p(A) — p(a) =
(A — «).q(A) tampoco lo es, y p(a) € o(p(A)) completando la prueba. O

Proposicién II1.72 Sea A € L(H) autoadjunto entonces r(A) = w(A) = ||A]|.

DEMOSTRACION:
Dado A autoadjunto recordemos que o(A) C [m, M| donde m ::Hi]|[|1£1 (Az;z) y
M := sup (Ax;z). Nétese que
llzll=1
w(d) = ”Sﬁlgl |(Az; x)|
= max{m =— ”iﬂf1 (Ax;z) , M :=sup <Ax;x>}
= llell=1

ademds tanto m como M pertenecen al espectro de A luego r(A) = sup |z| = max{—m, M) =
z€o(A)
w(A) para todo operador autoadjunto.

llzll=1 llzf|=1

anterior tomando p(t) = t? obtenemos que o(A4)? = 0(A?) y 7(4%) = sup |z| = sup
z€0(A?) wea(A)

2
|w?| = ( sup) |w|> =r(A)2. O

weo(A

Ejemplo 66 En £?([0,1]) el operador de Voltera definido por V(f) := [ f(y)dy es
un caso especial del ejemplo anterior (tomese k(z,y) = 1), analizaremos este caso en
”Operadores Compactos”.



IV
APENDICE A: SISTEMAS DE STURM-LIOUVILLE

El objeto de esta seccion es estudiar un problema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden en derivadas parciales, el problema de Sturm-Liouville. A partir de las investiga-
ciones de C. Sturm y J. Liouville, quienes fueron los primeros en abordar el estudio de
las vibraciones y equilibrios de varillas y cuerdas, para asi llegar a sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias con condiciones de contorno, se inicié esta teoria que lleva sus nom-
bres. Dedicaremos nuestro estudio este problema de ecuaciones diferenciales que puede
ser traducido al lenguaje del analisis funcional y resuelto dentro de dicho marco.

IV.1 El problema de la cuerda vibrante - Un ejemplo importante.

Un ejemplo importante de sistema de Sturm-Liouville es el de la cuerda (homoge-
nea) vibrante, que nos lleva a la ecuacién (IV.1) conocida como la ecuacién de D’ Alembert.
Esta ecuacién se deduce a partir de definiciones fisicas de fenémenos como la tensién, la
fuerza, etcetera; y algunas aproximaciones del tipo sen(z) = x que parecen funcionar en
dicha ciencia. Vease por ejemplo [Rey Pastor, §112] para una mejor elucidacién de esta
deduccion.

Estudiaremos las vibraciones de una cuerda homogenea de longitud finita y ex-
tremos fijos. Segun nos cuentan el senor Rey Pastor y compania, si consideramos al
sistema de coordenadas (z,u), suponemos a la cuerda tensada sobre el segmento de ex-
tremos (0,0) y (L,0), denotamos por t al tiempo, cuya posicién en el instante t = 0 esta
dada por (z, f(z)) con 0 < x < L : al apartar a la cuerda de la posicién de equilibrio, la
ecuacion de la deformacién de la cuerda estd dada por la ecuacién

u 1 0%

— === v.1

or? 2 0t? ( )
(IV.1) se puede resolver por el método de separacién de variables. A saber, dado el
sistema
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um—c%utt:O sit>0y0<xz<L

uf,t):O sit>0
u(
(

u

0
) =0 (IV.2)
0,z)=f(z) si0<z<L

ut(0,2) = g()

donde (z, f(z)) es la posicién de la cuerda en el instante t = 0, y g(z) es la velocidad
instantanea en t = 0 *. Si suponemos que existe una solucién del tipo u(z,t) = X (z).T(t),
donde X (x) y T'(t) son dos funciones suaves a valores reales, entonces (IV.2) se transforma
en las ecuacién X" ()T (t) — 5 X (z)T"(t) = 0, que es de variable separada, como se deduce
en (IV.3):

X"(x) 1T"(t)
X(x) 2 T(t)

(IV.3)

por lo tanto se deduce que, dado que cada uno de los miembros de la igualdad (IV.3)
depende de una variable distinta, ellos son necesariamente constantes, sea A €IR dicha
constante. Luego resolver el sistema

X"(z) = A\X(z) =0 (IV.4)

() = (AN T(t) =0 (IV.5)

de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de borde, es obtener una solucién
de (IV.1), la ecuacién que querfamos resolver!

Analizando las condiciones de borde vemos que u(t,0) = T'(¢)X (0) = 0 para todo
t > 0, por lo tanto X(0) = 0, analogamente X (L) = 0. Para resolver (IV.4) es nece-
sario considerar los casos A > 0, y A < 0. Al hacerlo se nota que el primero de es-
tos casos solo lleva a la solucién trivial X = 0 (basta encontrar la solucion general y
usar la informacién que nos dan las ecuaciones iniciales), pretendemos encontrar otro
tipo de soluciones también. Para el caso A < 0, se obtiene, tomando v = v/—\, que
X (x) = a.cos(vx) + b.sen(vzx) es una funcién suave real y es solucién de (IV.4). Por las
condiciones de contorno 0 = X (0) = a.cos(0) 4+ b.sen(0) = a, y 0 = X(L) = b.sen(vL)
luego necesariamente (no queremos b = 0 que resulta en la solucién trivial) vL es un
multiplo de 7, de manera que v = %mr es solucion. Luego, para cada n natural, podemos
definir una solucién X, (x) = b,.sen(vx).

El trabajo mas duro ya completo nos invita a resolver (IV.5). Definiendo a T,,(¢) =
p. cos(cv.t)+q. sen(cv.t), vemos que efectivamente es solucion cldsica de esta ecuacién. Por

*De hecho el problema puede ser resuelto sin estas dos dltimas condiciones iniciales, aunque en tal caso
no obtendriamos una solucién unica. En [Rey Pastor] se estudian dichas generalizaciones.
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lo tanto conseguimos funciones

nm cnm . (enm
up(t, ) = ap,. sen(fx) {pn. cos (L.t> + qp.sin (L.tﬂ (IV.6)

que son soluciones de le ecuacién general. Cabe notar que en el contexto fisico hay una
relacién entre los coeficientes de (IV.6) y los arménicos de los tonos producidos por la
cuerda vibrando, el tono producido por cada u, tendra una frecuencia ﬁ, de ahi que los
tonos serdan mas agudos a medida que se achique la longitud L de la cuerda. Imaginese
una cuerda de guitarra, por ejemplo.

De esta manera podemos sugerir a una solucién del tipo

u(t, ) = Z un(t,z) = Z ap,. sen( {pn cos <CTILJ7T75> + ¢p.sen <Czﬂt>} (IV.7)

y ver si existen coeficientes a,,p, v ¢, de manera que (IV.7) cumple las ecuaciones de
contorno. Estas afirman que u(z,0) = f(x) y ut(0,z) = g(z), reemplazando en (IV.7) se
observa que

u(0, ) Zan sen( [pn cos( 0) + qp.sin (Cﬁﬂ,o)} —

= Z QP sen(2Ex)

(IV.8)

Yy que

ut(0,2) = Zan sen( Cﬁﬂ { Dp,. SEN (Cﬁﬂ 0) + @p. cOS (cﬁw 0)] =

= Za”'q"' (%) -sen (")

Para terminar la resolucién del problema, segin los coeficientes de Fourier de f(x)
y g(z) definimos:

(IV.9)

Un.-Pp = \/#2—” [ f(x).sen("Fx) dx

Un-Gn = S mfg( x).sen(%Fx) do

y voila: le probleme est résolu. Cabria también estudiar la convergencia de la serie, y su
derivabilidad, dejamos esta tarea a cargo del lector.

IV.2 El problema de Sturm-Liouville en una variable

Una vez analizado el ejemplo de la cuerda homogenea vibrante, nos proponemos a
concretar una generalizacién del mismo. Se puede incluso considerar un nuevo problema,
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el de la cuerda vibrante (no homogenea) y mediante el método de separacién de variables
llegar a una ecuacién del mismo tipo que el que estudiaremos (cfr. [Rey Pastor, C.XXVIII
Nota V]). Para comenzar nuestros estudios necesitaremos ciertos preliminares que pasamos
a listar.

Sea [a,b] un intervalo compacto de la recta real IR y consideremos a los espacios
de funciones Cla,b] := {f : [a,b] —IR tal que f es continua}, C™[a,b] := {f : [a,b] —IR
tal que f tiene n derivadas continuas}, y Cgla,b] y Cgl) [a, b] los correspondientes espacios
de funciones a valores complejos. Ahora estamos en condiciones de definir a la ecuacién
diferencial que estudiaremos.

Definicién IV.1 Llamamos sistema (regular) de Sturm-Liouville a la ecuacion difer-
encial
—h" +qh—=Xh=Ff

donde \ €C, q € Cla,b] y f € L?[a,b] sujeta a las condiciones de frontera
() a.h(a) + ai.h'(a) =0
() B.h(b) + B1.h'(b) =0

donde o, a1, 3, 31 €R tales que o® + a2 #0 y 5%+ B £ 0.

Se definen ahora los siguientes conjuntos, el estudio de las funciones sobre dichos
conjuntos junto con la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias nos permitiran resolver
el problema de Sturm-Liouville.

D, :={he€ Cg)[a, b] : b/ es absolutamente continua, h” € L£2[a,b], y satisface (IV.1)}
Dy:={h e C((Dl)[a, b] : 1 es absolutamente continua, h” € £2[a,b], y satisface (IV.1)}
D =D, N D,

Entonces D resulta -claramente- un C-espacio vectorial y L : D — £2[a, b] definido
por Lh := —h” + q.h es un operador lineal.

Definicion IV.2 Si L es el operador definido arriba, el problema de Sturm Liouville es
el de, dados \ €C y f € L*[a,b], encontrar si existe h € D tal que (L — \.I)h = f.

Observacion 1V.3 En el lenguaje del andlisis funcional el problema se traduce a ver para
que valores de X\ f pertenece a R(L — \.I).
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En lo que sigue nos reduciremos a estudiar tan sélo los casos para los que L : D —
L?[a, b] resulte un operador inyectivo, y con el Lema IV.14 de esta seccién veremos que
siempre podemos reducirnos a tal caso. Llamaremos (x) a la condicién { L inyectivo} = por
definicion= { Si h € Dy Lh = 0 entonces h =0 }.

Observacién IV.4 Como se anuncio mediante el Lema IV.14 veremos que siempre pode-
mos reducirnos al caso de L inyectivo, mds precisamente veremos que para el caso de L
génerico podemos encontrar un p €IR tal que el operador L — pul sea inyectivo, de manera
que si definimos a ¢ == q—p y a L por Lh = —h" + q-h dicho operador cumple (x) y
luego podremos encontrar una solucion para este operador, cabe notar que las soluciones
se corresponden de manera obuvia.

Lema IV.5 (Resultado de ecuaciones diferenciales ordinarias: vease por ejemplo [Rey Pastor])

Sean o, a1, 3, 1 €R tales que a?+a? # 0y 3%+ 37 # 0; entonces existen h, € D,
vy hy € Dy funciones no identicamente nulas y a valores reales tales que Lh, = 0 = Lhy

Observacién IV.6 Si W(zx) es el Wronskiano de dichas soluciones (hq y hy)

ha h
W(z) = det( n hz ) = hg.hly — h'

entonces W (z) es una funcion derivable en R, y W'(x) = hq.hj — hi.hy = ha.(¢hs) —
(q-hq).hy = 0. Luego W (x) es una funcion constante. Definamos a ¢ := W (a).

Lema IV.7 Supongamos que vale (x) y que hg y hy vienen dadas por el lema anterior.
Entonces W = ¢ #£ 0.

Demostracion:

Ya se vi6 en la observacién IV.6 que W(z) es un funcién constante. Supongamos
que esa constante sea nula, (i.e.: ¢ = 0) entonces h, y hy son linealmente dependientes.
Como h, y hy son reales, existird A €IR tal que hy(a) = \. hq(a) y hy(a) = A.h)(a). Luego
hy esta en D, pues (por IV.1) a.hy(a) + ai.hy(a) = a.X.he(a) +ar. AR, (a) =0,y Lhy = 0.
Por hipétesis se cumple (%) y hy = 0 contradiciendo las hipétesis del lema anterior. Ergo
¢ # 0 como se afirmé. O

Llamamos funcién de Green para L a la funcién g : [a,b] x [a,b] —C definida
por la regla
Lha(z).hy(y) sia<z<y<b
9(x,y) =
Lha(y).ho(z) sia<y<a<b

En el proximo teorema vermos que si definimos a un operador integral G tomando a la
funcién de Green como su nucleo, entonces este operador compacto es el inverso a izquierda
y derecha de L. Veremos a este teorema después de unos resultados técnicos.
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Lema IV.8 Si g(x,y) es la funcion de Green para L, entonces g es una funcion real
continua y simétrica (i.e: g(x,y) = g(y,x)).

Demostracion:

Por su definicién ¢ €IR; hq(s) y hp(s) son funciones reales por IV.5, por lo que g
es real. La funcion g es simetria por su definicién, y ademas el hecho de que las funciones
continuas g |(a<z<y<t} ¥ 9 |{a<y<we<b}, que evidentemente son continuas, coincidan es la
interseccién de los intervalos de definicién ({(z,y) : @ < x =y < b}) luego por el ”pasting

lemma” (cf.[Munkres, Theorem 7.3]) g resulta continua. O

Teorema IV.9 Supongamos que vale (%), y sea G : L%[a,b] — L>[a,b] el operador integral
definido por

@ @)= [ o0 S dy

FEntonces:

1. El operador G es compacto.
2. G es autoadjunto.

3. R(G) =D.

4. LGf = f Vf € L*a,b].

5. GLh=h YheD.

Demostracion:

1: Esto deviene del hecho de que G es un operador integral, y ya vimos en (?7)
que todo operador integral es compacto.

2: El hecho de que G sea autoadjunto se desprende directamente del lema ante-
rior, y el ejemplo 59 de la seccién de Espacios de Hilbert pues g(z,y) = ¢(y,z) donde
corresponde.

3: Veamos primero que Ran(G) C D. Para hacerlo, dada f € L%[a,b], y h :=
Gf € L£?[a,b] definimos

@)=+ [T hal) sy v @ = [ ) S dy (IV.10)

luego
h(z) = [lg(z.y).f(y)dy

= [T ha(z)hy)-f(y) dy + 2 haly)-ho(2).f(y) dy

= ha(z).Hy(z) + Ha(z).he(2)
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Derivando en (IV.10), A’ resulta absolutamente continua, y h' = (%.ha. f) ey +

Hgy.hyy + hj.Hy + hg. (%.hg,f) = Hg.hy + h),.H, (p.p.). Ya que a priori solo puedo
afirmar la igualdad p.p. aunque en este caso particular, como veremos, vale siempre.

Si, por ejemplo, deifinimos ® := H,.h; + h,,.H;, (es absolutamente continua) y
U(z) := h(a) + [T ®(y) dy otra funcién absolutamente continua (absoluta continuidad de
la integral, cfr. [Whe-Zygmund]) entonces tenemos que h(a) = ¥(a) y ademés b’ — ¥’ =
0 p.p.. Por un resultado del andlisis real (op. cit.) h(z) = ¥(z) para todo z en [a,b]. De
esta manera vemos que, como ¥’ es continua, A’ también lo es.

Derivando una vez més en (IV.10) obtenemos

1 -1
B :<C,ha,f) Ry + Ha.hy + bl Hy + (C.hb.f) R L%[a,b). (IV.11)
~—_——— N—_— —m—
e €L2 eL? 2

J% hy y)dy = 0y hy € D, entonces 0 = ahgy(a) +

a

Y finalmente H,( %
ag.hl(a) = ah ( ).-Hy(a )+a1 h!(a).H, ( )— ah(a)+a1.h/(a); por lo cual h € D,. Usando
que Hy(a) = ifb he(y).f(y)dy =0y hy € Dy resulta que h € D.

4: Sea h = Gf luego
Lh = =W tgh = (Lhahff + Hohfl + hlHy = L by f) +
+q. (Hg-hp, + ha-Hp)
(—hy +q.hy) Hy + (—hy + q.ha) Hy+

% (hlyhy — ha.hy) . f
—_—
W (z)=c

= 7

5: Dado h € D, Lh € £? resulta que L(GLh) = Lh si y sélo si 0 = L(GLh — h)
que por (x) se verificard si y sélo si GLh = h. O

Observaciéon IV.10 Notese que (x) implica que 0 no es autovalor de L, y por el teorema
anterior 0 tampoco es autovalor de G.
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Corolario IV.11 Supongamos que vale (x).Sean h € D, y A € C tales que Lh = \h
entonces Gh = %h. Reciprocamente si h € L2 y A € C luego h € D y Lh = \h.

Demostracion:

” Stupid is what stupid does”, como dijo el amigo Forrest Gump.

Lema IV.12 Supongamos que vale (x) y sea A € 0,(G) entonces dim(Ker(G— X)) = 1.1

Demostracion:

Sabemos que dim(Ker(G — AI)) > 1, ahora supongamos que la desigualdad es es-
tricta, es decir que existe un par devectores linealmente independientes hq, hy en Ker(G —
AI); por el corolario anterior hi, hy € Ran(G) = D luego ellos (y cualquier combinacién
lineal de ellos) satisfacen —h} + (¢ — %)h, =0 4 =1,2. La teorfa de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias nos dice que el espacio (vectorial) de soluciones de esta iltima ecuacién
tiene a lo sumo dimensién 2, por lo que toda soluciéon deberd ser combinacién lineal de hq
y ho. Esta es una contradiccién ya que de ser asi esto implicaria que toda solucién de la
ecuacién satisface (IV.1) y (IV.1), lo que es claramente absurdo. O

Teorema IV.13 Supongamos que vale (x) luego existe una sucesion (Ap)nein de nimeros
reales y una base ortonormal {e, nev de L%[a,b] tales que:

LO< M < <M <oy W] "=
2. e, € Dy Le, = \,.e, para todo n €IN.
3. SiA# N\, Vny f € L? entonces existe un tnico h € D tal que (L — A\I) h = f.

4. Si A = \, para algiin n y f € £? entonces existe h € D tal que (L — A)h = f sii
(f;en) = 0. En tal caso todo par de soluciones difiere en un multiplo de e,.

Demostracion:

1 y 2: Cabe notar que GG es un operador compacto y autoadjunto, luego por el
Teorema ??, G puede ser diagonalizado como G = 3", <y A, P, donde P, es la proyeccién
ortogonal sobre Ker(G — A, I). Sea e, un vector normalizado en Ker(G — X, I). Por
el Lema IV.12 y el teorema de diagonalizacién de operadores compactos autoadjuntos se
sigue que G = Y N, (-;ep).€n luego Gen, = 3, c v A (€m; €n)en = A, €m. Asi, definiendo
Ap 1= i (recuerdese la Observacién IV.10 que dice que 0 no es autovalor de G) obtenemos
que Le, = \,.e, para todo n en IN. Dado que el teorema nombrado asegura que X, tiende
a cero, vemos que |\,| — oo cuando n — oo. Por el Lema IV.12 se tiene que a lo sumo dos
autovalores tienen el mismo valor absoluto, luego podemos reordenarlos de manera que se
cumpla la condicién pedida en 1.

Tverpg253 del rey
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3: Del teorema anterior deducimos que Lh—Ah = f siy s6losi h—A(Gh) = Gf. Si
A # A, Vn entonces 3 = % € 0,(G) = 0,(G*) y por (cfr. [Conway, Corollary 4.15]) G — +
es inversible. Luego dado f € £%[a,b], existe un tinico h € £2[a,b] tal que Gf = (+ — G)h
de manera que aplicando L a dicha igualdad obtenemos que f = L (%h) - A (%h) y asi h
estd en D.

4: Por ultimo sea n €N tal que A = \,. Si Lh—A,h = f entonces h—\,Gh = Gf.
Con lo que el producto interno

(Gfien) = (hyen) — M(Ghsen) = (hjen) — An(h; Gey) =
= <h§ 6n> - )\n<h§ /\%Len> = <h; €n> - <h; €n> =0

asi deducimos que 0 = (Gf;en) = (f;Gen) = ﬁ(f;%); y f es ortogonal a e, como se
afirmaba.

Del lema anterior Ker(G — i) tiene dimension 1, i.e. Ker(G — %) =< e, >.

Definiendo a N :=< e, >T obtenemos un subespacio de manera que GWN) C Ny
G(Nl) C N, o sea N es un espacio de Hilbert sobre el cual el operador G := G In es
compacto y autoadjunto, aunque en este caso A\, & 0,(G1), y por el recién citado corolario
Ran(G — \,) = N. Luego las cuentas de 3) pueden ser repetidas y f resulta oretogonal
a e,. Analogamente 3'h € N tal que Lh — A\,h = f, pero en £? hay infinitas soluciones,
todas las de la forma h + a.e, para a €C , y sélo esas. Es decir todo par de soluciones
difiere en un multiplo de e,,. O

Lema IV.14 Dado el operador de Sturm Liouville L : D — L?[a,b] definido por Lh =
—h" + gh siempre existe p €R tal que L — pl es inyectivo.

Demostracion:

1. Si h,g € CW]a,b] tales que k', ¢ son absolutamnete continuas, y h”,¢" € L£?[a,b]
entonces

[o g —hgNdt = (=W .g—hg) o+ [PIW.g —N.g)dt
= [1'(b).g(b) — R(b).g'(b)] — (IV.12)

—[W(a).g(a) — h(a).g'(a)]
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2. Si h,g € D, es decir cumplen ademds (IV.1) y (IV.1), entonces veamos que L es
autoadjunto

(Lhig) = (h;Lg) = (=h"+qh;g) — (h;—¢" + q.9)
= flf —h".g + (g.h).gdt — fab —g".h+ (¢q.9).hdt
— b_ " _ b_ 7
[, —h".gdt — [ —h.g"dt
= = [JWg — g dt

= [W(b).g(b) = h(b)-g'(b)] = [I(a).g(a) — h(a).4'(a)]

sélo resta ver que este ultimo miembro es igual a
[(1(8).9(6) = h(b).-g (b)) — %2 (3.1 (b) + B.h(b))] +

+[(W(a).g(a) = h(a).g'(a) = L2 (a1 (@) + a.h(a))]

aq

1

B W (b). (g(b) - %ﬂl) — h(b). (g’(b) - %g(b)) + (IV.13)
+h'(a). (g(a) - %?-041) — h(a). (gl(a) — a%g(a))
= 0—0+0—0=0.

Notese que estamos suponiendo que «p y (31 son no nulos, lo cual no es nece-
sariamente cierto; para terminar la demostracién correctamente deberiamos dividirnos en
distintos casos (las condiciones impuestas obligan a que no se den los casos « =0y a3 =0
ala vez, o § = (3 = 0) y hacer una demostracién distinta (pero andloga) para cada uno
de ellos. Dejamos esta tarea a cargo del lector.

1. Seanh,g € Dy A\, u €R, A # ptalesque h € Ker(L—\)y g € Ker(L—ul) entonces
(h;g) = 0, porque A.(h; g) = (Lh; g) = (h; Lg) = p.(h; g) luego (u—A).(h;g) = 0 =
(h; g) como queriamos ver.

2. Terminamos la demostracién del lema mostrando que existe u €IR tal que Ker(L —
plI) = (0). De lo contrario para todo p €IR, existe h, # 0 tal que (L — pl)h, =0,
de esta manera podemos construir un sistema ortonormal {h,},cr de la misma
cardinalidad que IR, la potencia del continuo, que es estrictamente mayor que la
dim(£2[a,b]) = Vo (vease ej 2.2 de Espacios de Hilbert), lo que es absurdo (cf.
[Halmos2]) como se ve en la seccién de espacios de Hilbert. Queda asi probado el
lema. O
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ALGEBRAS DE BANACH

V.1 Generalidades, espectros e ideales

Un algebra V' sobre el cuerpo K es un espacio vectorial con producto entre vectores, que
hace de V un anillo tal que: si v,w € V' y o € K entonces a(vw) = (av)w = v(aw).

Definicién V.1 Se dice que (A,| ||) es un dlgebra de Banach si (A,| ||) es un espacio
de Banach y al mismo tiempo A es un dlgebra sobre C, cumpliendo las siguientes dos
relaciones entre el producto y la norma:

labll < lall 6]
[Mall = 1

Cumpliéndose esta ultima cuando el dlgebra tiene unidad. Un algebra de Banach
B sin unidad puede incluirse como ideal en un algebra de Banach B! con unidad de la
siguiente manera: B! = {(\,b) : A €C,b € B)}, definiendo:

(A 0)+ (v.¢) = (B+7,b+¢)
(A 0).(v,0) := (Ay,Ac+ b+ be)
IO = A+ []o]]-

Ejercicio 1 Probar que B! asi definida es un dlgebra de Banach con unidad (1,0). Probar
que B — B isométricamente y que B es un ideal mazimal de B'.

Este resultado nos permite en la mayoria de los casos trabajar con algebras con
unidad, y salvo indicacion contraria, en lo sucesivo algebra de Banach referira a algebra

de Banach con unidad. Cuando precisemos una unidad, supondremos a nuestra algebra
AcC AL
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Notese que se puede suponer a los complejos incluidos en A, pues o +— aly es
un isomorfismo isométrico con su imagen. Ademads, mediante esta identificacion, resulta
14 =1, asi que no vamos a hacer la distinciéon de ahora en adelante.

Puede darse un producto para el producto (en el sentido de espacios normados) de
algebras de Banach: si (a,b) y (¢,d) € A x B, definimos

(a,b)(c,d) = (ac,bd).
1@, 0)l = llall 4 +[bll 5

Ahora,
[, b)(c,d)[| = llacl| + [|bd]
< llallflell + 1ol i<l
< Aallliell + ol 1l + llal 1]l + foll f<l
= (lall + Tl Clell + 1l<l)

= [la,0)[[[(c;d)]

En todo espacio normado A, se cumple que la funciones + : A x A +— A (definida
por +(a,b) =a+b)y A: A— A (definida por A(a) = Aa) son continuas (ver 1.3 y 1.2 al
comienzo del Capitulo I). Ademds, en un algebra de Banach la funcién z : A x A — A,
definida por z(a,b) = a.b, es bilineal y continua.

lab—cdl| = |lab— ad + ad — cd]|
< ||ab — ad| + ||ad — cd||
< llalllo —dlf +|d]| la — c]|
< (lall + l[dl) (1o — dl| + [la — <[[)
= (lall + lidll) (I, b) = (¢, d)[])
< (l[(a, 0) ]l + ll(c, d)]1) (ll(a, b) = (e, d)]])

Donde el primer término del producto anterior se mantiene acotado con mantener
acotado [|(a,b) — (¢, d)]| .

Precisaremos una nueva nociéon de morfismo de algebras de Banach: la vieja nocién
de morfismo de espacios de Banach, mas el agregado de ser un morfismo de algebras
(morfismo de anillos con f(A\) = A si A € K). De la misma manera, diremos que dos
algebras de Banach son isomorfas (o equivalentes) si existe entre ellas un isomorfismo de
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espacios de Banach (extensivamente: transformacién lineal isométrica) que es al mismo
tiempo un (iso)morfismo de dlgebras (extensivamente: isomorfismo de anillos con f(A) = A
siAe K).

No debemos olvidarnos de que las dlgebras de Banach son también espacios de
Banach, ni de que los morfismos de algebras de Banach son también transformaciones
lineales continuas. Como tales, estas ultimas tienen norma finita.

V.1.1 Ejemplos de dlgebras de Banach:

Todos estos espacios son espacios de Banach y en su mayoria fueron tratados en el Capitulo
II. En cada caso, mostraremos la operacién producto y el elemento unidad (cuando exista),
y probaremos la desigualdad V.1

Ejemplo 67 B(FE), con E espacio de Banach con la composicion como producto.

Ejemplo 68 Es claro que es una dlgebra con unidad y (salvo el caso dim(E)= 1) no
abeliana.

Ejemplo 69 L>®(F,u) ={f: E+~—C, f es u—medible y existe Q con sup{|f(Q)|} < o0
y w(F\Q) = 0}. (F,u) espacio de medida o—finita. Las operaciones se definen puntual-
mente, y || fllo, = Inf{\ :existe Q con sup{|f()|} = X y u(F\Q) = 0}. Tomando Qf
tal que sup{|f(Qf)|} = [[fllo con u(F\Qy) =0 y Qq tal que sup{|f(Q)|} = |lgll,c con
u(F\Qy) = 0 resulta que Q= 9,19y verifica supl| fo()[} < |l ol v #(F\D) =0,
con lo cual || fgll o, < /11 gl

La funcion constante 1 es la unidad de este espacio, y es un dlgebra de Banach
abeliana.

Ejemplo 70 [*° = L*°(N,d), donde d es la medida discreta (d(A) = #(A)) Cp(A) ={f :

A —C tal que f es continua y acotada} con A un espacio topoldgico localmente compacto.

Las operaciones se definen puntualmente y la norma es || f||., =sup |f(x)|. En realidad,
€A

este espacio es una subdlgebra cerrada (y por lo tanto completa) de 69.

Ejemplo 71 [*°(I) = {f : I —C, tal que sup|f(I)| < oo}, con I un conjunto cualquiera
de indices. Tomando en I la topologia discreta, queda I localmente compacto, y 1°°(I) =
Cy(I), y que en esta topologia todas las funciones son continuas.

Ejemplo 72 [*°(N) = [*°. FEste espacio también es un caso particular de 69.

Ejemplo 73 C(K) donde K es compacto topoldgico. En realidad este es un caso partic-
ular del 70, pero debido a su importancia se enuncia separadamente.



148 Algebras de Banach

El producto, asi como la suma, se define puntualmente, es decir
(fo)(x) = f(z)g(x)
1f9llc =sup f(z)g(x)
zeEK
<sup [f(x)| sup |g(z)|

rzeK zeK

= [1£ll 9/l

Como casos particulares importantes, tenemos los siguientes dos:

(a) C* = C({1,...,n}).
(b) C(A) (Con A ={z €C: |2| < 1})

Ejemplo 74 Co(Q2) ={f € C(Q) con{z: |f(z)| > €} compacto Ve > 0} con Q un espacio
topdlogico localmente compacto, con las mismas operaciones que para 73. Si  es un
espacio compacto, entonces el espacio es el mismo 78 y tiene unidad. Si§2 no es compacto,
el espacio no tiene unidad (pues si e fuera la unidad, ef = f Vf implica e(z) f(x) = f(x)
VaVf. Como el espacio es localmente compacto, para cada x podremos construir (es un
corolario simple al Lema de Urysohn, ver [Munkres][Chapters, Theorem3.1]) f de soporte
compacto, con f(x) # 0, con lo cual f € Cy(R2), y entonces e(x) = 1Vz, perol ¢ Cy(2) ).

Podemos incluirla en un dlgebra con unidad de la siguiente manera: Tomando 2 C
' = QU{oo} la compactificacion puntual de Q (ver 1.66), y tomando ¢ € Cy(R2),construimos
¢ definiéndola igual a ¢ en Q y definiendo ¢(c0) = 0. Es facil verificar que ¢ resulta
continua en ', y que la aplicacion ¢ — ¢’ es un monomorfismo de dlgebras de Banach.
En consecuencia resulta Cy(2) C C(Y), y esta dltima tiene unidad (73)

Nétese que C(Y) no es isométricamente isomorfa Co(2)1, aunque hay entre ellas
un isomorfimo algebraico que es homeomorfismo.

Ejemplo 75 L'(IR) = {f :R—C tal que [ |f| < oo}. El producto en este espacio se
R
llamard convolucion y se notara por . Se define de la siguiente manera: (f % g)(s) =/

f(s—=1t)g(t)dt. La operacion es simétrica, asociativa y distributiva con respecto a la suma
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(ver 1.50). Resta, sin embargo, probar V.1.
I1f *gll 1 Zl_zf%|(f*g)(5)|d5

ds
R|R

=/ ‘f f(s —t)g(t)dt

<[ J [f(s = t)g(t)| dids
RIR
ZI{U{Q [f(s =)l 1g(t)| dsdt (Fubini)

=/ lg@®)| | |f(s—1t)|dsdt
R R

=/ 9@ fll: dt
R

= gl lI£1l e

Ejemplo 76 S subdlgebra cerrada de B(E), E espacio de Banach. Por ejemplo, los ope-
radores compactos, los operadores traza, los operadores Hilbert-Schmidt.

Ejemplo 77 H*>® = {¢ : A —C tal que 1) es holomorfa y acotada}
Ejemplo 78 Algebm del disco= {1 : A —C tal que 1) es holomorfa en A y1) es continua}.

Definicién V.2 Notaremos como A* = {elementos inversibles de A} ={a € A:3Ibec A:
ab = ba = 1}.

A semejanza de B(E), demostraremos los siguientes resultados.

Lema V.3 Sea A un dlgebra de Banach, b€ A y ||b—1|| < 1, entonces b € A® (o0 sea, b
es inversible)

DEMOSTRACION:
La serie °7°,(1 — b)! converge (es de Cauchy por la hipétesis) y ademas,

So(1=0) —bXZ(1 =0 =(1-0)XZ(1 )
= limy o0 21 o(1 = b)(1 — b)°
= limy, 0o 311 (1 — b)?

— g1 - ) - 1,
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entonces b3 :°(1 — b)! = 1 y analogamente (325°,(1 — b)")b = 1.
Ademas podemos acotar Hb*1|| < m, pues

o= = Jim 3230 (1 = B)'|

n—oo

< lim Y 1 b

Hay otra forma equivalente del mismo lema que a veces resulta més ttil: si ||b|| < 1,
entonces b — 1 € A®.

Ejercicio 2 Demuestre que ||b|| < 1, entonces b — 1 es inversible.

Lema V.4 En un dlgebra de Banach A, sia,b € A, a es inversible y ||ja — b|| < ﬁ,entonces
b es inversible.

DEMOSTRACION:
Sia es inversible y |la — b|| < ﬁ entonces |1 — a™1b|| = |la= a = b)|| < |[a7 || |la — b]| <

1. Entonces a~'b es inversible con lo cual b tiene que ser inversible.O
Lema V.5 A® es un abierto de A.

DEMOSTRACION:

Es una consecuencia inmediata del Lema anterior.O0
Definicién V.6 Definiremos el espectro también como en B(E):
oala) ={ e C:a—- A1 ¢ A°*}
Observaciéon V.7 Si f: A — B es un morfismo de dlgebras, a € A y\ ¢ o4(a), entonces

a—A€A* =1=bla—A)=(a—N)b

= f(a) — A€ B*®

= A ¢ op(f(a)).

Entonces op(f(a)) C oa(a). En particular, si f es un isomorfismo de dlgebras, resulta
que op(f(a)) = oa(a).
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Lema V.8 f: A®* — A® definida por f(a) = a™! es continua.

DEMOSTRACION:
at—b7! =a"(a—b)b7!, y entonces |la=t — b7 < |la7Y|[ja — ]| [[b7!]]. Nos
resta ahora acotar ||b=![|. Pero b=! = (32724(1 — a~'b)")a™!, y entonces

= < (EZ0a™ (@ =) fla=*]

< Jla= 322 = lla — o]’

, v suponiendo |la —b|| < 2”%1”, queda [[b7!|| < 2||la!||. Entonces, si |ja—b| <

min{m, } tenemos [ja™! —b7!|| < e. O

€
2[la=1?
Lema V.9 o4(a) es un compacto no vacio del plano complejo

DEMOSTRACION:

Si |A| > |la|| entonces A # 0y |[(1— %) — 1| < 1. Entonces 1 — ¢ es inversible y
por lo tanto a — A1 también. Luego o4(a) es acotado. Ademés el morfismo f :C— A dado
por f(A) = a—\es continuo y ca(a) = f~1((A*)¢). Entonces o4(a) es cerrado y acotado,
y en consecuencia compacto.

La demostracion de que el espectro es no vacio es similar a la de B(F) y es una
aplicacién del teorema de Liouville en su versién vectorial.O

Teorema V.10 (Gelfand-Mazur) Si A es un dlgebra de Banach de division (no nece-
sariamente conmutativa), entonces A =C.

DEMOSTRACION:
Sia € A, existe A € 04(a) entonces a — A ¢ A* = A — {0}, entonces a = A\.O

Por economia, en sucesivo ideal serd sinénimo de ideal propio. Es claro que un
subespacio maximal en un espacio normado es o bien denso o bien cerrado (ver 1.16).
Un ideal maximal, en cambio, nunca es denso. Mas adelante probaremos que es siempre
cerrado.

Lema V.11 SiJ es ideal de un dlgebra de Banach A entonces J (la clausura métrica) es
también un ideal de A.

DEMOSTRACION:

Dado x € J 3(zp)new C J tal que x = lim,, .o 2, entonces axr = lim,,_oo ax, € J.
Por otra parte, como la clausura de un subespacio es un subespacio (ver 1.13), sélo resta
ver que J # A. Dadoa € J, |1 — a|| > 1 (pues si no, a es inversible) y entonces ||1 — b|| > 1
Vb € J . Entonces 1 ¢ J.O

Notar que si M es un ideal (a izquierda o derecha) maximal entonces tiene que ser
cerrado.
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Ejercicio 3 Si A es un dlgebra de Banach y I un ideal (a izquierda o a derecha) cerrado
de A, entonces el cociente A/I en el sentido de espacios de Banach es un dlgebra de
Banach con las operaciones inducidas.

Veamos un ejemplo acerca de los ideales de C'(K).

Proposicién V.12 Si K es compacto e I es un ideal cerrado de C(K), entonces existe
F C K, cerrado tal que I = Ip :={f € C(K): f(F) =0}

DEMOSTRACION:

Llamemos Ker(g) := {z € K : g(x) = 0}.

Sea I = ey Ker(f). Estd claro que F' es cerrado y que I C Ip. Probemos
que I es denso en Ip.

Sea 1 € Ip. Sabemos que F' = sy Ker(f) C Ker( ) C {z € K :
l(x)| < e} := E. E es abierto y E° C Uye; Ker(f)°. E° es compacto y los
Ker(p)© son ablertos Entonces EcCUY, Ker(fi)y Niz 1Ker(f1) CE.

Si f == Y0 ffi = Y0 [ filPresulta que Ker(f) = My Ker(f;) € E
Ademas, f es una combinacién lineal de elementos f; y por lo tanto pertenece
al.

De la compacidad de K se deduce que existe un ntimero positivo § tal que
{r € K: f(x) < 6} C E (Témese un subcubrimiento finito de |J {f(z) >

ned
2} D K\E).

Sea fs = max(f(x),d) y sea s = % 1. Es claro que 15 pertenece a I,
pues f pertenece a I y éste es un ideal.

Como f < fs, resulta que [¢(x)| > |15(z)].

Sis(x) # ¥(x), f(x) < § yentonces [1p(x)| < €, conlo cual |¢(z) — Ys(z).] <
()] + [vhs(x)] < 2e.

Entonces, dado un € > 0 existe ¢5 € I tal que || — 5]/, < 2¢. Entonces
I es denso en Irp. Como I es cerrado I = Ig.O0

Ejercicio 4 Si I es un ideal mazimal de C(K), entonces existe x € K, tal que I = I, ==

{f e C(K): f(z) =0}
Ejercicio 5 Si f € C(K), entonces oa(f) = Im(f).

V.2 Algebras abelianas y el espectro de caracteres

Definicién V.13 Si A es un dlgebra de Banach abeliana (i.e. el producto es conmutativo),
se llamard espectro de A (ahora se notard x ) al siguiente subconjunto de A* (probaremos
la continuidad mds adelante):

xa ={h: A Ces un morfismo de dlgebras ;h(1) =1}

A sus elementos los denominaremos caracteres.
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Hay una correspondencia biunivoca entre ideales maximales y caracteres, dada por

hid K er(h). Siempre el nicleo de un caracter es un ideal maximal, puesto que si h(z) # 0,
entonces 1 — % pertenece al nicleo de h, y 1 = (1 — %) + %wx Ademas, como los
caracteres son en particular funciones lineales, su ntucleo es un subespacio maximal.

Por la discusién anterior, x4 C A*, puesto que los ideales maximales son cerrados.
Pero puede afirmarse més, y es que x4 C 0B4+ (La cdscara de la bola unitaria de A*). Si
un caracter h tuviese norma mayor que 1, entonces existirfa x tal que |h(z)| > ||z||; con
lo cual el elemento 1 — % seria inversible (por V.1.1), y esto es una contradiccién pues
pertenece al niicleo de h. Como pedimos ademds que h(1) = 1 resulta que ||h|| = 1.

La aplicacién 6 es inyectiva, ya que como 1 ¢ Ker(h) y Ker(h) es maximal como
subespacio, entonces A = Ker(h) + (1) (En el sentido de C -espacios vectoriales), y
entonces si Ker(h) = Ker(j), y ademés h(1) = j(1) = 1, h y j conciden en todo A, es
decir, h = j.

Para ver que 6 es suryectiva, bastara construirse un caracter cuyo nucleo sea un
ideal M maximal dado. Para ello, observemos que el cociente A/M es al mismo tiempo
de divisién (por ser M maximal) y un algebra de Banach (por ser M cerrado). Por el
teorema de Gelfand-Mazur (V.10) A/M =C, y entonces 7 : A — A/M =C (la proyeccién
al cociente) es el caracter precisado.

Claramente un ideal que es maximal como subespacio es maximal como ideal, pero
es interesante observar que como corolario del resultado anterior, todo ideal maximal en
un algebra de Banach es maximal como subespacio.

Ahora tenemos una nueva caracterizacion de A®: los inversibles son los que no
pertenecen al nicleo de ningiin caracter, ya que x es inversible si y sélo si x no pertenece
a ningun ideal maximal.

Ejercicio 6 Caracterizar xco(x), con K un espacio topoldgico compacto.

V.3 La transformada de Gelfand

Definiciéon V.14 Se define la transformada de Gelfand de x € A como la funcién o

xa — C definida pO’I“/m\' (h) = h(z). La funcion % es continua (tomando a x4 con la
topologia o(A*, A) de A*) pues es la restriccion a x4 de la vieja funcional T de A**.

Definicién V.15 Se define la transformada de Gelfand de A como la funcion " : A —

A

C(xa) definida por "(x) =2, La funcion " es un homomorfismo de dlgebras continuo,

ya que ‘fz\: (h)‘ = |h(z)| < ||z||, entonces HQ:H < ||z|| con lo cual ||| < 1. Como ademds
A (o]
1 (h) = h(1) =1 resulta que ||| = 1.

Sabemos para un dlgebra cualquiera A que si h es un caracter de A y x un elemento

cualquiera de A, entonces x — h(x) resulta no inversible pues pertenece al nicleo de h y
entonces h(z) € o(z). Reciprocamente, si A € o(x), entonces A — x no es inversible y por
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lo tanto pertenece al niicleo de algin h, de ahi sigue que A = h(z). Entonces tenemos que
la transformada de Gelfand de x es una funcién suryectiva de x4 en o(z).

Podemos encontrar exactamente quien es HJ/I\:HOO :
2] =sup{® (h):hexa)
= sup{h(z) : h € xa}
=sup{[A| : A € ()}

Definicién V.16 Si A = B(E), esta cantidad se conoce como radio espectral del
operador x. Definiremos para x en un dlgebra de Banach, r(x) := sup{|\| : A € o(z)}

V.4 Teorema de la aplicacién espectral

Al igual que en B(FE) y con idéntica demostracién, si p es un polinomio de coeficientes
complejos, y © € A un élgebra de Banach, o(p(x)) = p(o(x)).

V.5 Formula del radio espectral

Probaremos que 7(z) = lim H:E”H%
n—oo

n n
A€o,(@) = A" Eoa(a") (Por el teorema de la aplicacién espectral)

= A" < r(a) < [|a")|
n 1

= A < [l2»

= r(z) < [

= r(z) <liminf |[2"|
n—oo

1 )
Quisieramos ver que r(z) >limsup ||z"||» con lo cual quedaria demostrado que el
— 00

n
limite existe y que r(x) es igual a él.
Para ello se utilizardn como argumento teoremas de series complejas en sus ver-
siones a valores vectoriales.
Consideremos U = {z €C: |z| > 7(x)} y ¢(2) = (z—x)"ten U, con su consiguiente
a

desarrollo de Laurent en la misma regién: ¢(z) = > %2. También vale que p(z) =3
n>0 n>0
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IZ; (serie geométrica) bien definida en |z| > ||z||. Por la unicidad del desarrollo de

Laurent en el dominio {z : |z| > ||z||}, los coeficientes de las series tienen que coincidir
y se deduce que z"~! = @, y por lo tanto podemos extender la validez de la segunda

igualdad ¢(z) = > IZ; " ala regién U de la primera. Pero ahora, podemos usar la
n>0

1
formula de Hadamard que dice que la serie diverge para |z| <limsup ||2"|» y entonces
n—oo

lim sup HLU”H% < r(x).
n—oo

V.6 El espectro y la distancia Haussdorff

El estudio del espectro o, que esta estrechamente ligado al de las algebras de Banach y
de operadores, puede pensarse como una simplificacion del estudio del enorme objeto A°®.
Identificando a € como la copia del plano complejo incluida en A (mediante A — Aly),
resulta que o4(x) = ((A®)¢ + 2)NC, ya que

A€oy(x) Sax—A¢gA®
Sk=XA—xe(A%)°

S A=k+xconke (A%

O sea que el espectro no es mas que una fina (unidimensional) tajada bien elegida
de (A*)c. Por eso, cuando estudiamos el espectro complejo como funcién del operador (la
funcién o4 : A —Subconjuntos(C)) no debemos asombrarnos de que su comportamiento
parezca obedecer a leyes externas, simplemente estamos viendo una pequena porciéon de
la realidad (sin ir mas alla de las tres dimensiones, imaginemos el asombro de un ser
bidimensional al observar como sumergimos (en forma suave) nuestro dedo cilindrico en
su mundo plano). Por ejemplo, es posible encontrar una sucesién de operadores cuyo
espectro conste de un tnico punto, que tiendan a un operador con un espectro mas grande
(ver ejemplo méas adelante).

La distancia de Haussdorff h es una métrica en el espacio H(X) de los conjuntos
compactos (no vacios) de un cierto espacio métrico (X, d) completo. Esta distancia sigue
una idea bien intuitiva respecto de la cercania o lejania de los compactos (en realidad,
también de la similitud y diferencia entre ellos) y por ejemplo la distancia entre dos
puntos es la misma distancia original de X.

Puede probarse ademds que el espacio métrico (H(X), h) es completo y es rico en
propiedades. Para una referencia completa, véase [Barnsley].

Si G, K son dos compactos no vacios de X, la distancia h entre ellos se define de
la siguiente manera:

h(G, K) = max{max d(z, G), max d(y, K)}
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Es claro que h queda bien definida asi, que es simétrica y que h(G, K) = 0 si y s6lo
si G = K. La demostracién de la desigualdad triangular, en cambio, no es tan sencilla.
Sean A, B,C € H(X). Tenemos que, para a € A,

d(a,C) :Icréiél d(a,c)

Snéiél {d(a,b) + d(b,c)}Vb e B

= d(a,b)+ min d(b,c)

Entonces d(a,C) <min d(a,b)+ min d(b,C)
beB beB
< B
< d(a, B)+ max d(b, C)

<
Ahora max d(a,C) Smax d(a, B)+ max d(b,C)

Similarmente (intercambiando A con C)
max d(c, 4) < max d(c, B)+ max d(b, A)

De lo cual se deduce que

<
h(A,C) < max{réleaj( d(a, B)+ max d(b,C), max d(b, A)+ max d(c,B)}

<
< max{rgleaj( d(a, B), max d(b,A)} + max{rgleaé( d(c, B)+ max d(b,C)}

= h(A,B) + h(B,C)

El siguiente lema quiza aclare un poco la idea geometrica de la distancia Haussdorft:

Lema V.17 A/B € H(X) , ¢ > 0. Entonces h(A,B) < € si y sélo si A C B+¢€y
B C A+e€. (Donde B+ € refiere a |J Bc[b] o equivalentemente {x € X : d(x, B) < €})
z€EB

DEMOSTRACION:
Primero supongamos que h(A, B) < e. Entonces max d(a,B) < €, con lo cual si
ac
a€ A, d(a,B) <eyentonces A C B+ e. Simétricamente, B C A + .

Ahora supongamos A C B+ ¢ y sea a € A. Claramente, existe b € B tal que
d(a,b) < €, con lo cual d(a,B) < d(a,b) < e. Entonces max d(a, B) < e. Suponiendo

ac
B C A + ¢, deduciremos max d(b,A) <eO
€
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Pretendemos encontrar ahora algunas relaciones entre la distancia Haussdorff entre
espectros de operadores y la distancia usual entre los operadores mismos provista por la
norma. Por ejemplo, uno quisiera que si a,, — a, entonces o4(a,) — oa(a).

Podemos asegurar que si A, € o(a,) y A\p, — A, entonces \ € o(a), puesto que
(An, — ay) converge a (A — a) y éste tltimo no puede ser a la vez inversible y limite de no
inversibles (A® es abierto).

Profundizando un poco maés, podemos conseguir una suerte de continuidad lateral
en H(X); esto es: dado € >0y a € A, existe J tal que ||a —b|| < d = o(b) C o(a) + Be.

Supongamos que |x — A| > ¢,V € o(a). Claramente, a — 2 € A®.Por V.4, resulta
que si |[(a—x)—(b—2a)| = [la—b| < m; entonces b — x es inversible; y por lo

tanto ¢ o(b). Como nosotros queremos una cota uniforme en z, veamos que  inf
xdo(a)+e
1

== > - Para eso, estudiemos la funcién f : (o(a) + B¢)¢ —IR. Definida por
f(z) = m Esta bien definida porque = ¢ o(a), y es continua por ser composicién

de continuas. Si|z| > [lal|, por V.1.1, [|(2 —1)7}|| < y entonces f(z) = ﬁ >

1
e =
|x| —||al|, y por lo tanto f(x) L 00 Como su dominio es cerrado, f alcanza un minimo,

—
y éste no puede ser cero.O

Para que h(o(b),0(a)) < €, seria necesario que ademas o(a) C o(b) + Be.

Ejercicio 7 Pruebe que si an,a € A dlgebra de Banach, a, — a y o(a) = {x}, entonces
oalan) — oa(a)

Aunque un ejemplo para la no continuidad estricta del espectro no pareciera ser
facil de encontrar, tenemos uno, debido a Kakutani, en el que a, — a, las a,, son todas

nilpotentes (y por ende o(a,) = {0}) y o(a) # {0} :

Ejemplo 79 Definamos primero oy, = e *, sim = 2F(2s+1). Como esta descomposicion
es unica, el operador A queda bien definido si ponemos Afpy = amfmi1, donde fr, es la
base candnica de 2.

Como oy, = 1 si m es impar (pues m = 2°(2s +1) ), y k > 0 implica oy, < 1,
entonces ||A|l < sup,,>q am = 1.

Ademds, aom = e Lo,
Calculemos el radio espectral de A :

Anfm = Anil(amfm—s—l) = Aniz(amam+1fm+2) = .= (amam+1-'-am+n—1)fm+n
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2t—1 _
HA le = Q3...09t_q

= (204...0pt_9

—(2t—1_
=€ @ 1)a1a2...a2t71_1

L (@) (20720 (20

t—1
t—y 2~
= e k=0

_ ot
— t—2M41

t t t t
Ahora HA2 _1H =sup HA2 _1me > HA2 _1f1H = e!=2 1y entonces
meN

t—2t41 1
= limsupe 2-1 = e~ *. Por lo tanto,

1
lim sup ||A”H% > thllpHAQt_l 21
r(A) > e~ L. En particular, o(A) # {0}.

Ahora, definamos Ay, por

0 sim=2F241)
Akfm =
e F i1 sim #2822+ 1)

k41 Akfm =0stm= 2k(2l + 1)? Ak;fm = Oémfm+1 st m 7& 2k(2l + 1) Ls f(iCZl ver que
Az - 0, y por lo tanto, o(Ax) = {0}.

Veamos que A — A.

e F i sim=2F24+1)
(A—Ag) fm =
0 sim#2F(2+1)

Sea x €12, x =3 Ty fm. Entonces
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2
(A= Al = £ (4 - A0

2

_ —k
= H; Lok (21+1)€ f2’v(21+1)+1

2
— o2k

; Lok (2141)

< e |z)”

Es interesante ver que el ejemplo de Kakutani no fue elegido inutilmente en un
espacio de dimensién infinita. Probaremos que en un espacio de Banach de dimension
N < o0, la convergencia de los operadores implica la convergencia de sus espectros en H(C
).

Sea A un espacio de dimensién finita (dimA = N < o0) y sean ap,a : A — A
operadores lineales (y por lo tanto acotados, ver 1.40). Como en un espacio de dimen-
sién finita las transformaciones lineales estan determinadas por su matriz en alguna base,
fijada una base el espacio de las matrices de n x n y el de los operadores lineales son
isométricamente isomorfos. Abusando un poco de la notacién, fijaremos de una vez una
base (arbitraria) y llamaremos con un mismo nombre a una y a la otra. Tenemos entonces
que A € g(a) siy sélo si xq(A) := det(a — \) = 0. Entonces, el estudio del espectro en
espacios de dimensién finita se reduce al de encontrar ceros de polinomios.

Observemos primero que en el espacio normado de polinomios de grado menor o
igual a n restringidos a un compacto K de C (con la pequena hipétesis de #K > n),
la convergencia uniforme y la convergencia coeficiente a coeficiente son la misma, pues
ambas provienen de normas y el espacio tiene dimensién finita (ver 1.42). Asimismo, en
el espacio de matrices de n X n, la convergencia coeficiente a coeficiente y la convergencia
en norma (con la norma de operadores) también son equivalentes.

Como a, — a, |a,| estd acotada. Ademads, estd claro que {\: xq4,(A) =0} =
XA(an) C Bjg,|- Teniendo en cuenta esto, para el analisis de los ceros podremos re-
stringirnos al compacto K = §1+max{||an\lnewgllall}'

Como x4(A) es un polinomio cuyos coeficientes son a su vez polinomios en los coe-
ficientes de la matriz a, y como a,, — a en norma entonces tiende coeficiente a coeficiente,
resulta que xg, (A) — Xxa(A) coeficiente a coeficiente, y ahora, por la discusién anterior,
también uniformemente en K.

Ahora dado Ao tal que x4(Ao) = 0 podemos elegir ro > 0 tal que en By, Xa(A)
se anule s6lo en Ay, puesto que la cantidad de ceros es finita. Claramente, la propiedad
anterior seguird cumpliéndose en 7’ < rg. Por lo tanto, podemos elegir un r; tal que para
todo r < 71 la propiedad se cumpla para cada uno de los ceros de x,. Sea ahora un r < ry.

La teoria de funciones analiticas [Ahlfors][p176] asegura que si existe una sucesién
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de funciones analiticas no nulas convergiendo uniformemente en un compacto K a una
funcién f , entonces el limite fes analitico y no nulo en K o bien constantemente nulo.
En nuestro caso xq,(\) no pueden no anularse todas en B,, y por lo tanto, no
pueden tener ninguna subsucesién tal que cada término sea no nulo en B, (pues aquella
subsucesion estaria en las condiciones de la anterior) o lo que es lo mismo, se anulan todas
en algin punto de B, para n > ng. Haciendo lo propio para todos los ceros de y, y
eligiendo ny el mayor de todos los ng resulta que o4(a) C oa(ay) + r para todo n > ny.

V.7 La dependencia del espectro

Supongamos que B es una subalgebra de A, y tenemos un elemento b € B. Claramente,
en B hay menos elementos B—inversibles (o sea, con inversa en B) que A—inversibles; en
signos, A®* N B no es B*® y la tnica desigualdad que vélida en general es A* N B O B°.
Resulta por lo tanto que op(b) D 0g4(b) es lo unico que se puede afirmar. (Bisquese un
ejemplo). Pero lo que puede resultar asombroso es que dog(b) C doa(b), es decir que lo
que tiene de mas op(b) lo consiguié rellenando huecos de o 4(b).

Si K es un compacto de C, definamos a los huecos de K como las componentes
conexas acotadas de C\ K.

Sea A\ € dop(b). Alcanza con probar que A € o4(b), pues si A € 04(b)° C op(b)°,
resulta A € op(b)° Ndop(b), que es absurdo.

Supongamos que A ¢ 04(b). Entonces b — A € A®. Por estar en la frontera de
op(b), A = lim A, con Ay ¢ op(b). Ahora, b—\, € B* C A%y (b—\n) "= (b= )
en Ay entonces B > (b— \,)"! "= (b— A)"len A. Como B es cerrada, resulta que
(b— X" € B, pero A € dog(b) C ap(b), lo que es contradictorio.

Si U es un hueco de 04(b) entonces o bien U Nop(b) = ) (en cuyo caso es un hueco
de B) o bien U C op(b).

Uy = UN op(b) que es abierto, pues

UNoab)=0 =UnNoop() =10

Definniendo Uy = U\ op(b) resulta abierto, y como U es conexo, Uy = 6 Us = 0.

Ahora, seria razonable pensar que mirando el espectro de a en la minima algebra
que lo contiene (esto es la clausura de {p(a) : p €(JX]}) resulte el maximo espectro posible,
es decir uno que no tenga huecos. En efecto, probaremos que si B = {p(a) : p € C[X]},
entonces op(a) no tiene huecos.

Diremos que un conjunto A es simplemente conexo si no tiene huecos, es decir
si C\A es conexo (Nota: no pediremos que el conjunto mismo sea conexo. A veces
suele incluirse esta condicién en la definicién de simplemente conexo). Dado un compacto

A
cualquiera K, definiremos la cdpsula simplemente conexa K como el minimo (en el sen-
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tido de inclusién) conjunto simplemente conexo que contenga a K (la existencia quedara
probada en el préximo pérrafo)

A
Probemos que K=C\U, donde U es la tinica componente no acotada de C\K.
Claramente C\U es simplemente conexo, ya que su complemento U es conexo. Si x € U

A

una componente conexa acotada de C\ K no perteneciera a J, entonces la separacién por
A A

abiertos C\ K C U; U (C\U;) serfa no trivial y en consecuencia C\ K no seria conexo.

A
Ahora precisaremos una nueva caracterizacion de K .

A
Lema V.18 K= {z €C: |p(z)| < ||p|lx para todo p eC[X]} := KP

DEMOSTRACION:

Al conjunto mencionado se lo llama a veces capsula polinémica de K. Supongamos
primero que B es una componente conexa acotada de C\ K. Es claro que 9B C K. Usando
el principio del méaximo de funciones analiticas, si z € B,entonces |p(z)| <sup |p(x)| = sup

reB x€0B
Ip(x)| <sup |p(z)|, con lo cual B C KP. Haciéndolo para las demds componentes conexas
zeK
A
acotadas, concluimos que KC KP. Ahora sea w € U (la componente no acotada). La

A
funcién ﬁ es continua y acotada en un entorno de K (quitando un entorno de w),

y entonces hay una sucesion de polinomios p,, tales que Hpn — ~ — 0, tomando
K

zZ—w

qn = (2—w)py, resulta que ||g, — 1| — 0, y para n suficientemente grande, |g, (w) — 1| <

A
|gn — 1|| ¢, con lo cual w ¢ KP. Entonces, KP CK.

Tenemos ahora las herramientas para probar que si B = {p(a) : p polinomio complejo},

—

entonces op(a) = 04(a) (y en consecuencia no tiene huecos)

Tomemos A € UZ@)\JB(a). El elemento (a — A\)~! € B, y entonces existe poli-
nomios p, tales que p,(a) — (a—\)~!. Sea ¢, = (2 — \)pn(2). Entonces, ||gn(a) — 1| — 0.
Ahora

lgn(a) = 1| = 7(gn(a) — 1)

= sup |z—1 (teorema de la aplicacién espectral)
z€0.4(qn(a))
= sup |z — 1]
z€qn(oa(a)) e
= sup |gn(t) — 1] e K=KP
t€oa(a)

2 [gn(A) =1 =1

Lo cual es un absurdo.O
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V.8 Algebras con un generador

En esta seccién agregaremos, a fin de profundizar el estudio del espectro, una fuerte
condiciéon a nuestra algebra A: la de ser monogenerada. Un algebra de Banach A se
dice monogenerada si es duena de un elemento generador a que verifica que el conjunto
{p(a) : p €C[X]} es denso en A.

Réapidamente el lector podrd generalizar un poco los resultados a algebras sin
un generador observando la relacién entre el espectro en un dlgebra y en sus subalgebras
explicado més arriba. Pero un poco més adelante eliminaremos de raiz el problema a costa
de restringirnos a las algebras C*. Esta ultima aproximacion, si bien nos sigue dejando
en el drea de estudio a los B(H) (de que otro modo podria ser), no abarca mucho maés:
puede demostrarse que toda dlgebra C* es una subélgebra cerrada de algin B(H). Si nos
restringimos sélo a las algebras C* conmutativas, en cambio, nos quedamos con espacios
equivalentes a C'(K). Estos dos resultados se conocen como teoremas de Gelfand-Neimark
y de Gelfand-Neimark conmutativo; presentaremos luego la demostracién del ultimo.

Una de las ventajas inmediatas de tener un generador es que ahora tratamos con
un algebra conmutativa (puesto que los polinomios en a conmutan, es inmediato ver que
la clausura es también conmutativa).

Otra ventaja es que ahora podemos caracterizar al espectro del algebra usando el
espectro de su generador. De hecho, veremos que resultan homeomorfos topolégicamente
(x4 con la topologia o(A*, A) heredada de A*, o 4(a) con la topologia de C.)

Intentaremos probar que la funcién continua ¢ : x4 — o(a) definida por ¢(h) =a
(h) = h(a), la transformada de Gelfand de a (donde a es el elemento generador de A), es
un homeomorfismo topolégico. Ya sabemos que es continua y suryectiva (ver transformada
de Gelfand, arriba).

Para demostrar que es inyectiva tendremos que usar que A es generada por a: si
h(a) = k(a), h(p(a)) = k(p(a)) para todo polinomio p, y entonces h y k coinciden en un
denso.

Como x4 es cerrado adentro de B« (Si x4 3 ha — f,ha(z.y) — f(zy) ¥y
entonces ho(z.y) = ha(x).ha(y) — h(x)h(y) donde la convergencia es en el sentido de
redes) y al ser B4+ compacto (Alaoglu) resulta x4 también o(A*, A)-compacto. Si C es
cerrado dentro de x4, es compacto y entonces ¢(C') es compacto y vuelve a ser cerrado en
o(z); por lo tanto ¢ resulta cerrada, y en consecuencia ¢! continua.

Ejercicio 8 Caracterizar x4 con A el dlgebra del disco (ver ejemplo arriba). Deducir una
caracterizacion de los ideales mazimales de A.

Ejercicio 9 Pruebe que si a,a, € A, con A un dlgebra con generador, y a, — a, entonces
o(an) — o(a)



VI
ALGEBRAS C*

VI.1 Generalidades

Definicion VI.1 Un dlgebra C* es un dlgebra de Banach dotada de una nueva operacion,
llamada involucion y denotada por * : A —— A que cumple las siguientes condiciones:

(Aa+0)"  _ Aa* + b*
@y _ a
(ab)*  _  ba’
lasall  _ al?
1* 1

Siempre debemos tener en cuenta que esta estructura es una simple generalizacién
de B(H): ahora tenemos casi todos los elementos para hacer la analogia; podremos definir,
a semejanza de B(H), los términos autoadjunto, unitario, positivo, normal. Tenemos
algunos ejemplos clasicos:

Ejemplo 80 B(H) H espacio de Hilbert con la composicion como producto. * estd definida
como tomar el adjunto

Ejemplo 81 C(K) donde K es compacto. ¢¥*(t) = (t).

Ejemplo 82 Subdlgebra cerrada y *—cerrada de un B(H), por ejemplo
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Ejemplo 83 C*(a) := {p(a,a*) :p € C[X,Y]} C A dlgebra C*.

Este ultimo resulta de vital importancia, y es nuestro reencuentro con las algebras
monogeneradas (sélo que ahora generar implica realizar una operacién maés, la *). Un
problema es que para seguir teniendo la ventaja de ser conmutativa de las dlgebras mono-
generadas debemos agregar la condicién de normalidad del generador (es decir: a*a = aa*).
Pero tenemos otro problema, y es que, segun la definiciéon anterior, nuestra algebra no es
mas monogenerada: jseguird teniendo validez la afirmacién de que x4 es homeomorfo a
o(a)? La respuesta es si, y el razonamiento muy similar. Lo tnico que estd en duda es si
a es inyectiva, pues nada en la demostracion V.8 de que es cerrada es restrictivo para las
monogeneradas.

Supongamos que existen h y k tales que a(h) = a(k), o sea h(a) = k(a). Entonces
h(a)* = k(a)* y h(a*) = k(a*) y ahora h y k coinciden en {p(a,a*) : p €C[X,Y]} que es

denso en A.

V1.2 Otra vez el radio espectral

Ahora en un &lgebra C*, si z es autoadjunto (z* = z), entonces r(z) =||z|. Porque -
n

|z||* = ||lz*z|| = ||#?||, y como x? también es autoadjunto, resulta que ||z[*" = [|z2"||, v

P

usando la férmula del radio espectral, queda que r(x) = lim_ ||z = ||z]|.

V1.3 Teorema de Gelfand-Neimark conmutativo

Teorema VI.2 Si A es un dlgebra C* conmutativa, la transformada de Gelfand es un iso-
morfismo de dlgebras C* (es decir un isomorfismo de dlgebras que preserva la involucion
%, también se lo llama *-isomorfismo). Este resultado (al que haciamos referencia ante-
riormente) nos dice que las dlgebras C* conmutativas son isométricamente *-isomorfas a
algiun C(K) con K compacto de C.

DEMOSTRACION:

La demostracion consta de cuatro partes: primero probaremos que para z* =
z,0(x) CR. Segundo, que un elemento a cualquiera de A tiene una descomposicién en
‘parte real y parte imaginaria’, es decir que a = = + iy, con * = z y y* = y. Teniendo
esto, sera facil probar que A conserva la *. Por 1ltimo probaremos que es una isometria y
que es suryectiva en C(x4).

Sea x un elemento autoadjunto. Definimos u;(z) = ¢ := 3" (iif,)n. Dado que A
neN )
es conmutativa, podemos probar que es unitario cualquiera sea t real, pues w(x)u(z)* =

w(x) > (7“;7”?*)” = uy(z)ui(—x); y ahora el producto formal de las series (para A con-
nelR
mutativa!) nos dice que e®e? = e*TY. Entonces, teniendo que ||u¢]] = 1 se sigue que,

eith(x) _

dado h € x4, etfielih(@)) = e“h(x)’ = |h(u)] < 1 para todo t real. Entonces,
Re(ih(z)) tiene que ser cero, con lo cual h(z) €IR.
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Sea a € A. Como en los nimeros complejos y como en B(H), podemos definir
Re(a) = “+2a* y Im(a) = agf*. Répidamente se puede verificar que a = Re(a) + iIm(a),
y que Re(a) y Im(a) son ambos autoadjuntos.

Ahora, sih € x4, h(a*) = h(Re(a*))+ih(Im(a*)) = h(Re(a))+h(—Im(a)) = h(a).
a*a es autoadjunto, y entonces

2
a|” = lla*a]
= r(a*a)

=sup {|h(a”a)l}
hexa

=sup {|(aa)(h)|}

hexa

12
= llall%

. En otras palabras, la transformada de Gelfand es isométrica.

Por fin, Im(") = {a : a € A} C C(xa) es una subélgebra que separa puntos (si
h # g, existe b tal que h(b) # g(b), b separara h de g); por el teorema de Stone Weierstrass
es densa, y por ser /A isométrica, resulta cerrada.

VI.4 La independencia del espectro

Afirmabamos para un dlgebra de Banach A y una subélgebra B, que en general B®* C A*NB
estrictamente. En un algebra C*, la situacién es diferente: B es una x—subdgebra de A
un algebra C*, entonces B®* = A*N B, y por lo tanto o (b) = 04(b) para cualquier b € B.

Si b € A* N B, entonces b* también. Como (b*b)~1b*b = 1, entonces (b*b)~1b* es
el inverso de b (y por ahora estd en A). Pero si miramos la subdlgebra By := C*(b*b)
(ver ejemplo arriba), resulta que o4(b*b) C op,(b*b) C R (porque b*b es autoadjunto) y
entonces o4 (b*b) no tiene agujeros que rellenar, con lo cual o4(b*b) = op(b*b). Como
0 ¢ 04(b*b) = op(b*b) resulta que b*b € B*®. Conseguimos demostrar que la inversa de b,
(b*b)~1b* pertence a B.

Este resultado es muy importante: al menos en lo que al espectro se refiere, en
algunos casos podemos suponer que nuestra algebra es monogenerada (y por lo tanto
conmutativa).
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V1.5 El calculo funcional

VI.5.1 Cadlculo funcional continuo

Si A es el algebra C* x-generada por x normal, es conmutativa, y por el teorema de
Gelfand-Neimark resulta que A es - isomorfa a C(x4) a través de la transformada de
Gelfand.

Por otro lado x4 es homeomorfo a o4(z), lo que induce un *-isomorfismo entre
C(xa) y C(oa(z)). Este isomorfismo se construye simplemente componiendo: siendo Z el
homeomorfismo entre x4 y oa(z), 5: C(oa(x)) — C(xa) se define como [ (¢) = ¢ o Z.

Componiendo 3 con la inversa de”conseguimos un #-isomorfismo I' entre C'(o4(x))
y A que se denominard cdlculo funcional continuo de z. Sin suponer que el dlgebra ya es
la C*(x) conseguimos un *-isomorfismo entre C(o4(x)) y C*(z) C A.

Al elemento I'(¢) se lo llamard ¢(x). Habria que demostrar que esta notacién es
coherente con la de p(z) de antes pero felizmente los polinomios (y hasta las funciones
analiticas) respetan el calculo funcional continuo, en el sentido de que p(x) es dnico, no
importa cual de las dos definiciones usemos. Para ello, basta ver que I'(Id) = z, pues todo
lo demas sigue de que I' es un *-morfismo.

Podemos facilmente rastrear a Id a través de I :

,3 N ~—1
Id = IdoZx — x

También extenderemos el teorema de la aplicacién espectral para cualquier funcién
continua, es decir, que f(oa(x)) = oga(f(x)) si  es nomal. Esto es una consecuencia
directa de que el espectro no cambia por isomorfismos. Puesto que a es un isomorfismo,
resulta que o4(f(a)) = oa(@(f)) = 0¢(e.)(f). Pero el espectro en C(K) es la imagen
directa, y entonces o4 (f(a)) = Im(f) = f(oa(a)).

VIL5.2 Calculo funcional boreliano

SeaT' € B(H)normal, z,y € H. Definimos la siguiente funcional lineal L, , : C(c(T")) —
C por Ly y(¢) =< p(T)z,y >.

La funcional Ly, estd acotada, pues [< ('), y > < [|P(T)| [l [lyll = 1ol [l [[y]l-
Como el dual de C(K) es M(K) (Teorema de Riesz-Markov), tiene que existir una

Py € M(o(T)) tal que < Y(T)x,y >= [ dpg,. Pero ahora si fijamos £ boreliana
o(T)
y acotada (y por lo tanto integrable) podemos definir una forma sesquilineal respecto de
x,y acotada integrandola: Be(z,y) = [ &dpuyy. Por el teorema de representacion de
o(T)

Riesz, existe una tinica N € B(H) tal que B¢(x,y) = (Nx,y). Notaremos N = {(T) y la

funcién Q que asigna £ — £(T') se llamara calculo funcional boreliano de 7.
Nuevamente el problema de notacién nos recuerda las propiedades mas impor-

tantes del calculo funcional boreliano: €2 es un *—homomorfismo continuo (de norma 1)

que extiende al cédlculo funcional continuo. El hecho de extienda al célculo funcional con-

tinuo surge de la definicién. Para demostrarlo, notaremos mientras tanto ¢ (7") al célculo

continuo y t[T] al boreliano.
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Tenemos pues: dada ) € C(o(T)), < YTz, y >= [ dug,Vx,y, donde iz, s la

o(T)
tnica medida boreliana que verifica < ¢(T)x,y >= [ ¢dus YV, y para toda ¢ continua.
o(T)
En particular, [ vdpg, =<¢(T)z,y >y entonces < Y(T)z,y >=.< Y[T|z,y > Yz, y.

o(T)
En consecuencia, si ¥ € C(o(T)),¥(T) = [T], es decir, el célculo funcional
boreliano extiende al calculo funcional continuo.

Ahora vamos a caracterizar un poco estas medidas p,, y al cdlculo funcional
boreliano:

Lema V1.3 [y = piy«

DEMOSTRACION:

Como las funciones continuas caracterizan a las medidas borelianas, bastara com-

probar que [ dfizy, = [ duy, para toda 1 continua. Pero
o(T) o(T)

[ dpye = ((T)y,x)

o(T)

Il
S
<
3
8
<
~~——"

= f Ed/ﬁx,y
a(T)

= f ¢dm,|]
a(T)

Como consecuencia, resulta que pi, , €IR. Pero puede afirmarse mas:

Lema V1.4 p,, > 0.

DEMOSTRACION:
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Si 1 > 0, entonces ¢ = V2 con v > 0. Entonces
f 'Lﬁd,ulcc,z =< w(T)x,a: >
(1)
=<v(T)w(T)z,z >
=<v(TD)z,v(T)x >
— ()l = 0.0
Lema VL5 ¢(T) = (T)*V¢y € B(o(T)).

DEMOSTRACION:

< Qﬁ(T).Z‘,y > = f Jd,uz,y
(T)

Es decir, el calculo boreliano conserva la involucion.O

Lema VI.6 fiy(7)2y = fayr)V € C(o(T))
DEMOSTRACION:
Sive C(o(T)), entonces

(f) Vd,uzp(T)x,y =< V(TW(T)%Z/ >
o(T

=< ()(T)z,y >
=< Y(T)v(T)x,y >
=<v(T)z,(T)"y >

= f I/d,LLzﬂp(T)*y.D
o(T)

Algebras C*
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Lema VL7 o(T)v(T) = (vv)(T)V4, v € B(o(T))

DEMOSTRACION:

Si ¢ € C(o(T)) entonces . = Yuzy pues, si ¢ € C(o(T)),v € B(o(T))
entonces

<v(MyM)x,y> = (f) T
o(T

= f deUz,y
o(T)

=< ()(T)z,y >

Con lo cual ¢ € C(o(T)),v € B(o(T)) implica v(T)y(T) = (yv)(T). Conju-
gando la igualdad, tenemos que (Yv)(T) = (Yv)(T)* = (T)*v(T)* = (T)v(T). Como
la conjugada de una funcién boreliana sigue siendo boreliana y la conjugada de una con-
tinua sigue siendo continua, tenemos finalmente que ¢ € C(o(7T)),v € B(o(T')) implica
HTW(T) = () (T).

Entonces,

Ef) wduu(T)a:,y =< ¢<T)V(T)xv y >
o(T

=< (w)(T)z,y >

= | tvdpey
o(T)
Como coinciden en toda continua, fi,, .., = Vfigyy coinciden en toda funcién

boreliana y entonces Vi), v € B(o(T)):

< V(T)w(T)x7y > = if) /lvbd:uﬁ/(T)m,y
o(T

= [ Yvdpg,y
o(T)

=< (Y)(T)z,y >

Es decir, el calculo boreliano es multiplicativo.O

Lema VL8 [[¢ (T)|| < ], ¥4 € B(o(T))
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DEMOSTRACION:

[<$(M)z,y > =

f wdﬂx,y
o(T)
< 1l 1] {1yl

entonces sup, ¢y % < Y]l os Tuego [[1 (T)|| < [|¢0]| - Entonces, el calculo
boreliano tiene norma menor o igual a 1. Como extiende al célculo continuo (que es

isométrico) necesariamente tiene norma igual a 1.0

V1.6 El teorema espectral y la medida espectral

Los operadores normales, en el caso de H de dimension finita, son facilmente caracteriz-
ables por la descomposicién espectral; todo operador normal j : H — H puede escribirse

N
como j = 3 A\upn, donde p, son unas ciertas proyecciones (p2 = pn, |[[pa|| = 1) y los A,
n=1

son numeros complejos. En el caso de H infinito separable (o sea de dimensién hilbertiana
numerable), una cierta generalizacién es posible pero sélo para la clase de los operadores

oo
normales compactos, ya que éstos pueden escribirse como j = Y A,p, con la conver-
n=1

gencia de la topologia fuerte de operadores. Pero para el caso de operadores normales
cualesquiera en espacios de dimensién arbitraria no seria posible en general usar este tipo
de expresiones, puesto que algunas veces el espectro ni siquiera es numerable. Pero si una
generalizacion es posible cambiando las sumas por integrales sobre el espectro, previa una
generalizacion de la medida, la llamada medida espectral.

Definicion VI.9 Si H es un espacio de Hilbert, una medida espectral es una funcion
E : Y+ B(H) donde ¥ es una o—dlgebra que verifica que:

EW®) =0
E(X) =1Id
E(A1NA) = E(A1)E(As) (y entonces E(A)? = E(A), los E(A)

son proyecciones ortogonales)
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Podemos construir una medida espectral sobre o(T') a partir del calculo funcional
boreliano, poniendo 3 la o—4&lgebra de Borel:
Ast: E(A) = xa(T). Con esta definicién, < E(A)z,y >= p,,(A) pues

#m,y(A) = fXAd.Uoc,y
=< xa(D)zx,y >
=< E(A)z,y >
Con lo cual a partir de la medida espectral F' y con x e y en H podemos conseguir
E., = sy una medida compleja.
Extendiendo este concepto, definiremos [ (\)dE por:

o(T)

< [ Yv(N)dEz,y > = [ YdE,,
o(T) o(T)

= f Ql)d,ua?,y

o(T)
=<¢(Ta,y >
Entonces, [ ¢dE =¢(T).En particular, [ 1dE(z) = Idy (Teorema espectral) [

o(T) o(T) o(T)
2zdE(z) =T
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VII
EL ESPECTRO

VII.1 El espectro de un operador acotado en un espacio de Banach

Un objetivo importante en la aplicaciéon de la teoria de los operadores lineales acotados
que actiian en un espacio de Banach X, consiste en la solucién de la ecuacion

Ax = Az,

donde A es el operador lineal acotado ,x € X el elemento buscado y A €C es
un parametro.Un valor de A,para el cual esta ecuacion tiene una solucién distinta de la
nula,se denomina autovalor del operador A.En espacios de dimensién finita existen dos
posibilidades:

1) Az=M\z tiene solucién no nula y por lo tanto (A-AI)~'no existe.

2) Existe (A-AI)~L.

En dimensién infinita,puede darse que ker(A-AI)~! = {0}y (A-AI) no es in-
versible.Un ejemplo para este caso es el operador Shift, S:/> — ¢? dado por

S(."L‘l,:EQ,ZUg, .. ) = (0,1'1,1’2, .. )

S € B(¢?),claramente es un monomorfismo,pero sin embargo no es inversible,ya
que la sucesién (1,0,0,0,...) € £2 no estd en la imagen de S.

Definicion VII.1 El conjunto de todos los valores A €C,tal que A-AI no es inversible se
denomina espectro de A y se designa o(A).

o(A) ={X € C: A-\I no es inversible} .
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En dimensién finita, 0(A) coincide con el conjunto de los autovalores de A.

Proposicién VII.2 o(A),el espectro de un operador lineal acotado A en un espacio de
Banach X ,es un conjunto cerrado,contenido en D(0,||Al|) = {z €C: |z] < || A}

DEMOSTRACION:

Veamos que o(A) es un conjunto cerrado:
Para ello defino f:C— B(X)

FO) = A— AL

f es una funcién continua,luego f~'(GI(X)) es un conjunto abierto en C,pues
Gl(X) es abierto en B(X).

Pero f~1(GI(X)) es justamente el complemento deo(A), por lo que o(A) es cer-
rado.

Supongamos ahora que A € o(A) y |A| > [|4].

Como HéH <1, % — I es un operador inversible,de donde A — Al tambien resulta
inversible,por lo que X\ ¢ o(A).As{ vemos que o(A) estd contenido en D(0, ||A]|). O

Ejemplo 84 Sea r = (r;)iey € £ y M, : > — (2 el operador definido por
Mr(.’L'l, T2, T3y .. ) = (7“1.%'1, rox9o,T3x3, .. )

Calculemos su espectro:
Si e, € £2 es la sucesién dada por

(en)i:{ 0 sii#n ’

1 sit=n
entonces,
(M, —rpI)e, =0.

Por lo tanto vale que {r, : n € IN} C o(M,).Supongamos ahora que \ pertenece
al espectro de M, y no a {r, : n € IN }.Entonces existe un £ > 0 tal que para todo n €IN,

|rn, — A > e.

Asi,{rn%/\} pertenece a (> ,con lo que M, — A = M, _ y,—x . r,—x,.) Tesulta in-

versible,teniendo como inverso a M (L 1 1 ).Pero esto es absurdo,ya que habiamos
T1—>\77‘27A 7“.77’1’1,—A [

supuesto A € o(M,).De esta manera,

o(M,)={r,:n € IN}.
Ejemplo 85 Sea T:0> — (2 el operador dado por

T(z1,z2,23,...) = (T2, 3,24, ...).
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Por la proposicién anterior,o(T) C {\ €C:|A\| <1 =||T||}.

(o, x3,24,..) = N@1,®2,3,..) siy sélo si

To—AT1, T3 = ATo,...

Por lo tanto,si |A\| < 1,entonces (1, A\, A%, A3,...) es un autovector de T asociado a
A0 sea A € o(T').Se obtiene entonces

{AelC: |\ <1}Co(T)CT{Ael: | <1}
Pero como o(T') es cerrado,
o) ={XeC: |\ <1}

Observaciéon VIL.3 Si H es un espacio de Hilbert y A € B(H),entonces A — A\l es

inversible si y solo si (A — \I)* = A* — X es inversible. Por lo tanto,0(A) = o(A*).

Ejemplo 86 Por la observacion anterior podemos concluir que si S € B(¢%) es el operador
Shift mencionado anteriormente,entonces

o(S)=0(S")=0(T)={ e C: |\ <1}

Proposicién VII.4 Si X es un espacio de Banach y A € B(X) entonces o(A) # ().

Para probar esta proposiciéon,demostraremos primero los siguientes lemas:

Lema VIL.5 Si X es un espacio de Banach y A € GI(X) entonces B(A, ﬁ) C GI(X).

DEMOSTRACION:
Sea B un operador lineal acotado en X tal que ||B — A|| < ﬁ.Entonces se tiene

s o] < Ja - a1
Por lo tanto,el operador I — (I — A~!'B) es inversible y su inversa es
[1—(1—-A7'B)| - =3 (1-A"'B)".
n>0

Pero
I—-(I-A"'B)=4"1B,

o sea A7!B es inversible,por ende B lo es también,y vale
AL O

Bt=|Y (I-A"'B)"

n>0
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Lema VII.6 La funcion ¥ : GI(X) — GI(X),dada por W(A) = A~L es continua.

DEMOSTRACION:
Sea A € GI(X )arbitrario.

At - Bl =AY (B-A)B!,

luego
|47 =B < [[a=]nz - an |

Si|B-All=a< m,en‘conces,por el lema anterior,

B = |3 (1-a7'B)"| A7
n>o
Asi,
IB7 < || 2 I -A7B)") |47 <
<[ATH 2 1 -ATB" < AT X AT A - Bl <
n>0 n>0

<[lat S [ R -1 N Z g4t
<147 2 A7 e = 147 (3)" =247

Pero entonces,si llamo o = || B — A,

a — 0.
a—0

a7t =57 < a1 - an s <2fa]

Por lo tanto,dado € > 0,existe un § > 0 tal quesi | B — A|| < d,entonces |[A™1 — B7!|| <

Asi quedé probado que ¥ es continua. O

Volvamos ahora a la demostracién de la proposicién que dice que si X es un espacio
de Banach y A € B(X) entonces el espectro de A es distinto del vacio.

Supongamos que o(A) = (.Entonces,para todo A €C, A — A es inversible.
Sea p :C— GI(X) C B(X), definida por

p(N) = (A— A1),
Sea ¢ € B(X)*.Entonces

UV=pop:C—C



El espectro de un operador acotado en un espacio de Banach 177

es continua,pues ¢ y p son continuas.
Probemos que ¥ = @ o p es analitica:

Weothbeo) 1 {0 (A= (a0 + W) = o ([A— 20l 1)} =
= fe(lA— (o + I —[A—z1) ) =

P([A = (20 + W) [A = 200 — (A= (20 + W) [A = 2I] ') =

=

= o([A — (20 + W) [A = 201] ") = @[p(20 + h)p(20)]-
Pero
(p(20 + h)p(20)) ~— @ ([p(20)]),

lo que significa que W es analitica.

Veamos que V¥ es acotada en C:

Esté claro que W es acotada en cualquier disco,ya que es continua.Alcanzaria probar
entonces que es acotada en el complemento de un disco.

Se tiene

[W(2)] = |e((A = 2D < llell (A =217
Ahora,si |z| > 2 ||A]|, puedo escribir

A 1
A—zI=2z(—-1 — =
z Z(z ), con p <35
de donde ) 4
A—z2D)t=—= =)™
(-en = 2 )
Asi,
1 A" 1
(A—zD)7Y < = = <
H H |z n;o z I Al
de lo que concluimos que
el
W (z)] < en [z] > 2[[A].
[A]

Luego V¥ es analitica y acotada,con lo cual, por el teorema de Liouville,¥ es con-
stante.

U(z)=¢ ((A - ZI)_I) = cte,
para toda ¢ perteneciente a B(X)*.Pero si z; # z2, entonces
(A— D)7V £ (A— 2zl
En virtud del teorema de Hahn-Banach,existe una ¢ € B(X)* tal que
o((A=aD™) £ ((A-2D7),

lo cual es una contradiccién. O



178 El espectro

VII.1.1  Espectro de un operador autoadjunto

Los operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert tienen un interés especial, porque
se puede tener una informacién mucho mas precisa sobre su espectro que en el caso de los
operadores generales.

Veremos ahora una propiedad,para lo cual primero necesitaremos una definicién y
un lema:

Definicién VIL.7 Sea X un espacio de Banach.Un operador A € B(X) se dice acotado
inferiormente si y sélo si existe C €Rsq tal que ||Az|| > C|jz|| Vre X.

Lema VII.8 A € B(X) es acotado inferiormente siy sdlo si R(A) es cerrado y Ker(A) =
0.

DEMOSTRACION:

=) Si z € Ker(A) entonces 0 = ||Az|| > C'||z|| ,y por lo tanto necesariamente
x = 0.

Sea ahora y € R(A).Entonces existe una sucesién (), tal que Az, Y

Usando la definiciéon de acotado inferiormente,
1
lzn = zmll < & [ A(2n = 2m)l-

Vemos que (zp,)nen es de Cauchy,puesto que A(z,)nen lo es.Luego (x,)nen €s conver-
gente. Finalmente la continuidad de A nos asegura que Ax = y ,como queriamos ver.

<)Razonemos por el absurdo.Negar la afirmacion significa suponer que dado C' > 0
existe un z € X tal que ||Az|| < C|z||. Luego podemos suponer,tomando C,, = X que
existe una sucesién de vectores (zp),con ||z,| = 1,tal que ||Az,| < L.En consecuencia,
(Ax,) converge a 0.Dado que R(A) es cerrado y que A es un monomorfismo, se sigue que
(xy,) converge a 0, lo que es absurdo ya que supusimos que ||z, || = 1 para todo n. O

VIIL.2 Operadores compactos

Estudiaremos ahora una clase especial de operadores,que en algunos aspectos se asemejan
a los operadores lineales que actiian en espacios de dimension finita,especialmente,como
veremos,en lo que respecta a los espectros.Muchos de los operadores que aparecen en el
estudio de ecuaciones integrales pertenecen a esta clase.De ahi resulta su importancia
desde el punto de vista de las aplicaciones.

Definicién VIL.9 Sea X un espacio de Banach.Un operador K € B(X) es compacto si
y solo st K(B(0,M)) es un conjunto compacto en X para todo M > 0.

Las siguientes definiciones son equivalentes :

1)K es compacto si y sélo si K(B(0,1)) es compacta en X.
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2)K es compacto siy solo si K(A) es compacta en X para todo A C X, A acotado.
3)K es compacto si y sélo si para toda sucesion {x,}nen contenida en X tal que
Tnll < c,{Kxptnew tiene alguna subsucesion convergente.
€ g )

Llamemos K (X) al conjunto de los operadores compactos de B(X).

Ejemplo 87 Si X un espacio de Banach y T € B(X) tal que dim(R(T)) < oo,entonces
T e K(X).

Esto se deduce inmediatamente de que 1" transforma todo subconjunto acotado
A C X en un subconjunto acotado de un espacio de dimensién finita,es decir,en un con-
junto totalmente acotado.

De aqui se desprende que,en particular,si dim(X) < oo,entonces todo operador de
B(X) es compacto.

Ejemplo 88 Sik € C(]0,1] x [0,1]) y K : C([0,1]) — C([0,1]) es el operador represen-
tado por

1
Kf(@) = [ ko) f(s)ds,

entonces K es compacto.

Veamos que el operador del ejemplo 2 es compacto:
Sea M >0y

B={feC0,1]:|flle <M} = B(0, M)

El objetivo es probar que K (B) es un conjunto equiacotado y equicontinuo.
Sea g = K f,tal que f € By z € [0, 1].Entonces,

9(2)] <9l = 1K flloe < IEN 1 flloo < 1M,

con lo cual K (B) resulta equiacotado.

Seae > 0,9 = Kf,con f € K(B).

< [ kG, 0) — ki, 011 0) .

0

lg(z) —g(y)| =

1 1
/ Kz, t) £ (£)di— / Ky, 6) f(t)dt
0

0

k es continua en [0,1]x[0, 1],que es un conjunto compacto.Luego es uniformemente
continua.O sea ,dado € > 0, existe un d > 0, tal que si

[(z,t) — (y, )] <6,
entonces
k(1) — k(y, )] < 4.
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Por lo tanto,si
lz =yl =Il(z,t) = (y,1)]| <6,

se verifica -
Pero entonces,

3

MM—NMSLKM@WSMM:a

es decir K (B) es equicontinuo.
En consecuencia, por el teorema de Arzeld-Ascoli, K(B) = K(B(0, M)) es compacta. O

Ejemplo 89 Sea k € C([0,1] x [0,1]) y Kp: C([0,1]) — C([0,1]) el operador dado por
Kof () = [ k(o) f)dy

Se puede probar que este operador es compacto,de manera analoga a como se lo
hizo en el ejemplo 2.En particular,el operador de Volterra V,

V. C([0,1]) — C([0,1]),donde

Vi@ = [ s

es compacto.

Propiedad VII.10 Sea X un espacio de Banach.

1)Si o, €C; K, T € K(X),entonces aK + T € K(X),0 sea K(X) es un sube-
spacio lineal de B(X).

2)Si A € B(X),K € K(X),entonces KA, AK € K(X),0 sea K(X) es un ideal
bildtero en el anillo de los operadores acotados B(X).

Demostremos la propiedad 2):
A(B(0,1)) es acotado, pues ||Az| < ||A|| para todo = tal que ||z|] < 1.Como
K € K(X),K(A(B(0,1))) es compacta,lo cual significa que KA es compacto.

K(B(0,1)) es compacto,con lo cual K(B(0,1)) es totalmente acotado.Luego A(K (B(0,1)))
es totalmente acotado,ya que A es continuo.Por lo tanto A(K(B(0,1))) es compacto y asi
AK € K(X). O

Corolario VII.11 En un espacio de dimension infinita un operador compacto no puede
tener un inverso acotado.
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En efecto,en caso contrario,el operador unidad I = A~'A serfa compacto.Pero
esto es imposible,ya que si I fuera compacto,B(0,1) = I(B(0, 1)) seria compacta,lo cual
es absurdo ya que el espacio es de dimensién infinita.

Teorema VII.12 Si {K,},cv es una sucesion de operadores compactos en un espa-
cio de Banach X y T € B(X),tal que || K, —T|| —= O,entonces T' € K(X).En otras

palabras, K (X) es cerrado en B(X).

DEMOSTRACION:

Sea { K, }nemn una sucesién de operadores compactos en un espacio de Banach X y
T € B(X) tal que K,, — T.
n—oo
Probemos que T'(B(0,1)) es totalmente acotado:

Sea ¢ > 0.Sabemos que existe un ng €IN tal que || K, — T < §.
K,,(B(0,1)) es totalmente acotado.Luego existen z1,...,z, € X tal que

Kuo(B0.1)) € Bla, ).
i=1
Veamos que T'(B(0,1)) C LTJ B(ze) :
i=1

Sea y € T'(B(0, 1)).Entoncgs y =Tz, con ||z| < 1.
Como Kp,r € Ky, (B(0,1)), existe un z; tal que |[Kyoz — x| < §.
Asi,

1Tz = 2j|| < [[T2 = Kno|| + | Know — 25| < 1T = K[ ||| + [[Knoz — 4[| <e.

De esta manera T'(B(0,1)) resulta totalmente acotado y por lo tanto T'(B(0,1))
compacta. O

Proposicién VIL.13 Si H es un espacio de Hilbert y K € K(H),entonces existe una
sucesion {Kp}new € B(H) tal que dim(R(Ky)) < ooy K, — K .
n—oo

DEMOSTRACION:
Basta ver que dado € > 0 existe un operador K. € B(H) tal que

dim(K;) < ooy ||[K: — K| <e.

m
Como K es compacto,existen x1 2 ... Zm tales que K(B(0,1)) €U B(w, ).
i=1

Sea S =< x1,...,x,m >y K. = Pg ,donde el operador Pg es el proyector ortogonal
sobre S.(||Ps|| = 1)
Esta claro que dim(R(K:)) < m < 0.
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Siz € B(0,1), existe un z; tal que Kz € B(xj, §).Luego,
|Kew = Kal| < || Kew = | + [l — K|l < || oo — ] + 2
Pero
[Kex — x| = [|Ps K — Psajl| = [Ps(Kz — aj)|| < ||Ps| | Kz — ;]| < Z-
Asi, |Kex — Kz|| < § y por lo tanto ||[K. — K[| < § <e. O

Observaciéon VI1I1.14 El resultado anterior se adapta perfectamente al caso de un espacio
de Banach con base (base de Schauder); es decir:

Proposicién VII.15 Si E es un espacio de Banach con base, y K € K(FE), entonces
existe una sucesion { Ky, }new C L(E) tal que dim(Ran(K,)) < ooy K, — K .
n—oo

DEMOSTRACION:
Idéntica a la anterior.O

Teorema VII.16 (Teorema de Schauder)Sea X un espacio de Banach y K € B(X).Entonces
K es compacto si y sélo si K* es compacto.

DEMOSTRACION:
=)
Denotemos
B=B(0,1)CX
B*=B(0,1) C X*

Si K es compacto,entonces K (B) es compacta en X.
Sea

F={g__:9p€B*}C[C(K(B),C), |l

Sea e > 0.5i p € F, y ||z — y[| < 0 = ¢,entonces

K(B)

lp(z) — p(y)] = o —y)| < [lz -yl <e,

[elloe = sup_[(y)] =sup |o(K(2))| < [ K]|.
yEK(B z€EB

Por lo tanto la familia F' es equicontinua y equiacotada.Luego,en virtud del teorema
de Arzela-Ascoli,F' es precompacto en C(K(B),C).

Sea {@n }new una sucesién en X* tal que ||¢,|| < 1 para todo n €N.

{gpn‘m} esta contenida en F,que es precompacto.Por lo tanto existe una subsuce-

sién {gonk‘ : )}ke ~ convergente en F,que, por consiguiente, es de Cauchy.
K(B
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Pero
o = eman| = s lom — oma )] =50 [, (K@) = o (K@) =
K(B) K(B) |loo yEK (B) zeEB
=sup |(K*90nk - K*Qpnk+z)(x)| = HK*(Pnk - K*QpnkHH )
z€B
de lo que se sigue que la sucesién {K*¢,, }rew es de Cauchy en X*, y luego
convergente.
De esta manera K* resulta un operador compacto.
<)
Si K* es compacto,entonces K** es compacto,por lo que probamos anteriormente.
Sea

J: X — X** dado por
J(x)(¥) = (x)

Entonces
(KT (2)|(¥) = [J(2)K*](¥) = J(2)(VK) = V(K(z)) = J(K(x))(P),

Luego,
K*J(z) = J(K(z)
Sea B** = B(0,1) € X** . Entonces K**(B**) es totalmente acotado,ya que K**
es compacto.Asi,J (K (B)), que estd contenido en K**(B**), es totalmente acotado.
Como J es una isometria,tambien K(B) es totalmente acotado.Luego K (B(0,1))
es compacta,es decir,K es un operador compacto. O

Proposicién VII.17 Sea X un espacio de Banach.Si K € K(X),entonces:
1) dim(ker(I — K)) < o0
2) R(I — K) es cerrado.

DEMOSTRACION:

1)
ker(] - K)={rz € X : Kz =z}

K es compacto.Pero entonces K|ye(7— k) sigue siendo compacto.

Kixer(1-k) = Ljker(1-K)>

luego Ijker(7— k) €s compacto.Esto implica que dim(ker(I — K)) < oo. O
2)Veamos que R(I — K) es cerrado:

Sea y € R(I — K).Entonces existe una sucesion (zy,)nen tal que (I — K)xy, .V
Pueden darse dos casos:

a)Si (2, )nev es un sucesién acotada,{ Kz, }nen tiene una subsucesién convergente

{Kxnk}keﬂ\/
Kzp, — v, (I —K)xp, =z, — Kz, — v.
k—oo k—oo
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Luego,
Tn, — VFY
k—o0
O sea
(I—-K)x,, — (I-K)(v+y).
k—o0
Asi,

(I -K)(v+y) =y,
Por consiguiente y € R(I — K),por lo que R(I — K) resulta cerrado.
b)Si (2, )nemn no es acotada,entonces consideramos d(z,, ker(I — K)) :

i)Si d(xn, ker(I—K)) = 0 para infinitos n €IN,entonces existe una subsucesién(z,; ) jev tal
que x,; € ker(l — K).

Pero

(I - K>$nj Y,
J—00

por lo tanto y = 0 y en consecuencia y € R(I — K),que es lo que queria ver.

ii)Si d(xy, ker(I — K)) > 0 para infinitos n €IN ,existe una subsucesion (zy,)ie
tal que d(zp,,ker(I — K)) > 0.Como dim(ker(] — K) < oo ,para cada z,, existe un
zn,; € ker(I — K) tal que

@, = Zuill = d(@n, ker(I - K)) > 0.
Llamemos w; = =y, — 2n,.
(I —K)w;=I—K)xy,

Probemos que w; es una sucesién acotada:
Supongamos que no lo es.Entonces existe una subsucesién wj, tal que ||w;, | —

p—00
0.
‘ Y|l =1
”wiPH
(1 — K)o, = Cw L0
HwiPH HwipH HwiPH p—oo
2 es una sucesion acota a,por lo tanto existe P convergente a u.
o] daporl K T
Sl (1 K)o 0
Y
lwige | [wiyel [wiye || =00
luego
wzpt o,
iy || 1o
por lo que
Wi
Ku=lim K—"- =u
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Asi u € ker(I — K).Pero si z € ker(I — K),

_ Nz, ~Cigy Hwi [|2)]

[wip, =llwipe |2l _

wy

Wip,

—Z

[[wige | .

> d(xsy, ker(I—K))

=1,

Hxipt “Rip, H ||mipt ~Fip, ||

con lo que d(u,ker(I — K)) > 1,lo cual es una contradiccién.
Se tiene entonces que la sucesién (w; ;e es acotada.Por consiguiente, { Kw; }ie v tiene

una subsucesién convergente { Kw;, }ren tal que Kw;, v
— 00

w;y, — Kw;, = (I — K)w;, = (I — K)x;, kjgo v,
con lo cual
wik — U+ Y,
k—oo
0 sea

(I = K)wi, — (I = K)(v+y),

k—o0

de lo que se sigue que
(I-K)(v+y) =y

De esta forma y € R(I — K),por lo que R(I — K) resulta cerrado. O

Proposicién VIL.18 Sea X wun espacio de Banach y K € K(X).Si (I — K) es un
monomorfismo,entonces R(I — K) = X.

DEMOSTRACION:

Supongamos que R(I — K) = X; C X es distinto de X.

Por la proposiciéon anterior,X; es un conjunto cerrado.Luego,es un espacio de Ba-
nach.

K| x, es compacto.

K(X)) = K(I - K)(X) = (I - K)K(X) C X,
Sea Xo = R(Ix, — K|x,).Entonces X3 es cerrado.

Xy = (I - K)(X1) = (I - K)*(X)
K(X2) = K((I - K)2(X) = (I - K)*(K(X)) C X,

Nos construimos de esta manera una sucesién de conjuntos { X, e tal que
X;DX32...0X,D...,

donde X, es cerrado para todo n €IN.



186 El espectro

Probaremos que todas estas inclusiones son estrictas:
Supongamos que existe un n € N tal que X,, = X,,41, 0 sea

(I - K)"(X) = - K)""(X)
Sea y € X.Entonces existe un z € X tal que
(I = K)"(y) = I - K)""(x),

(I = K)"(y) = (I - K)"(I = K)(z). (%)

Sabemos que I — K es monomorfismo.Veamos usando induccién que (I — K)
tambien lo es:

n

(I - K)"(z) =0,

luego
(1= K)[(I - K)"12] =0
Esto implica que (I — K)"" 'z =0, ya que I — K es inyectivo.
Por hipétesis inductiva ,(I — K)"~! es monomorfismo,por lo tanto z = 0.
Asi,(I — K)" resulta monomorfismo.

Pero entonces ,volviendo a la ecuacién (*),y = (I — K)(x), osea y € R(I — K).
Por consiguiente ,X = R(I — K),lo cual es absurdo, pues habiamos supuesto R(I —
K) # X.
Por lo tanto
X1D0XoD...DX,...

Consideremos X, 11 C X, :
Xp+1 es un subespacio cerrado propio de X,.
Aplicando el lema de Riesz para § = %,existe un x, € X, tal que

lznll =1y d(zn, Xni1) >

N =

Esté claro que (x,)nen €s una sucesion acotada.
Sim>n+1

|Kzy — Kaw|| = ||zn + Kzp — 2 — K| = ||2n — (I — K)xp — K| -
Se tiene (I — K)zy, € Xpt1, K(xm,) € X,p1.Luego
1
| Kxy — K| > 3
Por lo tanto {Kz,} no puede tener ninguna subsucesién convergente,lo cual es

absurdo,pues K € K(X).
Hemos demostrado entonces que X1 = R(I — K)=X. O
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VII.2.1  Espectro de un operador compacto

El espectro de un operador compacto en un espacio de Banach tiene cierta similitud con
el espectro de un operador lineal que actiia en un espacio de dimensién finita,como se ve
en el siguiente teorema:

Teorema VII.19 Sea X un espacio de Banach,K € K(X) yo(K) el espectro de K. Entonces:
a)Si A# 0y € o(K),entonces A es un autovalor de K.
b)Si A € o(K) y A # 0,entonces dim(ker(A] — K)) < oo
c)o(K) es a lo sumo numerable y tiene a lo sumo un punto limite,el 0.

DEMOSTRACION:
a)
(M — K) no es inversible,ya que A € o(K).
K

AM—-K=\I—-—).
(r-3)

% e K(X)yI- % no es inversible.Luego I — % no es monomorfismo,pues si

lo fuera,seria suryectivo,por la propiedad anterior.Por lo tanto existe un v # 0 tal que
(I—%)v =0, o sea existe un v # 0 tal que (Al — K)v = 0.Pero entonces,\ es un autovalor
de K. O

b)

Sea A € o(K), A # 0.

K
(L= K) = (I = ).

Vale que dim(ker( — %)) < 00,pues % € K(X).

Por lo tanto dim(ker(A] — K) < co. O

c)

Supongamos que o(K)\{0} tiene un punto limite.Entonces existen una sucesién
{Mtnew Co(K)\{0},y A € o(K)\{0} tal que A\j # Njsij#i y Ay A

Por a),\ y los )\, son autovalores de K.

Sea x, € ker(K — A\, 1), x, # 0.

r1,T9,...,T, son linealmente independientes, pues son autovectores correspondi-
entes a autovalores distintos.Por lo tanto,si defino

Sn =< X1,T9,...Ty >,
entonces dim(S,) = n.

n
Para cada y € 5, se tiene y =>_ apxk.
k=1

1
An

n n ak)\k n—1 )\k:
Ky=Y opap— ar =y op(l— 5)ay,

y —
k=1 k=1 An
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de donde se ve que y — ﬁKy € Sp—1.
Sn—1 € Sp,Sn—1 # Sp 'y Sn es cerrado para todo n €IN.
Por el lema de Riesz,podemos escoger una sucesion (yp, )necyde manera que

N | =

UYn € Sna ||yn” =1 y d(yna Sn—l) >

An — A # 0O,por lo tanto {ﬁ} es una sucesién acotada.Luego {{*} es una

n—oo

sucesion acotada.Pero para cualquier [ €N,

1
puesto que Yp4; — Mt Kyn+l + K(zZ) S Sn+lfl‘
Resulta entonces que K (¥*) no contiene ninguna subsucesiéon convergente,lo cual
n
es una contradiccion.

5ty = (8 = s s -

Yn 1
K(ynat) + K2 > 2,
Pt — g (g (os) + K] 2 5

An

An+l

Si dim(X) < oo,entonces o(K) es finito.

Hemos probado que si A € o(K), A # 0,entonces A es un punto aislado de o(K).Por
lo tanto o(K) es a lo sumo numerable.
Ejemplo 90 Sea K : (> — (2 el operador dado por

X9 X
K(xl,xg,...,xn...):(xl,?,...,zn,...).

Este operador es compacto,ya que transforma la bola unitaria del espacio ¢ en el
conjunto de puntos que satisfacen la condicién

Y nirp <1,

y este conjunto es compacto.Calculemos el espectro del operador K :
0 € o(K),pues K es compacto y £? tiene dimensién infinita.
Sea x = (z;)ien € 2, A €C.Entonces

(K — \I)(@)]s = [Kz — Aali = %x .

Sea e, € ¢? la sucesién definida por

(en)i:{ 0 sii#n

1 st1=n

(K — AD)en]n = % Y

Por lo tanto,si A = % entoces (K — M)e, = 0, o sea A € o(K).
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Supongamos que A es no nulo y distinto de % para todon €N,y que A € o(K).Como
A es distinto de cero y K es compacto,\ es un autovalor de K.O sea,existe un x = (z;);es €
2,z #0 tal que

1
[Kx — A\z]; = —x; — Az; =0  para todo i.
i

Pero entonces,

1
(= —=MNx; =0  para todo i.
i

Como A\ # % para todo i,resulta que x = 0, lo cual es absurdo pues A era un auto-
valor.Luego,

o (K) = {i:neﬂ\f}}u{o}.
Se puede probar andlogamente que,en generalsi K : /2 — ¢? se define por
Kz = (121,002, . .., Ty, . . .),
entonces K es compacto si y sélo si o, — 0 y,en este caso,
o(K)={a,:ne IN}U{0}.

Ejemplo 91 Sea V : C([0,1]) — C([0,1]) el operador de Volterra definido por

Vi =" s
0

Ya hemos visto que este operador es compacto.Como la dimensién de C([0,1])
es infinita,V no es inversible,y por lo tanto 0 € o(V).Supongamos que A pertenece al
espectro de V y es distinto de cero.Entonces A tiene que ser autovalor.O sea,existe una
funcién f € C([0,1]) ,f # 0 tal que

/ F(O)dt = Mf(z)  para todo « € [0,1].
0
Luego, f resulta una funcién derivable y obtenemos

f(z) = Af'(z), oseaque f es de la forma
flx) = cex?.

0
Pero ¢ = f(0) = ) f/\(t)dt =0.

Concluimos entonces que f = 0, lo cual es absurdo,pues A era autovalor.De esta
manera vimos que o(V) = {0}.
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VII.2.2  Alternativa de Fredholm
Sea k € C([0,1] x [0,1]), y Ko € B(C[0,1]) el operador integral dado por

1
(Kof)(s) = [ ks ) (2t
0

Hemos demostrado anteriormente que este operador es compacto.
Consideremos la ecuacion integral

1
pls) = [ (s, et +9(s),
0

donde g € C[0,1] y ¢ es la funcién que debemos encontrar.

Esta ecuacién se llama ecuacion de Fredholm de segunda especie y existen varios
ejemplos de la fisica que llevan a estudiarla,como por ejemplo las oscilaciones de una cuerda
de hilo bajo la accién de una fuerza exterior.

En términos de operadores,la ecuacién de Fredholm se puede escribir en la forma

(I —K)p=g.

El problema de encontrar una solucién para la ecuacién integral nos lleva entonces
a realizar consideraciones sobre esta ecuacién de operadores.

Alternativa de Fredholm:

Sea X un espacio de Banach, K € K(X).Entonces pueden darse dos y sélo dos
casos:

1)ker(I — K) = {0},0 sea ¢ — K¢ = 0 tiene como unica solucién a ¢ = 0.

Esto significa que I — K es inversible,ya que tenemos que I — K es monomorfismo
y por lo tanto,como K es compacto,epimorfismo.Luego ¢ — K¢ = ¢ tiene como solucién
tinica a ¢ = (I — K)~!g,cualquiera que sea g.

2)ker(I — K) # 0.En este caso,la ecuacién ¢ — K¢ = g tiene o bien infinitas
soluciones ,0 bien no tiene ninguna solucién,ya que si existe una funcién ¢y € C([0,1]) tal
que o — Ko = g, entonces la solucién general es el conjunto

S={peC(0,1): o =P+ g, € ker(I — K)},

que es infinito pues ker(I — K) # 0.

Veamos entonces cémo tiene que ser g para que la ecuacion tenga una solucién:
Decir que la ecuacién tiene solucién es equivalente a decir que g € R(I — K).

R(I=K) | = RO =K) =* [ker(I = K],

La dimensién de ker(I — K) es finita,pues K es compacto,por lo tanto
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dimlker(I — K*)] = dim[(ker(/ — K)] = n.

Luego existe {Uy,... ¥, } base de ker(I — K*).Resulta entonces que g es admisible
si y solo si
Ui(g) =0Vi,1 <i<n.

En el caso particular en que K es el operador de Volterra,

vV C([0,1]) — C([0,1]),

Vi@ =] s,

0

se tiene la ecuacion de Volterra (de segunda especie):

w@)f/¢@Mr+m@,
0

donde g € C10,1] y ¢ es la funcién que debemos encontrar.Sabemos que (V') = {0}.Por lo
tanto ker( —V') = {0}.Luego,para todo g € C]0, 1] existe una unica funcién ¢ € C|0, 1] tal
que p — Vo =g.
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VII.2.3  La diagonalizacion de operadores compactos autoadjuntos en un espacio de
Hilbert

Para el caso de operadores que actiian en un espacio euclideo de dimension finita,se conoce
el teorema sobre la reduccién de una transformacién lineal autoadjunta a la forma diagonal
respecto a una base ortonormal.

Probaremos un teorema que es la generalizacién de este resultado al caso de ope-
radores compactos autoadjuntos en un espacio de Hilbert.

Veamos primero algunas propiedad de los autovalores y autovectores de operadores
autoadjuntos:

Propiedad VII.20 Si H es un espacio de Hilbert y A € B(H) es autoadjunto,entonces:

1) r(A) = sup |A| = ||A|l ,como ya se habia probado anteriormente.
A€o (A)
Por lo tanto si K € K(H) y K* = K # 0,entonces K tiene autovalores distintos
de cero.
2) o(A) CIR  (demostrado anteriormente).
3) Si A1 y A2 son autovalores asociados a los autovectores vy y ve,y \1 # A2,entonces
v1 L vo.Esto se debe a que

A < V1,09 >=< Ay, 09 >=< Kvy,v9 >=< v1, Kvg >=< v1, Aoy >=
=X < V1,02 > .

4)Si K € K(H) y S es un subespacio invariante,o sea si KS C S,entonces S* es
invariante. En efecto,sea x € Ste y € S.Entonces

< Kz,y >=<z,Ky >=0,
luego Kz € S*+.

Teorema VII.21 (Teorema de Diagonalizacién de Hilbert — Schmidt)

Sea K un operador compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert H { A1, Aa, ..., \p, ..

los autovalores de K distintos de cero y distintos entre si y Py, la proyecciéon sobre
Ny = ker(K — A\iI).Entonces

o0
K =Y APy,
k=1

donde la serie converge en la métrica definida por la norma de B(H).

DEMOSTRACION:
Ny = ker(K — Mg 1), dim(Ny) = ny,

Ny = ker(K).

3
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Sabemos que N L Nj si k # [ por la propiedad 3) anterior.
Sea {e¥, ek ... ef 1 una base ortonormal de Ny, y {fi}ic; una base ortonormal de

) %
Ny.Veamos que
F={ef,j=1,..,np,k>1}U{fiier

es una base ortonormal de H.(Dicho en otras palabras H tiene una base ortonormal de
autovectores de K).

Esta claro que F' es un conjunto ortonormal.

Veamos que F' es total:

S=Ft=<F>! K(<F>C<F>.

Pero entonces,por la propiedad 4) anterior, K(S) C S.
Ademds, K|g € B(S) es compacto y es autoadjunto:

< K‘S(Sl),SQ >=< K(Sl),SQ >=< Sl,K(SQ) >=< 51,K|S(52) > .

Existen dos posibilidades:

DKsg=06

2)K)g tiene un autovalor p # 0

Si K|g = 0 tenemos que S C ker(K) = Ny L S,de donde se deduce que S = {0}.

Si K| tiene un autovalor u # 0,entonces existe un v € S, v no nulo,tal que Kv =
pv.Luego p es autovalor de K y por lo tanto existe un k tal que u = Ag.De ahi resulta que
v € Ny C< B >,por lo que v € SN S+ = {0},lo cual es absurdo pues v era un autovector.

Probemos que

o
K =Y APy,
k=1

Como F' es una base ortonormal de H, para todo = € H,

n
T :Z< x, fi > fit+ ZZ< az,e? > e?.

icl k>1j=1
Luego,
Nk ng o0
k k k k
Kx :ZZ< T, ej > \pe; :Z )\k(z< T,ef > ej) :Z AP, (2)
k>1j=1 E>1 =1 k=1
o0
Ahora resta ver que > APy, es convergente:
k=1
Llamemos
M
Sm= Y APy

k=1
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Entonces,
2 M-+ 2
1Sa+1 = Snllipary = > APy =
k=M+1
M+l 2 ML, 9
= sup > MePn (z)]] = sup 3 A 1P, (@) ]I <
=<1 |[k=M+1 [|z]|<1k=M+1

IN

sup sup Al |z §k>8}\1/[p1)\zl — 0.
>M+

9 M+ p 9
<
ssup sup A 3 [ Pvi(@)] Sl otko 11 Moo

le|<1k>M+1  k=M+

Luego Sjs es de Cauchy.

Una aplicacién del teorema de Hilbert-Schmidt es el denominado cédlculo funcional
para operadores compactos autoadjuntos.
Si K es un operador compacto autoadjunto,podemos escribir:

oo
K =Y APy,
k=1

Asi,

K? :(Z MePn,) (Z MePn,) :Z MNeAi Py, P, :Z APy, .
k=1 k=1 k,l k=1

Por induccién resulta que

o0
K" =" X{Py,.
k=1

De aqui se deduce que si g es un polinomio tal que ¢(0)=0 entonces se puede definir

2(K) =3 a( APy
k=1

Definicion VII.22 Sea K un operador compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert, f
una funcion continua y Q CIR tal que o(K) C Q.Supongamos que se cumple f(0) =
0.Entonces definimos

FE) =Y fOw) Py, = lim 37 f() P
k=1 k=1
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Se puede demostrar la convergencia en la métrica definida por la norma de B(H)
analogamente a como lo hicimos anteriormente.
f(K) resulta un operador compacto por ser limite de operadores compactos.

Proposicién VII.23 Si K € K(H),K = K*,entonces K es un operador positivo si y
solo si todos sus autovalores son numeros reales positivos.

DEMOSTRACION:
=)Por el teorema de Hilbert-Schmidt,

o0
K =Y APy,
k=1

Sea x € N con ||z|| = 1.Entonces Kz = \,x.

Asi, \p =< Kx,x >resulta un nimero real positivo.

<)

Supongamos que A > 0 para todo k > 0.Si z € H,entonces

o0
T = xo+ Z Tk,
k=1

donde xg € Ny v x1 € Ni Asi,

(o]
Kx :Z ATk,
k=1

O sea

) ) 00 00
< Kx,x >=<> Mgz, 2o+ D T >=>. > A < hg, hy >=
k=1 k=1 k=1l=1

S 2
= Ml = 0.
k=1
Este resulado nos permite definir la raiz cuadrada de un operador compacto posi-
tivo,pues si consideramos la funcién
f:IRT — IR,dada por
1
flz) = =2,
se ve que o(K) CIR™ y por lo tanto se tiene
1 1
Ki:=f(K)=>_ A Py,.
k>1

Se cumple que A = K 7 es el tnico operador compacto positivo tal que AA = K.
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Si K es un operador compacto cualquiera, vale que K K* y K* K son compactos,autoadjuntos
y positivos.Podemos entonces definir

a1
K| := (KK*)Z =) |\g| Pay,
k>1

siendo B = | K| el tinico operador positivo tal que B* = K*K.
A los autovalores de |K| se los denomina valores singulares de K.



VIII
ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

VIII.1 Definiciones
Se recomienda ver el Apéndice B previamente.

Definicién VIII.1 Un espacio vectorial topolégico (EVT )es un IF-espacio vectorial E
con una topologia tal que las siguientes funciones son continuas:

(a) f: ExE —E | f(r,y):= x+y
(b) g: FaE — E | g(a,z):=a.x

Ejemplo 92 Un espacio normado es un espacio vectorial topoldgico.

Definicién VIIL.2 Sea E un IF-ev y P una familia de seminormas, ( recordar que p:E
— IR es una seminorma sii i) p(x) > 0V z € E, i) p(z+y) < p(z) + p(y)V 2,y € E ,y
itt) pla.z)=lal.p(x)V a € F, z € E ) sea Y la topologia de E que tiene como sub-base a
los conjuntos { = : p(z-1p) < € } dondep € P, %o € Eye > 0.

Proposicién VIIL.3 T es la menor topologia que hace continuas a las ¢ € F donde
F={p: E—-IR" /3yeE IpeP:yo(x)=p(zy) Vz}

Proposicién VIII.4 U C E es abierto en esta topologia sii ¥ xg € U existen pi,...pn €n
P yer,....en > 0 tales que Ny { z € E:pj(ra)<e; } C U

Ejercicio 10 (E,Y) es un espacio vectorial topoldgico.

Definicién VIIL.5 Un espacio localmente convexo (ELC) es un espacio vectorial topolégico
cuya topologia estd definida por una familia de seminormas P tal que () { z : p(z)=0}

— {0}, 8
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Proposicion VIIL.6 Un espacio localmente convexo es Hausdorff.

DEMOSTRACION:
Dados x#£y existe p € P tal que p(x-y) > ¢ > 0. Sean U:{ z: p(xz) < 3¢ } y

V:{ z: p(y-z) < %5 } entonces UNV=( y U y V son entornos abiertos de x e y respec-
tivamente.

Ejemplo 93 Sea X completamente reqular y sea C(X) = {f : X —=IF, continuas }. Si K
es un subconjunto compacto de X, definimos pi (f) = sup{ |f(z)| : = € K }. Entonces
P ={ px : K compacto en X } es una familia de seminormas y C(X) resulta un espacio
localmente convexo con la topologia definida por P .0

VIII.2 Topologias débiles

1) Sea E espacio normado, para cada p€E*consideramos la seminorma py(x) = |p(x)|.Sea
Tla topologia definida por la familia P= { p, : ¢ € E* }. Entonces (E,Y) es un espacio
vectorial localmente convexo. Esta topologia se llama la topologia débil de E y se denota
o(E,E*).

2) Si E es un espacio nornado, para cada x €E definimos la seminorma p,por la f6r-
mula p,(¢) = [¢(x)|. Si Yes la topologia definida por P={ p; : x € E } ,entonces (E*,T)
resulta un espacio vectorial localmente convexo. Esta topologia se llama la topologia
débil*de E*(léase topologia débil estrella ) y se nota o(E*,E) 6 w*.

Ejercicio 11 Sea E un espacio normado. FEntonces una red x,converge débilmente a
x si y solo si para toda ¢ € E*la red p(xq)converge a o(x)en €. Andlogamente, una red
Yo, p € E*converge a pen (E*,0(E*, E)) si y solo si para todo © € E,la red ¢(x,)converge
a p(x)en €

Definicién VIIL.7 1) Siz,y €E un espacio vectorial, llamamos segmento de x a y ( y lo
denotamos [a,b] ) al conjunto { tz+(1-t)y : 0<t<1}.

Definicién VIII.8 2) A CFE es convezo si [a,b] CA Va,b €A.

Definicién VIIL.9 3) Dado A CE, llamamos la cdpsula conveza de A a co(A):=N{A,: Ar 2 A, A, convezxo }
Si E es un ev topoldgico definimos la cdpsula cerrada convera de A aco(A):=N{Ar : A, D A, A, convezo y cer

Proposicion VIII.10 Valen:
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Definicién VIII.11 (a) A es convezo siiVay,...,5n€A | ti,...,tn€[0,1] tales que > ;- ti=1
vale que Y itz €A.

(b) Si los conjuntos { A;},crson convexos, entonces ﬂIAitambién.

1€

(c) Sean Ey,Ey ev , T:Ey —Fauna t.l. y C CEyun conjunto convezo.Entonces
T-1(C) también lo es.

(d) Sea E un espacio vectorial topolégico, ACE convezo. Entonces Aes convexo.

(e) En las mismas hipdtesis de (d), si a €A°, b €A, entonces [a,b]\b € A°.

DEMOSTRACION:

(d): i)Sia €A, sea {x;},.;€A unared que converge a b. Entonces la red {tx;+(1-t)a};.;CA
y converge a (tb+(1-t)a). Por lo tanto [a,b]CA.

ii) Si by,bp€A, existe {x;};c;CA red que converge a by. Por el caso anterior,
tx;+(1-t)be€Ay la red { tz; + (1-t)ba },.;converge a tx;+(1-t)ba.

(e) Fijo t, 0<t<1, sea ¢ = th+(1-t)a. Existe V abierto tal que 0 eV y (a + V) CA
(acA°). Para todo d €A vale que

A D(td + (1-t)(a+V) = t(d-b) + th + (1-t)(a+V) = [t(d-D) + (1-t)V] + c.

Si existe d €A tal que 0 €[t(d-b) + (1-t)V] entonces ¢ €A°porque V es abierto.

Cémo encontramos d: existe d €A tal que 0 €[t(d-b) + (1-t)V] sii existe d €A tal
que 0 €[t71(1-t)V + (d-b)] 6 d perteneciente a [ b-t~1(1-t)V ].

Pero 0 €[-t71(1-t)V] y ésto es un abierto. Como b €A,d se puede encontrar en
A.O

Corolario VIIL.12 Si A C E entonces co(A)=co(A).

Definicién VIII.13 A € E es balanceado siax € AV z € A, a € F, |a| <1. A se dice
absorbente siv x € E 3 e>0 tal que tx €A para todo t € (0,e). Finalmente, A es absorbente
en a € A si (A-a) es absorbente.

i) Un conjunto absorbente contiene al origen.

ii) A es absorbente en a siV x € E existe ¢ > 0 tal que a+tx € A para 0 < t < e.

Proposicién VIII.14 Si E es un espacio normado y p es una seminorma, entonces el
conjunto { x : p(x) < 1} resulta convexo,balanceado y absorbente en todos sus puntos.

Teorema VIIL.15 Si V es un conjunto convexo, balanceado y absorbente en todos sus
puntos, entonces existe una unica seminorma p (llamada funcional de Minkowski de V)
tal que V={z : p(z) < 1}.

DEMOSTRACION:

Sea p(x):=inf{ t : t >0y x €tV }. Como V es absorbente, E= [J;2;nV y por lo
tanto { t : t >0y x €tV } # (). Queremos ver que p(ax)=|a|p(x) (puedo suponer o #0
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pues claramente p(0)=0 ). Por definicién,
plax) = inf{t:t>0yaxetV}
= inf{t:t>0yxelV}
— ; . t
= mf{t.tz()yxew\/}
— ; b L
= ]a\mf{lal.tEOyX€|a|V}

= lalp(z)

y p(x+y) < p(x) + p(y) Vx,y € E:sia,f20,abeV, ax+By=(a+p) (552 +
O%Bb) € (a+p)V por la convexidad de V. Sean x,y €E, p(x)=«, p(y)=0, y sea §>0. Por
la definicién de p y porque V es balanceado vale que x € (a+J)V ey € (8+6)V. Como
V es convexo, x+y pertenece a (a+9)V + (84+0)V=(a+F+2)V. Tomando § —0 resulta

que p(x+y) < a+3 = p(x) + p(y).

V={x: p(x)<l }: Sip(x)=a<l, para § € (a,1) vale que x € FVCV pues V es
balanceado. Por lo tanto, VC { x : p(x)<1 }. Sea x € V,y por lo anterior,p(x)<1. Como
V es absorbente en x, existe ¢ > 0 tal que si 0 < t < ¢, x+tx=y € V. Pero x=(1+t)"ly ,
y € V, entonces p(x)=(14+t)"'p(y) < (1+t)~! < 1.

La unicidad de p viene dada por el siguiente ejercicio:

Lema VIIL.16 Sean p,q seminormas. p<q sii { z : p(x)<1} C{ z: q(x)<1}.
Definiciéon VIIIL.17 ¢ : E—R es una funcional sublineal si

(a) g(x+y)<q(x)+q(y) Yz, y €E.

(b) qlaz)=aq(x) Yoo >0z €F.

Ejercicio 12 Sean E un espacio vectorial topoldgico y G un abierto convero que contiene
al origen.

Ejercicio 13 Siq(zx) =inf{t:t>0yz € tG }. Entonces q es una funcional sublineal
continua, no negativa y G={ = : q(z)<1}.

Ejercicio 14 Sea E un espacio vectorial topolégico, U = { R C FE abierto, convexo y balanceado } .
E es localmente convexo sit U es una base de entornos del cero.

Teorema VIII.18 (Alaoglu) Sea E un espacio normado, B~ = { fe E* : ||f| <1 }.
Entonces Bg« es o*— compacta.
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DEMOSTRACION:

Sea D = {t€IR:t<1} con la topologia heredada de IR. Definimos ® :
Bgs — [I D, ®(f):=(f(x))zeBg.- II D con la topologia producto. Por el Teorema

r€EBg* rEBg*
de Tychonov, ][] D es compacto.
rEBg*
Queremos ver que ® es un homeomorfismo entre Bg+ y su imagen.
® es inyectiva : claramente.
® es continua : Sea f, — fred en Bg+. Es decir que, V x € Bg-, f4(x) — f(x).
Por lo tanto que (fo(x))zeB,. converge coordenada a coordenada a (f(x)).ep,.. Entonces

(fa(x)zeBge — (£(x))eenp. en I D.

rEBgx
®(Bpg+) es cerrada : Sea f, red en Bg+ tal que ®(f,) — fen [[ D. Definimos
rEBE*

f(x)=lim f,(x) para x € Bg+. Este limite existe (casi) por definicién de convergencia
de una red en un espacio con topologia producto. Sean x € E, a > 0 tal que |ax]|| < 1.
Entonces definimos f(x)=a~!f(ax) (Chequear la buena definicién y la linealidad). Si ||x|| <
1, f(x) € D, es decir |f(x)] < 1. Por lo tanto f es continua y ||f|] < 1. Asi, tenemos que
O (f)=f.®(Bg+) es cerrado C D compacto = ®(Bg+) es compacto.

Resumiendo, ® : Bg« — ®(Bpg+) es continua y biyectiva, ®(Bg-) es compacto,
entonces ® es homeomorfismo y por lo tanto (Bg+) es compacta. O

Corolario VIII.19 Todo espacio de Banach es isométricamente isomorfo a un subespacio
cerrado de C(X) para un conveniente espacio compacto X.
DEMOSTRACION:

Sea ¥ : E — C(Bg~), \Il(x):éc‘BE*. Tenemos que

x .0

2| = |j|| = sup

IflI<1

ng)H = H%E*

o0

Teorema VIII.20 (de Urysohn) Si X es un espacio métrico compacto, entonces es
isométricamente isomorfo a un subespacio cerrado de [0,11™N ([0,1]™ con la topologia
producto ).

Lema VIIL.21 Sea E un espacio localmente convezo, f, fi,..., fn € E*. Son equivalentes

(a) f= k=1 anfi-
(b) 3 ¢ > 0 tal que |f(z)) < max [fy(z)]

(c) N Ker(,) € Ker(f)

DEMOSTRACION:

(a) = (b) = (c) son inmediatas.

(¢) = (a) : Sea S = { (fi(x),....,fn(x) ) : x € E} C C. Definimos ¢ : S — C,
O(( f1(x),....,fn(x) ))=f(x). Estd bien definida y es lineal. Sea A : €' — C & E* una
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extension de ®, existen oy, ..., ap, € Ctales que A(z)=1_; agzr. En S, A(( fi(x),...,fn(x)
) = 2o arfr(x) = f(x). O

Proposiciéon VIIL.22 Sea E un espacio localmente convexo, F C E* un subespacio sepa-

rador ( si z#y existe f en F tq f(x)#f(y) ). Sean P ={py : f € F} yo(E,F) la topologia
definida por P. Entonces (E,o(E,F))"=F. En particular,

(E,o(E, E*))" = B*

DEMOSTRACION:

Dado que o(FE,F) es la menor topologia de E' que hace continuas a las funciones
de F,.FC(E,o(EF))*.

Sea f €(E,o(E,F))*, entonces { x : |f(x)] <1 } es un abierto que contiene al ori-
gen. Sabemos que existen fi,...f, € F, e1,...,ep, > 0tq A =1 { x: [f(x)] <er} C
{x: |f(x)] <1}. De esto ultimo y del hecho que para todo x en E existe o > 0 tq ax
€ A se deduce que |f(x)] < 1 max |f,(x)| Vx€E . Por el lema anterior, f=57_; axfg. O

)

Teorema VIIL.23 (Banach) Si E es un espacio de Banach separable entonces es isométri-
camente isomorfo a un subespacio cerrado de C[0,1].

DEMOSTRACION:

E separable = (Bg+,0(E*,E)) es metrizable ; sea x,, familia densa numerable,definimos

f(xn) - g(xn
A(EL)=5701 77 T4 iy g
equivalentes).O

(Chequear que es una distancia y que las topologias son

Ejercicio 15 Sea E espacio vectorial topoldgico, f : E — IF lineal. Son equivalentes:
(a) f es continua.
(b) f es continua en 0.

Teorema VIII.24 Teorema de separacion de Hahn-Banach : Sea E un espacio vectorial
topologico, U, V convexos disjuntos, distintos del vacio, U abierto. Entonces existe f €

E*, t € R tal que Re f(xr) < t < Re f(y) Yz e U VY ye V.

DEMOSTRACION:

(a) Si E es un espacio vectorial topolégico real, sean x9 € U, yg € V, W=x-
yo+U-V, z=x0-yo ¢ W. W es convexo, abierto ( pues W= |J (z-y+U) ) y 0 € W. Sea
yev

pw la funcional sublineal continua no negativa tal que W={ x:py(x)<1 } (ver ejercicio
posterior a la construccién de la funcional de Minkowsky ). Vale que pw(z)>1. Sea
fo(tz):=t, entonces fy(tz)<pw(tz): si t>0 es trivial, si t<0, fy(tz)<0<pw (tz). Aplicando
el teorema de Hahn-Banach, existe f € E* tq f(tz)=t, f(x) < pw(x).

Queremos ver que f € E* :Por el ejercicio anterior basta probar que es continua
en el cero. Sea x, — 0, entonces tenemos las siguientes desigualdades :f(x,)<pw(xy) ,
f(xpn)=-f(-xn)>-pw (x5 ). Pero pW(xn)njO»O Oy pW(_Xn>njo)o 0. Por lo tanto,f(:x;n)njo>O 0.
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VxeUVye Vx-y+zeW,entoces f(x) - f(y) + 1=f(x -y + z) < pw(x-y+2)
< 1. De aqui se deduce que f(x) < f(y). Sea a=sup f(U), a ¢ f(U) porque f es una funcién
abierta (ejercicio).

(b) E espacio vectorial topoldgico complejo : Si f: E — IR, R-lineal continua ( E
pensado como un IR-espacio vectorial topolégico), entonces g : E — C, g(x)=f(x)-i(ix) es
una funcién lineal compleja, continua y su parte real es f (verificar). O

Proposicién VIIL.25 Sea E un espacio normado, C C E convexo,entonces Cll |=C 757
DEMOSTRACION:

Al C A 7®*F vA porque T2 Y oe. Seax € C cEE Il B,(x) tal que
B, (x)NCI'l = . B,(x) es un abierto convexo, Cll Il es convexo también. Por el teorema

anterior existe f €E* tal que

sup Ref(y) <a << inf Re f(z).
yEBr(z) zeCl |l
v o(B.E¥)

Como x € C , existe una red x, € C tal que x, s X, pero esto implica

que f(x4)— f(x), lo que es absurdo. O

Teorema VIII.26 (Goldstine) Sea E normado, J : E — E** la inclusion candnica.
Entonces J(E**) es o(E**, E*)— densa en Bp«=.

DEMOSTRACION:

Bp«+ es o(E**, E*)— cerrada : Sea @, red en B+ tq ®4(f)— ®(f) Vf € E*. Como
[@all < 1= [[a()] < [If] = [[@f < 1.

Sea C=J(Bpg)7(E™E") C ﬁo(E**’E*) = Bg+.C es convexo y cerrado. Supong-
amos que existe & € Bp« \ C; segin el teorema de separacién de Hahn-Banach existe
A e (E*,0(E™,E*))" tal que sup Re A(¥) < Re A(®).

vel

A € E* :recordar que si X es un espacio localmente convexo, entonces (X*,0*)*=X.
Vale decir que existe f € E* tal que A(f)=0O(f) V © € E**.
Tenemos que sup Re ¥(f) < Re ®(f). Pero ||f||=sup [f(x)|= sup Re f(x)= sup Re
vel r€EBE z€EBR rEBR

x(f) < supRe ¥(f) < Re &(f)< |®(f)|. Por lo tanto, |®(f)| > ||f|| = ||®| > 1, absurdo. O
vel
Un espacio de Banach E se dice reflexivo si el morfismo natural J : E — E**,

J(x)(¢) = p(x) es suryectivo. Sabemos que

J : E — J(E) es una isometria. Ahora bien, si consideramos a E con la topologia
débil y a J(E) con la topologia o (E**, E*)| s(g), J : E — J(E) resulta un isomorfismo. Esto
tiltimo se ve de la caracterizacion de las redes en (E,0 (£, E*)), y en (J(E),0(E™, E*)| ;(g))-

Teorema VIIL.27 Si E es un espacio de Banach, son equivalentes las siguientes proposi-
ciones :
(a) E es reflexivo.
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(b) E*es reflexivo.
(c) o(E*, E) = o(E*, E**).
(d) Bg es débilmente compacto.

DEMOSTRACION:

(a)=-(c) es obvio pues E=E**.

(d)=(a) Identificando J(E) con E, las topologias o(E**, E*) ;g v o(E, E*) son
equivalentes. Por lo tanto, J(E) es o(E**, E*)— compacto, y entonces es o(E**, E*)— cer-
rado. Como, J(Bg) es o(E**, E*)— denso en Bg=«(Goldstine) resulta que J(Bg«)=Bpg«.
Pero entonces Ef = E**.

(¢)=(b) Por el teorema de Alaoglu, Bg+ es o(E*, E)— compacto. Por (c) las
topologias son equivalentes, entonces Bg+ es o(E*, E**)— compacto. Asi, E* estd en las
hipétesis de (d). Ya probamos que (d) implica (a).Por lo tanto, E* es reflexivo.

(b)=(a)Bg C Bg+,Bp = BE‘ e Como By es convexo ¥ || || g« — cerrado re-
sulta o(E**, E***)— cerrado en E** (propiedad anterior). E* es reflexivo, por lo tanto
Bg es o(E**, E*)— cerrado. Sabemos que Bg es o(E**, E*)— denso en Bg««(Goldstine).

Entonces, BE=Bpg++, que implica que E sea reflexivo.
(a)=-(d)Por el teorema de Alaoglu, B« es o(E**, E*)— compacto. Como E=E**,
Bp++ es o(F, E*)— compacto. O

Corolario VIIIL.28 Sea E un espacio de Banach reflexivo y SCE subespacio cerrado.
Entonces S es reflexivo.

DEMOSTRACION:
En Bg,0(S,8%) = o(E, E*)g. Por lo tanto, Bg es o(E, E*)— cerrado en Bg, y
cerrado dentro de un compacto es compacto.

Corolario VIIL.29 Sean E un espacio de Banach, S C E un subespacio cerrado. E es
reflexivo si y solo si Sy E/S son reflexivos.

DEMOSTRACION:
Tenemos la siguiente sucesiéon exacta 0 — S 4 E -5 E/S—0
El adjunto de esta sucesién es exacto también:0 —» §** — E** T (E/S)** —0
y el diagrama conmuta 0 — S E 5 E/S —0
Voo L L J3
0 — %~ B s (B/S)" — 0
Por el corolario anterior, si Js es isomorfismo isométrico entonces .J; también.
Probar que J3 resulta un isomorfismo es un ejercicio (facil) de algebra II.
La vuelta también es un ejercicio facil de algebra II. O

Proposicién VIIL.30 Sea E reflexivo, S C E un subespacio cerrado, 19 € E\S. Entonces
existe yo € S tal que ||xo — yol| = inf||xo — yl| = d(z0,5). Comparar con el Corolario 1.47
S

ye
del Capitulo 1.
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DEMOSTRACION:

Vamos a probar que la funcién x — ||z — x| es o(F, E*)— semicontinua inferior-
mente, es decir, si y, — y entonces ||y — xo|| < liminf |y, — zo]| .

Supongamos que no: existen entonces € > 0 y una subsucesién y,; tales que
|y — ol > limHynj —:L'OH + 5. Sean A = {y}, B = B(Xo,limHynj —on + 5). Ambos
conjuntos son || || — cerrados, convexos y A es compacto.De un corolario de la versién
geométrica del teorema de Hahn-Banach sabemos que existen f € E*, a €IR,d > 0 tales
que paratodoa € A;b e B

Re f(a)< a < a+ 6§ < Re f(b)

Pero esto es un absurdo ya que f(y,,) — f(y).

Si d = d(x0,S), entonces S N {z : ||z — zo|| < 2d} es o(E, E*)— compacto y una
funcién o(E, E*)— semicontinua inferiormente alcanza su minimo sobre un compacto. O
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IX
OPERADORES COMPACTOS EN ESPACIOS DE HILBERT

Primero, algunos resultados ttiles:
Lema IX.1 Sean H un espacio de Hilbert, T € L(H).

(a) T = ([T x[|'y ker|T| =kerT
(b) R(T') es cerrado si y sélo si R(|T]) es cerrado.
DEMOSTRACION:

Ejercicio 1.

Teorema IX.2 (Descomposicién polar) Sean H un espacio de Hilbert, T € L(H).
Entonces eziste una unica isometria parcial U € L(H) tal que T = U |T| y kerU = kerT.

DEMOSTRACION:

Definimos U : R(|T'|) — H como Uy = T'x donde y = |T'|x. Estd bien definida por
el item (a) del lema anterior, es lineal, y ademés

1Oy = 1T = [T ]| = [[¥] -

Por lo tanto U resulta una isometria; en particular es continua. Entonces podemos
extenderla de manera isométrica a R(|T'|).Ahora bien, sabiendo que |T'|* = |T'| y usando
el item (a) del lema anterior :

R([T]) = (ker|T[*)* = (ker|T])* = (kerT)*

En definitiva, definimos U sobre (kerT)*.Luego extendemos U sobre kerT como el
operador nulo.Como H = R(|T|) @ker|T| = (kerT)* @kerT, extendemos U por linealidad
a todo el espacio y est4 bien definida. Sea x € H, x = a + b con a € kerT, b € (kerT)>.
Entonces
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1Ux|> = [[U(a + b)|I* = [[UB]* = b [|* < [la |*+[[b ||* = |x |* y por lo tanto
U] = 1.

Veamos que kerU = kerT"

Puesto que U es el operador nulo sobre kerT, es claro que kerT C kerU. Sea x €
kerU, x = a + b con a € kerT, b € (kerT)* :

0=Ux =Ua+ Ub = Ub pues Ujge,r. = 0, por lo tanto

0= ||Ux|| = [|[UDb]| = ||b || .( porque U es isometria sobre (kerT)* ).Es decir, x = a
€ kerT.

La unicidad es clara del hecho que H es suma directa de R(|T|) y kerT; y dos
tales U, V tienen por nucleo a kerT' y valen lo mismo restrigidas a R(|T|). O

Lema IX.3 Un B € L(H) puede escribirse como combinacion lineal de cuatro operadores
unitarios.

DEMOSTRACION:

Dada la identidad B:%(B—i—B*)-%i(B—B*), vemos que B puede ser escrito como
combinacién lineal de dos operadores autoadjuntos.Sin pérdida de generalidad, supong-

amos que A es autoadjunto y ||A|| < 1.Entonces A + (I - A%)'/2 son operadores unitarios
y A=2(A+ (I1- A2)V/2) 4 1(A - (I- A%)1/?). O

IX.1 Operadores de Hilbert-Schmidt (1):

Definicién IX.4 Sea {zo: a € A} un conjunto ortonormal completo en un espacio de
Hilbert H. Un operador lineal acotado T se llama operador de Hilbert-Schmidt si la serie

S |T (z4)]? es finita.En este caso llamamos la norma de Hilbert-Schmidt 6 norma doble

acA
a

1/2
1T = {Z \T(wa)\g} :

a€cA

Lema IX.5 La norma de Hilbert-Schmidt es independiente de la base ortonormal usada
en la definicion. Ademds,|T| < ||T| v ||T|| = ||T*| -

DEMOSTRACION:

Sean ||T||4 , |||z las normas dobles de T' definidas en términos de los sistemas
ortonormales completos {z, : @ € A}, {xg : f € B} respectivamente. Usando la igualdad
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de Parseval ||x||* = 28 [(x,y3)|*, vemos que

TS = ZC;IT(XQ)I2 = %%\(T(XQ),WIQ

Sl e

2
= 2 T(ys)l
B
2
= 75
Si tomamos el mismo sistema ortonormal llegamos a ||T||% = || T*||%, y entonces

171 = 1715 = I

Finalmente, si € > 0, sea xo de norma uno tal que |T|* = |T'(xo)|* 4 £.Como existe
un sistema ortonormal completo que contiene a xo,tenemos que |T|? < |T(xo)|* + ¢ y por
lo tanto |T| < ||T||. O

Corolario IX.6 Si T es un operador de Hilbert-Schmidt y {z, : « € A} es cualquier sis-

1/2
tema ortonormal completo en H, entonces ||T|| = { > |(T(xa),:vﬁ>|2} :
a,B€A
DEMOSTRACION:

Dado que |T(xa)|* =32 |(T(xa),yg>\2 y como los términos son positivos, existe la
B

suma doble. O

Teorema IX.7 El conjunto HS={operadores de Hilbert-Schmidt} es un espacio de Ba-
nach con la morma doble.Ademds, HS es un dlgebra de Banach y vale la desigualdad

\TS|| < |IT||- S| para todo S,T en HS.

DEMOSTRACION:

Claramente, si T pertenece a HS, o7 también y ||aT|| = |« . [|T|| .Sean T',S en HS y
{Xq : @ € A} un sistema ortonormal completo en H.Del corolario anterior y la desigualdad
de Minkowski se sigue que

1/2
1S+71 = {Z !<(S+T)(Xa)aXﬁ>\2}

a,BEA

IN

1/2 1/2
{Z |<T(Xa)axﬁ>|2} +{ )Y |<S(Xa)vxﬁ>|2}

a,fEA a,BeA

= TI+1sl-
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Por lo tanto 745 € HS. Para ver que HS es completo, sea {T,,} en HS tal que
IT.-Ton|| — 0. Del lema anterior se sigue que |T,,-T;,,| — 0y por lo tanto existe T' € B(H)
tal que |T,,-T'| — 0. Sea k una cota superior de {||T;||}. Si A; es cualquier subconjunto
finito de A, entonces

S TGa) P = lim 3 [Tl < K2

acA; acA;

y por lo tanto ||T|> = 3 |T(xa)|> < k2. Asi, T pertenece a HS. Sea m. tal que ||T,,-T} || <
acA

€ para n,m>m,.. Entonces, para m>m,, se tiene

T=T,2 = Mo ¥ [(T-T)(xa)

n—>OOOéEA1

lim sup ”Tn‘Tm H2
n—oo

< €2

de donde se sigue que ||T-T,|| < e para m>m, y por lo tanto T}, ﬁ T.

Finalmente, sea T en HS y B en B(H). Entonces

2 2
BT = SealbTeoP < BF D 170

= BT

 con lo cual ||TB|| = [[(TB)*| = ||B*T*| < |B.|IT|.
En particular, si S pertenece a HS, como |S| < ||S|| tenemos que

ISTI < |S[- 1T < [IS] - [Tl .o

Teorema IX.8 Todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto y existe una sucesion de
operadores de Hilbert-Schmidt de rango finito que converge a €l en la norma doble.

DEMOSTRACION:

Sea {xq :a € A} un conjunto ortonormal completo en H y sea T' en HS. Dado

que |[T)* =3 |T(xa)|* < o0, sélo una cantidad numerable de los |T'(x,)| pueden ser
acA
no nulos.Ademsds, para cada natural n existe un subconjunto finito 4,, C A tal que >
agAy,

IT(x0)* < 5. Para cada n definimos el operador lineal T,, como Ty (xa)=T(xq) si o €

Ap, T, (x4)=0 si no. El rango de T}, es finito y | T-T,||* = 3 |T(xa)]* < =,y por lo
agAy,

tanto |T-T,,| < ||T-T,| < %. Entonces {T,,} converge en los dos espacios, HS y H, a T.

Por la convergencia en H resulta T' un operador compacto. O
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Lema IX.9 SiS yT son operadores de Hilbert-Schmidt en H y {4} es una base ortonor-
mal completa de H, entonces la serie Y. (S (o), T* (xo)) converge absolutamente a un limite
(0%

que no depende de la base elegida.

DEMOSTRACION:
Sean {xq},{ys} dos bases ortonormales de H. Por la desigualdad de Schwarz,
1/2

T [(SCea) 3 (T Cxa) 35

IN

1/2
{aZﬁ ’<S(Xa)7}’ﬁ>’2} : {aEﬂ \(T*(Xa),ymI?}

1/2
= {Z IS(Xa)IQ}
a?ﬁ

= ISl 0Tl

Por lo tanto la serie doble ) ‘(S (Xa):¥3) <T*(xa),yg>’ converge absolutamente y
a’ﬂ

entonces las series > >, > > existen y son iguales. Por un teorema viejo,
a g g o

£ (56T ) = T [(Sxa)s) (T (a5

«

=TT [05) ) (5 0s) %)

= % (T(yp),S*(vs)) -

De lo que se deduce que no depende de la base escogida. Tomando {ys} igual a
{xa} vale que 3" (S(x4),T*(xa)) =2 (T'(Xa),5*(Xa)) , y resulta una expresién simétrica. O

Definicion IX.10 Si S,T son operadores de Hilbert-Scmidt en H, definimos la traza de
S yT tr(S,T)=>" (S(1),T* (x)) donde {zo} es cualquier base ortonormal de H.
e

Teorema IX.11 La funcion traza es una funcion simétrica bilineal. Ademds vale que
2
|tr(S,T)l < |IS| -, (T T)=T1"-

Las demostraciones son casoso particulares de la demostracion del lema anterior.

Corolario IX.12 HS resulta un espacio de Hilbert con el producto interno definido asi:
(S,T) = tr(S,T*).

De aqui en adelante H sera un espacio de Hilbert separable.
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IX.2 Operadores de Traza (1):

Definicion IX.13 Sea K compacto en un espacio de Hilbert separable H, K>0. Sabemos

que K=5_ M\ Pn,. Como K es positivo, se tiene que los autovalores A\, > 0. Llamamos la
E>1

raiz cuadrada de K al operador )\Ii/zPNk y lo notamos K/2.
E>1

Proposicién I1X.14 (a) K'/? verifica K'/? . K'/? = K.
(b) K'? es el dnico operador positivo tal que verifica (a).

Definicion IX.15 Dado K compacto en H, K*K, KK* son operadores compactos posi-
tivos, llamamos operador médulo de K a |K| = (K*K)'/2. A los autovalores de | K| se los
llama valores singulares de K.

Proposicién IX.16 |K| es el dnico operador positivo tal que ]K\z = K*K.

Definicién IX.17 Sea 1< p <oo,definimos V,, = {K compacto : {pi}trenw € P, donde
pr son los valores singulares de K'}.

Observacion IX.18 Si p=1, Vi = T(H) y sus elementos se llaman operadores traza
(ver la definicion de abajo). Si p=2, Vo = HS(H) y sus elementos son los "operadores
nucleares” o de Hilbert-Schmidt, con los que hemos estado trabajando.

Definicién IX.19 Sea A € B(H),{e; : i € I} una base ortonormal de H, definimos la

traza de A, Tr(A)=3" < Ae;,e; > cuando esta suma ezista.
el

Ejercicio 16 Probar que la definicion de T'r(A) no depende de la base ortonormal elegida.

Proposicién IX.20 Sea K compacto,{uy : k € N} los valores singulares de K. Entonces
vale

> = Tr(|K)).

k>1

DEMOSTRACION:

1/2

Sea {e,} una base ortonormal de autovalores de (K*K)'/#, entonces

TT((K*K)I/Q) :Z< (K*K)1/2enaen >:Z An :Z g - O

n>1 n>1 k>1
Proposicién IX.21 Si A > 0,entonces Tr(A) < oo implica que A es compacto.

DEMOSTRACION:
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N
Si A > 0, existe lim Y < Aey, e, >(aunque no sea finito).Sea B acotado tal

—0On=1

N N
queA=B*B; tenemos que > < Aen, e, > < 00 ; entonces Y, < Be,,Be, > <00,y

n=1 n=1

N N
Y < Bey,Bep >=) | Ben||* .
n=1 n=1

[e.°]
Sea N tal que > | Ben|® < e. Definimos Ay (x):=
n=N+1

i M=

< A(x),e, >, Cy(x):= % <
1 n=N

A(x),en, > . Cy esta bien definido y es acotado porque A(x)= § < A(x),en >, AN es
compacto pues dim(R(Ay))<oo. "
Queremos ver que ||Cy|| < €. Dado x de norma uno,
2
ICN()I* =

)

Z < A(z),en >
n=N

o
llamando z =Y,,_;< A(z), e, >, de la igualdad de Parseval tenemos que

o0 oo
Iz = ¥ <za>P = % |<A@)e >
k=1 k=N-+1
= 2
= Z ‘<B(IL‘),B(€]€) >| )
k=N+1

y de la desigualdad de Cauchy-Swarz deducimos que

> |< B(x),Blex) > < > 1B@)*1B(ew)|
E=N+1 k=N+1
< > |BI*. | B(ex)|?
E=N+1
< |B|? e

Resumiendo,tenemos una serie de operadores compactos Ay que convergen a A, y
por lo tanto A es compacto. O

Lema IX.22 Sea A un operador autoadjunto, q¢ €R[X], entonces q(A) también es au-
toadjunto y

lg(A) = sup |ul.
peT(q(4))

DEMOSTRACION:
Ejercicio para el lector.
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Proposicién IX.23 Si A > 0,vale que A=H? para algin operador positivo H.

DEMOSTRACION:

Por ser A un operador positivo vale que I'(A)C [0,M] = [0, ||A]|]] que es un con-
junto compacto de R. La funcién £:[0, | A||] — R, f(t)=t'/2 es claramente continua. Los poli-
nomios reales y positivos en [0, | Al|] son densos en (C'(0, ||A|)), || [l.)N{f > 0en [0,[A]]}

pues estdn dentro de las hipdtesis del teorema de Stone-Weierstrass. Sean p,, — f poli-
nomios reales y positivos en [0, ||Al|] .

Entonces p,(A) es un operador acotado para todo n,y queremos ver que p,(A4)—H
positivo que satisface H? = A.

Veamos que {p,(A)} es una sucesién convergente: calculemos ||ppr(A)-pn(A)] ; por
el Lema anterior,

[Ptk (A)-Pr(A)] = sup | -
HET (Pryk(A)-pn(4))

Pero p =(pnir-pn)(A) para algin A € T'(A). Por lo tanto

Isk(Apa(Al] = 5P |Prsipa) (V)

- sup | (Pnx-Pn) ()]
tefo|A])
= [IPatspallc —n 0

Como {pp(A4)} es de Cauchy en B(H), pn(A)— H para algin H autoadjunto, y
pn(A)? —H2. Ademss, (p,(A))? =p2(A), pero p2 — ten [0,]|A]]] ; usando ademss el lema
anterior tenemos

|2 = 4| = w2 - )|
Es decir, p2(A) — A. O

IN

w2 -0 -0

o

Teorema IX.24 (Forma canénica para operadores) Sea A un operador compacto en
un espacio de Hilbert H. Entonces existen sistemas ortonormales (no necesariamente com-
pletos! ) {pn},>1,{¥n}t,>1 y nimeros reales positivos {\n},~, con Ay — 0 tal que

A=3,>1 (. %) ¢n La suma que puede ser finita o infinita, converge en
norma. Recordemos que los nimeros {)\n}ivzl son los autovalores de |A], y se los llama
los valores singulares de A (ver la Definicion ?7).

DEMOSTRACION:

Dado que A es compacto, también lo es A*A.Como A*A es compacto y autoad-
junto, por el teorema de Hilbert-Schmidt (Teorema VII.21), existe un conjunto ortonormal
{wn}gzl tal que A*Av, = pp, con u, # 0 ,positivos y A*A se anula en el comple-
mento ortogonal de {¢n}7]:[:1 . Sean )\, las raices cuadradas positivas de u, y sean @, =
Atpyp [ An.Los ¢, resultan ortonormales y haciendo una pequena cuenta se ve que Ay =

7]:[:1 An <11Z)7 ¢n> Pn-
Y los A, son los autovalores de |A|. O
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IX.3 Operadores de Traza (2):

Teorema IX.25 Sea H un espacio de Hilbert separable, {¢n},- una base ortonormal.

Entonces, para cualquier operador positivo continuo A definimos tr A=Y "1 (Apn, pn) -
Este niimero es llamado la traza de A y es independiente de la base ortonormal elegida. Valen
ademds las siguientes propiedades:

(a)tr(A+ B)=tr A+ tr B.

(b) tr(AA) = Atr A para todo A > 0.

(c) tr(UAU~!) = tr A para todo operador unitario U.

(d) Si0< A < B, etonces tr A < tr B.
DEMOSTRACION:

Dadas dos bases ortonormales {¢n oo |, {t¥n}ro,, definimos

tro, A=>"02 1 (Apn, n), trpA=> 0" (Az/;n, ¥y) . Tenemos que ,
tr, A=Y 202 (Agn, o) = 02 || A 20n | = 0 (Tiee |(AY 200, v0m) ) =

ot (T2 | (om0 )[) = S22 A0 = T2 (A ) =t
Vale itercambiar el orden de las sumas pues los términos son positivos.
Las propiedades (a),(b),(d) son obvias. Para probar (c), vemos que si {¢p} - €s
una base ortonormal, entonces también lo es {Uy,, },~, . Por lo tanto,

tr(UAU™Y) = try) (UAU ) = try A = trA.O0

Definicién IX.26 Un operador A € L(H) es un operador traza si tr |A| < co. La familia
de operadores traza se nota Si.

Proposicién IX.27 S es un *ideal en L(H), es decir

(a) Sy es un espacio vectorial.

(b) Si A es un operador traza y B es un operador continuo, entonces AB, BA son
operadores traza.

(c) Si A es un operador traza, entonces A* también lo es.

DEMOSTRACION:

(a) Dado que |AA| = |A| |A| para todo A complejo, S es cerrado bajo multiplicacién
por escalar. Queremos ver que si A y B son operadores traza, entonces su suma también.
De la descomposicién polar sabemos que existen isometrias parciales U,V , W tales que A
+B=U|A+B|,A=V|A|, B=W|B].

Tenemos entonces que

net (A + Bl on, on) = Xny (U*(A + B)pn, ¢n) <
g:l ‘(U*V |A’ Pn, Q0n>| + ZnN:I ‘(U*W ’B| Pns ‘pn>’ .

Seguimos acotando:

L UV Al enson)] < T00 (1412 VU | [1A177 0u | <

< (S0 1412 v Un | 2SI 1412 e )12
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Queremos ver que YN, H|A\1/2 V*Ucan2 < tr |A|, para lo que nos basta probar
que tr(U*V]A|V*U)<tr |4|.

Para probar esto tltimo, tomamos una base ortonormal {¢,} donde cada ¢,
pertenece a Ker U o a (Ker U)L. Asi vemos que tr(U*V|A|V*U)<tr (V|A|V*). Anéloga-
mente, tomando una base ortonormal {1, } donde cada 1), estd en Ker V o en (Ker V)=*
llegamos a tr (V|A|V*)<tr |A].

(b) Por el Lema IX.3, sabemos que cada B € L(H) se escribe como combinacién
lineal de cuatro operadores unitarios.Por (a), basta ver que si A es un operador traza, U
es unitario, entonces AU, UA también son operadores traza.Pero [UA| = |A| y |AU| =
U~1|A|U, por la parte (c) del teorema anterior AU, UA estdn en Sj.

(c) Sean A=U |A| y A*=V|A*| las descomposiciones polares de A y A* .Entonces
|A*| =V* |A|U*.Si A € Sy,entonces |[A| € Sy, por (b) |[A*| € S1y A*=V|A*| € 5,. O

Teorema IX.28 Sea || . ||, definida en Sy por |A|; = tr |A|. Entonces Sy resulta un
espacio de Banach con norma || . ||; y || Al < ||4]|; -
DEMOSTRACION:

Del teorema anterior sabemos que || . ||; es una norma. Para ver la desigualdad

entre las normas, dado € > 0, sea xo un elemento de norma unitaria tal que ||T* <
T :E()H2 + e.Dado que existe un sistema ortonormal completo que contiene al elemento x,
tenemos que | T||> < ||T|)? + ¢ y por lo tanto || T||> < ||T3.

Sea A, una || . ||; — sucesién de Cauchy.De la desigualdad antes probada sabe-

mos que también es una || . || — sucesién de Cauchy.Sea A el limite de A,, ( como || . || —

- . . I
sucesién ).T'ambién es cierto que |A, | = |A| .Queremos ver que A es un operador traza: sea

{¢n}2 | una base ortonormal, M una cota superior para tr A,, y Sy = S0 | (| A| ¢, pn) .Dado
€ > 0, existe un ng tal que para todo m > ng vale que || [A] —|A4,| || < §&.Tenemos
S = SN (1AL 9 ) - = S0 (Al G 9m) -+ 501 (1] = [Am)pms ) <
< SN Am| on,on) +e <tr(Am) + e < M +e.
Finalmente, dado € > 0 existe un n; tal que para todo m,r > ny vale que
|Ar — Al < €. Entonces, para m > ny,
nN:1 (A= Am| en, en) :rhjgo 27]:[:1 (lAr — Am| ©n, n) Srlijgo sup |4y — Apl|; <

de donde se sigue que ||[A — Ap,||; < e param > n;. O

Teorema IX.29 Todo operador traza es compacto. Un operador compacto A pertenece a
St sty sdlo si Yo Ay < 00 donde { A}~ son los valores singulares de A. De hecho,
tr(|A]) = X521 An-

DEMOSTRACION:

Como A € Sy, |A]? € Sy, por lo tailto tr(|A]*) =22, [|[Agn|l? < oo para tc2>da
base ortonormal {¢,}.- ; .Sea ¥ € [p1,. on]" v ||¥| =1 entonces tenemos que ||Ay||” <
tr(|A1?) - S0 | Agnl? pues {¢1..¢n, %} puede extenderse para ser una base ortonor-

mal.Por lo tanto sup{||A¢|| e o1 on]t Y] = 1} — 0 cuando N — 00.4si, la
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sucesién de operadores de rango finito Y oo ( .,¢on) Ap, converge en norma a A, y por lo
tanto A es compacto.

De la forma canénica de los operadores compactos sabemos que existen sistemas
ortonormales {gpn}f:[:l , {wn}ivzl y numeros reales positivos {/\n}g:1 con \, — 0 tal que
A=N X\ (. ) @n. La suma que puede ser finita o infinita, converge en norma.Los
nimeros {)\n}nNzl son los autovalores de |A|. Precisamente, [A] = SN Ay (., tbn) ¥
donde esta suma también converge en norma.De esta tltima escritura se ve claramente
que tr(A]) = 52, A O

Corolario IX.30 Los operadores de rango finito son || ||; — densos en Sj.

IX.4 Operadores de Hilbert-Schmidt (2):

Definicién IX.31 Un operador T € L(H) es un operador de Hilbert-Schmidt o nuclear
si tr T*T < oo. La familia de operadores de Hilbert-Schmidt se nota So.

Teorema IX.32 (a) Sy es un *-ideal.

(b) S2 Si A,B son operadores nucleares, entonces para toda base ortonormal
{en}rey, la serie Y02 (A*Byy, ¢p) converge absolutamente y su limite es independi-
ente de la base ortonormal elegida.

(c) Sz con el producto interno ( . , . ), definido como el limite de la serie de (b)
es un espacio de Hilbert.

(d) Si [14]l, = ({4,4),)1/2 = (6r(A* A))1/2, entonces | A]| < [|All, < Al v ], =
4]l

(e) Todo operador nuclear es compacto y un operador compacto es nuclear si y
s6lo si 3°°° 1 A2 < oo, donde A, son sus valores singulares.

(f) Los operadores de rango finito son || . ||, — densos en Ss.

(g) A € Sy siy sélosi{||[Apn|} € l2 para alguna base ortonormal {¢,} .

(h) A € S; siy sélo si A=BC con B,C en Ss.

DEMOSTRACION:

Con argumentos muy parecidos a los usados anteriormente para operadores traza,

se prueban los ftems anteriores. La vuelta en (h) se deduce de la escritura A = U |A|V/2]4]Y%. O

Teorema IX.33 Si A es un operador traza y {¢n} cualquier base ortonormal,entonces

o 1 (Apn, o) converge absolutamente y su limite es independiente de la eleccion de la

base.

DEMOSTRACION:
Escribimos A=U |A|"/? |A]"/? . Entonces
[{Avn, on)| < H\A|1/2U* (’O”H H|A|1/2 gonH . Por lo tanto
2 (A on) | < (0 A2 00| 172(50 [ |A12 [ )1/2. Como 4] /207

y ]A|1/ % son operadores nucleares, la suma converge.La demostracion de la independencia
de base es idéntica a la del caso A > 0. O
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Definicién IX.34 La funcion tr : S — C definida tr A =302 (Apn, on) donde {¢n}
es cualquier base ortonormal es llamada la traza.

Observacion IX.35 No es cierto que siy oo q [(Aen, pn)| < 0o para alguna base ortonor-
mal implique que A sea un operador traza. Para que A € S1 la suma debe ser finita para
toda base ortonormal.

Teorema IX.36 (a) tr(.) es lineal.

(b) tr A*=trA.

(c)tr AB=tr BAsi A€ Si,y B € L(H).
DEMOSTRACION:

(a) y (b) son obvios de la definicién de traza.Para probar (c) basta probarlo
para el caso que B es un operador unitario ya que todo operador continuo es combi-
nacién lineal de cuatro operadores unitarios.En este caso tr AB = > 02, (AByy, on) =

7010:1 <A¢na B*¢n> = %O:l <BA7/}n7¢n> = tr BA donde % = Bson' o

Si A es un operador traza, la funcién B — tr AB es una funcional de L(H).No
todas las funcionales de L(H) son de esta forma, lo que si vale es que toda funcional de
Com(H) es de esta forma.Si fijamos B € L(H), tenemos una funcional de S;. El conjunto
de éstas funcionales es el dual de S; con la topologia de la norma. Ahora, lo dejamos
enunciado en forma de teorema:

Teorema IX.37 (a) S1 = [Com(H)[*.Es decir, la funcion A — tr(A . ) es un isomor-
fismo isométrico de S1 a [Com(H)[*.

(b) L(H) = S;.(i.e. la funcién B — tr(B . ) es un isomorfismo isométrico de L(H)
a S7.)
DEMOSTRACION:

Ejercicio 4.0

1X.4.1 Ejercicios

1. Sean H un espacio de Hilbert, T' € L(H).
(a) ITx]| = ||| y ker|T| =kerT.
(b) R(T) es cerrado si y sélo si R(|T'|) es cerrado.
2.(a) Sea {¢n, },—, una base ortonormal de H espacio de Hilbert.Sea A un operador
tal que
sup ||Ay|| — 0 si n— co.

Entonces A es compacto.
(b) Sea {¢y, }oo | una base ortonormal de H espacio de Hilbert y sea A un operador
compacto.Probar que
sup ||Av|| — 0 si n— oo.
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3. (a) Sea A > 0 y compacto.Probar que A'/2 también es compacto (Sugerencia:
ejercicio 1)

(b) Sea 0< A < B. Si B es compacto, A también. (Sug: Probar que A'/? es
compacto usando el ejercicio 1 y la parte (a). )

4. (a) Sea f una funcional lineal acotada en Com(H).Sea ( . 1) ¢ el operador en
H que manda 7 en (n,1)) ¢.Probar que existe un tnico operador lineal B tal que

(B, ¢y = (. 1) d].

(b) Usando el hecho que

S0l (1Bl 6y 6n) = £[201 (- Un) 6]

probar que B € S1 ¥ 1Bl < £ llcompoy

(¢) Probar que A —tr(BA) es una funcional lineal acotada en Com(H) que de
hecho es igual a f( . ).

(d) Probar que Bl = | £ | comroy-

(e) Sea g una funcional lineal acotada en Sj. Probar que existe un tinico operador
lineal B tal que

(By,¢) =gl . ) 4]

(f) Probar que A —tr(BA) es una funcional lineal acotada en S; que coincide con
gy tal que || g ||lg: = [|B]-
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X
APENDICE B: TOPOLOGIA

Definicion X.1 Sea T un conjunto no vacio.Una topologia sobre T es una familia A =
{A;} de subconjuntos de T que cumple las siguientes condiciones:

(a)dyTeA

(b) La interseccién de un ntmero finito de conjuntos de A pertenece a A.

(c¢) La unién arbitraria de conjuntos de A pertenece a A.

Un conjunto T sobre el que se ha definido una topologia A se llama un espacio
topolégico, y se nota (T,A). Los conjuntos de la familia A se llaman abiertos.

Definiciéon X.2 Se llama entorno de un punto x € T a todo abierto A tal que x € A.
Una familia V, de entornos de x se dice una familia de entornos bdsicos de x si dado un
entorno A de x, existe un V € V, tal que VCA. Si para cada x €T, es V, una familia de
entornos bdsicos de x, la familia B zmgT Ve se llama una base de entornos de la topologia

A.

Los espacios topoldgicos son una generalizacién de los espacios métricos. Més pre-
cisamente, en el contexto de los espacios métricos se definen nociones como convergencia,
funciones continuas, conjuntos compactos, a partir de la funcién distancia, pero que de-
penden de...otra cosa. Por ejemplo, una sucesién en (IR?,ds) converge si y sélo si converge
en (IR%,ds).

Dado un espacio métrico (X, d), consideramos los conjuntos

By(z,e) = {y : d(z,y) < ¢} . La familia formada por los conjuntos By(z,¢), para
x en X, € > 0, es una base de entornos de la topologia en X llamada la topologia métrica
inducida por d.

Definicion X.3 Una familia B de subconjuntos de T se llama una subbase de la topologia
A si sus elementos son abiertos y todo abierto de A se puede escribir como una union
arbitraria de intersecciones finitas de elementos de B.
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Definicion X.4 Dado un conjunto T y una familia S de subconjuntos de T tal que la
union de elementos de S es T, la topologia generada por la subbase S es la familia de
conjuntos que son union de intersecciones finitas de elementos de S.

Definicién X.5 Sea (T,A) un espacio topoldgico tal que ¥ z#y € T existen abiertos
disjuntos U, V tales que z€ U, ye V. Entonces (T,A) es un espacio Hausdorff 6 Ts.

Ejemplo 94 FEl conjunto {a,b, c} provisto de la topologia discreta A = {0, A} no es Haus-
dorff.

X.1 Redes

Definicién X.6 Un conjunto parcialmente ordenado D = {o;},c; se dice dirigido si dados
o, €D existe uny € D tal que aa < v,08 < 7.

Ejemplo 95 Un conjunto totalmente ordenado es dirigido. En particular, IN y IR son
dirigidos.

Definicion X.7 Una red en un espacio topologico es una funcion f:D —T donde D es
un congunto dirigido, y la notamos (T, )acp, donde xo,=f(c).

Ejemplo 96 Una sucesion es una red.

Definicién X.8 Dado D un conjunto dirigido, un subconjuntoD’ se dice cofinal de D si
para todo a € D existe § € D' tal que a < f3.

Proposicién X.9 D’ es también dirigido.

Definicién X.10 Dada una red (1o )acp se llama subred a cualquier red (1g)gcpr tal que
23 € (%o )acp Yy D' sea cofinal en D.

Definicién X.11 Dada (z,) red de (T,A) se dice que x€T es el limite de (x) si para
todo entorno A de x existe ag € D tal que 1, €A Va > «y.

Proposicién X.12 Si (T,A) es un espacio Hausdorff entonces una red no puede converger
a mds de un elemento.

Proposicién X.13 Si z, —x, entonces 13 —a para toda subred (xg) de (x,).
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X.2 Cerrados

Definicién X.14 Un subconjunto F de un espacio topoldgico T es cerrado si T\F es
abierto.

Lema X.15 Sea T un espacio topologico. Entonces
(a) 0 y T son cerrados.
(b) Interseccion arbitraria de cerrados es cerrado.
(c) Union finita de cerrados es cerrado.

DEMOSTRACION:

(1) @ y T son cerrados pues son complementos de los abiertos T y () respectivamente.

(2) Dada una coleccién de abiertos {U, } aplicamos la ley de DeMorgan a ( ()
Uqa)¢ y tenemos ( (| Uqy)® = U (Ua)¢. Los conjuntos (U, )¢ son abiertos por deﬁniciélie}{
unién arbitraria (?ee ébiertos 35 Jabierto. Por lo tanto () U, es cerrado.

(3) Nuevamente, (Ui U;)¢ = Ni=1(Ui)¢, e intgfsjecci(’)n finita de abiertos es abierto.

aeJ’

Definicién X.16 Dado un subconjunto B de un espacio topoldgico (T,A), el interior de

o
B es la union de todos los abiertos contenidos por B y se nota B . La clausura de B es la
interseccion de los cerrados contenidos en B, y se nota B.

(% J—
B es abierto y B cerrado.

Proposicién X.17 Sea B € (T,A). Entonces x € B si y solo si existe una red (T )acy
que converge a .

DEMOSTRACION:

Ejercicio para el lector. Para probar la ida, tomar como conjunto dirigido al
conjunto de entornos de x, ordenado por la inclusion al revés.

X.3 Funciones continuas

Definicién X.18 Sean (T,A), (T',A’) espacios topoldgicos. Una funcion f: T — T es
continua si para todo abierto U perteneciente a A, el conjunto f~'(A’) es un abierto de

A.
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Para probar la continuidad de una funcién es suficiente mostrar que la preimagen
de todo elemento de una subbase dada es abierto.

Teorema X.19 Sean (T,A), (T',A’) espacios topoldgicos, y f: T — T una funcién. Son
equivalentes:

(a) f es continua.

(b) Para todo cerrado B en T, el conjunto f~*(B) es cerrado en T.

DEMOSTRACION:
Se deduce de la igualdad de conjuntos f~1(B¢)=( f~}(B) )¢. O

Ejercicio: Una funcién f: T — T’ es continua si y solo si para toda red (xo)acs
€ T convergente a x, la red (f(xq))aes converge a f(x).

Definicién X.20 Sea f: T — T una funcion entre dos espacios topoldgicos. Si es con-
tinua, biyectiva y su inversa también es continua se dice que f es un homeomorfismo.

Un ejemplo de funcién continua y biyectiva que no es homeomorfismo es la iden-
tidad

I:(R,A) —-(IR,A")

donde A es la topologfa usual de R y A" = {,IR} es la topologia discreta.

X.4 Topologia de subespacio, topologia producto

Definicién X.21 Sea T un espacio topoldgico con topologia A. Si T' es un subconjunto
de T, el conjunto Ap = { TNU: Ue A} es una topologia de T', llamada topologia de
subespacio. Con esta topologia, T' es llamado un subespacio de T.

Ejercicio : Verificar que A7 es una topologia.

Dada una familia de espacios topoldgicos {(Ta,A4q)}acs nos interesa definir una

topologia en el espacio producto [][ T.. La topologia més usual en [] Ty es la llamada
acJ acJ
topologia producto.
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Definicién X.22 Sean las funciones g : [[ To — To, m3((2a)acs) = 8, llamadas proyec-
acJ

ciones, definimos Sg = {Fﬁ_l(U) : U abierto en Tg}, y S = Sp. La topologia generada
Bel

por la subbase S es la topologia producto de [ T,.
acJ

Con esta topologia, las proyecciones mg resultan continuas.
Tomemos la base B generada por .S, es decir las intersecciones finitas de elementos
de S. Los elementos de B son de la forma [][ H, donde hay finitos H, abiertos distintos

acl
de T4,.

Teorema X.23 Sea f: T — [] Ty definida por f(a)=(fo(a))acs donde fo :T — T, para
acJ
cada a. Entonces la funcion f es continua si y solo si cada f, es continua.

DEMOSTRACION:

Supongamos que f es continua. Sean 7z las proyecciones definidas anteriormente.
Como fg = mg.f y mg, f son funciones continuas, fz también lo es.
Reciprocamente, supongamos que cada fg es continua. Para probar que f es con-

tinua basta ver que la preimagen de cada elemento de alguna subbase de [] T, es un
aeJ

abierto de T. Los elementos de la subbase S son de la forma WEI(U ) para algin € J, U
abierto de Tj3. Pero ffl(wﬁ_l(U)):fEI(U) pues f3 = mg.f. O

X.5 Conjuntos compactos

Definicién X.24 Una familia {V;};.; de conjuntos se dice un cubrimiento del conjunto
X si XC U V;. Dado un cubrimiento { Vi},c; de X, se llama subcubrimiento a todo cubrim-
iento {Vj}jeJ tal que J C I. §i J es finito, el subcubrimiento se dice finito. Finalmente,
el cubrimiento se dice abierto si todos los conjuntos V; son abiertos.

Definicién X.25 Un conjunto K de un espacio topolégico (T,A) se dice compacto si de
todo cubrimiento abierto {A;};c; de K se puede extraer un subcubrimiento finito.

Proposicién X.26 Sea K un compacto de T. Si F es cerrado y FCK, entonces F es
compacto.
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DEMOSTRACION:
Sea {A;},c; un cubrimiento abierto de F, y sea A =F¢. A es abiertoy KC AU | A;.
iel
Como K es compacto existe un ntmero finito de indices i,..,i, tal que KC AU (J A;,.
s€[1,n]

Como FCKy FNA=0,FC U A,..
s€[1,n]

Proposicion X.27 Todo conjunto compacto K de un espacio topoldgico Hausdorff T es
cerrado.

DEMOSTRACION:

Vamos a probar que K¢ es abierto. Sea x €K¢, para cada y € K existen abiertos
disjuntos U, y V,, tales que x €Uy, y €V, (el espacio es Hausdorff). Como K es compacto,

existe un numero finito de puntos y; €K tales que KC |J V.. Sea A= (| U;. A es
1€[1,n] i€[l,n]

un entorno de x pues es interseccién finita de entornos de x, y como AN(V,, U..UV,, )=

(,resulta que ANK=0. Luego ACK® y K¢ resulta abierto.

Definicién X.28 Una familia F' = {X;},.; de conjuntos tiene la propiedad de intersec-
cion finita {p.i.f.} si la interseccion finita de conjuntos Xi,..,X,, de F es no vacia.

Definicion X.29 Un conjunto XCT tiene la propiedad de Riesz si para toda familia

{Fi},cr de cerrados con la p.i.f. tal que F; CX Vi € I se tiene que (| F; # 0.
i€l

Proposicién X.30 Sea T un espacio Hausdorff. KCT es compacto si y solo si es cerrado
y tiene la propiedad de Riesz.

DEMOSTRACION:
ejercicio para el lector.

Proposicién X.31 Sea f:T— T wuna funcién continua. Si K es compacto de T, entonces
f(K) es compacto de T

DEMOSTRACION:

Sea {Al};c; un cubrimiento abierto de f(K); definimos A; =f"1(A}). Por ser f
continua, los A; son abiertos y vale que KC (JA;. Como K es compacto, existen A;,,...,A;,
tales que KCA;, U...UA;, de donde resulta que f(K)CA’;, U..UA’; vy f(K) es compacto.

Corolario X.32 Sea f : T—T wuna funcidon continua y biyectiva. Si T es compacto
entonces f es homeomorfismo.

DEMOSTRACION:

Si F es un cerrado de T, entonces F es compacto. De la proposicion anterior
sabemos que f(F) es compacto, y por lo tanto cerrado. Como f manda cerrados en cerrados,
f~1 es continua.

Un resultado importante es el siguiente:
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Teorema X.33 (Tychonoff) Sea {K,}acs una coleccion de compactos. Entonces T[]
acJ
K, con la topologia producto es compacto.

DEMOSTRACION:

1¢" paso: Sea X un conjunto; sea A una familia de subconjuntos de X con la p.i.f.
Existe una familia D de subconjuntos de X tal que

(1) DD A.

(2) D tiene la p.if..

(3) Si € D D, entonces & no satisface la p.i.f..

Para probar esta afirmacién vamos a usar la siguiente version del lema de Zorn: si
=< es un orden parcial estricto sobre A, y B es un subconjunto de A que es simplemente
ordenado por <, entonces existe un subconjunto maximal simplemente ordenado C que
contiene a B. Mas precisamente, necesitamos el caso en que B es un subconjunto formado
por un sélo elemento.

Sea F la familia de todas las familias de subconjuntos de X que satisfacen la p.i.f.
Por lo tanto, A € F. Definimos un orden parcial estricto entre dos elementos de F como
la inclusion estricta. Por caso particular del lema de Zorn citado antes, existe una familia
simplemente ordenada maximal C en F tal que A € C.

Definimos D como la unién de elementos de C;

p=|JC
ceC
La familia D es la que buscamos. Las propiedades (1), (2) son inmediatas. Supong-
amos que £ DD y & satisface la p.i.f. Entonces podemos formar un nuevo conjunto
C':=CU{E}. Tenemos que C' C D para todo C € C, y D C €. Por lo tanto cualesquiera
dos elementos de C’ son comparables bajo inclusién propia, y C’ resulta simplemente or-
denado, lo que contradice la maximalidad de C.

290 paso: Sea D una familia de subconjuntos de X que es maximal respecto de la
p.i.f. Entonces

(a) Interseccién finita de elementos de D pertenece a D.

Sea B la interseccién de una cantidad finita de elementos de D. Definimos & = D U {B}.
Vamos a ver que & verifica la p.i.f.; entonces la maximalidad de D implica £ =D y por
lo tanto B € D. Tomemos una cantidad finita de elementos de £. Si ninguo de ellos es
B, su iterseccién es no vacia pues D satisface la p.i.f. Si alguno de ellos es B, entonces su
interseccion es de la forma Dy N ...N D,,N B. Dado que B es también interseccién finita de
elementos de D, entoces este conjunto tampoco es vacio.

(b) Si A es un subconjunto de X que interseca a todo elemento de D, entonces A
pertenece a D.
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Dado un tal A, definimos & = D U {A}. Si probamos que & verifica la p.i.f. entonces
A pertenece a D. Dados finitos elementos de &, si ninguno de ellos es A entonces la
interseccion es no vacia. Si alguno es A, la interseccién es de la forma D; N ...N D,N A.
Por (a) sabemos que D; N ...N D,, pertenece a D; por lo tanto esta interseccién tampoco
es vacia.

3" paso: Vamos a probar el teorema. Sea A una familia de subconjuntos de [] K,
con la p.i.f., vamos a ver que la iterseccién ()| A es no vacia. -~

Aplicando el paso 1, tomamos una f;ﬁfi‘ha D tal que D D A y maximal respecto a
la p.i.f. Basta ver que [\ D es no vacia.

Dado a € J, sezlmj 7673 . [I Ko —Kq la proyeccion sobre K, . Sea la familia {m (D) :
D € D} de subconjuntos de I%ij Esta familia satisface la p.i.f. pues D lo hace. Como los

K, son compactos, para cada o tomamos un punto x, de K, tal que

T € ﬂ Ta(D)

DeD

Sea x el punto (z4)acs de [] Ku. Queremos ver que x € D para todo D € D.
aeJ

Sea wgl(Ug) cualquier elemento de la subbase de la topologia producto de [] K,
acJ

que contiene a x, entonces ng(Uﬁ) interseca a todo elemento de D : el conjunto Ug es un

entorno de zg en K, y dado que 23 € mg(D), Ugs interseca a mg(D) en algin punto m3(y)
donde y € D. Por lo tanto, y € WB_I(U[J’) N D.

Del item (b) del paso 2 se sigue que todo elemento de la subbase que contenga a
x pertenece a D. Y del item (a) se sigue que todo elemento de la base que contenga a x
pertenece a D. Puesto que D tiene la p.i.f., todo elemento de la base que contenga a x
interseca a cualquier elemento de D; por lo que € D para todo D € D. O
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