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|
INTRODUCCION

Clasicamente, se conoce como ”geometria algebraica” a la geometria de espacios que, al menos
localmente, se comportan como el espacio topoldgico spec(A), donde A es un anillo conmutativo
y spec(A) es el conjunto de los ideales primos de A con la topologia Zariski.

Desde hace algunos anos se viene planteando la pregunta de cual seria el contexto ade-
cuado para hacer geometria sobre un anillo no necesariamente conmutativo. Esta pregunta no
tiene una respuesta terminante, pero un candidato relativamente ”natural” para reemplazar el
anillo en cuestién seria un algebra C™*.

Una de las motivaciones béasicas para trabajar en este marco es el teorema de Gelfand,
que nos dice que si el dlgebra es abeliana, es representable por las funciones continuas a valores
complejos sobre un cierto espacio topoldgico, y este espacio estd caracterizado (salvo homeo-
morfismos) por el dlgebra C* en cuestién (salvo *-isomorfismos); més precisamente, existe un
morfismo de categorfas entre espacios topolégicos localmente compactos y dlgebras C* abelianas.

Otra manera de pensar el teorema de Gelfand es pensar al espacio topoldgico X como
canénicamente incluido en el espacio de estados del dlgebra C'(X), con la topologia débil-*. Por
ende todas las propiedades topoldgicas de X se traducen en propiedades topoldgicas del espacio
de estados de C'(X), y viceversa.

Un punto interesante a remarcar aqui es que via esta inclusién, los puntos de X se
corresponden con los homomorfismos (i.e. funcionales multiplicativas), y por ende, con el
conjunto de todos los ideales maximales de C'(X), en notable semejanza con las construcciones
de la geometria algebraica clasica, donde los puntos del espacio se corresponden con los ideales
maximales del anillo de polinomios en varias variables sobre un cuerpo k.

La idea basica de este modelo seria entonces ”traducir” las definiciones, la estructura y
las propiedades de X al marco de la C* dlgebra de sus funciones continuas, y luego utilizar estas
definiciones en el marco més general de las C* algebras no conmutativas, con la esperanza de
que estas nos provean de resultados consistentes.

El caso que trataremos en este trabajo se basa en la siguiente discusién: si (X, d) es
un espacio métrico, existe una seminorma natural en C(X) asociada a la métrica, que es la
seminorma Lipschitz dada por

| f(z) = () |

11 = sup { L2

:x#y}
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Esta seminorma puede tomar el valor +o0o; a la clase de funciones que tienen seminorma Lip-
schitz finita la denotaremos con Lip(X), las funciones lipschitzianas sobre X. El conjunto
Lip(X) resulta una subdlgebra de C'(X) claramente involutiva, pero si X tiene una estructura
diferenciable, resulta claramente densa (pues contiene a las funciones infinitamente diferencia-
bles).

Notemos que si ||f]|z < 1, entonces | f(p) — f(q) |< d(p, q), y luego

sup{| f(p) — f(q) |: [ fllL <1} < d(p,q)

Pero tomando f,(x) = d(x,p) se obtiene

| fo(z) = fply) [=| d(x, p) — d(y,p) |< d(z,y)

lo que prueba que || fp||L < 1, pero ademés

| fp(p) — fo(q) [= d(p,q)

lo que prueba la clasica formula

d(p,q) = sup{| f(p) — f(@) |- Ifllc <1}

Esto nos dice que toda la informacion métrica del espacio topolégico X estd codificada en una
cierta subalgebra involutiva (en la mayorfa de los casos densa) de C'(X), i.e. Lip(X) acarrea
toda la informacién métrica de C'(X).

Si queremos pasar ahora al contexo no conmutativo, dada una C* algebra A, necesitare-
mos encontrar entonces una cierta subdlgebra involutiva densa A que serd la portadora de la
informacién "métrica” de este espacio no conmutativo.

Veremos que una aproximacion a este problema estd dada por la accién del dlgebra C*
en cuestién en un espacio de Hilbert H, con un cierto operador D (autoadjunto y no acotado)
marcado en H (seccién 11.3.1). La subélgebra densa A serd el conjunto de elementos de A
tales que el conmutador con D es un operador acotado. Este triple (A, H, D) nos permitira
introducir una métrica en el espacio de estados de A, y por restriccion, en el espacio de estados
puros. Veremos asimismo que bajo ciertas condiciones, esta topologia coincidira con la topologia
débil-* del espacio de estados de A (seccién I11.1).

Nos concentraremos primero en mostrar en detalle como para una variedad diferenciable
M, es posible introducir este triple en forma natural utilizando la estructura del fibrado vectorial
de Clifford sobre M (el espacio de L? spinores), y D sera el operador de Dirac de la variedad.
Veremos como la subdlgebra densa inducida por este par (H, D) coincide en efecto con las
funciones lipschitzianas sobre M, y por ende la métrica inducida coincidird con la métrica de
M, i.e. con la distancia geodésica. Para ello necesitaremos un revision mas o menos extensiva
a las dlgebras de Clifford (seccién I1.1), y una introduccién a los fibrados y operadores de Dirac
sobre una variedad diferenciable (seccién I1.2).

Reformularemos luego estos resultados para concluir que la topologia inducida por esta
métrica en el espacio de estados (y por ende en los estados puros) coincide con la topologia
débil-*.



INTRODUCCION )

Luego veremos como introducir un triple (A, H, D) en forma natural sobre el algebra
reducida de un grupo topoldgico discreto (seccién II1.2), mediante una funcién de longitud
(nuestro prototipo de funcién de longitud serd la longitud de las palabras en los generadores del
grupo). Un resultado notable de esta seccién es que toda la informacién métrica esta contenida
en el grupo, via la representacion regular a izquierda.

Por ultimo daremos una breve introduccién a los sistemas dinamicos topoldgicos para
presentar al toro no conmutativo, también conocido como ”&lgebra de rotacién irracional”,
y veremos que sobre estas algebras también es posible introducir en forma natural un triple
(A, H,D) (seccién II1.3). Es un resultado conocido (cf [Rieffel]) que la métrica construida en
el espacio de estados mediante este triple devuelve la topologia débil-*, y es por eso que este
ejemplo es tan relevante en la teoria que estamos apenas rozando aqui .

Hemos intentado que este trabajo sea autocontenido en la medida de lo posible, ci-
tando solamente los resultados que consideramos "méds conocidos”, en forma precisa (i.e. [li-
bro|[pdginal), para evitar intutiles ambulaciones por la bibliograffa. Las referencias a los resul-
tados contenidos en el trabajo son especificas (i.e. Teorema I11.4) y las referencias a ecuaciones
o féormulas que aparecen centradas estan entre paréntesis, para diferenciarlas de las referencias
a capitulos, secciones y subsecciones.
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II
MOTIVACION

II.1 Preliminares algebraicos

A lo largo de toda esta seccién daremos las definiciones necesarias para poder manipular con
comodidad el algebra de Clifford ”general” de un espacio vectorial cualquiera. Afinaremos luego
la punteria para tratar en detalle las dlgebras de Clifford canénicas sobre IR", y veremos como
es posible dar una presentacion manejable del revestimiento universal del grupo SO,, mediante
un cierto subgrupo del dlgebra de Clifford canénica (el grupo de spin). Concluimos con una
breve (pero completa) clasificacién de las dlgebras de Clifford candnicas (reales y complejas).

II.1.1 FEl dlgebra de Clifford

Definicion I1.1 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k, y sea q¢ una forma cuadrdtica

enV.

El dlgebra de Clifford CY¢(V,q) asociada a V' y ¢ es un dlgebra asociativa y con unidad que
se define como sigue:
Sea

(V) = i@’"v
r=0

el dlgebra tensorial de V', y definimos I,(V') como el ideal en Z(V') generado por los elementos
de la forma v ® v + ¢(v)1 para v € V. Entonces el dlgebra de Clifford es el dlgebra cociente, i.e.

CUV,q) =Z(V)/1,(V)
Denotaremos el producto tensorial en el cociente con el simbolo ” -7, el producto de Clifford.

Hay una inclusién natural

V — CUV,q)

dada por la imagen de V = ®'V por la proyeccién al cociente
g : Z(V) — CU(V,q)

Para ver que 7 |y es inyectiva, notemos que todo elemento de Z(V') se escribe como una suma
de elementos de grado puro, es decir como una suma de elementos ¢ € ®"V. Supongamos
entonces que ¢ € I(V) N V. Podemos escribir a 1 como > ;cra; ® (v; ® v; + q(v;)1) @ by, y
podemos suponer que los a;, b; son de grado puro. Tomemos el conjunto finito de indices F' C [
tal que grado(ay) +grado(by) es maximo. Si tomamos la suma ° e pay® (vy@vy+q(vy)l) @by
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y recordamos que ¢ € V', debe valer que ) rcpay ®vy®vy®by = 0. Ahora pasando al cociente
se obtiene

Z q(vp)ag-by =0
feF

y como la suma de los grados era maximal, debe ser g(vs) = 0 para todo f € F. Pero entonces
toda la suma 3 rcpay ® (vy @ vy +q(vy)1) @ by es nula. Procediendo inductivamente, llegamos
a que ¢ = 0.

El élgebra CU(V,q) es élgebra generada por el conjunto {1,v},cy sobre el cuerpo k,
sujeta a la relacion

v-v=—q(v)l

Si la caracteristica de k no es 2, se tiene
vew4w-v=—2q(v,w)l (I1.1)
donde 2¢(v,w) = q(v + w) — q(v) — q(w) es la polarizacién de q.
Se tiene la siguiente caracterizacién universal de las dlgebras de Clifford:

Teorema I1.2 Sea f:V — A una funcion lineal de un k-espacio vectorial V' en una k-dlgebra
asociativa A con unidad, tal que

f) - fv) = =q(v)1 (IL.2)

para todo v € V. Entonces [ se extiende en forma tunica a un homomorfismo de k-dlgebras
f:CeV,q) — A.

Ademds CL(V,q) es la inica k-dlgebra asociativa con esta propiedad.

DEMOSTRACION:

Toda f lineal se extiende en forma tnica a un homomorfismo f : Z(V) — A. La
propiedad (II.2) nos asegura que f pasa bien al cociente, induciendo el homomorfismo f .

Supongamos ahora que S es una k-dlgebra asociativa con unidad y que i : V < & es una
inclusién con la propiedad de que toda aplicacién lineal f : V' — A con la propiedad (IL.2) se
extiende en forma tnica a un homomorfismo de k-dlgebras f : S — A. Entonces el isomorfismo

de V.C CUV,q) en i(V) C S induce un isomorfismo de k-algebras C¢(V,q) ~ S. O

Notemos que cuando ¢ = 0, lo que obtenemos es A*(V), el dlgebra exterior de V. La
filtracién natural F" = I_o®'V del dlgebra tensorial pasa al cociente, convirtiendo al dlgebra
de Clifford en un algebra con filtracién F”. Lo mismo vale para el dlgebra exterior, con filtracion
A"V, Se tiene

Proposicion I1.3 Si k tiene caracteristica cero, entonces existe un isomorfismo candnico de
espacios vectoriales

AV = CU(V, q)

compatible con las filtraciones.
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DEMOSTRACION:

Saliendo del producto de r copias de V definimos una aplicaciéon multilineal alternada
f:Vx--xV — ClV,q) de la siguiente manera

Flons o) = 25 3 59(0 )00y v
ocESy
Claramente f se extiende a una aplicacién f : A"V — C¢(V,q), cuya imagen cae en F". Uti-
lizando un argumento similar al que dimos para probar que hay una inclusién de V en C¢(V, q),
no es dificil probar que f es inyectiva. La suma directa de estas aplicaciones es el isomorfismo
deseado. O

Por supuesto, este no es un isomorfismo de algebras a menos que ¢ = 0.
Se deduce de la proposicién que si dimg (V') = n, entonces la dimensién de C¢(V, ¢) como
k-espacio vectorial es 2™.

Consideremos la aplicacién ¢ : V- — CY(V, q) dada por ¢(v) = —v. Por el Teorema I1.2,
esta aplicacién se extiende en forma unica a una homomorfismo « : C4(V, q) — C¢(V,q). Como
a? = Id, existe una descomposicién

CU(V,q) = CLO(V,q) & CL'(V, q) (I1.3)

dada por los autoespacios de a. Como a(¢; - p2) = a(¢1) - a(¢2), la descomposicién de arriba
es de Zo-algebra graduada, i.e.

Cl{(V,q) - Cl(V,q) C CLH(V,q)

donde los indices se toman moédulo 2. Los elementos de cada subéspacio se denominan pares e
impares respectivamente.

La caracterizacion universal de las dlgebras de Clifford tiene una interesante conscuencia
funtorial: si f : (V,q) — (V’,¢’) es una aplicacidn lineal entre espacios vectoriales que preserva las
formas cuadraticas, i.e. f*¢ = ¢ entonces por el Teorema II.2 hay un homomorfismo inducido
f:CUV,q) — cuv',q). Ademas, dado otro morfismo g : (V',¢') — (V",q") se ve por la
unicidad del Teorema I1.2 que go f = go f .

Un caso particular de la situacién general descripta arriba es la de los grupos O(V, q) =
{f € GL(V): ffq=4q} y SO(V,q) = {f € O(V,q) : det(f) = 1}. Por lo recién observado, se
tiene una inclusién (mds precisamente una representacién) natural de estos espacios en el grupo

Aut(CL(V, q)).

De aqui en adelante supondremos que la caracteristica de k£ no es 2.

Consideremos el grupo (multiplicativo) de unidades en un algebra de Clifford, que deno-
taremos con C¢*(V, q). Este grupo contiene a todos los elementos de v tales que ¢(v) # 0, ya que
v~ = —v/q(v). Cuando k = IR 6 €,y dimy(V) = n < 0o, este es un grupo de Lie de dimensién
2™, Su dlgebra de Lie coincide con el algebra de Clifford, es decir, c¢l*(V,q) = C¥(V,q), con
corchete de Lie dado por el conmutador usual, i.e.

[r,y]=a-y—y-x
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El grupo de unidades actiia naturalmente como automorfismos del algebra, mediante la
representacion adjunta, es decir, se tiene una aplicacion

Ad : Cl*(V,q) — Aut(CL(V,q))

definida por
Ady(x) = a(g)re™

Esta aplicacion es diferenciable, y se obtiene una diferencial (que es un homomorfismo en cada
punto) dado por

ad : c1*(V, q) — Der(CL(V,q))
cuya expresion es

ady(z) = [z, y]

Proposicién I1.4 Sea v € V C CU(V,q) un vector con q(v) # 0. Entonces Ad,(V) = V. De
hecho, se tiene la siguiente expresion:

Ady(w) =w — QQ(U’ w)v
q(v)
DEMOSTRACION:
Como vt = —v/q(v), se tiene de (IL.1) que
—g(0)Ady(w) = —q(v)(—v)wv!

= q(v)vw(-v/q(v)) = —vwo
= v%w + 2q(v,w)v

= —q(v)w+2q(v,w)v O
Lema I1.5 Siv € V, la transformacion adjunta preserva la forma cuadrdtica, i.e.
Adyq(w) = q(Ady(w)) = q(w)
para todo w € V

DEMOSTRACION:

Recordemos que por la bilinearidad de la polarizacién, se tiene g(a — b) = q(a) + q(b) —
2q(a, b) para todo a,b € V. Aplicando la identidad de la proposicién previa, se obtiene

g(Ady(w)) = qw—2%2)y)
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Definicion I1.6 Definimos el grupo de spin como el siguiente subconjunto
Spin(V,q) ={vi---v, € CUV,q) :vj €V, r es par y q(v;) = £1}

Llamemos

De la definicion es evidente que

Adyy v, = Puy © O Py,

con lo cual, si ¢ € Spin(V,q), entonces Ady (V') = V. Ahora también es inmediato que
q (Adyyv. (W) = q(pvy © poy © -+ 0 v (w))
= q(pv, (P © - 0 pu,(w)))
= q(poy 0 0py(w) =

= q(w)
con lo cual, Ad,, preserva la forma cuadratica para todo ¢ € Spin(V,q).

Notemos que la aplicacién lineal p, es simplemente la refleccién a través del hiperplano
v, Ahora dado v € V, tomemos una base {v,v9,--+,v,} de V tal que ¢(v,v;) =0 para j > 2.
Se tiene que p,(v) = —v y py; = vj, con lo cual det(p,) = —1 para todo v € V.

Recordemos por un instante la definicién del grupo ortonormal

SO(V,q) ={f € GUV) : f*q = q,det(f) = 1}
Las observaciones previas nos dicen que se tiene la siguiente aplicacion
Ad : Spin(V,q) — SO(V, q)
Veamos ahora como se comporta

Lema I1.7 SiV tiene dimension finita y q es no degenerada, entonces Ker(Ad) C k*

DEMOSTRACION:

Supongamos que ¥ € Spin(V,q) estd en el nicleo de Ad. Escribamos ¢ = 1y + 1
mediante la descomposicién (I1.3). Elijamos una base {w1,--,w,} de V tal que q(w;) # 0y
q(w;, wj) = 0 para i # j. Como Ady(v) = 1, se tiene a(vp)v = v1) para todo v € V. Observemos
que, igualando elementos de igual grado se tiene

vhg = Yov
(IL.4)
—vPr = Yo
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para todo v € V. Sucesivas aplicaciones de la ecuacién (IL.1) a los pares w;, w; muestan que
1o puede ser expresado como ¥y = ag + wia; donde ag y a; son expresiones polinomiales en
way, - -+, wy. Al aplicar a se ve que ag es par y aj impar. Poniendo v = w; en (I1.4), vemos que

wiag +wia; = agwi + wiaiw
_ 2
= wiap —wiay

En consecuencia, w%al = —q(wy)a; = 0, y por ende a; = 0. Esto muestra que ¥y no involucra
wi. Procediendo inductivamente, vemos que g no involucra ningin w;, y por ende g = ¢ -1
cont € k.

Con un argumento analogo se prueba que 11 no involucra nigin w;, y como ) tiene
grado impar, debe ser 11 = 0. Con esto se tiene ¢ = )9 + 1 =t -1, y como ¥ # 0, debe ser
Y ek*. O

Definicion I1.8 Notese que el algebra tensorial posee una involucion
N QU= U@ - QU1
la cual preserva el ideal I(V') y por ende desciende a una aplicacion
()' = CUV.q) — CUV, q)

denominada traspuesta. Nétese que es un antiautomorfismo, i.e. (1¥p)t = ¢'9pt. Definimos la
norma N : CU(V,q) — CU(V,q) como la aplicacion

N(y) =4 a()
Notemos que N(v) = q(v) parav € V y N(t) =t para t € k.

Proposicién 11.9 Supongamos que V' tiene dimension finita y q es no degenerada. FEntonces
la restriccion de N al grupo de Spin da un homomorfismo

N : Spin(V,q) — k*
donde se sobreentiende que k* = k* -1 C CUV,q).

DEMOSTRACION:

Veamos primero que N (Spin(V,q)) C k*. Tomemos b € Spin(V,q), y recordemos que
para todo v € V, Ady(v) = a(y)vyp~! € V. Ahora observemos que la traspuesta de un vector
! = w para todo w € V) y aplicando esto a Ady(v), se tiene

a(@)oyp™ = (v') " va(y!)

es el vector mismo (i.e. w

Por ende,

Pra@)oyHa@)) T = a (@) v (a@hy)

= Ada(wt)w(v) =
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para todo v € V. En consecuencia, a(y?t)y € Ker(Ad), y por el Lema IL7, a(yt)y € k*.
Aplicando « obtenemos o () = N (') € k*. Como la traspuesta preserva el grupo de spin,
concluimos que N() € k* para todo ¥ € Spin(V,q).

Ahora observamos que si 1, & € Spin(V, q) entonces

N(y€) = véa((¥€)") = véa(¢)a(y’) = YN (€)a(¥') = ba(")N(€) = N($)N(€) O

Ahora vamos a establecer la suryectividad de la aplicacién adjunta en algunos casos;
para ello necesitamos el siguiente resultado clasico:

Teorema I1.10 (Cartan-Dieudonné) Sea q una forma quadrdtica no degenerada en un k-espacio
vectorial de dimension finita V. Entonces todo elemento g € SO(V,q) puede ser escrito como
el producto de r reflecciones (con r par)

9= Pv; O Pu,
donde r < dimy (V).

DEMOSTRACION:
Ver el libro de Artin [Artin|[p 104]. O

Diremos que un cuerpo k de caracteristica distinta de 2 es spin cuando
X = (kX)Q U —(k‘X)Q,

i.e. cuando por lo menos una de las dos ecuaciones t2> = a o t> = —a puede resolverse en k para
todo elemento no nulo a de k. Los cuerpos IR, C'y Z, con p primo y p = 3 (mod 4), son spin.

Teorema I1.11 Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo spin k, y
supongamos que q es una forma cuadrdtica no degenerada sobre V. FEntonces hay una suce-
sion exacta corta

0—F — Spin(V,q) — SO(V,q) — 1

donde la tercera flecha es la aplicacion adjunta y

F_{ Zy={1,-1} si\/—1¢k
T\ Zy={+1,+£/-1}

DEMOSTRACION:

Por el Lema II.7, si ¢ € Ker(Ad) entonces 1 € k*. Ahora si ¢ = vy ---v, entonces
Y? = N(¢p) = N(vq)--- N(v,) = £1, lo que establece el niicleo de Ad.

La suryectividad de Ad se deduce de que como k es spin, es posible renormalizar todo
v # 0 para obtener ¢(v) = 1, y ahorasi g € SO(V, q) por el teorema de Cartan-Dieudonné existen
v1,-- -, v, (con 7 par) tal que g = py, 0 - py,. Renormalizando estos vectores, obtenemos un
elemento ¢ = vy - - - v, del grupo de spin tal que Ady = g. O
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11.1.2  Las dlgebras de Clifford candnicas

Nos concentraremos a partir de este momento en el caso concreto en que V = IR" y
_ 2
q(z1,- - wn) = Y a7
i

Denotaremos con CY¢, a ésta élgebra de Clifford. Notemos que si {ej, - -,e,} es una
base ortonormal (con respecto al producto escalar usual) entonces el dlgebra C/,, tiene una base
de 2™ vectores de la forma

€, - €

T

donde 0 < r <mn, 1; <111,y los elementos e; estdn sujetos a la relacion
€€ +6j € — —251'3‘
Esto nos sugiere otra presentacién del algebra C',,.

Definicion I1.12 El enésimo grupo de Clifford F,, es el grupo presentado por generadores
€1, ,en, —1 sujetos a las siguientes relaciones:

—1 es central, (—1)* =1, e? = —1 e;e; = (—1)eje; para i # j
Notese el isomorfismo de IR-dlgebras
Cl, ~ RF,/IR-{(—1)+ 1}
donde IRF), es el dlgebra de grupo de F),, i.e. el dlgebra sobre IR generada por Fj,.

Recuérdese la descomposicién canoénica dada por el automorfimo «, que en este caso
notaremos como

Cl, =Cl oLl
Lema 11.13 Euxiste un isomorfismo de IR-dlgebras
Cly, ~Cl Ly
para todo n.

DEMOSTRACION:

Elijamos una base ortonormal {ej, - -, ep41} de IR"*!. Identifiquemos IR" con < e1,- - -, ep >R,
y definamos una aplicacién f : R™ — C€9,; como

fle;)) =ent1-€; parai #n+1
y extendiendo linealmente. Para = = Y, z;e; se tiene
f(@)- flx) = 20 TiTjentl " €« Enyl - €
= Zi,j :Cizvjez-ej
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Se desprende de la propiedad universal del algebra de Clifford (Teorema I1.2) que f se extiende
a un homomorfismo de IR-algebras

fct, —ci,,

Chequeando sobre una base se ve que f es un isomorfismo. O

El problema de la clasificacién

Demos un breve vistazo a la clasificacién de las algebras C¢,. Se ve facilmente que C'¢; = C'y
Cly = H (el cuerpo de cuaterniones). Mediante el isomorfismo que acabamos de demostrar y
un isomorfismo de periodicidad 2 ([L-M][p 25]) se construye la siguiente tabla (K (n) denota a
las matrices de n x n con coeficientes en K)

[N = NI
S
~—

la cual, junto con el isomorfismo

C£n+8 ~ an & Cfg

(ver [L-M][p 27]) nos da una clasificacién completa de las dlgebras reales.

Pasemos por un momento al caso complejo, donde definimos la forma cuadratica candnica

q:C"— C

n

ap(z) =Y 25

=1

y a partir de ella definimos el algebra de Clifford compleja como
Cly, = CL(C", q¢)

Es inmediato de la caracterizacion universal de algebras de Clifford y de la aplicacion
f:C" — Cl, ®R C dada por

flay +iby, - an +iby) =a®@1+b®i

(donde @ = (a1, --,a,) € IR" y similarmente b = (by,---,b,)) que existe un isomorfismo de
(-élgebras (y por ende de IR-algebras)

Cl, ~Cl, @R C
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Se ve facilmente que

Ch=CaC

Oty = C(2).

Esto junto con el isomorfismo
Clyyo >~ Cly, ®¢ Cla

(ver [L-M][p 27]) nos da la clasificaciéon completa de las dlgebras de Clifford complejas.

11.1.8  FEl grupo de Spin como revestimiento universal

Es un resultado clasico que el grupo SO, es conexo para todo n. Evidentemente, SOy ~ S' y
por ende 711 (SO2) = Z. Un poco mas dificil de establecer es el resultado m1(S0O,,) = Z2 para
n > 3 (ver [Hilton|[p 59]). En consecuencia, el revestimiento universal de SO,, es finito, con 2
puntos en cada fibra (para n > 3). Podemos establecer que el grupo Spin, = Spin(IR™, || - ||?)
es este revestimiento universal.

Teorema I1.14 La aplicacion
Ad : Spin, — SO,

representa al revestimiento universal de SO,, para todo n > 3.

DEMOSTRACION:
Por el Teorema II.11, se tiene una sucesién exacta

0 — Zo — Spin, — SO, — 1

donde la tercer flecha es la aplicacién adjunta. Sélo resta probar que este revestimiento es
simplemente conexo; como se trata de un revestimiento de dos hojas, basta probar que no se
trata del revestimiento trivial Zs x SO,,. Pero entonces es evidente que lo tinico que hay que
probar es que hay un arco continuo dentro de Spin,, que une —1 con 1. El arco v : [0, 7] — Spin,,
dado por

v(t) = (e1 cost + egsint) - (easint — e cost)

es el requerido. O

11.1.4 Representaciones

Definicion I1.15 Sea K D k una extension de k. Una K-representacion de dlgebra de Clif-
ford CU(V,q) es un homomorfismo de k-dlgebras

p:CUV,q) — Homyg (W, W)

donde W es un espacio vectorial de dimension finita sobre K. Se dice que el espacio W es un
CU(V, q)-mé6dulo sobre K. En general podemos omitir p y escribir p(¢)(w) = ¥ -w. El producto
”.” es la multiplicacion de Clifford.

Estaremos interesados principalmente en los casos K = IR, €' o IH.
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Teorema 11.16 Sea C¢, — Homp(W,W) una representacion real del dlgebra de Clifford
candnica. Entonces existe un producto interno < -,- > en W tal que la multiplicacion de Clifford
por vectores unitarios de IR™ es ortogonal, i.e.

<e-w,e-w >=<w,w >
para todo w,w’ € W y todo e € IR™ tal que ||e|| = 1.

DEMOSTRACION:

Dado un producto escalar cualquiera <, >¢ en W, lo promediamos sobre el grupo finito
F,, i.e. definimos

<v,w >= Z < fu, fw >q
feF,

Notemos que < e;w,e;w >=< w,w > , pues corresponde a una permutacién de la suma. Si
i # j, se tiene
<ew,ejw > = < ejew,ejejw >

= < €j6W, —W >
= < —€;e;W, —W >
= <egejw,w >

= <eieiejw, ew >
= < —ejw,gw >

= —<ejw,ew >=— < ew,ejw >

y en consecuencia, si i # j, resulta < e;w,e;w >= 0. Ahora escribimos un vector de norma 1
_ o 2 _
como e = ajej, con y ;aj =1,y entonces

< ew,ew >= Za? < ejw, ejw > —l—Zi # jaja; < ew,ejw >=<w,w > O
J

Corolario I1.17 Con el producto escalar del teorema previo, el producto de Clifford por vectores
de IR™ es una transformacion lineal antisimétrica, i.e.

<v-w,w/ >:—<w,v-w/>
para todo par w,w' € W y todo v € IR".

DEMOSTRACION:

v

Podemos suponer que v # 0. Entonces < v - w,w’ >=< ﬁ "V W, w' >=
2

=< ”ZHQ cw,vew >=—<w,v-w > O
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I1.2 Fibrados y operadores

En esta seccién nos concentraremos en presentar los objetos esenciales para introducir un espacio
de Hilbert sobre las secciones de un fibrado de una variedad diferenciable (el espacio de L?
spinores), asi como de un operador autoadjunto no acotado en este espacio (el operador de
Dirac). Para ello haremos primero un breve repaso de los fibrados principales sobre una variedad,
para luego pasar rapidamente al caso concreto que nos interesa (el fibrado de Dirac). Por tltimo
introduciremos el operador de Dirac en este fibrado utilizando coordenadas locales, y citaremos
algunos resultados clasicos de la teoria de operadores elipticos para deducir propiedades del
espectro de este operador que seran esenciales més adelante.

I1.2.1 Fibrados

Definicion I1.18 Sea M una wvariedad diferenciable, y G un grupo topoldgico. Un fibrado
G-principal es un fibrado w : P — M junto con una accion a derecha, continua, de G en P
que preserva las fibras y actua simple y transitivamente sobre ellas. En consecuencia, las fibras
son exactamente las orbitas de G. Ademds requerimos que para cada punto p € M ezista un
entorno U de p y un homeomorfismo hy : =1 (U) — U x G de la forma hy(z) = (n(z),v(x))
con la propiedad que h(xzg) = (w(x),v(x)g) para todo g € G.

Ejemplo 1 Sea M una variedad diferenciable de dimensionn, y TM su fibrado tangente. Sobre
el podemos considerar distintos fibrados de grupo.

P (M) = Pgr(TM) es el fibrado de bases de TM, que en cada fibra sobre p € M es el
conjunto de todas las bases del espacio vectorial T, M. Este es un fibrado G L,-principal. La
accion de GL,, = GL(n, IR) sobre Pgr,(M) se define como sigue: fijemos una matriz g = g;; €
GL,. Entonces dada una base b = (v, ..., v,,) de T,M, ponemos bg = (v{, ...,v},) donde

!
o =3 v
k

para j = 1...n. Esta accién es claramente continua y es simple y transitiva sobre las fibras. La
trivializacion local se deduce de la trivializacién local de T'M.

Si M es orientable, podemos considerar el fibrado de bases orientadas Pgr+ (M), que
en cada fibra tiene todas las bases con la misma orientacién (notar que una eleccién continua
de este tipo sélo es posible merced a la orientacién de M). Este es un fibrado G L -principal,
donde GL; = {g € GL,, : det(g) > 0}.

Si M es Riemanniana, podemos construir el fibrado Po(M) de bases ortonormales, el
cual es evidentemente un fibrado O,-principal. Si ademéas M es orientable, podemos considerar
el fibrado de bases ortonormales orientadas Pso(M), el cual resulta un fibrado SO,-
principal.

Definicion I1.19 Si M es una variedad Riemanniana, el fibrado de Clifford de TM se define
como un fibrado cociente:

Co(M) = (i @TTM) / [(TM)

r=0
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donde I(TM) es el fibrado de ideales cuya fibra en p € M es el ideal bildtero I(T,M) en
® 0 ®"T,M, generado por los elementos v @v+ ||v]|* para v € T,M. Este fibrado es un fibrado
de dlgebras de Clifford sobre M, con el producto en cada fibra dado por el producto de Clifford
usual.
Similarmente, el fibrado de Clifford complejo sobre M se define como

CUM) = CIUM)® C

En este momento es preciso fijar un poco la notacién. Para una variedad diferenciable M se
tienen los siguientes espacios: (més adelante introduciremos otros)

C(M)={f:M — IR tal que f es continua}

C(M)={f:M — Ctal que f es continua}

C®(M) ={f: M — IR tal que f es diferenciable}

Ce(M) ={f: M — IR tal que f es continua y tiene soporte compacto}

CP(M) ={f: M — IR tal que f es diferenciable y tiene soporte compacto}

Asimismo, dado un fibrado E sobre M, denotaremos con (M, E) a las secciones del fibrado que
sean de alguna de estas clases: asi por ejemplo, C*°(M, E) son las secciones diferenciables del
fibrado F.

Definicion I1.20 Si M es una variedad Riemanniana, una derivada covariante en TM es
una funcion lineal
V:C®(M,TM) — C*(M, T*"M @ TM)

tal que
V(fV)=df @V + fVV

para toda f € C°(M) y todo V € C>®°(M,TM).

Identificando T*M @ TM con Hom(TM,TM) en la forma candnica, se tiene que para
todo campo diferenciable X € C>°(M,TM) el operador V define un operador

Vyx : C°(M,TM) — C®(M,TM)

dado por
Vx (V) = (VV)(X)

Con esto, podemos pensar a V como un operador
V:C®(M, TM) x C>®(M,TM) — C*(M,TM)
Este operador cumple las propiedades de una conexién, a saber

(@) VixigyV = fVxV +gVyV para f,g € C*(M)
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(b) Vx(aV+bW)=aVxV +bVxW paraa,be R

(¢) Vx(fV)=(Xf)V+ fVxV para f € C*(M)

Diremos que la conexién es compatible con la métrica g de M cuando valga
X <Y, Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ >

para toda terna de campos X,Y,Z € C>*°(M,TM).
Diremos que una conexién es simétrica cuando su tensor de torsién se desvanezca en
todos lados, i.e. cuando

VxY - VyX = [X,Y]

Cabe preguntarse a esta altura sobre la existencia siquiera de una conexién no trivial
sobre una variedad Riemanniana.

El siguiente teorema nos da la clave (su demostraciéon puede verse en cualquier libro de
geometria, como por ejemplo, en [Lee][p 68])

Teorema I1.21 (Lema Fundamental de la Geometria Riemanniana) Sea (M,g) una
variedad Riemanniana. Entonces existe una unica conexion V en M que es compatible con g
y simétrica. Esta conexion se conoce comunmente con el nombre de conexién Riemanniana
canonica o bien conexién de Levi-Civita.

Definicion I1.22 Definiremos un par de objetos a partir de esta conexion de Levi-Civita, que
serdn utiles mas adelante.

Dada f € C*°(M), definimos su gradiente como el tinico campo V f € C*°(M,TM) tal
que

<Vf,X>=Xf paratodo X € C(M,TM)

En coordenadas locales, la expresién del gradiente es

Vi=> (Zgijajf> 0;
i J

donde g% es la inversa de la matriz g;; =< 9;,9; >.
Definimos la divergencia de un campo X como la traza de la aplicacién (Y — Vy X).
En coordenadas locales, si X =), X"'0;, entonces se tiene la expresion

divX = Z(V@.X}i = \/15 Zai <\/5X1)

donde G = det(g;j).
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11.2.2 Fibrados de Dirac

Puede probarse ([L-M][p 107]) que dada una conexién sobre T'M, esta se extiende en forma
tnica a una conexioén V sobre el fibrado C¢(M) con la propiedad de actuar como una derivacién
con respecto al producto de Clifford, i.e. se tiene para todo par ¢, € C* (M,Cl(M)) que

V(-9)=V@) ¢+ V(ip)

Nosotros nos ocuparemos de un caso mas general, que es el de las variedades M que
admitan un fibrado vectorial S (real o complejo) tal que cada fibra sea un médulo a izquierda
sobre el fibrado de Clifford (real o complejo respectivamente) de M. Requeriremos asimismo
que este fibrado sea Riemanniano, es decir, que esté provisto de un producto escalar en cada
fibra.

En vista de los resultados de la seccién previa (Teorema I1.16) vamos a agregar la hipéte-
sis de que la multiplicaciéon por vectores unitarios sea una transformacién ortogonal, i.e.

<e-o01,e-09 >=< 01,09 > (115)

2

y considerando que e = —1, se deduce que esto es equivalente a

<e-01,00 >+ < o01,e-09 >=0 (11.6)

De aqui se obtiene que la multiplicacion por vectores de T'M es una transformacién lineal
antismétrica, i.e
<wv-01,090 >=— <01,V 02 >

para todo v € T'M. También es evidente que para todo v € T'M se tiene
<vV-01,V-09 >= HU||2 < 01,092 >

Notando que para cada p € M se tiene para un producto escalar arbitrario

llap - bpll < c(p)llapll|opl

requeriremos que el producto cumpla
la- ol < llal/l|o] (IL.7)

lo cual puede lograrse partiendo de cualquier métrica si suponemos que la funcién ¢(p) tiene un
comportamiento no demasiado descontrolado, tomando una f > 1 diferenciable tal que f > cy
efectuando el siguiente cambio conforme en la métrica: < a,b >o= f? < a,b >. (De hecho, para
nuestros propésitos basta que f(p) > ¢(p) salvo un conjunto medida nula).

En vista del resultado para el fibrado de Clifford requeriremos que la conexién de Levi-
Civita inducida por esta métrica sea una derivaciéon de médulos, i.e.

Vip-0)=V(p)-oc+¢- V(o) (11.8)

para todo ¢ € C* (M,C¢(M)) y todo o € C*(M, S).
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Definicion I1.23 Un fibrado de Dirac real sobre una n-variedad Riemanniana M es un
fibrado wvectorial real S de CU(M)-mddulos a izquierda junto con una métrica Riemanniana
y una conexion Riemanniana candnica V en S con las propiedades adicionales (I11.5), (11.7)
y (IL.8). Un fibrado de Dirac complejo se define similarmente, comenzando con un fibrado
vectorial complejo S y reemplazando CU(M) por C £(M) (por supuesto, la métrica es una forma
sesquilineal).

11.2.8  El operador de Dirac

Definicion I1.24 Sea S un fibrado de Dirac sobre una variedad diferenciable M de dimension
n. Tomemos una carta (U, $). Dado o € C*(M,S) yp € U definimos

(D7) = Lo @z 1, ( 7).

ol

donde g% es la inversa de la matriz del tensor métrico en este sistema de coordenadas, es decir
gij(p) =< B%i’ a%j >,, (99) = (gij) . El punto denota multiplicacion de Clifford en S.

No es difiicil ver que esta definicion es compatible con los cambios de coordenadas, y por
ende define un elemento Do € C*(M,S).

El operador D se denomina operador de Dirac del fibrado S.

El operador D? se denomina Laplaciano de Dirac.

Observacién I1.25 El operador D restringido a C*°(M) coincide con el gradiente usual de
funciones.

En efecto, sea p € M, y tomemos (x1,...zy) un sistema de coordenadas normales Riemannianas
centrado en p. De esta manera, llamando e; = % se tiene que {e1(p),...,en(p)} es una base
ortonormal de T},M.

En este sistema de coordenadas se tiene g;;(p) = d;j, y en consecuencia

(Do) (p) =D ej(p) - (Ve,0)p
j=1
de donde es evidente que para f € C*°(M) se tiene Df =V f. O

Definicién I1.26 Dada una carta (U, ¢) en M, para f: U — C definimos
[ 1du@) = [ fod @)/G oo (w)do
U o(U)

donde G : U — IR es el determinante de la matriz del tensor métrico, i.e

0 0
ng_ 8¢Z’8¢]

y G = det (gij). Por el teorema de cambio de variable sobre IR", esta integral estd bien definida
y no depende de ¢.
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Tomando un cubrimiento localmente finito (U;, ¢;) de M por cartas, construimos una
particion de la unidad {p;} subordinada a U; y escribimos f =Y; fi (donde f; = fp;) para toda
f: M — C. Definimos

| 1@ =3 [ fio)dut)

M i U;

Se wverifica trivialmente (cf [Sakaif[p 62]) que esta definicion no depende de la eleccion de la
particion de la unidad, y por ende define una medida de Raddn positiva sobre M, la medida

inducida por la métrica. De aqui en adelante nos referiremos siempre a esta medida como
la medida sobre M.

Definicién I1.27 Consideremos el espacio C°(M, S) con el producto escalar

(01,02) = /M < 01,09 >p d,u(p)

La completacion de este espacio con respecto a la norma inducida por este producto escalar lo
denominaremos L*(M, S), el espacio de L? spinores sobre la variedad M.

Proposicion I1.28 El operador de Dirac de cualquier fibrado de Dirac es un operador lineal
simétrico sobre C3°(M,S), es decir

(Do, 02) = (01, Do)

DEMOSTRACION:

Que es un operador lineal es evidente. Veamos que es simétrico.

Fijemos p € M y elijamos sistema de coordenadas {ey,...e,} ortonormales en p y tales
que (Ve,ej)p = 0 para todo 4,5 (esto es simplemente pedir que los simbolos de Cristoffel se
desvanezcan en p, lo que se logra mediante coordenadas normales Riemannianas, ver [Lee|[p
78]). Ahora dados o1, 02 definimos un campo vectorial V' como

<V.W>=—<o,W-09 >

Notemos que
div(V), = >, <V¢ Ve >

= Zz{el <V,e;>—-< ‘/aveiei >}p
= Zz{el <V, e >}p

= — Zl{ez < 01,€; 09 >}p
Usando las propiedades (I1.6) y (I1.8) obtenemos

< Doy,09 >p= Z < €jVe, 01,09 >p= — < V,01,€i09 >

7

= —Zi{ei < 01,€02 > — <01, (Veiei)ag > — < Ul,eiveidz >}p
= —Y{ei <o1,ei00 >}p+ < o01,Dop >

= div(V)p+ < o1, Doy >,
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En consecuencia, se tiene la igualdad
< Doy,09 >= diU(V)-i- < o1,Doy >

Integrando a ambos lados, y utilizando que [, div(V)dp = 0 (ver [Sakai][p 71]), se obtiene la
simetria del operador de Dirac. O

Recordemos que la clausura de un operador T' en un espacio de Hilbert es el minimo
operador que extiende a T y que tiene grafico cerrado. Esta clausura no siempre existe, es
decir, un operador no acotado puede no tener ninguna extensién cerrada. Sin embargo, si
el operador es simétrico, siempre es clausurable (ver [Simon][p 255]). En este caso se tiene
Dom(T') € Dom(T*). Se dice que un operador simétrico es autoadjunto cuando vale la otra
inclusién, es decir, cuando Dom(T) C Dom(T*). Notemos que un operador simétrico cerrado
puede no ser autoadjunto, y puede admitir infinitas extensiones autoadjuntas (ver el ejemplo de
[Simon][p 116]). Sin embargo, si consideramos el operador de Dirac definido sobre C (M, S),
y tomamos su clausura con respecto a este conjunto, obtenemos un operador simétrico D no
acotado en L%(M, S) cuyo dominio es

Dom(D) = {o € L*(M,S) tal que existen {¢,} C C¥(M,S), ¢ € L*(M, S),
tales que ¢, — oy Do, — ¥}

donde la convergencia es en L?(M,S). Para este operador vale el siguiente resultado, cuya
demostracién puede verse en [L-M][p 117]:

Teorema I1.29 Sea M una variedad Riemanniana geodésicamente completa, S un fibrado de
Dirac sobre M y D la extension del operador de Dirac dada arriba. Entonces D es un operador
autoadjunto en L*(M,S).

Notemos que si a es una funcién (a valores reales o complejos) sobre un fibrado de Dirac
(real o complejo respectivamente) entonces si a € Dom(D), el gradiente Va existe pp y estd
en L?(M,S). Sin embargo, podemos decir algo mas sobre a; necesitamos primero un par de
definiciones:

Definicién I1.30 Sea U C IR™ abierto. Dada v € L*(U), diremos que una funcion v; es la
i-ésima derivada distribucional de u si para toda ¢ € C2°(U) se tiene

0
/Uuazda: = —/Uvid)dz (1I1.9)

Notemos que si u es derivable, la derivada parcial de u cumple el papel de v; en la
ecuacién (I1.9), ya que

0

/ 9) 4 —
U oz

por tener ¢ soporte compacto. Cabe mencionar (cf [Evans|[p 243]) que si existe la derivada

distribucional, esta funcién esta unicamente determinada (salvo por un conjunto de medida

cero).
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Definicién I1.31 Definimos el espacio de Sobolev WP como el siguiente subconjunto de
LP(U):

WP(U) = {u € LP(U) : existen todas las derivadas distribucionales, y estdn en LF(U)}

Definicién I1.32 Sea M una variedad diferenciable. Definimos el espacio de Sobolev WP (M)
como el conjunto de todas las funciones u : M — IR tales que para toda carta (U, ), la funcion
wop ™t e WhP(U).

No es dificil ver que basta con tomar un cubrimiento de M por cartas y chequear para
este cubrimiento, ya que dadas dos cartas cualesquiera (Uy, ¢1), (U2, ¢2), la aplicacion p9 0801_1 :
©1(Uy NU3) — p2(Up N Us) induce un isomorfismo entre los respectivos espacios de Sobolev
WP (;(U; NU3)) (cf [Hormander][p 27]). En particular, si M es compacta, basta chequearlo
para finitas cartas.

Teorema I1.33 Sea D el operador de Dirac de un fibrado sobre una variedad compacta M. Si
u € Dom(D), entonces u € W12(M)

DEMOSTRACION:

Dado p € M, tomemos una carta (V1) centrada en p tal que ¥(V) = B(0,2) C IR".
Llamando B = B(0,1), consideremos la carta (U, ) centrada en p dada por U = ¢~ 1(B),
¢ = 1 |. Cubramos M con estas cartas, y extraigamos un subcubrimiento finito. Dada
u € Dom(D), chequearemos que u o ¢~ ' € W12(B) para cada una de estas cartas.

Fijemos un poco la notacién. Como siempre, g;;(p) =< a%ﬂ- |ps ai@j |,> parap € U. LLa-
maremos G(p) = det (g;j(p)). Utilizaremos p, para notar la medida sobre la variedad inducida
por la métrica.

Como el tensor métrico es definido positivo, las funciones g;; y G son siempre positivas.
Lo mismo puede afirmarse de v/G. Ahora notemos que por la eleccién de la carta, las funciones
gii o o 1 (x) y /G o p~I(z) definidas en B, se extienden en forma diferenciable a B(0,2). En
particular, se extienden en forma continua a B. Como este es un conjunto compacto, y estas
funciones son positivas, se deduce que existen constantes tales que

0<e < gioyp l(z)<C

(I1.10)
0<d < VGopl(z) <K
para todo = € B, o lo que es lo mismo,
(I1.11)
0<d < VGp)<K

para todo p € U.
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Ahora si u € Dom(D), en particular v € L{M), y por consiguiente

1 2 d _ 1 2 \/Gogo—l(x)d
IB‘“O‘P (z) | dx fB|uOg0 (7) | mw

= fU|U| ldﬂg
< %fU|U|2dﬂg
< %fM|U|2dﬂg<oo

lo que prueba que uo ¢~ ! € L?(B).
Por otra parte, existen u, € C®(M), ¢ € L*(M,S) tales que u, — u, Du, — £ en
L?(M, S). Por ende, para toda carta (U, ) se tiene

U [p— u |y

en L?(U) y similarmente
Dun [y— & |y

en L*(U, S). Claramente, ¢ |;€ L*(U,S). Ademés, se tiene la expresién local
0
3 |U: XZ:&@TOZ

y afirmamos que cada & € L?(U). De lo contrario, se tendria [;; {2dpuy = +oo. Pero entonces
también

/ & gidpg > 6/ 2duy = +oo
U U

lo que contradice el hecho de que ¢ | ;€ L*(U, S), ya que

Hg ‘U H2 Z&‘gsgrs + Zgz Gii
r#£s

Ahora la expresion local de Du,, es

1

- 0u 0
D = Y (z) z-
v 7 eI | dp

Ahora hacemos uso del hecho de que existe una trivializacién del fibrado para el abierto U, y
entonces es evidente que para cada coordenada hay convergencia en L2(U), i.e.

ou
’Lj n _) . .
g g 7 & (I1.12)

en L2(U).
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Multiplicando por gg; y sumando sobre i en (I1.12) obtenemos

ou
J - ngéz = v

en L2(U). Claramente, cada vy esté en L2(U) pues los coeficientes son acotados y cada &; esté.
Notemos que como u, |;;— u |;; en L*(U), para toda ¢ € C°(U) se tiene

| Ju dundpg — fy dudpg | < fy | plun —u) | dpg

IN

Ju 16 P dug fiy | un —u > dpg — 0
es decir

/ Pupdpg — / pudpg
U U
para toda ¢ € C3°(U).

Con un razonamiento similar, se obtiene

ouy,
|, Gedng = [ o,

para toda ¢ € C°(U).
Ahora veamos que las derivadas distribucionales de u o ! existen. Sea ¥ € C°(B).
Entonces las funciones

Yoy 1 y Yoy
VG VG

estdn claramente en C2°(U), y en consecuencia

1

Jpuo gofl(x)%(x)dx = Jpuo ) 8w0£ok<p— (z) m VG ot (z)dx

= limy, [gun oo (z) 55 (z)dx

Unop L
= —lim, [, 2 (0)yp(a)do

A(unop™1) L

= —lim, [5 ax,; () www (2) VG o p~Hx)dx

\/G’ogo—l (z)

= —lim, fU Qup. (%/C)f) dpig

= fUUk(\f)d/‘g

= —[ponop (@)Y (x)dx
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1

lo que prueba que las funciones vg o ¢~ son las derivadas distribucionales de u. Resta ver que

estdn en L?(B):

J oo @™@) Pdz = [y |veoe™(e) P oo VEop Tw)de

= Julwl? \%Gd/ig
< Lyl Pdug < oo O

Observacion I1.34 Sea S un fibrado de Dirac y D su operador de Dirac. Si o € Dom(D) y
f € C(M) es tal que existe Vf y es acotado, entonces fo € Dom(D) y se tiene

D(fo)=fDo+Vf-o

En efecto, consideremos primero el caso en que el fibrado es real, y notemos que todos los
productos estan en L?(M, S) por ser f y Vf acotados, y ahora tomando una base ortonormal
{e1,...,en} de T, M calculemos

(Dfa)p = Ziei'(veifU)P
= e f(P)(Ve,o)p+3i€i - (Ve fpop
= f(p) Zz € - (veig)p + (Zi(veif)pei) "Op

= f()(Do)p+(Vf)p-op

El resultado para fibrados complejos se deduce de la linealidad de D y de la definicion V f =
Vu+iVousi f =u+iv. O

Sea M una n-variedad diferenciable, con fibrado de Dirac S. Si a = (a1, ..., ay), €s un
multi-indice con «; € IN, denotaremos con | @ |= >, o, y similarmente

olal olel

Ox®  Qr .. Qxon

Recordemos que la definicién del simbolo principal de un operador diferencial D : C*°(M, S) —

C>(M,S) es una funcién que asocia a cada punto p € M y cada vector cotangente £ € TyM un
operador lineal o¢(D) : S, — Sp, que se define de la siguiente manera: si en coordenadas locales
se tiene

|l
D= > Aa(ﬂf)ga y &= &day
x 2

la|<m
donde m es el orden de D, entonces

o¢(D) =i™ Y Aa(x)€

|al=m

donde £% = &u, .. da, -
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Este simbolo tiene una definicién intrinseca (ver [M Taylor I|[p 158]) que es la siguiente:
si feC®(M)y&=df, entonces para toda u € Dom(D) se tiene

oe(D)u = lim t~™e™ " D(ue'f)
t—o00
Con esta definicién es sencillo probar que si P,Q : C*°(M,S) — C*°(M, S) son dos operadores
diferenciales, entonces

0¢(Po Q) = 0¢(P) o 0e(Q)

Con estos datos probaremos el siguiente resultado (recordemos que un operador es elip-
tico cuando su simbolo principal es un isomorfismo para todo £ # 0)

Proposicion I1.35 Sea D el operador de Dirac de un fibrado de Dirac S. Entonces para todo
EeT*M se tiene

og(D) = i€
oe(D?) = |I¢|?

donde el punto denota multiplicacion de Clifford.
En particular, D y D? son operadores elipticos.

DEMOSTRACION:

Fijemos un p € M y un sistema de coordenadas (x1, ...x,) centrado en p tal que (a%i)o se
corresponda con una base ortonormal {ey, ..., e, } de T, M (coordenadas normales Riemannianas).
Mediante el producto escalar del fibrado identificaremos e; = (dz;)p para todo i = 1..n.

Ahora notemos que para cualquier trivializacién de S en un entorno de p se tiene V., =
62¢+ términos de orden cero. En consecuencia, en 0 se tiene D = ), ei(a%i)o—l— términos de
orden cero. En consecuencia, para todo vector cotangente { =3, £;(dx;)o en 0, por la definicién
del simbolo se tiene o¢(D) =i, €;& = i€.

Asimismo, o¢(D?) = 0¢(D) o 0g(D) = —£- ¢ = ||€]]* O

Notemos que como el operador D es autoadjunto i y —¢ estan en la resolvente de D, y
en consecuencia D% + 1 = (D +i)(D — i) tiene inversa acotada. El hecho de que D? sea eliptico
nos permite afirmar algunas cosas més sobre el operador T' = (D? 4 1)~!. Para ello necesitamos
el siguiente resultado sobre operadores elipticos, cuya demostracién puede hallarse en [L-M][p
198]:

Proposicién 11.36 Sea P : C*°(M,S) — C*>®(M,S) un operador diferencial eliptico positivo,
autoadjunto de orden m sobre una n-variedad compacta M. Entonces existe una base ortonormal
{u} de L*(M) tal que

Puy = Agup,  para todo k € IN

con 0 < A1 < X < ... — o0, con cada autovalor de multiplicidad finita. Ademds existe una
constante ¢ > 0 tal que

2m
A > ckn(n+2mt2) para todo k € IN

Aplicando este resultado al operador D? obtenemos
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Lema I1.37 Sea D el operador de Dirac de un fibrado de Dirac sobre una variedad compacta
M. Entonces existe p con 1 < p < oo tal que T = (D? + 1)~! es un operador de traza p, es
decir, | T |P es un operador de traza.

DEMOSTRACION:

Por la proposicién previa, se tiene que existe una base ortonormal {u;} de L?(M) tal
que
D2uk = AU

De aqui se deduce que
(D? + Dug = (A + 1)uy

Dividiendo por Ax + 1 y multiplicando a ambos lados por T" se obtiene

Tuy, k= Brug

= U

14 Mg
para todo k. Notemos entonces que 7" es un operador autoadjunto positivo, y por ende | T' |=T.
Ahora usamos la cota para los autovalores de D? de la proposicién previa para concluir

que
1 M

< =
1+ckr — k"

Br < (I1.13)

donde r = ﬁ < 1.

Ahorasip > 1/r, p.r =1+¢€, con € > 0. En consecuencia

1
Ek:ﬂigMkaHe<oo

k

lo que prueba que | T |=T € 7,. O

1

Corolario I1.38 Con las mismas hipétesis del lema previo, T = (D? + 1)~ es un operador

compacto.

DEMOSTRACION:

De la ecuacién (I1.13) se deduce que los autovalores de T' tienen multiplicidad finita y se
acumulan sélo en cero. Si A # 0, A €U es tal que A # B, para todo k, se tiene que T — X es
una biyeccion, con inversa acotada dada de la siguiente forma: si ¢ = > apug, entonces

(T-N"lp=>)]

ag

Uk .
Br — A
Por ende, o(T') = {Bk}kew U{0}. Se deduce mediante el célculo funcional (cf [Rudin][p 99]) que
T es limite (en la norma de operadores) de una sucesién de operadores de rango finito, y por
ende T es un operador compacto. O
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El problema de existencia de un fibrado de Dirac

El problema de la construccion de un Fibrado de Dirac sobre una variedad diferenciable M esté
completamente resuelto (cf [L-M][Cap II]). Nos limitaremos a dar una idea de la misma.
Dada una variedad diferenciable M la sucesién exacta que probamos més arriba

0 — Zo — Spin, — SO, — 1
induce una sucesion exacta en cohomologia de Cech
H°(M,S0,) — H (M, Zs) — H' (M, Spin,,) — H (M, SO,) — H*(M, Z)

Donde la anteultima flecha es la Ad y la tltima flecha es el morfismo de coborde 4. Por otra
parte, hay un isomorfismo natural entre las clases de equivalencia de fibrados G-principales y el
primer grupo de cohomologia de Cech, dado por la presentacién de ambos objetos por cociclos
y una condicién de pegado. En particular,

Pringo, (M) = H'(M, SO,,)

Cuando M es Riemanniana orientable, definimos entonces wa(M) = § (Pso(M)) "la
segunda clase de Steifel-Whitney” de M.

De aqui es evidente que wy(M) = 0 si y s6lo si Pso(M) es equivalente a un Zo-cociente
de un fibrado Spin,-principal en M que llamaremos Psp;,(M). Decimos que una variedad es
spin cuando es orientable y wy (M) = 0.

Lo interesante del caso es que si una variedad es spin, uno puede considerar el fibrado

Clspin(M) = Pspin(M) x,, CL(IR")

donde 1 : Spin,, — Aut(CY¢(IR™)) es el producto de Clifford por elementos del grupo Spin y x,
significa tomar el fibrado Pspi, (M) x CU(IR™) e identificar las 6rbitas por la accién de Spin,
dada por

p(9) (. f) = (p-97"9- )

Hay una construccién idéntica con €%, en la cual se obtiene un fibrado complejo.

Ahora bien: estos fibrados tienen una estructura natural de fibrado de Dirac
(cf [L-M]), y por lo tanto toda variedad spin admite un fibrado y un operador de Dirac. Sin
embargo, puede haber estructura de fibrado de Dirac sin necesidad de estructura de spin.

Por otra parte estan calculados los we para la mayoria de las variedades conocidas, y se
tiene que todas las que siguen (y mds) son spin:

Toda variedad orientable conexa con mg = 0. Las clases de homotopia de esferas,
cualquier grupo de Lie, toda variedad cuyo fibrado tangente sea establemente paralelizable,
como por ejemplo la preimagen de cualquier valor regular de una funcién f : IR"*? — IRP. Toda
variedad orientable de dimensién menor o igual a 3.

Asi que como se ve, ejemplos hay muchos.
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I1.3 Métricas en variedades

Ahora estamos en condiciones de definir una geometria en un espacio no conmutativo como
una C* algebra arbitraria; para ello utilizaremos la parafernalia de la secciénes previas para ver
que bajo ciertas condiciones, esta geometria (més precisamente la métrica) es equivalente a la
métrica del espacio topoldgico subyacente (el espacio de caracteres).

Lo primero que haremos serd introducir los médulos de Fredholm no acotados, que
proveen a un algebra C* dada A de una cierta algebra involutiva densa, la cual cumplira el rol
de la funciones lipschitzianas en el caso conmutativo, codificando toda la informacién métrica
del espacio topoldgico subyacente.

Luego veremos que en el caso de una variedad difererenciable M, esta informacién es la
correcta, i.e. el dlgebra involutiva de C'(M) es el dlgebra de funciones lipschitzianas sobre M,
y por ende recuperamos la distancia geodésica mediante una férmula (férmula (I1.19) que es en
esencia "dual” a la férmula usual de distancia entre p y ¢, la cual es el infimo de la longitud de
todas las curvas que suben a M y unen p con ¢. Nuestra férmula no sélo involucra un supremo
en vez de un infimo, sino que se calcula sobre una familia de funciones que bajan de la variedad
M.

Esto es relevante desde dos puntos de vista: el primero es que en un espacio altamente
disconexo, la nocién geodésica de distancia pierde sentido, pues puede haber pocas o ninguna
curva que una dos puntos, y sin embargo siempre habrd una cantidad apreciable de funciones
que salen del espacio en cuestién.

El segundo involucra la fisica cuantica: desde el punto de vista de la mecédnica clasica,
las geodésicas representan soluciones de la ecuacion diferencial de Newton, ”trayectorias” de
particulas en el espacio de fases del sistema fisico (la variedad diferenciable). Sin embargo, para
distancias pequenas (a nivel atémico) es sabido que no existe tal cosa como la ”trayectoria”
de una particula, y que una particula en el sentido cuantico esta representada por una funcion
ft + M — (€ la "distribuciéon de probabilidad” de la particula a tiempo ¢t. Esto hace que
la nocién de distancia geodésica pierda sentido a nivel cuantico, pero nuestra férmula seguird
teniendo perfecto sentido en estas condiciones.

11.3.1 Méddulos de Fredholm
La definicién fundamental de esta seccién es la siguiente:
Definicién I1.39 Sea A un dlgebra C* con unidad. Un médulo de Fredholm no acotado
sobre A es un par (H, D) tal que
1. H es un espacio de Hilbert que es un A-mddulo a izquierda (en otras palabras, una *-
representacion m de A en H estd dada).

2. D es un operador no acotado autoadjunto en H tal que

(a) El conjunto A = {a € A : [D,a] es acotado} es denso en A (con la topologia fuerte
dada por la norma de A).

(b) (D — X))~ es compacto para todo \ € p(D).

Observacién 11.40 La hipdtesis de que D tenga resolvente compacta puede ser reemplazada
por 2.(b’) El operador (D? + 1)~ es compacto.
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Cabe observar que esta hipétesis es razonable ya que la inversa de D? + 1 estd siempre
bien definida y es un operador acotado, ya que al ser D un operador autoadjunto, ¢ y —¢ estan
en la resolvente de D,y D? + 1= (D +4)(D —1).

Supongamos que la resolvente de D es compacta. Como D es autoadjunto, ¢ y —i estan
en la resolvente de D, y en consecuencia las inversas de D +i y de D — 1 son compactas. De aqui
se deduce entonces que el operador (D? + 1)~! es compacto, ya que D% + 1 = (D +4)(D — 7).

Veamos que en realidad ambas hipétesis son equivalentes. Llamando Ry (D) = (D—\)"1,
entonces de la siguiente férmula, valida para todo par A\, u € p(D)

RA(D) = Ru(D) = (1 — \) R, (D)Rx(D) (I.14)

se deduce que basta que uno de ellos sea compacto, puesto que si S es acotado y T' es compacto
entonces ST es compacto, y la suma dos operadores compactos es otro operador compacto. Una
demostracién de la féormula (I1.14) puede hallarse en cualquier libro de andlisis funcional, como
por ejemplo [Simon][p 190,254] o bien [Taylor|[p 257].

Ahora bien, N = R;(D) es un operador normal tal que N*N es compacto (ya que
N*N =T = (D?> +1)7!), y es un hecho que un operador de estas caracteristicas es siempre
compacto, ya que si , es una sucesiéon acotada en H, entonces por la compacidad de T existe una
subsucesion z,, tal que T'z,, es convergente (y por ende de Cauchy), y ahora de la desigualdad

HN'T?% - anjHQ = HN(xnz - xnj)HQ
= < N(xp, —xn;), N(Tn, — Tn;) >

= < N*N(zn, — Tn;), (Tn, — Tn;) >

IN

| T, — Twy,||2M

se deduce que la sucesién Nz, es de Cauchy, y por ende convergente.

Observacién 11.41 La hipdtesis 2.(b') también nos asequra que dim(Ker(D)) < oo. Para
probarlo, recordemos que T = (D?*+1)~1 es un operador compacto, y por ende dim(Ker(T—1)) <
oo (este es el teorema de Riesz-Schauder, ver [Simon][p 203] para una demostracion). Ahora si
x € Ker(D), entonces x € Dom(D?*+1), y ademds (D*+1)z = x; aplicando T a ambos lados de
la igualdad se obtiene Tx = x, lo que prueba la inclusion Ker(D) C Ker(T —1). Este resultado
se generaliza con el proximo lema

Lema I1.42 El conjunto de autovalores de D es un subconjunto discreto de la recta real. La
dimension de cada uno de los correspondientes autoespacios es finita.

DEMOSTRACION:

El caso p = 0 lo hemos cubierto en la observacién previa. Tomemos ahora p € IR
tal que existe x € H con (D — p)x = 0. Entonces se tiene Dz = px, o lo que es lo mismo,
(D — i)z = (u —i)x. Recordemos ahora que D — i es inversible, con inversa compacta, que
denotaremos con S. Multiplicando a ambos lados por S se obtiene x = S(u — i)z, o lo que es lo

mismo )
(S— ,)x:O
W1
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1 . .
Lo que prueba que = € o(S). Pero este conjunto es discreto por ser S compacto, lo que

prueba que el conjunto {ﬁ} con p recorriendo los autovalores de D, es un conjunto discreto.

Como la aplicacién f(z) = i es un homeomorfismo fuera de un entorno de ¢, se deduce que
el conjunto p de autovalores de D es discreto. La segunda parte es trivial ya que la cuenta que
acabamos de hacer prueba la inclusién Ker(D — pu) C Ker (S — ﬁ), que como S es compacto,

tiene dimension finita. O

Observacion 11.43 Notemos también que el conjunto A de la hipdtesis 2.(a) es siempre una
*_subdlgebra de A; que es un subespacio se deduce de la linealidad del conmutador, que es una
subdlgebra se deduce de la identidad

[D, ab] = Dab — abD = Dab — aDb+ aDb — abD = [D, alb + a[D, b]
y finalmente que es involutiva se deduce de

[D,a*] = Da* — a*D = (aD — Da)* = —[D,a]* .

11.3.2 La geometria de una variedad

Nuestro ejemplo més relevante (en el sentido cldsico de geometria métrica) de médulo de Fred-
holm no acotado estard dado por una variedad diferenciable conexa M, compacta, que supon-
dremos admite un fibrado de Dirac complejo. Aqui A = C(M) es el dlgebra C* de las funciones
continuas a valores complejos sobre la variedad con la norma supremo, actuando mediante los
operadores de multiplicacién (a +— M,) en el espacio de Hilbert H = L?(M, S) de spinores, y D
es el operador de Dirac de la variedad (que por el Corolario I1.38 y la observacién previa, tiene
resolvente compacta).

Para ver cual es el algebra involutiva densa de A, necesitamos un par de resultados
previos.

Lema 11.44 Sea U C IR™ un abierto acotado con frontera suave, y f : U — IR. Entonces st
f e Whee(U), se tiene
| @) = FW) [ < IV Allee ) llz =yl

para todo x,y € U. En particular, f es Lipschitz.

DEMOSTRACION:
Ver [Evans|[p 279]0

Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Notaremos con Lip(M ) al espacio de las funciones
Lipschitz sobre M.

Lema I1.45 Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Sea a € C(M).

1. Si a € Lip(M) entonces su gradiente estd definido pp y es una funcion acotada (en casi
todo punto).
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2. Sia=u+iv, yu,v € WL (M), entonces a € Lip(M) y su seminorma Lipschitz coincide
con la norma infinito del gradiente, es decir

[a(p) —alg) |

IValloo = [lallL = suppgem
OO Pas d(p,q)

DEMOSTRACION:

1. Supongamos primero que a € Lip(M). Recordemos que a es Lipschitz cuando existe una
constante K tal que

| a(p) —alq) |< Kd(p,q)

Necesitaremos el siguiente resultado en IR", cuya demostracién puede verse en el libro de
Ziemer [Ziemer][p 49]:

Si f:U C IR™ — IR es Lipschitz, entonces para casi todo x € IR", f es diferenciable, es
decir, para casi todo zq se tiene

f(@) = flxo)= < (Vif)ag, # — 20 >

=20 [l = ol

—0 (IL15)

Notemos primero que si a = u + v

| u(p) —ulg) > < [ulp) —ulg) I+ |v(p) —v(q) I?

= |a(p) —a(g) P

IN

lallZd(p; a)?
lo que prueba que u es Lipschitz.

Para todo p € M existe una carta (U, ¢) tal que ¢(p) = 0y si ¢ € U entonces d(q,p) =
lo(q)||. Esta carta se construye considerando la inversa de la aplicacién exponencial de
T,M en M -en un entorno adecuado de p- compuesta con un isomorfismo de 7, M con IR"
(este sistema de coordenadas es el sistema de coordenadas normales Riemannianas,
que ya hemos utilizado en repetidas ocasiones, ver [Lee|[p 77,p 106]).

Todo punto de M posee un entorno ¥V uniformemente normal (cf [Lee][p 78]). Esto
quiere decir que para este entorno existe un § > 0 tal que W estd contenido en una bola
geodésica de radio § alrededor de cada uno de sus puntos, i.e. para todo p € W se tiene

que existe una carta normal Riemanniana (U, ¢p) centrada en p cuya imagen es la bola
B(0,6) C T,M, y ademés W C Up.

Tomemos una carta (U,1)) con U uniformemente normal. Restrinjamos esta carta a una
carta (W, ¢), tal que W es uniformemente normal y W C U sea compacto. Notemos que la
aplicacion ¢! se extiende en forma continua al compacto ¢(W). Achicando nuevamente
de ser necesario, supondremos que ¢(W) es convexo. Probaremos que la funcién uo ¢! :
®»(W) — IR es Lipschitz.



36

MOTIVACION

Dados z,y € ¢(W), llamemos p = ¢~ (z) y ¢ = ¢! (y). Se tiene

|uo¢™ () —uod™(y) | = |ulp)—ulq) |

IN

lulld(p. q)
= Jullzd (8, (0),;1(0))

= Julleligp@l = llullzligp (0~2(v)) |
= Julleligp (071 ®)) = &()]

= Julleligp (071 ®)) — 6 (67 () |
= Jullzlépo s~ () — dpo &~ ()]

IN

lull Ll D(¢p 0 ¢~ Hellll(z — y)ll

donde ¢ es un punto intermedio del segmento [z, y].

Ahora tenemos que notar que la funcién f : U x »(U) — T'M dada por

fr2) = (rgr 0 ¥71(2)) = (rexp, oy (2))

es diferenciable (ver [Lee][p 79]), y por ende lo mismo se puede afirmar de su diferencial
con respecto a z, i.e.

g(?“, Z) = (r7 D(wr © w_l)z)

es una funcién diferenciable; en particular es continua restringida al compacto W x ¢(WV)
y por ende es acotada (en particular la segunda coordenada es acotada) sobre W x ¢(W).
En consecuencia se tiene

|uo¢™(z) —uo ¢~ (y) |< ||ullLCllz — y]

lo que prueba que esta funcién es Lipschitz en ¢(W).

Ahora V(u o ¢~!) existe en casi todo punto de ¢(W) por el lema previo, y en particular
existen todas las derivadas direccionales en casi todo punto. Por ende,

L Ou O
v E: ij
“ g APt DI

7:7j

existe en casi todo punto de WW. Tomando un cubrimiento de M por finitas de estas cartas,
se ve que Vu existe pp. Similarmente, Vv existe pp, y sacando los dos conjuntos de medida
nula donde no existen los gradientes, se obtiene que Va = Vu 4 ¢V existe pp.

Dado p € M, tomando una carta normal Riemanniana (U, ¢) centrada en p se tiene que si
q € U entonces d(q,p) = [|¢(q)]|-
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Sea p € M tal que existe el gradiente de a. Tomando una carta (U, ¢) centrada en p,
notemos primero que
-1
] <¢_1 ( (Viao 6™ ) m) .
[(V(aoo=h))oll

Notemos que el producto escalar entre el gradiente y la direccién del gradiente es la derivada
direccional, en la direccién del gradiente. Ademaés notemos que las derivades direccionales
en p forman una base ortonormal en este particular sistema de coordenadas, i.e. g;;(p) = d;;
(ver [Lee][p 78]), con lo cual se tiene

Oou o
(Tl = o = T 125 O = (7o 6l

Juntando esta informacién, obtenemos

[(Va)pl* = [I(Vu)pl* + [(Vo)pl®

= [((Vuo g™ ol + [I(Vvo o™l

_ _ (V(uop™1)) _ (V(wog™h))
= < (Voo ™o taemer >+ < (V060 gt >
2 -1 2
V(uogp™ V(vogp™ )
|“°¢ ( (Y (wog— 1>) )UO¢ 1(0)| "Uo‘i’_l <((v(uo¢_1)))zi|>v0¢>‘1(0)’
= limi_o + limy_o Tk

2
V(ao¢

|ace~ 1<|(V(a0¢ 1)) >“°¢_1(0)‘

[t]?

2
1 V(aoe B
<¢ ((wm 1))0\| a(p)| )
; — < |lafl7
(¢ ( (V(aop—1))gt ) p)
(¥ (a0 )0l )

Recordando que el conjunto de puntos donde el gradiente no estd definido tiene medida
nula, se obtiene

= limy_o

= limi_o

[Valloo < llall (11.16)

lo que concluye la primera parte del lema.

2. Supongamos ahora que a = u+iv, con u,v € WH(M). Dado p € M, tomemos una carta
normal Riemanniana (U, ¢) centrada en p tal que ¢(U) = B(0,1) C IR". Por definicién,
se tiene que uo ¢~ € WH°(B). Por el Lema I1.44, se tiene que si ¢ € U, entonces

|u(g) —ulp) | = [uod™(d(q)) —uod™(0)|
IV (o ™ H)ree(mllé(a)

| Vullsod(q, p)

IN

IN
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Aplicando un argumento similar a v, elevando al cuadrado y sumando, se obtiene que si ¢
estd en un entorno convenientemente pequeno de p, vale

| a(q) — a(p) |< [|Vallood(g, p)

Ahora tomemos p, ¢ arbitrarios en M. Como M es compacta, es geodésicamente completa
con cualquier métrica Riemanniana (ver [Sakai][p 84]). Tomemos entonces v : I — M una
geodésica tal que vy(0) = p,y(1) = ¢q. Consideremos el conjunto

N ={tel:la(y{t)) —alp) |< [IValleed(y(),p)}

En primer lugar, notemos que NN es no vacio, ya que 0 € N. En segundo lugar, notemos que
sitg € N, tg # 1, entonces tomando una carta como en el parrafo previo (U, ¢) centrada
en v(tg), resulta v~1(U) un entorno abierto de tg, y como tg # 1 existe un € > 0 tal que
v([to,to + €)) C U; si s es tal que tg < s < tg + €, entonces por el argumento de péarrafo
previo,

| a(7(s)) — a(v(to)) |< [[Valleod(7(s), V(t0))

y entonces, como v(tp), v(s) y p estdn en la misma geodésica, resulta d(y(to),p) +
d(v(s),v(to)) = d(v(s),p), lo que nos asegura que s € N, ya que

la(y(s)) —ap) | < la(y(s)) —a(y(to)) | + | aly(to)) — a(p) |
< |IVasod(v(s),v(to)) + [ Vallswd(7(to), )

= [Valloed(~(s),p)

En tercer lugar, aplicamos el razonamiento previo a tg = 0 para concluir que existe un
entorno abierto [0,7) C N. Si N no es todo el intervalo [0, 1], entonces existe entonces un
entorno abierto maximal [0,?y) incluido en N. Ahora tomando una sucesién {¢,} C N tal
que t, — tg, y tomando limite en

| a(v(tn)) = a(p)) |< [Valleod(v(tn), p)

se concluye que tg € N. Notemos que ty # 1, porque estamos suponiendo que N # I.
Pero por el razonamiento inicial, existe € > 0 tal que [0,y + €) C N, contradiciendo la
maximalidad de [0,%y). En consecuencia, debe ser N = I, con lo cual 1 € N, lo que se
traduce exactamente en

| a(q) — a(p) |< [|Vallsd(g, p) (IL.17)

que es lo que queriamos probar.

De aqui también se deduce que |lal|z < ||Va|loo. Como a es Lipschitz, podemos usar el
item previo, y de la ecuacién (I1.16) se deduce la igualdad

lallz = [[Valloo B

Proposicién 11.46 El par (L*(M,S), D) es un mddulo de Fredholm no acotado sobre C(M)
con subdlgebra involutiva densa A = Lip(M)
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DEMOSTRACION:

Como ya senalamos, D tiene resolvente compacta.
Si a € Lip(M), entonces por el Lema I1.45 ||(Va),|| estd definido pp, y acotado y si
o € L?(M, S) entonces se tiene (por la observacién 11.34)

[D,aloc = D(ac) —aDo =Va-o
con lo cual (llamando p a la medida de masa finita inducida por la métrica) se tiene

I[D.alel3 = [ (D, alo)y|*dp(p)
M
= [ (Va)y - opl*du(p)
M
< [II(Va)yl*lopl*dp(p) (IL.18)
M
< IVal% [ llopl*du(p)
M

= [IValZ o]} < o

lo que prueba que Lip(M) C A.
Por otro lado, si [D, a] es un operador acotado, tomando o = 1 (que esta claramente en
L?*(M, S)) se tiene que
[D,aloc = D(ao) — aDo = Da

y entonces a = u+ v debe estar en Dom(D), lo que equivale a decir que u,v € Dom(D). Por el
Teorema I1.33, u,v € W2(M). Entonces Vu, Vv existen pp, y coinciden (pp) con su gradiente
distribucional (ver [Evans|[p 280]). Luego Va = Vu + iVv existe pp, pero como a € Dom(D),
se tiene que Va € L?(M, S).

Si suponemos que Va no estd en L>°(M, S), entonces para todo K > 0 existe un conjunto
E de medida positiva tal que ||(Va),|| > K si p € E. Sea xg la funcién caracteristica de E, y

sea 0 = % Entonces o € L?(M, S), y ademés ||o||2 = 1. Por otra parte se tiene
n(E)2

D, alol3 = [ [I(Va)y - opl*dpu(p)
M

= [ I(Va) 2XE8) dyu(p)

- ﬁg 1(Va),|*du(p) > K*

lo cual contradice el hecho de que [D,a] es un operador acotado.

En consecuencia Va € L>®(M, S): se deduce que u,v € W(M), y por el Lema I1.45
se tiene que a € Lip(M)

Por tltimo que A es densa se deduce de la inclusion C*°(M) C Lip(M). O
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Teorema I1.47 Sea M una variedad Riemanniana conexa y compacta, con un fibrado de Dirac
complejo S. Sean A = C(M), H = L*(M,S) y D el operador de Dirac de S. Entonces la
distancia geodésica entre dos puntos p y q de M estd dada por

d(p,q) = sup{| a(p) —a(q) |; a € A, [|[D,d]|l2 < 1} (IL.19)

DEMOSTRACION:

La desigualdad (II.18) prueba asimismo que ||[D,a]ll2 < ||Va|/s. Veamos que vale la
otra desigualdad. Para ello, notemos que dado € > 0, existe un conjunto £ C M de medida
positiva tal que si p € E, entonces ||(Va),|| > [|Valls — €. Si xg es la funcién caracteristica de

E, sea o = (X’i; . Entonces nuevamente o € L?(M, S), y ademés ||o|2 = 1. Ahora se tiene
e

S

Dol = [II(Va)y - op|Pdpu(p)
M

= J 1(Va), |28 dpu(p)

= ey [ (Ve |du(r)

Vv

ity (IValle — 02 J du(p)

= (IVallc — )
lo que prueba que ||[D, al|l2 > ||Val|loc —€, ¥ como € era arbitrario, se deduce ||[D, al||2 > ||Val|co-

Ahora si ||[D,alll2 < 1, en particular el conmutador es un operador acotado, y por la
demostracién de la proposicién previa, si a = u + iv entonces u,v € WH* (M), y entonces por
el Lema I1.45 se tiene la igualdad ||al|z = ||Va||so. Juntando esta igualdad con la que acabamos
de probar obtenemos

sutpaen B EDL _ o), = [Tl = (D, < 1

de donde se deduce que
| a(p) — alq) < d(p,q) Vatal que [[[D,a]llz <1
y por ende se tiene la desigualdad
sup{| a(p) —a(q) |; a € A, [[[D,alll2 <1} < d(p,q)
Dados p,q € M fijos, si definimos a(x) = d(z, ¢) resulta
| a(z) = a(y) |=| d(z,q) — d(y,q) |< d(z,y)
con lo cual a es Lipschitz con ||al|z, <1 (de hecho, tomando x = p, y = ¢ se ve que |a|]|L = 1).

Ahora se tiene ||[D,alll2 = ||Vallo = |lal]jl = 1; es con esta funcién que se alcanza la
igualdad, ya que evidentemente,

| a(p) —a(q) = d(p,q) D
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A esta altura estamos en condiciones de generalizar los resultados del capitulo previo.
Comenzaremos recordando algunas definiciones y resultados bésicos de dlgebras C*:

Definicién II1.1 Elespacio de estados S(A) de un dlgebra C* A es el conjunto de funcionales
positivas tales que p(1) = 1 si A es unitaria, y en el caso de que el dlgebra no tenga uno,
requerimos que para una aprorimacion de la identidad {e,} (y por ende para cualquiera) se
tenga limap(eq) = 1.

S(A) es un conjunto convexo, y débil-* compacto, y por el teorema de Krein-Milman (ver
[Rudinf[p 70]) tiene puntos extremales. Los puntos extremales se denominan estados puros.
El conjuntos de puntos extremales se denomina P(A), y no es necesariamente débil-* cerrado.
Su clausura se denomina P(A)~, el espacio de estados puros. Notar que esto quiere decir
que puede haber en este conjunto elementos que no sean estados puros.

En el caso de que el dlgebra sea conmutativa y unitaria, la situacion es mds simple (ver
[K-R 1][p 269]): El conjunto P(A) de estados puros es cerrado en S(A), y por ende un espa-
cio topoldgico compacto y Hausdorff. Este conjunto se denomina alternativamente con Sp(A),
el espectro de A. Ademds el conjunto de estados puros coincide con el de las funcionales
multiplicativas. La transformada de Gelfand es el mapa = : A — C(P(A)) definido por
a(p) = p(a). Esta aplicacion es un *-isomorfismo, y por ende un homeomorfismo. Esto nos
dice que toda C* dlgebra abeliana se realiza como el conjunto de funciones continuas a valores
complejos sobre un espacio compacto.

Reciprocamente, dado un espacio compacto M, se tiene que C(M) es un dlgebra C*
cuyos estados puros (funcionales multiplicativas) son las evaluaciones en los puntos de M.

Si el dlgebra A es abeliana pero mo unitaria, se deduce que existe un espacio topoldgico
X localmente compacto tal que A es *~isomorfa al conjunto Co(X) de funciones continuas a
valores complejos que se anulan en infinito. (Esta construccion se hace agregando el 1 en la
forma candnica, obteniendo asi un dlgebra unitaria A, *-isomorfa a C(P(A)), en la cual A es
un hiperplano. No es difi/cil probar que la funcional p cuyo nicleo es el hiperplano A es un
estado puro. En consecuencia, la imagen de A via la transformada de Gelfand es el conjunto
de funciones que se anulan sobre este punto, y removiéndolo de P(A) se obtiene un espacio
localmente compacto, que es el requerido).
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Con estos resultados, podemos reformular el Teorema 11.47 en el contexto de algebras
C*, de la siguiente manera:

Teorema III.2 Sea M wuna variedad Riemanniana conexa y compacta, con fibrado de Dirac
complejo S y operador de Dirac D. Sea A el dlgebra C* de funciones continuas a valores
complejos sobre M. Entonces la topologia débil-* de P(A) es métrica. Dados dos puntos p,T €
P(A), su distancia estd dada por

d(p,7) = sup{| p(a) —7(a) |; a € A, |[[D,d]|| <1}

Veremos como extender esta métrica al espacio de estados de C'(M) més adelante, en el
Teorema II1.10.
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III.1 Meétricas en el espacio de estados

Veremos a lo largo de esta seccion que la métrica introducida en la seccién previa se extiende a
una métrica (que toma posiblemente el valor +00) en todo el espacio de estados. Analizaremos
a continuacién bajo que condiciones la métrica en cuestion es acotada, y cuales son las hipotesis
necesarias y suficientes para que la topologia inducida por esta métrica coincidad con la topologia
débil-* del espacio de estados. El resultado fundamental de esta seccién estd resumido en el
Teorema III.9.

Luego veremos que en nuestro ejemplo de variedad diferenciable M, esta extension de la
métrica al espacio de estados nos devuelve la topologia débil-*.

Proposicién II1.3 Sea X un espacio topoldgico, y A = C(X). Supongamos que (H,D) es un
mddulo de Fredholm no acotado sobre A. Dados p, 7 € P(A) definimos

d(p,7) = sup{| p(a) = 7(a) |- a € A, [I[D,a]l| < 1}
Entonces:
1. d(p,7) = d(7, p)
2. d(p,v) < d(p,7)+ d(1,) para toda terna p, 7,9 € P(A)
3. dp,T)=0=p=r7
4. Si{a:||[D,al]] <1}/C1 es acotado, entonces d(p,T) < 0o para todo p,T.

DEMOSTRACION:

1. Es obvio

2. Se deduce de la desigualdad triangular del médulo, y del hecho de que el supremo de una
suma es menor o igual a la suma de los supremos.

3. Se tiene

pla) = 7(a)
para todo a en el conjunto B = {a : ||[D,a]|| < 1}. Ahorasi f € A = {a € A :
[D, a] es un operador acotado}, entonces tomando b = ”[Df 7 se tiene que b € B, y por
ende

p(b) = 7(b)
Por la linealidad de p y 7, se tiene

p(f) = 7(f)

y esto nos asegura que ambas funcionales coinciden sobre el conjunto denso A. Como son
continuas, se deduce el resultado.



44 CONSTRUCCION

4. Veamos que quiere decir la hipotesis: sea B el conjunto del item previo. Se supone que
el espacio cociente es acotado; usando [-] para denotar clase en el cociente, se tiene que
existe M tal que ||[b]]| < M para todo b € B. Por la definicién de la norma en el cociente,
esto es equivalente a decir que

inf [[b+ M| <M
Ae€
para todo b € B.

Ahora recordemos que si p y 7 son estados, tienen norma 1, y ademds se tiene p(1) =
7(1) = 1. Por ende, para todo b € B, y para todo X € (' vale la siguiente desigualdad

[p(®) =7(0) | = [pb+A) = p(X) =7(b+A) +7(A) |
= |pb+A) =71+ —Ap(1)+A7(1) |
= [pb+N) =T+ N |
< b+ A2

Como A es cualquiera, se tiene
[ p(b) — 7(b) < inf [+ A[[2
y en consecuencia

| p(b) — 7(b) |[<2M

para todo b € B. Tomando supremo, se deduce el resultado. O

Pasando ahora a un algebra C* arbitraria, dejamos de concentrarnos en los estados puros
y tenemos el siguiente resultado, con demostracién similar a la de la proposiciéon previa

Proposicién II1.4 Sea A una C* dlgebra, y sea (H,D) un mddulo de Fredholm no acotado
sobre A. Supongamos que el conjunto {a : ||[D,a]|| < 1}/C1 es acotado. Entonces la siguiente
formula define una métrica acotada en S(A), el espacio de estados de A:

d(p, ) = Sup{| p(a) —¥(a) |- a € A, [|I[D,a]l| < 1} (ITL.1)

Nétese que en un principio, hemos agregado (tal vez en forma arbitraria) una hipdtesis
(la acotacién de B/C1, donde B = {a : ||[D,a]|| < 1}) para obtener asi una métrica en el espacio
de estados. Sin embargo, esta hipotesis es mas fuerte en el sentido de que no sélo la distancia
entre dos puntos es un ndmero real (y no infinito) sino que ademads la distancia entre cualquier
par de puntos estd acotada por una misma constante. El siguiente resultado nos dice que esta
condicién no sélo es suficiente, sino necesaria para obtener una métrica acotada en S(A):

Proposicién I11.5 Si la féormula (II1.1) define una métrica acotada en S(A), entonces el con-
Junto B/C1 es acotado.
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DEMOSTRACION:

Supongamos que d(p,7) < M sobre S(A).
Sea a € B. Supongamos primero que a es autoadjunto. Fijemos pp € S(A). Entonces
para todo p € S(A) se tiene

M = d(p, o) 2| pla) = iola) | =] (@ — vo(a)1) |

Como el elemento f = a — pp(a)l es autoadjunto, se tiene que

Il ="sup [ p(f)]

HES(A)

(cf [K-R 1][p 258]). En consecuencia, se tiene |la — po(a)l|| < M, lo que prueba que ||[a]|| < M.
Ahora si a € B no es autoadjunto, se tiene que a = h + ik con h, k autoadjuntos. Tenemos

| (h—wo(M)1) [ < | p(h—wvo(R)1) > + | p (k —wo(K)1) 2
= | p(h—vo(h)1) +ip (k —vo(k)1) [?
= | p(h+ ik — vo(h + ik)1) |2

— | (e —vola)l) [P< M
lo que prueba que ||[h]|| < M y similarmente ||[k]|| < M, y en consecuencia

Ifalll = [ITh + k]| < [[[A]l] + K] < 2M O

Hemos propuesto una métrica en el espacio de estados de A, dado el caso de que exista
un moédulo de Fredholm no acotado sobre A, sin preocuparnos de si la topologia inducida por
esta métrica tiene alguna relacién con alguna de las topologias "naturales” de este espacio. El
siguiente resultado resuelve esta situacion

Teorema II1.6 Sea d la métrica de la Proposicion I11.4. Supongamos ademds que el conjunto
{a € A : ||[D,d]|| < 1}/C1 es totalmente acotado. FEntonces la topologia inducida por esta
métrica en S(A) coincide con la topologia débil-*.

DEMOSTRACION:

Veamos primero que la topologia inducida por la métrica es més fina que la débil-*.
Esto es inmediato, ya que si {u;} C S(A) es una sucesién que converje a 1 € S(A) con respecto
a la métrica d, entonces es obvio que {ui(a)} converge a {u(a)} para todo a € B (donde
B={acA:|[D,d]] <1}, como siempre). Si a € A, entonces como siempre f = m € B,
y por ende pg(f) — p(f); por la linealidad de las ug y de p, se desprende que pi(a) — p(a).
Como A es densa en A, se deduce la convergencia en la topologia débil-*.

Ahora veamos la otra inclusién. Dados u € S(A), y € > 0, basta probar que la bola
métrica B(u, €) contiene un entorno débil-* de u. Como B/C1 es totalmente acotado, existe una
€/4-red finita [b1], - -, [by] que lo cubre. Demostraremos que el siguiente entorno débil-* de p

O ={reSA):| (r—pb) < e/3, 1<j<n)
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estd contenido en B(u,€). Para todo a € B existe un j tal que
lfa] =[]l < €/4

es decir, existe j tal que
inf |la —b; — A|| < e/4
st | j | /

Por ende, existe A\, € € (dependiendo de a) tal que
la—b; — Aol < €/3
Ahora para todo 7 € O tenemos

| pla) =7(a) | < [pla) = pu(bj+ Aa) [ + [ p(bj + Aa) = 7(bj + Aa) [ + [ 7(bj + Aa) — 7(a) |

IN

la = bj = Aall+ | 1(bg) = 7(bj) | +lla = bj = Al
< €/3+ | (p—T1)(bj) | +e/3 <€
Tomando supremo sobre a € B, se tiene d(u,7) < e. En consecuencia, O C B(u,¢€). O

Observacién II1.7 Como se desprende de la demostracion del teorema previo, si relajamos
la hipdtesis sobre B/C1, y pedimos sdlo que sea acotado (lo cual es suficiente para tener una
métrica acotada), entonces la topologia métrica es siempre mds fina que la débil-*.

Nuevamente cabe examinar la naturalidad de la hipdtesis sobre la acotacién total del
conjunto B/C1, la cual es evidente a partir del siguiente resultado

Lema IIL.8 Sea d la métrica de la Proposicion II1.4. Supongamos ademds que la topologia
inducida por esta métrica coincide con la topologia débil-* en S(A). Entonces el conjunto B/C1
es totalmente acotado.

DEMOSTRACION:

Notemos primero que si 7w : By — M es una aplicacién sobreyectiva, lineal y acotada,
y Bp es totalmente acotado, entonces M es totalmente acotado (dado € > 0 basta tomar una
€/|l7||-red en By y se obtiene via m una e-red en M).

Por la Proposicién 1115, existe C tal que ||[b]|| < C para todo [b] € B/C1. Sea

Bo={aecA:|[D,d]| <1, |la|| <C+1}

Probaremos primero que la imagen via la proyeccién al cociente por €'1 de este conjunto coincide
con la imagen de B. Probaremos luego que By es totalmente acotado, con lo cual se obtiene el
resultado deseado.

La primera afirmacién se deduce del hecho de que dado [b] € B/C1, se tiene

[[b]] = inf [[b+ Al < C
At
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y por ende existe A\, tal que ||b+ Ap|| < C' + 1. Tomando b’ = b+ \p se tiene
[D,V]f = [D,b+ Nf = [D,b]f + [D, M]f = [D,b]f + D\of = NyDf = [D, b]f

lo que prueba que ||[D, b]|| < 1. Ademés ||t/|| < C+1,y porended’ € By. Pero [V'] = [b+Xy] = [b].
Veamos ahora que By es totalmente acotado. Consideremos S(A) con la topologia débil-
*. Hay una inclusién natural ¢ de By en C(S(A)) dada por

Sea ® = i(By) C C(S(A)). Notemos que
[i(b) () [=] (D) [< (bl < C+ 1
lo que prueba que

sup{| f(u) |- f € ®} < oo

para todo p € S(A). Esto prueba que la familia ® es equiacotada. Ahora dado ¢ > 0y
1o € S(A), notemos que

| 1(0) (o) — i(b) (1) |< €

para todo u € B(uo,€) y para todo b € By. Como estamos suponiendo que la topologia inducida

por la métrica coincide con la topologia débil-*, se deduce que la familia ® es equicontinua. Por
el teorema de Ascoli (ver [Rudin][p 369]), la familia ® es totalmente acotada en C(S(A)). Falta
ver como se trasladan las e-redes de ® a By; dado € > 0, sea i(b1),---,i(b,) una €/2-red en ®.
Afirmamos que bq,---,b, es una e-red en By. Para ello, tomemos b = h + ik en By, con h, k
autoadjuntos. Entonces existe j tal que

[i(b) — i(bj)|| = supues(ay | i(b) () —i(bs)(n) [< €/2
Por ende | p1(b—b;) |< €/2 para todo 1 € S(A). Escribamos b; = hj+ik;, con hj, k; autoadjuntos.
Entonces se tiene
| (b= hy) [P < [ ulh = hy) P+ | (k= k) |2
= | ulh = hy) + ik — ky)
= | wh+ik — (hj + iky)) |?

= | ulb—1b;) P< /4

lo que prueba que | p(h—hj) |< €/2 para todo p € S(A). Como h— h; es autoadjunto, tomando
supremo se tiene ||k — h;|| < €/2. Con un razonamiento idéntico, ||k — k;|| < €/2. Ahora

16 = bil| = [|h + ik — (h; +ik;)|| = [[h — hj +i(k — k)| < [|h = hyl| + ||k = kjl| <e O

Podemos resumir los resultados de la presente seccién en el siguiente enunciado
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Teorema II1.9 Sea A una C* dlgebra, y sea (H,D) un modulo de Fredholm no acotado sobre
A. Sea B={a: |[D,d]|| <1}. Entonces la siguiente férmula

d(p, ) = Sup{| p(a) = 4(a) |: a € B}
define una métrica acotada sobre S(A) si y sdlo si el conjunto B/C1 es acotado.

La topologia inducida por esta métrica es siempre mds fina que la topologia débil-*.
Ambas topologias coinciden si y sdlo si el conjunto B/C1 es totalmente acotado.

II1.1.1 Una revision del operador de Dirac

Retomemos nuestro ejemplo de variedad Riemanniana con fibrado de Dirac complejo y médulo de
Fredholm no acotado sobre C' (M) dado por el espacio de L? spinores y el operador de Dirac.

Notemos que en este caso, por los resultados del Teorema 11.47, se tiene
B={f e Lip(M): ||fllL <1}
En consecuencia, fijando un pg € M, obtenemos

I = infree 1F = Al
< f = Fpo)lleo

= SUPpcy | f(p) - f(po) |

IN

Hf”lzsuppGM d(p7p0) S K= dmm(M)

lo cual prueba que el conjunto B/C es acotado.

Llamemos 7 : C(M) — C(M)/C a la aplicacién al cociente por el subespacio generado
por la funcién 1.

Ahora sea By = {f € Lip(M) : ||fllL <1, [[flleo < K+ 1} C C(M). Este conjunto es

claramente equiacotado, pero ademas dado € > 0y p € M se tiene

| f(@) = f(p) I< [Iflled(g,p) < d(g,p) <e

para toda f € By, si ¢ € B(p,¢€), lo que prueba que el conjunto es equicontinuo. Por el teorema
de Ascoli (cf [Rudin][p 369]) By es totalmente acotado.

Dada [f] € B/C, existe A tal que || f+ |0 < K+1 (yaque ||[f]]] < K). Pero [f+A] = [f],
y [+ X € By, luego B/C = w(By), lo que prueba que B/C es totalmente acotado, y por ende

Teorema II1.10 La topologia débil-* del espacio de estados S (C(M)) es metrizable, con una
métrica dada por la formula

d(p,7) = sup{| p(f) = 7(f) |- f € C(M), [|f]lo <1}
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II1.2 Grupos discretos

Veremos en esta seccion como se construye un médulo de Fredholm no acotado sobre el dlgebra
reducida de un grupo discreto cualquiera I'; en el cual toda la informacion métrica esté codificada
en el grupo mismo, en el sentido de que la subdlgebra involutiva densa de nuestro moédulo de
Fredholm no acotado coincide con la imagen de la representacién regular a izquierda del grupo
en Cy(I).

Recordemos primero la definicién del dlgebra reducida

Definicién II1.11 Sea I' un grupo discreto. El espacio de Hilbert H = ¢*(T') se define como el
conjunto de funciones f : ' — € tales que

> flx) P<oo

zel

Donde la convergencia de la suma debe entenderse en el sentido de la red de sumas sobre sub-
conjuntos finitos de I', con el orden de la inclusion al revés (ver [K-R 1][p 25]). Se deduce que
para que f € 2(T'), f debe ser nula salvo por una familia numerable de elementos de T'.

El producto escalar entre f,g € (*(T") estd dado por
<fr9>= | f(x)g(z) |

zel

Notaremos a la norma inducida por este producto escalar con || - ||2.

La representacién regular a izquierda A : I' — (2(T") estd definida como

Notese que esta es una representacion unitaria, ya que

Pafllz= D" [ Aaf @) P= D 1 fla™-y) =D 1 f(2) P= 1113

yel’ yel’ zel

El dlgebra reducida de grupo es el dlgebra C* dada por la clausura (en la norma de
operadores de (*(T')) de la imagen de T via la representacion regular a izquierda, i.e.

C*(T) = WII I Be2(ry)
Definicion II1.12 Una funcién de longitud en I' es una funcion L : " — IRy tal que
1. L(g-h) < L(g) + L(h) para todo par g,h € T
2. L(g~ ') = L(g) para todo g €T
3. L(e)=0

Si el grupo I estd presentado por generadores y relaciones, el prototipo de una funcion de longitud
es la funcion que a cada palabra en los generadores le asigna la longitud de la palabra.

Diremos que L es finita-a-uno si para cada a € Ran(L) existen sdlo finitos g € T' tales
que L(g) = a.
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Notemos con J, a la funcién que vale 1 en g y 0 en el resto del grupo. Notando que toda
f se escribe como el limite de una combinacion lineal finita de estas d, se deduce que {d4}ger €s
una b.o.n. de £2(T).

Sobre este conjunto definimos Dy, el operador de multiplicacién inducido por una lon-
gitud L, i.e.

Este operador es claramente simétrico, pero ademés es autoadjunto ya que si escribimos f =
> ger f(g)dg (notando que salvo numerables g, f(g) = 0), entonces

0= (Dr+i)f =) (L(g) +1) f(9)d,

y por ende (L(g)+1i)f(g) = 0 para todo g € I'. Como L toma valores reales, L(g)+i no se anula
nunca y por ende debe ser f(g) = 0 para todo g € T, lo que prueba que Ker(Dy, +i) = 0 con un
argumento similar, Ker(Dy, — i) = 0, y en consecuencia, Dy, es autoadjunto (cf [Simon][p 257]).

Notemos que Cf(T') actiia en forma natural sobre H = ¢2(T'), via el producto usual de
operadores. Entonces se tiene

Teorema II1.13 Sea I un grupo discreto numerable y L una funcion de longitud enI". Entonces
(2(T"), Dy) es un mddulo de Fredholm no acotado sobre CF(T') si y sélo si el rango de L es no
acotado y discreto y L es finita-a-uno. En ese caso la subdlgebra involutiva densa es \(I'), la
mmagen del grupo en el dlgebra reducida.

DEMOSTRACION:

Veamos primero la vuelta. Supongamos que (¢2(T"), D) es un médulo de Fredholm no
acotado sobre C}(I'). Notemos que como Drd, = L(g)dy, y D1, es no acotado, se deduce que
Ran(L) es no acotado. Ahora supongamos que a € Ran(L). Entonces existe g € T" tal que
L(g) = a. En consecuencia se tiene

Drég = L(g)d4 = ady

lo que prueba que a es autovalor de Dy. Como Dy, tiene resolvente compacta, este conjunto
es discreto (ver el Lema II1.42). Por tltimo, si L(g) = a entonces L(g) —a = 0 y por ende
(D, —a)dy = 0. Esto nos dice que §, € Ker(Dy, — a), y como este niicleo tiene dimensién finita
(ver nuevamente el Lema I1.42) se deduce que sélo existen finitos g con L(g) = a, i.e. L es
finita-a-uno.

Supongamos ahora que L es no acotada, discreta y finita-a-uno. En el comentario previo
al teorema vimos que Dp, es siempre autoadjunto. Como L es no acotada, Dy, es no acotado.

Ahora probaremos que el algebra densa A es exactamente la imagen de I'' en C(I"). Para
esto basta probar que para todo g € I, [Dr,, A\y] se extiende a un operador acotado. Probaremos
algo més: la férmula ||[Dr, \]|| = L(g) para todo g € I'.

Fijemos g € T'. Para todo h € T se tiene

(/\gleL)\g — DL)éh = (L(gh) — L(h)) 5h



Grupos discretos 51

y en consecuencia

I[DL, Aglll = [Ag=1[DL A]ll - = [[Ag-1DrAg — D
= SupheFH()‘g—lDL)‘g — Dr)0nll2
= supher|| (L(gh) — L(h)) dn||2

= supper | L(gh) — L(g) |

Ahora probaremos que supycr | L(gh) — L(g) |= L(g). Primero notemos que

| L(ge) — L(e) |= L(g),

con lo cual

L(g) <sup | L(gh) — L(g) |
hel

Para la otra desigualdad probaremos que para todo h € I', | L(gh) — L(h) |< L(g). Notemos
que para todo h se tiene

L(gh) — L(h) < L(g) + L(h) — L(h) = L(g)

Por otro lado,
L(h) = L(g~'gh) < L(¢g™ ') + L(gh) = L(g) + L(gh)

lo que prueba que
—L(g) < L(gh) — L(h)

Juntando ambas desigualdades, se tiene el resultado.
Por 1iltimo, probaremos que T = (D% + 1)~! es compacto. Para todo g € T, se tiene
Drd, = L(g)dg, y por ende
(D? +1)8, = L(g)* + 1.

Multiplicando a ambos lados por Ty dividiendo por L(g)? + 1 se tiene

1
T(5g) - még == /Bgég

Como I' es numerable y L es no acotada, podemos numerar sus elementos de manera que
0 < L(g1) < L(g2) < --- — +o0. En consecuencia, 4, — 0 cuando ¢ — oo. Como L es finita-a-
uno, cada 3; tiene multiplicidad finita como autovalor. Como L tiene rango discreto, el conjunto
de autovalores es discreto, acumuldndose tinicamente en cero. Recordando que {4y, };.,y €s una
b.o.n., se obtiene la compacidad de T con una demostracion idéntica a la del Corolario 11.38. O
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I11.3 Sistemas dinamicos

Estamos interesados en presentar una familia de algebras C* denominadas las ”&algebras de
rotacién irracional”, la cual se parametriza mediante un € € (0, 1) irracional. Estas algebras
tiene diversas presentaciones; la mas simple (el dlgebra generada por dos unitarios) tiene la
desventaja de que no estd claro como se manipula ni cuales seran los subconjuntos densos a
elejir. Por ello daremos una breve introduccion a los sistemas dindmicos, mediante los cuales
estas dlgebras se construyen en forma natural, y en esta presentacion serd clara la eleccion de
los subconjuntos densos para la construccién de un médulo de Fredholm no acotado sobre ellas.

Definicién II1.14 Un sistema dindmico topolégico es un par ¥ = (X,0) donde X es un
espacio topologico y o es un homeomorfismo de X. Diremos que ¥ es minimal si no eziste
ningun cerrado propio C' C X tal que o(C) C C. Todo sistema dindmico induce un dlgebra C*
canonica, que denominaremos Ay, la cual construiremos a continuacion.

Notemos que ¢ induce una acciéon de Z en el grupo de automorfismos del adlgebra C* de
la funciones continuas a valores complejos sobre X, C'(X), de la siguiente manera:

ax(f)(@) = f (o*(@))

parak € Z y f € C(X), donde ¥ =0 o---00, k veces. Consideremos el conjunto de todas las
funciones f : Z — C(X) con soporte finito. Sobre ellas definimos una involucién, un producto
y una norma de la siguiente manera:

(F ) = an (=)
(f*9)n = frok (gn—rk)
k

171l =D [l fallss
k

Tomando la completacién con respecto a esta norma, se obtiene un algebra de Banach involutiva,
que denominaremos L! (Z,C(X)). Al dlgebra C* que se obtiene mediante la representacién
universal de esta algebra involutiva (el dlgebra envolvente) la denotaremos con As,. Esta édlgebra
C* se conoce también como el C*-producto cruzado de C(X) por Z con respecto a la accién
a, y se denota con C'(X) <, Z.

Notemos que cuando X = {x}, C(X) ~ €'y el producto cruzado es simplemente el
algebra envolvente de Z, C*(Z) ~ C(S').

Definicién II1.15 Una terna (7, U, H) es una representacién covariante del sistema dindmico
Y si 'H es un espacio de Hilbert, m : C(X) — H es una *-representacion y U : Z — H es una
representacion unitaria tales que

Uk (U (k)" = m (ex(f)) (I1.2)
para todo k € Z y toda f € C(X).
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Teorema III.16 Toda representacion covariante de ¥ induce una representacion de As.

DEMOSTRACION:

Sea f : Z — C(X) una funcién con soporte finito. Dada (7,U,H) una representacién
covariante definimos
7(f) =Y _m(f)U(n)
n
Que 7 es un homomorfismo involutivo es una cuenta trivial, que queda a cargo del lector.
Notemos ademds que

17 (Al < D lIw(fadlle < DI fall = 1£112

puesto que U(n) es unitario para todo n y 7 es involutivo. Esto prueba que 7 se extiende a una
representacién de L'(Z,C(X)), y en consecuencia a una representacién de Ay,. O

Teorema III.17 Sea X un sistena dindmico minimal, y supongamos que X tiene infinitos pun-
tos. Sea (w,U,’H) representacion covariante de X, con 7 fiel. Entonces la representacion in-
ducida en Ay, es un *-isomorfismo.

DEMOSTRACION:
Ver [Tomiyamal[p 116]. O

1I1.3.1 Las dlgebras de rotacion irracional

Definicion II1.18 Consideremos el sistema dindmico ¥ = (51,09) donde oy es una rotacion

rigida de la circunferencia
0_9(627rzt) — 627r1(t+0)

Supongamos que 0 es irracional. Llamaremos al dlgebra As, asociada a este sistema dindmico el
algebra de rotacién irracional, y la denotaremos con Ag. También se conoce a esta dlgebra
como el toro no conmutativo.

Teorema III.19 Supongamos que Hy es un espacio de Hilbert y V., W son dos operadores
unitarios en Hy tales que

WV =™V

Entonces st 0 es irracional la C* dlgebra generada por estos dos unitarios - C*(V, W) - coincide
con el dlgebra de rotacion irracional Ag.

DEMOSTRACION:

Notemos que como 6 es irracional, el sistema dindmico (S', 0y) es minimal (la érbita de
cualquier punto es densa). Por el Teorema II1.17, basta exhibir una representacién covariante
con 7 fiel cuya imagen sea C*(V, W).

Notemos primero que de la conocida propiedad para operadores acotados

o(AB) U {0} = o(BA) U {0}
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(cf [K-R 1][p 180]) se deduce que o(V) = o(WVW 1) pues ambos son unitarios y entonces el
espectro esta contenido en S', lo que excluye al 0. Ahora

o(V) =a(WVW*) = o(e*™V) = 2o (V)
y como 6 es irracional y o(V') compacto se deduce que o(V) = St

Definimos 7 : C(S') — H como el calculo funcional asociado al operador V, i.e. 7(f) =
f(V) para f € C(S'). Esta representacién es claramente involutiva y fiel.

Definimos U : Z — H como U(k) = WF. Esta representacién es claramente unitaria.
Resta ver que la terna (7, U, Hy) es una representacion covariante (i.e. que se cumple la ecuacién

I11.2). Sea f : S' — € la aplicacion elevar a la ene, i.e. (2™ s ¢?™"). Llamando A = €2™ se
tiene

Ulk)r(/)Uk)* = Wryrw =+
= wWklwyyr-iw -k
= AWk lywyriw k= ...
= Aywhkyn-ly -k
= Aemynwky ok
— \knymn
= N"r(f)
= x(Nnf)
= ﬂ(fodéf)

= m(ar(f))

Ahora por linealidad, la igualdad se extiende a todos los polinomios sobre S, y por densidad,
se extiende a todas las funciones continuas sobre S', que es lo que querfamos probar. O

Nétese que Ay puede pensarse como la clausura (en la norma || - [|3,) de la familia de
sumas finitas
Z amn VW™,
[m|>mo

[n|>no
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Definicion I11.20 Definimos un producto escalar en Ag de manera que {VmW”}(m,n)ezz for-
men una base ortonormal. Completamos este espacio para obtener un espacio de Hilbert. Por
lo que acabamos de comentar, todo elemento de este Hilbert se escribe como una suma infinita

> tm VW
(m,n)eZ?

con la condicion de que 3, nyez2 | Gmn |2< 0o. Denotaremos este espacio con L*(Ag).
Definimos un operador no acotado en L?(Ag) por
OV™TmW™) = 2mi(m 4+ in) VW™

Sea H = L?(Ap) @ L*(Ag). Entonces el operador

0 0
o= (o 0)

es claramente un operador no acotado autoadjunto en H.

Hacemos actuar a Ay en ‘H mediante

Y XY
Veremos un poco méas adelante que esta accién esté bien definida.

Haciendo actuar D sobre la b.o.n. de H (que es simplemente considerar los pares
(V™W™,0); (0, VEW?)), obtenemos que los autovalores de D son de la forma +27v/m?2 + n2,
con correspondiente autoespacio generado por los vectores

2 PAVAA Y VA
{( e ) 4 _mw}

Obtenemos asi una expresién para (D? + 1)~! sobre la b.on. de H, y como sus autovalores

tienen la pinta
1

472(m? + n?)

se deduce con el argumento standard la compacidad de (D? + 1)~

Definicién I11.21 El espacio S(Z?) es el espacio de sucesiones de rapido decrecimiento
sobre Z2, lo que quiere decir exactamente que

(\ nlk+|m ]k) | @mn | acotada para todo k > 0
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Notaremos al infimo de estas constantes que acotan con C(a, k), i.e.
Cla k) =sup (| n[F+m ) | amn |
m,n

No es dificil verificar que el conjunto
Ay = Z GmnV"W" 1 a € S(ZZ)
(m,n)eZ?

es una subélgebra involutiva de Ay ya que en particular se tiene que existe una constante C'(a, 4)
tal que

(In[*+1m ") | amn |< Cla,4)

para todo m,n si a € S(Z?), con lo cual como V y W tienen norma uno se tiene

C(a,4
IS V™ Wty <3 L < 3 )
|m|>m0 ’ n | + | m ’
In|>no

lo que prueba que las sumas parciales son de Cauchy en Hp, y por ende convergentes a un
elemento de C*(V, W) = Ay.

Notemos ahora que la representacién inducida por la representacion covariante tiene la
siguiente expresién para f : Z — C(S') (ver el Teorema III.16)

7)) = (VYW

En particular, como f,, es continua tiene desarrollo de fourier para todo m, y podemos escribir
fm(x) =3, anma™ donde x = €2™. Aplicando la expresién de arriba obtenemos

()= anmV"W™

m,n

Evidentemente, el hecho de que f,, esté en L?(S') es equivalente a que sus coeficientes de
fourier deben estar en (?(Z), i.e. 3, | anm [?< 0o para todo m. Pero para todo m se tiene
| fmll2 < ¢l fmlloo con lo cual

D Mfmllz < e lfmllos = cllfll < o0

lo que prueba que

Z:|anm \2<oo

m,n

Esto tltimo se traduce en que Ay estd canénicamente incluido en L?(4y), lo que hace que la
accién que definimos maés arriba sobre H esté a su vez bien definida.

Por otra parte, si a € S(Z?), se tiene que cada f, tiene un desarrollo de Fourier cuyos
coeficientes cumplen

(I F 4 [m [F) [ amn [< Cla, k)
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para todo n, para cada m fijo y cada k > 0. Pero esto es equivalente a decir que cada f,, esta
en C*°(S1) (cf [Treves][p 528]), el cual es obviamente denso en C(S'); de aquf se desprende la
densidad de estas f : Z — C(S') en LY(Z,C(S')), y por ende se obtiene que Ag es densa en
Ap.

Llamemos A = ¢>™. Un célculo directo y formal muestra que si a = > (rs)ez? sV WE,
entonces

[D,a)(V™W™,0) = 2mi (0, = ap X (r — z’s)vm”WH")
r,8

con lo cual
1D, al(V" W™, 0)|I3, = 4x* (Z | ajp [* (5 +p2>) (IIL3)
Jp
Esto prueba que ||[D,d]||* > 472y, | ars [* (r? + s?), y nos da una condicién necesaria
para que este conmutador sea un operador acotado.

Por otra parte, si v = (Zmn b VW™, 3 ks clele), se tiene

D, o = ( 0 (a. 2kl Cszle% —a.d (Zk,l Clesz) )
8* (a, me bmnV”Wm — a.8* (Zm,n bmanW”)

donde el punto denota el producto de operadores en Hy. Realizando los productos Cauchy
pertinentes, se obtiene que la primer coordenada de este vector tiene la forma

SN S S 2micgaz NG+ ig) VEHW
T k4j=r | f4g=l

y la segunda una forma similar, que involucra a los by, .
Para obtener ||[D, av||3,, tenemos que calcular la norma (al cuadrado) de cada coorde-
nada; se obtiene para la primer coordenada

4?3013 Y e N (i +ig) [
rl  k+j=r f+g=l

y una forma idéntica para la segunda.
Ahora utilizando la desigualdad | a +b |2< (] a | 4+ | b |)? esta tiltima expresién es menor
o igual a

2
4>l Y0 > lesllagglli+ig|
7l k+j=r f4+g=I

Llamando f(z,y) =| cuy |, 9(2,y) =| azy || 2 + iy |, lo que tenemos aqui es 472||f * g||3.
Aplicando la desigualdad de Young (i.e ||f * gll2 < || fll2]lgll1, cf [Bourbaki][Chapitre
VIILp 166]) obtenemos que todo esto es menor o igual a

2
47r22]ckl \2.<Z|ar5 || r+1is |>
Kl TS
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Se obtiene una expresion idéntica para la segunda coordenada, que involucra a los by,y,.
Notando que
2 2 2
ol =D Ter P+ | bon |
k.l m,n

se tiene )
I[D, aJvlf3, < 4n® (Z | ars | 7+ is I> lvll%,
7,8
De aqui es evidente que si a € Ay, entonces [D,a] es un operador acotado, es més, se
obtiene la desigualdad

1D, alll < 27 (Z | ars || 7 +is !)

T8

Denominemos Lipy al conjunto de las a € Ay tales que [D, a] es acotado. De la inclusion
Ay C Lipy se deduce la densidad de este tdltimo.
En consecuencia, tenemos el siguiente resultado:

Teorema II1.22 El par (H, D) es un mddulo de Fredholm no acotado sobre Ay, con subdlgebra
mvolutiva densa Lipg.
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