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I
REPRESENTACIONES DE GRUPOS

I.1 Grupos localmente compactos

Definicién 1.1 Un grupo topolégico es un grupo (G, -, €) provisto de una topologia
compatible con la estructura de grupo. FEsto es, la operacion de
GxG—G

(5,t) — st !

es continua.
Un grupo cualquiera provisto de la topologia discreta es un grupo topoldgico
localmente compacto Hausdorff. Se usard esta topologia cuando no se indique otra.
Restringiremos nuestra atencion a los grupos topoldgicos localmente com-
pactos y Hausdorff (los ejemplos usuales son R™, S™ y cualquier grupo de Lie).

Definicion 1.2 Si X es un espacio topolégico localmente compacto Hausdorff se
definen Co(X), Cp(X), Co(X) como subespacios localmente convezos de C(X) (las
funciones continuas sobre X ) de la siguiente manera:

Co(X) = {feC(X):Sop(f) es compacto }
Co(X) = {feC(X):VedK C X compacto | | f(X \ K) |< €}
Co(X) = {feC(X):f es acotada }

Estd claro que C.(X) C Co(X) C Cp(X) C C(X). De las funciones de Co(X) se
dice que “tienden a cero en infinito”. Asimismo, se definen los siguientes espacios
de medidas complejas como subespacios localmente convexos de M (X), donde:

M(X) = { medidas de Borel regulares sobre X}
MYX) = {pe€ M(X):u es acotada }
M(X) = {pe M(X):Sop(n) es compacto }.

Como espacios localmente convexos, valen las siguientes dualidades:
Co(X)* = Co(X)* ~ MY (X), O(X)* ~ M.(X).
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Observacién 1.3 Si G es localmente compacto y f € Co(G) (las funciones con-
tinuas que tienden a cero en infinito), entonces f es uniformemente continua, es
decir, para todo € > 0 existe un U C G entorno abierto de la identidad tal que
|f(z) — f(y)| < € cada vez que x -y~ ! € U.

Tomando V C U tal que V-V CU yW =V NV~L setiene W =Wy
ademds | f(z) — f(y)| < € cada vez que x -y~ € W o bien 271 -y € W.

Definicién 1.4 Sea X un espacio topolégico localmente compacto. Una medida
se dice que es de Borel reqular si estd definida en la o—dlgebra ¥ generada por los
subconjuntos compactos de X, y verfica ademds que

wE)=inf{pU): ECUU € X abierto }
w(E) =sup{u(K): EDK,K X compacto }

para cualquier E € X, Ademds,

w(K) < oo si K es compacto

Definicién 1.5 Sea p € M(G) (las medidas de Borel sobre G a valores complejos).
w se dice invariante a izquierda (resp. a derecha) si u(s- E) = u(E) para todo
s € G, y todo boreliano E C G (resp. si u(E - s) = p(E)).

Teorema 1.6 (Haar) Si G es un grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff,
entonces existe una medida de Borel reqular positiva invariante a izquierda (resp. a
derecha) que verifica p(U) > 0 si U es abierto no vacio. Esta medida es unica salvo
maultiplos escalares positivos. En cada caso eligiremos una medida de Haar arbitraria
y la denotaremos ji, .

DEMOSTRACION:
Ver [Halmosl1]|[p. 254]. O

Definicién 1.7 Dado un conjunto boreliano E con 0 < u,(E) < oo, se define la
funcién modular A : G — IR, por

g (E)
A = Es)

Si A =1 se dice que G es un grupo unimodular.
Esta definicién no depende del conjunto E, puesto que vs(A) = p,, (As) es

una medida de borel regular invariante a izquierda y esto implica que vs = A(s)p,
por la unicidad de g, .
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Claramente, A : G — ([R4,.) es un homomorfismo de grupos. Probaremos
que A resulta continuo en e y en consecuencia continuo. Sea € > 0 y K compacto
tal que p, (K) > 0. Por la regularidad de p,, resulta que existe U D K tal que

py (U) < (14 €y (K)

Podemos hallar V' = V~! entorno del origen tal que K -V C U (por el lema del
tubo).
Tenemos entonces

A@)py (K) = pyg (K - 2) < py (U) < (1 + €y (K)

y andlogamente

MH(K) 1
= < <
Ay = U a7 < gy (U) < (14 gy ()
Y entonces ]
e <A(r)<1l+e
sixze V.o

Proposicién 1.8 SiG es un grupo topoldgico compacto Hausdorff, entonces cualquier
medida de Haar a izquierda es invariante también a derecha. Ademds la medida to-
tal de G es finita y entonces puede elegirse p,, para ser una medida de probabilidad
biinvariante en G. En lo sucesivo, i, referird a la tinica probabilidad biinvari-
ante de masa total 1 en G. Como consecuencia de la propiedad de biinvariancia,
ty (E) = p, (E~1) para todo E de Borel.

DEMOSTRACION:

Como A es un homomorfismo continuo y G es compacto, A(G) es un sub-
grupo compacto de (IR,.) y por ende A = 1. La medida total es finita porque pu,,
es de Borel regular. Para la ultima propiedad, observemos que v definida por

v(E) =, (E7Y)

es una medida de Borel regular invariante a derecha, y entonces por la unicidad de
la medida de Haar resulta v = A\, pero como G = G~ tenemos que

1= 11, (G™) = U(G) = A1y (G) = AD
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Definicién 1.9 Se define el dlgebra normada M*(G) de las medidas de Borel aco-
tadas sobre G con la norma |p|| =| u | (G) con el producto de convolucion

() ( /ut E)dv(t

Notar que como espacios de Banach, M*(G) ~ Co(G)*. Teniendo en cuenta esto,
la definicion del producto puede reescribirse como

[ 1) = [ [ 1 s)dvis)ant

El producto esta bien definido pues

| Jou(t-E)dv(t)| < [o|upd-E)|dv](t)

para f € Cy(G).

< lpll- vl

Este dlgebra admite un involucién * definida por

o alternativamente

| D) = [ FTdu(s)
G G

En general M!(G) no resulta un algebra C*.

.2 LYG)

Si definimos f(z) = f(z~1) entonces puede comprobarse que en general f ¢ L'(G),
atin cuando f es integrable. La manera de definir una involucién es mirando a L'(G)
dentro de las medidas, de la siguiente manera:

Eligiendo p,, una medida de Haar en G podemos definir el monomorfismo
isométrico T' : LY(G) — MY(G),(f — py), donde pp(E) = [5 f(t)du,(t). Por el
teorema de Radon-Nikodym, I'(L'(G)) es igual a las medidas absolutamente con-
tinuas respecto de ju,,. Asf, L'(G) hereda una estructura de 4lgebra normada con
involucién

fi(s) = FsTH AT,

y se verifica la identidad para la convolucién de dos funciones

0= [ 1@l Dy (s).
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Aligual que M*(G), L*(G) no resulta un dlgebra C*, ya que la identidad || f * f*|| =
| £]I* no se verifica en general para f no positiva. Ver (1.21)

Si G es discreto, podemos considerar las medidas puntuales A = {ds}seq-
En particular, 6. = idp1(g), y ademds la subdlgebra generada por A es densa en
LY(G). La recfproca también es cierta.

Proposicién 1.10 Si L'(G) tiene unidad, la topologia de G es la discreta.

DEMOSTRACION:

Para ello notemos que basta probar que la medida de {e} es positiva, ya que
en este caso la medida de todos los puntos es positiva (e igual a la medida de e, que
supondremos = 1) por la invariancia de la medida, y entonces por la regularidad de
,, existirfa una red de abiertos U, tal que u, (U,) — 1. Pero U, es un numero
natural (igual al cardinal de U,), y por continuidad debe existir o tal que U, = e
para todo a > «ag. Por ende, e es abierto (y como G es Hausdorff, e es tambien
cerrado).

Veamos entonces que j1,, (€) # 0; supongamos que no es asi. Llamando g a la
identidad de L'(G), sea U abierto entorno de e tal que f(z) = [,-1.;, g(y™")du, (y) <
1/2 para todo = € G (este abierto existe por la absoluta continuidad de la integral
de g). Pero f = xuy * g = xv, lo que implica que u,, (U) =0 (absurdo).

Observacién 1.11 En general, L'(G) tiene una aprozvimacion de la identidad, que
puede ser obtenida de la siguiente manera: dado un entorno abierto U de e elegimos
dentro (Proposicion 1.3) un entorno de e simétrico V. Se elige una funcion positiva
con soporte en V, gu y de integral 1. Ahora fy(s) = w es positiva, tiene
su soporte incluido en U, fi; = fu, y || fullh = 1. La red {fu} con el orden dado
por la inclusion al revés es la aprorimacion de la identidad buscada. Como G es
localmente compacto y C.(G) es denso en L' (G) puede elegirse cada fiy continua de
soporte compacto.

Proposicién 1.12 Un subespacio cerrado I de L'(G) es un ideal a izquierda si y
sdlo si es invariante por traslaciones a izquierda (o sea f € I entonces fs € I para

todo s € G, donde fs(t) = f(s™! 1)

DEMOSTRACION:

Si I C L'(G) es un subespacio cerrado invariante por traslaciones a izquierda,
entonces, si f € C.(Q)

frglt) = /G F(8)g(s™ - t)dpy () = /G F(5)s(B)dpar ()
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siendo la ultima integral limite de sumas de la forma >, f(si)gs, (t)i,, (A;). Ademas,

este limite es uniforme por las caracteristicas de f. Esto prueba que f g € I si

g € I. Por densidad, hemos probado el resultado para g € I y f € L'(G).
Reciprocamente si I es un ideal a izquierda cerrado, tenemos

gs = limx(fx x g)s = limy fx * g.0

1.3 Representaciones

Observacion 1.13 En un espacio de Hilbert cualquiera H, los operadores acotados
admiten varias topologias, y estaremos interesados en las siguientes:

1. La topologia de convergencia uniforme (o ndérmica), es decir Ty, = O s

lim |7, = 0.

2. La topologia fuerte, o de convergencia puntual, donde Ty, —4, 0 sit

lim | T,z|| =0 para todo x € H.
(e

3. La topologia débil, donde Ty, —4, 0 cuando

lim < Tpx,y >=0 para todo x,y € H.
(0%

Claramente, valen las inclusiones 7, C op C ) |I-

Proposicién 1.14 Si se considera U(H) (el grupo de operadores unitarios de B(H)),
con la topologia de subespacio de B(H), las topologias 2 y 3 de la observacion ante-
rior son iguales.

DEMOSTRACION:
Veamos que o C Ty. Si Ty, —, T, entonces

limg || (To —T)z|| = limg [[|Taz]?~ < Taz, Tz > — < Tz, Tox > +||Tz|?]
= 2||z]|? = limy < Tox, Tz > —lim, < Tz, Tpx >
= 2flz[* — [|l=[* — ||

= 0.0
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Definicion 1.15 Si G es un grupo localmente compacto Hausdorff, una repre-
sentacién unitaria de G es un par (w, H), donde H es un espacio de Hilbert y
7 es un homomorfismo continuo de G en U(H), el grupo de operadores unitarios de
B(H) con la topologia de la proposicién anterior.

Un vector v de H se dice ciclico para m si < n(G)v > es denso en H.

Una representacion es irreducible si los inicos subespacios cerrados invari-
antes por w(G) son {0} y H. Equivalentemente, no existen proyectores no triviales
que conmuten con todo rg(m). Equivalentemente todo vector no nulo de H es ciclico.

Definicién 1.16 Definimos representaciéon de un dlgebra de Banach A con in-
volucion como un homomorfismo de dlgebras 7 del dlgebra de Banach en B(H) que
preserva la involucion. Mediante un pequenio abuso de notacion, denotaremos a estas
representaciones *-representaciones de dlgebras.

Un vector v de H se dice ciclico para 7 si 7(A)v es denso en H.

7 se dice no degenerada si T(A)H es denso en H. Claramente, si existe
un vector ciclico en H entonces la representacion es no degenerada. Notar que si el
algebra tiene unidad, entonces la representacion es no degenerada ya que 1) €
T(A).

Una representacion w es irreducible si los unicos subespacios cerrados in-
variantes por w(A) son {0} y H. Equivalentemente, no existen proyectores no triv-
iales que conmuten con todo rg(r)). Equivalentemente todo vector no nulo de H es
ciclico.

Evidentemente, si T es una representacion irreducible entonces es no degen-
erada.

La representaciéon universal de un dlgebra de Banach con involucion es
la suma directa de todas las *-representaciones no degeneradas (mdédulo equivalencia
unitaria) del dlgebra, y de aqui en adelante la denotaremos con .

Proposicion 1.17 Si A es un dlgebra involutiva, B es un dlgebra C* ym: A — B
es un morfismo algebraico que preserva la involucion, entonces ||m(z)|| < ||z].

DEMOSTRACION:

Supongamos A C A! &lgebra con unidad, B C B! algebra con unidad,
entonces Specpi(m(x)) C Specyi(x) con lo cual p(m(z)) < p(z) < ||z||. Ahora si
y = y* la férmula del radio espectral no lleva a p(y) = ||y||. Tomando y = z*z se
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tiene
In(@)? = [r(z*2)]
— p(r(a*w))
<l
< Al el = )0

Proposiciéon 1.18 Toda representacidon unitaria m de G induce una *-representacidn
7 no degenerada de L'(G), integrando funciones a valores en B(H), via

7 = [ FO(Odu, (),

y reciprocamente, toda representacion no degenerada de L'(G) induce una repre-
sentacion unitaria de G.

DEMOSTRACION:

Veamos que 7(f) es un morfismo:

w(fx9) = [JaxaF()g(s™ - t)duy (s)m(t)dpy (¢)
= Ja F$)m(s) Jgg(s™ - O)m(s™h  t)dpy, (t)dpy (s)  (por Fubini)
= Jo F(s)m(s) Jg 9(w)m(u)dpy, (w)dpy, (s)

= 7()7(g).

Que es continua se deduce de la desigualdad

17 (NI < /G | F@) | dpy () = |11
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Veamos ahora que 7 es involutivo:

<w(fyxy> = <x,7(f)y >

= Jo f(t) <x,m(t)y > dp (1)

= Jof(t) <m(tNx,y > dt

= Jo fG™) < m(s)x,y > A(s™)dpy, (u)
= < Jo [ (s)m(s)xdpy (s),y >

= <7(fYxy>.

Para ver que 7 es no degenerada, consideremos primero el caso discreto:
tomando f = J. se tiene

#(f)v = /G 5 ()T (t) ey, () = m(e)v = Ipgnv = v.

En el caso general tomando una aproximacién de la identidad {f\} se tiene

<lmy7(fr)v,x> = <limy [, H(@)7(t)dp, (t)v,x >

= limy f fa(t) < (7t €)) T v, x > dpy, (1)

1

Llamando g(s) =< (n(s))” v,x >, el dltimo término es simplemente

li;r\n (fxxg)(e) = gle),

y entonces
< li/{nfr(fA)v,x >=< V,X >,

lo que prueba que la identidad es limite fuerte de operadores en la imagen de la
representacién, y entonces la representacion es no degenerada.

Otra forma de definir 7 es asociar a cada elemento de g la medida puntual
04, y utilizar que las combinaciones lineales de las medidas puntuales son densas
en M'(G), para definir una representacién en este espacio, que luego se restringe a

LY(G).
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Veamos el camino inverso: si G es discreto, y 7 : L'(G) — B(H) es una
*_representacion de dlgebras no degenerada, definimos

m(g) =7 (dg

Si G no es discreto, sea {f)} una aproximacién de la identidad de L'(G). Entonces

~—

lim# (f3) 7(g)x = 7(g)x

para toda ¢ € L'(G) y x € H. Entonces 7 (f)\) —op idp(ry- Como 7 es no
degenerada, definimos 7(s) sobre un denso, extendiendo luego a todo el espacio:

m(s) (7(g9)x) = 7 (95) X,

donde gs(t) =g (s71 - t).
Veamos primero que la imagen de 7 estd contenida en la bola unitaria de
B(H), como (f\)s-1 * g tiende a gs,

Im(s) (T (g)x) || = ll7(gs)x|
= [I7 (limy (fx) -1 * 9) x|
= [T ((f2)s-1) T(g)x]l
< 7 ()= - 7 (g)x]]

< 7 1AL 17 (g)x]l

= 7]l
De aqui se desprende también que ||7(s)7!|| = ||7(s7!)|| < 1, de donde
|l (s)x|| = ||x|| para todo x € H, lo que prueba que 7 es unitaria. O

Ejemplo 1 La representacion trivial de G en C(s — 1) es claramente una repre-
sentacion unitaria continua de G. La representacion inducida de L'(G) es (f —

fG fd:U’H)'

Definicion 1.19 Todo grupo localmente compacto Hausdorff G tiene una repre-
sentacion distinguida en L*(G), llamada representacién regular a izquierda.
Esta se define como
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Esta representacion es unitaria puesto que A(s) es una isometria, por ser dm in-
variante a izquierda.

Notar que la representacion inducida en L' (G) toma la forma S\(f)(g) = fxg
para g € L*(G).

La clausura de la imagen de esta representacion (en realidad, de la repre-
sentacion inducida en LY(G)) es una C*-dlgebra conocida como la C*-dlgebra de
grupo reducida de G, o C(G). Es decir,

CrH(@) = M(ILHG)).
Definicién 1.20 La C*-algebra de grupo de G, C*(G), es la clausura nérmica
de la representacion universal de L'(G). Esto es,

P —
CHG) =y (LY(G)) .

Mds explicitamente, podemos definir una norma en L'(G) que lo convierte
en un dlgebra C* (no completa), de la siguiente manera:

I flle+(@) = sup{l|7(f)|| : ™ una *representacion no degenerada de LY(G)}.

Esta familia es no vacia por el siguiente argumento: considere

L1(G) 2 C1(G) = B(H)
donde GNS es la representacion irreducible de la C* dlgebra C;(G) de Gelfand,
Neimark y Segal. Llamando m = GNSo), si se tiene (L1 (G))v =0, de la inclusion
7 (LY(G)) € GNS (C:(@)) y la densidad de N(LY(G)) en C(G) se deduce que v =0
y por ende, m también es irreducible. Como ||7(f)| < ||f|l1 para toda m (ver 1.17),
el supremo es finito y ademds < || f||1.

La C*-dlgebra de grupo definida arriba es isométricamente isomorfa a la
completacion de L'(G) con esta norma.

Observacién 1.21 Si f € LY(G) es una funcion positiva, || fllcc) = 1], ya que
existe la representacion trivial de G que en si f > 0 resulta f — || f|l1 v por ende,

1 flle= @ = 1l

Observacion 1.22 Toda representacion irreducible de C*(G) puede restringirse a
LY(@G), obteniendose una representacion irreducible del wltimo (continua por la de-
sigualdad || fllc=(c) < I f[1)-

Reciprocamente, dada una representacion © irreducible de L'(G), entonces
| fllcx@) = lm(f)Il por la definicion de || ||. Esto muestra que m es continua con la
norma de C*(G), y por densidad puede entonces exrtenderse a una representacion

irreducible de C*(Q).
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Observacién 1.23 Si fy es una aprozimacion de la identidad de L'(G) entonces es
una aprozimacion de la identidad de C*(G), puesto que L*(G) es denso en C*(G)

y ademds || fllc+) < I flli-

1.4 El grupo dual de un grupo abeliano

Definicion 1.24 Si G es un grupo localmente compacto Hausdorff abeliano, se de-
fine su grupo dual como el conjunto

G={y:G—S' tal que~ es un homomorfismo continuo}.

Con las operaciones
(71 +72) ® = 71(2)72(2)

(=) (2) = y(2) ™
1.

G es un grupo con elemento neutro () =

Proposicién 1.25 La aplicacién ¢ — gZ;(fy), donde v € G y
3) = [ @@, (a) (L)
es un caracter de L'(G).

DEMOSTRACION:

Veamos que es multiplicativo (la linealidad es obvia). Ya que G es abeliano,
utilicemos notacién aditiva para la operacién del grupo:

ox () = Jor(@) JodW)(x — y)du, (y)dp, (z)

= Ja o) Jgr(@)(z —y)du, (x)du, (y)

= Ja o) Jov(z+y)(2)duy, (2)dp, (y)

= JooWr(W)duy, (v) [g0(2)v(2)dpy, (2)

= ¢(7)¥(7). O

Proposicién 1.26 Todo caracter de L'(G) se realiza a través de uno de los de la
observacion anterior.
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DEMOSTRACION:
Sea h € xp1(q) C LY (G)* = L*™(G). Sabemos que

h6) = [ ol@)eu(a)dn, (@)
Probaremos que ®p € L™ es en realidad un caracter de G.

Ja M) (W) Pr(x)dpy (y) = h(d)h(¥)

= h(g*)
= Jo g (@ —y)¥(y)du, (y)Pr(x)dp, ()
= fG d’(y)h(ﬁby)dﬂfr (y)

para todo ¢ € LY(G), con lo cual h(¢)®x(y) = h(¢y) pp(y). Ahora elegimos ¢ €
LY(G) tal que h(¢) # 0, y con esto se tiene

P (y) = c h(gy) pp(y)-

Como las traslaciones son continuas en L', ®;, tiene un representante continuo.
Veamos ahora que ®;, es un homomorfismo. Como h(¢)®p(y) = h(¢,) para
todo y € G, se tiene

h@)@n(z +y) = M¢rty)
= h((02)y)
= h(¢z)®n(y)
= h(¢)Pn(z)Pn(y).
Ademads, como ||Pp|lec = [|h]| = 1, se tiene
| @n(z) <1,
y como se trata de un homomorfismo, | ®(x) |= 1 para todo z € G. O

Observacién 1.27 Para toda v € G existe ¢ € LY(G) tal que quﬁ('y) £ 0, puesto que
Jav1(@)é(z)du,, () = 0 para toda ¢ € L'(G) implica que v(z) = 0 pp absurdo.
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Proposicion 1.28 Eziste una biyeccion natural entre G Y X11(G)-

DEMOSTRACION:

Que existe una aplicacién sobreyectiva es la proposicion anterior, resta ver
que esta aplicacién es inyectiva. Para ello sean 71,7 € G, y supongamos que

A~

o(n) = ¢(12)

para toda ¢ € L'(G). Entonces

[ #(@) @) = 2@, (@) = 0

para toda ¢, con lo cual 73 = 72 pp, pero como ambos son continuos, se tiene
7 =72-0

Le conferiremos una topologia a G dela siguiente manera: v, —¢ 7y Si y sélo
si gZ;('ya — (;AS('y) para toda ¢ en L'(G); es decir es la menor topologia que hace a
todas las d; continuas.

Por otra parte, la topologia natural de X1 (q) esla o(LYG)", L' (@) heredada
de LY (G)".

Proposicion 1.29 Con estas dos topologias, la biyeccion anterior se transforma en
un homeomorfismo.

DEMOSTRACION:
Resulta de la definicién de la topologia de G. O

Proposicién 1.30 La topologia de G es la compacto abierta como espacio de
funciones sobre G a valores complejos. Es decir, es la topologia de la convergencia
uniforme sobre compactos.

DEMOSTRACION:

1. La funcién evaluacién de G x G :— € dada por (z,7) — () es continua.

Para verlo, dada ¢ en L'(G), consideremos la funcién ¢,(y) = v(z)d(y).
Probemos que ¢, es continua como aplicacién de G x G en los complejos.
Dados zg € G, 79 € G, e > 0, sea V un entorno de x( tal que

H¢$ - ¢w0”1 <1
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para todo x € V', y sea W un entorno de =g tal que

b0 (7) — Do (0)] o0 < €

para todo v € W. Ahora

~

| 02(7) — buo(10) | < | D7) = bao(7) | + | Do (¥) — Do (20) |

N

“¢m - ¢z0”1 +e

< 2e.

Elegimos ¢ tal que ¢E(Pyp) #£ 0 (ver la observacién 1.27). Como ¢ es continua,
podemos suponer que ¢ # 0 sobre W (restringiéndolo si es necesario). Ahora

que es cociente de funciones continuas.

.SiKCGy(CcC G son compactos, entonces

N(K,r)={yeG:|yx)—1|<rVzeK)}

M(Cr)={zeG:|v(x)—1|<rVyeC}
son entornos abiertos del neutro en los respectivos grupos.

Tomemos vy € N(K,r). Como la evaluacién es continua, para todo zop € K
existen entornos V., W*° de xg y 7o respectivamente, tales que

|v(z)—1|<7r Vo € Vg, v € W

Consideremos el cubrimiento K C Ug,cxV,,. Por la compacidad de K, ten-
emos K C Vp,y UV, U---UV, . Siye W n...NW?* yx e K, entonces
| v(z) — 1 |< r. Hemos probado que para todo punto de N (K, ) existe un
abierto de G (léase v € W*1N...NW?") contenido en N(K,r), lo que prueba
que este es abierto.

La otra demostracion deberia ser similar.
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3. N(K,r) es una base de entornos abiertos del neutro de G.

Como la topologia en G es la inicial respecto de {¢ : ¢ € LY(G)} podemos
conseguir un entorno basico del neutro de la forma

n

N {7l ditr) = 3:(0) |< ¢}

i=1

incluido en W. Podemos suponer ¢1,---, ¢, € Cc(G) puesto que Co(G) es
denso en L'(G) y " es continua (ver 1.35, mas adelante).

Sea K = Sopp1U- - -USopd, ysea 0 < r < m Veamos que N(K,r) C W.
Siy € N(K,r), entonces

[ 6i(7) = 0i(0) | = | Jor(2)¢i(x) — [g dilx)dp, () |

< el di@) ([ v(x) =1 | dpy ()
< 1l i) | duy ()
< €.

Proposicién 1.31 Los entornos N(K,r) € G dela proposicion anterior tiene clausura
compacta. FEn consecuencia G es un grupo topolégico localmente compacto.

DEMOSTRACION:
Por el teorema de Ascoli generalizado (ver [Munkres] [Ch 7,theorem 7.1]. O

Teorema 1.32 Si G es discreto, G es compacto. St G es compacto, G es discreto.

DEMOSTRACION:

Si G es discreto, entonces L'(G) tiene unidad §.. Como G es abeliano,
L'(G) es un algebra de Banach abeliana con unidad. En consecuencia, G ~ XLY(G)
es compacto.

Si G es compacto, entonces para todo v € C?, resulta

A0 0 = { Dz

puesto que si y(zp) # 1 entonces

| A0, 0 = [ (¢ = to)y(ta)di (6) = 1(t0) [ 1(E), (0
G G G
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Con lo cual [, y(t)du, (t) = 0.
Llamando 1 a funcién constante 1 —que pertenece a L'(G)- se tiene que la
aplicacién 1 : G — € es continua. Pero por la cuenta anterior

o=} 12

Ahora a G no le queda mas remedio que ser discreto. O

Ejemplo 2 (Dual de IR) Las funciones x +— €% con a € IR fijo, son elementos

de IR, y la aplicacion a — €'** es un monomorfismo continuo de IR — IR, puesto
que claramente | €(@n=®% _ 1 | =, 0 uniformemente sobre compactos (en x). Por
otra parte, la inversa e"* s a es continua puesto que si | eilan—a)z _ |—n O
uniformemente sobre compactos en x, se tiene ra, — 2k,m —, xa, en particular
para K = {0,1}, con lo cual k,, = 0 para n > ngy y ademds a, —, a.

Veamos que es suryectiva: para ello, tomemos x € ﬁ%, entonces para todo
n € IN se tiene x(107") = 2™ cop —% <ap, < % Uno tiene que limpa, =0, y
ademds que

10an+1 — an,

es un entero, ya que
1=x(0) = x(107"—-107")
= x(10.10- D)y (107) !
= x(10~ D)0y (107~
_ (627rian+1)10 e—2mian
—  2mi(10ani1—an)

Con esto, a partir de un g € IN dado, debe ser cero, y entonces a, = 109" "a, para
todo n > q, con lo cual

i q—n ; _
627rzaq10 — eQman — X(lO n)’

lo que prueba que, llamando a = 2w10%y,, x(z) = e para todo x € IR, por la
densidad de los nimeros de la forma r10™" y la continuidad de x.
En consecuencia, se tiene IR ~ IR.



20 Representaciones de Grupos

Ejemplo 3 (Dual de S') Eriste una correspondencia biyectiva entre los carac-
teres de St = IR/ Z vy los caracteres de IR que se hacen 1 sobre Z. Por el ejemplo

anterior, estos son de la forma e*™, con n € Z. Es decir, S ~ Z.

Ejemplo 4 (Dual de Z) Como Z es un grupo libre generado por el 1, sélo hay
que conocer el valor de cada caracter en éste. De alli x(k) = x(1)¥ para todo

N

k€ Z. La aplicacion x — x(1) es un isomorfismo topolégico entre Z y S*. O sea
que Z ~ S'.

Ejemplo 5 (Dual de un producto finito de grupos) FEl grupo dual del producto
es isomorfo al producto de los grupos duales, cuya topologia es eractamente la
topologia producto de los grupos. En resumen, Gt x -+ x G ~ Gl x --- x G",

Ejemplo 6 (Dual de un grupo ciclico finito) Con un argumento similar al del
ejemplo 3, se obtiene Z, ~ Z,.

Ejemplo 7 (Dual de un grupo abeliano finitamente generado) Por el teorema
de clasificacion de estos grupos, se tiene

G ZP X Zg, x - x Zg,

de donde se desprende (por los tres tltimos ejemplos)
A k
G:(Sl) X g, XX Xg,.

En particular, para un grupo finito G, se tiene G~Q@G.

Ejemplo 8 Sea G = (IRs,-). Entonces las aplicaciones (t — e 1) con X € IR
son caracteres de G, ya que

st — et In(st) _ oA [In(s)+In(t)] _ P2 ln(s)ei)\ ln(t)‘

La continuidad es obvia. Veamos ahora que todo caracter x € G es de esta forma.
Tomemos xo(x) = x(e*) entonces xo € IR ~ IR. Por ende, existe a € R tal que
xo(x) = e¥* = e Esto nos dice que x(s) = s* = €' *"™) para todo s € G. En
conclusion, G ~ IR. Nétese que esto es consecuencia directa de que la aplicacion
(x +— €*) es un isomorfismo topologico entre (IR,+) y G.

Ejemplo 9 Sea G = (C*,-). Entonces G ~ (IR>o,-) x S, y por ende G~RxZ.
Los caracteres del plano bujereado son entonces de la pinta

ialn|z| *
| 2|

y e _ 6(za—n) ln|z\.2n
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Ejemplo 10 Sea G = (IR — {0},-). Entonces la aplicacion
(A, [K]) = (=1)%e

es un isomorfismo topoldgico entre G y IR X Zo, y por ende G~G.

I.5 Analisis armonico conmutativo

Definicién 1.33 Sea G un grupo abeliano. Dada ¢ € L*(G), la aplicacion ¢ — b
definida mediante la ecuacion (1.1)

b(y) = /G (@) (@) ()

se denomina transformada de Fourier, y la denotaremos indistintamente con F.
Evidentemente ¢ : G — . Por la proposicion 1.1, se tiene que F(fxg) = F(f)F(g).

Observacion 1.34 Mediante el isomorfimo entre G Y XL1(G), podemos reinterpre-
tar la transformada de Fourier como una transformacion acotada de L'(G) en
Co(xri(q))- Esta transformacion no es otra que la transformada de Gelfand del
dlgebra de Banach L(G).

Proposicién 1.35 Para toda ¢ en LY(G), (;AS es una funcion continua que tiende a
cero en inifinito sobre G, es decir, F : LY(G) — Co(G). Ademds, ||¢|loc < ||@]l1, es
decir, F es un operador lineal acotado.

DEMOSTRACION:

Por la misma definicion de la topologia en el dual, qg es una funcién continua.
Por otra parte

19l = sup,g | o) |

= sup,g | Jot(x)(@)dp, (x) |

IN

Ja | o) | dpy (2).

Vamos a probar que la funcién ¢(y) = Jy1(@)(x)dpy, (z) tiende a cero
cuando v — oo.
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Sea € > 0. Podemos hallar K C G compacto tal que ||¢ — ¢s|[1 < € cuando
s € K. Ahora consideremos el abierto N(K,2—¢) C G. Siy ¢ N(K,2—¢) podemos
encontrar =, € K tal que | y(zy) — 1 |> 2 — e. Tenemos ahora que

~ -

216() | = 2| [gr(@)(x)dp, () |

= | Jev(@)o(@)dpy, () + [ 7v(@)y(27)d(2 + 2y )dpy (2) |

= | 7@ (6(@) + (@)@ + ) dpy (@) |

= |Jgo@) = oz +zy)duy, (v) + [o(1+7(2,))0(z + 24)) |

< ¢ = by lln + Ml [14+~(25) |

Por la figura, resulta que llamando

z=[y(zy) = (=1 [=[ T +7(2y) |=[ 1+ (2) |

ey =| v(zy) — 1| se tiene que 22 = 4 — y? con lo cual z < €(4 — €) cada vez que
Yy > 2 — € y en consecuencia

2 1 1 — 1 1
[ 6N I= 5116 = @ [l + 5l [ 1 +7(2) [< Ge+ ge(d—e). D

El tridngulo inscripto es rectangulo porque uno de sus lados es un didmetro
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1.6 Funciones de tipo positivo, teoremas de Bochner, Plancherel y Pon-
trjagin

El conjunto de funcionales positivas de C*(G) es igual al conjunto de funcionales

positivas de L'(G), ya que este es un denso y tiene una unidad aproximada. Este

conjunto son las p(f) definidas en L'(G) que verifican p(f * f*) > 0 para toda

f € LY(G). Por ser p una funcional continua en L(G), existe una F, € L*®(G) tal

que

p() = [ F@ @, (a).

La condicién de positividad toma entonces la forma

| Bolw) [ £le = 0F 0, (Oduy (@) > 0.
G G

| [ ol = 015 @) F @y () () > 0. (12)
GJG

Definicién 1.36 Una funcion F € L*(G) que verifica (1.2) se llama definida
positiva (o de tipo positivo).

Al congunto de todas las funciones de tipo positivo en L*°(G) lo denotaremos
P(G).

Observacién 1.37 Por Gelfand y el Teorema de Riesz-Markov, si p es un estado
de LY(G), se tiene

A

p(f) = /a S dpp(v)

:XLl(G)

para toda f € LY(G), donde Wy €s la medida que representa a p.
Ademas,

F0) = [ 3@ @iy ()
luego

p() = [ 1@ LA i (2.

De aqui se desprende que Fy(z) = [57v(x)dup(v) pp

Por la observacién anterior a toda funcién de tipo positivo F' € LY(G) le
corresponde una medida de Borel positiva up € G tal que

F() = [ #@dur(

de manera tal que pup(G) = F(e). Veamos la reciproca.
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Teorema 1.38 (Bochner-Raikov-Weil) Toda funcion p definida a partir de una
medida finita y positiva como arriba es una funcion de tipo positivo.

DEMOSTRACION:

Como la masa total de p es finita y | Z() |= 1 resulta que p estd acotada.
Veamos ahora que p es continua. Dado ¢ > 0 sea U un entorno compacto de e en
G, supongamos que x — y € U. Dado K un compacto cualquiera en CA?, la familia
N(U,€/3) 4~ con v € K es un cubrimiento por abierto de K. Por ende, extrayendo
un subcubrimiento finito N (U, ¢/3) + ~; se tiene

[ v(@) =y | < [v(@) —vil@) | + [ v@) =) |+ [v) =) |

< €/3+ [ vi(x) —vily) | +€/3

para todo v € K y como la familia v; es finita podemos elegir V. C U en G de
manera que | v;(x) — vi(y) |< €/3 con lo cual | y(z) — v(y) |< € para todo v € K.

X

Eligiendo K para que u(G \ K) < e,
[p(x) =p(w) | < Jie | 7(@) =7(y) [ () + Jg g [ 7(@) =2(y) [ du(v)

< eu(G) + 2e.

Ademds, el representante continuo de p cumple que

Z p(x; — xj)aa; >0 (1.3)
ij=1

para todo x1,---,x, € G, a1, --,a, € C. El lema a continuacién nos asegurard que
esta condicién es equivalente a que p sea definida positiva. Veamos entonces (1.3).
Para ello, probemos primero que la condiciéon se cumple para v € G

Yz V@i —zj)aay; = i, 5 = 1"y(z)y(x5)aa;
= | Xiv(@i)a; [?
> 0.

Utilizando esto, veamos la condicién de positividad:

> plai — xj)aia; = /6 > (@i —zj)aazdu(y) > 0.0

ij=1 i.j=1
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Lema 1.39 La condicion de positividad (1.2) es equivalente a la siguiente: dados
cualesquiera x1, -+, xn, € G, a1, ,a, € €, se verifica

n
> plwi — zj)aa; >0 (1.4)
ij=1

st p es un representante continuo. FEsta es la definicion cldsica de funcion de tipo
positivo.

DEMOSTRACION:

La ecuacién anterior demuestra que

| [ ol =05 @FBdut)antt) = o.
GJG

si p es una medida de soporte finito. Como la medida de Haar puede ser aproximada
por este tipo de medidas, se deduce la hipotesis.

Ahora sea f) una aproximacién de la identidad para G, y consideremos la
familia gy(x) = Y, fa(z — x;)a;. Entonces

igz:lp(l'i - IL‘j)ai(Tj = liin/G/Gp($ - t)gA(l')gT(lf)d#H (z)dp,, (t) > 0.0

Observacién 1.40 La condicion de positividad anterior puede interpretarse como
que la matriz p(z; — xj)ij es definida positiva para cualquier eleccion de x1,- -+, x, €
G.

Las propiedades conocidas de matrices definidas positivas implican que p(e) >
0, p(z) < p(e) y p(—z) = p(z)

Una manera de obtener funciones de tipo positivo es la siguiente:

Lema 1.41 Si f es continua y de soporte compacto, entonces f* f* es continua, de
soporte compacto y definida positiva.

DEMOSTRACION:

Como f resulta uniformemente continua, la continuidad de la convolucion es
inmediata. La afirmacién concerniente al soporte es evidente. Lo tnico que hay que
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probar es la positividad: veamos que p(z) = [, f(x —t) f(—t)du, (t) verifica (1.4).

223:1 p(r; — xj)a;a; = Z?,j:l Jo f(@i —xj — 1) f(=t)dp, (t)aia;
= Yiiz1Jg flzi =) f(xj — t)aajdu, (1)

= Jo | fl@i—t)a; [* dpuy(t)
> 0.0

Observacién 1.42 Supongamos que fy es continua y nula fuera de un entorno V
simétrico de e, f = f*, f > 0y [of = 1. Es decir, supongamos que fy es una
unidad aprozimada: entonces f* f se anula fuera de V+V, fxf >0, [of*f=1.

En conclusion, podemos conseguirnos una unidad aprorimada continua, de
soporte compacto, definida positiva y simétrica.

Lema 1.43 Sean p,q € P(G) N LY(G), y Hp Y g las medidas que las representan
(por el teorema de Bochner). Entonces

pdpg = qdpyp

DEMOSTRACION:

Tomando F' cualquiera en CC(CA?), tenemos

JGF)Dp)dug(y) = [2FQ) Jop(@)y(@)duy, (@)dpg(v)
= [5F() Jo Ja @) dupdpyy () dp, (x)dpg(v)
= JoJa o F()Y(@)y(@)duy(v)dug(y)
y esta ultima expresiéon es simétrica respecto de p y ¢, lo que prueba la afirmacién.
Lema 1.44 Dadose >0y K C G compacto, existe py € P(G)NLYG) tal que
| D7) —1[<e
para toda v € K.

Luego existe una red py € P(G) N LY(G) tal que la red pyy converge a 1
uniformemente sobre todo compacto de G.
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DEMOSTRACION:

Para todo v € G existe un entorno V simétrico de e tal que z € V implica
| Z(v) = 1 |=| v(x) — y(e) |< €, y se puede elegir el mismo V para todos los 7 del
compacto K. Si py(z) es una unidad aproximada con soporte en V, [~py = 1,
pe € P(GYNLYG) vy py = py,, entonces para todo v € K y « € V tendremos
| v(x) — 1 |< ¢, y entonces

| pv(y) =11 = | Jgpv(@)y(z)du, (z) — 1]
= | Japv(@)y(@)duy, (x) — Jgpv(x)du, (v) |
< Jolv(@) =1 pv(@)du, (z)
< Jv Iv@) = 1] py()dp, ()
< O

Teorema 1.45 Si py es una red como en el lema anterior, entonces:

1. Para toda funcion ¢ € C(CA}’) de soporte compacto, la red

IV<¢>::([;¢<v>dupv

donde iy, es la medida positiva que representa a py, converge a un limite I(¢)
independientemente de la eleccion de py .

2. 1(¢) es la integral de Haar de G, es decir,

16) = [ 6()du, ()

donde ji,; es una medida de Haar para G.
DEMOSTRACION:

1. Dada ¢ € C.(@), existe K € G fuera del cual ¢(7) se anula. Para todo V D Vj,
las funciones py van a verificar | py(y) — 1 |< € para todo v € K. Dados K y
€, tomemos py, (i = 1,2, 3) fijos en la red, con V; D Vj. Probaremos ahora que

| Ly, (¢) — I, (¢) |< Me

donde M = M(¢) es una constante. Esto probard la primer afirmacién.
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Como ¢(v) se anula fuera de K, y como py; son idénticamente uno en K,

tenemos que

| d(7) —

o(Mpv;(V) IS €l d(V)pvs(v)  i=1,2

Por otra parte, por el Lema 1.43, se tiene que Ip,, (opv,) = Iy, (Ppvy,)-

| Ipvl( o) — Ipv2(¢) | =

IN

IN

<

<

| [z bdppy, — J5 ddupy, — {J5 oPvadipy, — 5 ebvidipy, } |
Ja 16— bv, | dppy, + [z | & — v | dipy,

{Jg | dbvy | dipy, + I | dDvs | dptpy, }

{Jg | opvi | dupy, + 5 | Dvs | dupy, }

emaX{HﬁVlHOOv ”]3‘/2HOO}IPV3(’ ¢ ’)

2. Veamos ahora la segunda. Entonces I es limite débil de I, independiente-
mente de la elecciéon de p. Como cada I, es una funcional lineal positiva de
CC(G) el limite también lo es. Es decir, define una medida de Borel regular.
Sélo falta ver que I es invariante por traslaciones, es decir, que I(¢y) = 1(¢)

(donde ¢y () = ¢(—2 +

7). Dado p, si llamamos p1(z) = p(z)1(x), entonces

I(py) = [z oo (Vdup(v) = Jzo(y —¢)dpp(7)

= Jgo(Vdup(y + 1)
= f(; V) dpp, (V)
= Ip (¢)

Luego, Ip(¢y) = Ip, (¢). Pero p1 estd en las condiciones de p, y por ende, I,
converge al mismo limite que I,,,. O

Teorema 1.46 (teorema de

inversién de Fourier) Es posible elegir una medida

de Haar p,, de G (es decir, elegir el factor constante) de modo que para toda funcion
f € LYG) N P(G) se verifique:

Luego,

F()dp,, = duy.

flz) = /ai?(’y)f(v)duH(’y)-
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DEMOSTRACION:

La igualdad (teniendo en cuenta que py tiende uniformemente sobre todo
compacto a 1 en G)

 pdd :lim/A hd :hm/AAd :/Ad
[ oddu, =tim [ oo, =i [ opvus = [ odus

prueba la primera afirmacién del teorema, donde hemos elegido 1, en G de manera
que coincida con I del teorema previo.
Usando esto y el teorema de Bochner (Teorema 1.38), tenemos

flz) = /amduf(v) = /amé(v)dm{(v)- O

Definicién 1.47 Recordemos que P(G) es el conjunto de todas las funciones de tipo
positivo. Evidentemente, este no es un espacio vectorial, aunque las combinaciones
lineales positivas de funciones de tipo positivo estin en P(G). Denotaremos con
V(QG) al subespacio generado por P(G). Claramente toda f € V(G) se escribe como

f=f—fao+i(fs— fa)

donde fi € P(G).

Observacion 1.48 FEvidentemente el teorema de inversion de Fourier se extiende
a LYG)NV(G). Por otra parte la identidad

Afsh = (f+h)*(f+h)" = (f =h)* (f =h)" +i(f+ih)* (f+ih)" —i(f —ih)«(f —ih)"

nos dice que Co(G) * C.(G) C V(G) N C.(G). Como el primero es denso en C.(G),
resulta V(G) N C.(G) denso en C.(G).

Observacién 1.49 Sipy es una aprorimacion de la identidad de tipo positiva, con-
tinua y de soporte compacto (como en la observacion 1.42) y f € V(G) tiene soporte
compacto, entonces py x f € V(G)NC.(G) x V(G) N Ce(G). Ademds py * f —v f.
Por lo tanto, V(G) N C.(G) * V(G) N C.(G) es denso en V(G) N C.(G), y por la
observacion anterior, denso en C.(G).

Teorema 1.50 (Plancherel) Eziste un inico isomorfismo isométrico U entre L*(G)
y L?(G) tal que, para g € L*(G) N L*(G), se verifica g = Ug.
Es decir, U extiende a la transformada de Fourier usual.
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DEMOSTRACION:

Veamos primero que si g € L*(G) N L2(@), entonces Fg € L2(G), y ademds
llgll2 = |lgll2, es decir, F es isométrico.

Supongamos primero que g € C.(G). Pongamos f = g * ¢g*; entonces f €
P(G). Por el teorema de inversién para f(x), se tiene

£(0) = /Gfmdmx

pero entonces .
Fo) =g(matn) =l g0 [
Por lo tanto, | § [2= f € LY(G). O sea que j € L2(G). Ademss,

Llal=[i=10=g:0@= [ IgF.

Por densidad, hemos probado el resultado para g en las condiciones de la hipdtesis.

Ahora, como L'(G)NL?(G) es denso en L?(G), extendemos F a un operador
U : L2(@) — L%*(G), en forma isométrica. Resta probar que este operador es un
epimorfismo, para concluir que se trata de un isomorfismo isométrico entre ambos
espacios de Hilbert, y por ende, un operador unitario.

Como U es isométrico, su rango es cerrado: probaremos que es denso viendo
que su imagen cubre C.(G) NV (G) % Ce(G) NV (G). Por la observacién 1.49, este es
denso en C,(G). En consecuencia el rango es denso en L?(G).

~ ~

Sea F3 = Fy * Fy con F1,F, € C.(G)NV(G). Por la observacién 1.48,

~ ~

Fy € Co(G)NV(G). Tomemos f; = [5F;(v)y(x)du, (v) = 1,2,3. Entonces f;
estd en V(G): veamos que estdan en L2(G). Sea g € C.(Q),

| Joa(@)f(x)dp, () | = | Jg9(x) J5F (V)7 (@)du, (v)dp, (z) |
= | JagF(O) Jg9(@)v(@)dpy, (x)dp,, (7) |

= | Ja F(Mg()dp, (v) |

AN

1Ell201gll2 = [1Fl2[lgll2

Esto nos dice que HfHQ = SungBLg(G) |< I >’: SungCc(G)ﬂBLQ(G) ‘< f9 >‘§
|F'||2 por la desigualdad de arriba. Ahora, aplicando el teorema de inversién de
Fourier, y se tiene F; = f;; en particular, F3 = f3. Sélo resta ver que f3 € L'(G).

Pero f3 = f1fa, y por Holder, || f3]l1 < [|fill2]lf2ll2. O
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Observacién 151 Si G es un GLCC entonces la aplicacion ~: G — G, (x — &)
definida por
#(y) = ()

para v € G es un monomorfismo continuo.

Teorema 1.52 (Teorema de dualidad de Pontrjagin) La correspondencia x —

Z de la observacion anterior es un isomorfismo topoldgico entre G yG.

DEMOSTRACION:
Veamos primero que la inversa es continua en su rango. Supongamos que

To —a T en G. Esto nos dice (por la definicion de la topologfa de G) que f(Fa) —
f(%) para toda f en L'(G). Esto es

Laatn@idy —a a0,
G G

esto es,

L)ty —a [ @)
G G

para toda f € L*(G). Ahora como las imagenes de transformadas via” de funciones
de L'(G) son densas por Stone-Weierstrass en Co(G), y éste tiltimo espacio es denso
en L'(G), podemos reescribir la tltima ecuacién como

LA @)y —a [ 1@F()dy,
G G

donde v es una medida de Haar para G. En particular, si tomamos F' de tipo
positivo, se tiene que

F(za) = /av(:va)ﬁ(v)dv e /év(w)ﬁ(v)dv = F(a),

por el corolario (Teorema 1.46) al teorema de Bochner (Teorema 1.38). Esto ultimo
es equivalente, por la densidad de las funciones de tipo positivo, a que

9(xa) —a g(x)

para toda g € Co(G), y por ende, x4 —4 x en G.

Para ver que la aplicacién ~es sobreyectiva, basta probar que si F' € L'(G)
se anula sobre la imagen de esta aplicacién, entonces F' = 0 pp. Por las mismas
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consideraciones que en el paragrafo anterior, basta probarlo para F = qg con f €
LY(G) y de tipo positivo. Si ¢(Z) = 0 para todo x € G, se tiene

(7) = /ai(v)cb(v)d'v: /av(w)cb(v)dvzo-

Como g = 0 es integrable, invirtiendo F (Teorema 1.46) se tiene
o) = [ Alag(a)d =0,

y por ende también F' = qu =0.0

1.7 Mas representaciones

Proposicién 1.53 Si G es un grupo abeliano, entonces C*(G) ~ Co(é) como dlge-
bras C*.

DEMOSTRACION:

Probaremos primero que xc«(g) ¥ Xri(g) son homeomorfos. Dado h €
Xc+(G), su restriccion a L'(G) es claramente un caracter de L'(G). Ademas, la
operacién de restringir es continua. Por otra parte un caracter en L' es una rep-
resentacién irreducible de L!'(G) que se extiende (por la observacién 1.22) a una
representacion irreducible de C*(G). Esta aplicacién es evidentemente la inversa
de la otra. Su continuidad se deduce de la densidad de L'(G) en C*(G) con un
argumento de tipo €/2.

Por el teorema de Gelfand-Neimark conmutativo y la Proposicion 1.29, re-
sulta

C*(G) = Co(xc(a)) = Colxri@)) =~ Co(G). D
Antes de la conclusién, un lema:
Lema 1.54 Si f € Cy(G), entonces el operador de multiplicacion definido por
Mg = fg
para g € L?(G) es un operador lineal acotado, y ademds

Myl Br2(a)) = I1f oo
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DEMOSTRACION:

En primer lugar, se tiene

IMypgll3 = Jol fol? duy
< fIZ Jo T g 1 duy
= [If1IZlgll3-

Para ver que la norma es igual, tomemos para cada € > 0 el abierto de
clausura compacta

Ue={z € G:| f(x) [> [Iflloc — €}
Ahora consideremos la funcion g = \/ﬁxye.

IMygll3 = Jol fol? duy

Evidentemente, ||g|]ls = 1. Pero

por otra parte,

= MH%Ue) fUE | f ‘2 dpvy

> (Il —)*.0

Teorema 1.55 Si G es un grupo abeliano, entonces
CH (@) ~ C*(G) ~ Co(@).

DEMOSTRACION:

El segundo isomorfismo es el de la proposicion anterior, veamos el primero.
Como ambos espacios son las completaciones de L!(G) con respecto a dos normas
distintas, basta probar que en este caso las normas coinciden sobre L'(G).

Por la proposicién 1.35, se tiene la inclusion

—

LY(G) c Co(G).

Por Stone-Weierstrass, la inclusion es densa.

Por otra parte, la transformaciéon de Fourier F se extiende a un operador
isométrico U de L2(G) en L2(G) (ver el Teorema 1.50). La representacién regular
a izquierda A de L'(G) en B(L?*(G)) (obviando el la tilde) puede ser reinterpratada
en B(L?(G)) conjungando por U:

UNAHU*G=UXf)g=F(fxg) = fg= Mg
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para toda f en L'(G) y toda g en L'(G) N L?(G). De aqui se deduce que

AN B2y = 1Ml sz = [Ki[s

la dltima desigualdad por el lema anterior.
Podemos definir entonces un operador 6 : A\(L'(G)) — Co(G) como 0 =
F o X~L. Observemos que 6 es una isometria por el parrafo anterior. Como la ima-

— ~

gen de 6 es L1(G), se tiene que la imagen de 6 es un subespacio denso de Cy(G). En

~

consecuencia, ambas clausuras —C}(G) y Co(G)— son isométricamente isomorfas.
O

Atin teniendo la propiedad universal, la representacién C*(G) de L'(G) es
dificil de manejar, ya que su definiciéon es muy abstracta e implica tener en cuenta
muchas representaciones de G. El resultado anterior para grupos abelianos reduce
drasticamente el problema, y es por eso que la igualdad entre C*(G) y C}(G) es un
resultado muy deseable para G. Hay una clase de grupos, los grupos amenables, que
tienen esta propiedad y dedicaremos el resto del capitulo a este tema.

1.8 Grupos Amenables

Definicién 1.56 Un promedio m en un grupo localmente compacto Hausdorff G
es un estado invariante a izquierda de L°°(G). Esto es, una funcional lineal acotada
y positiva tal que m(gs) = m(g) para toda g € L>®(G).

Definicion 1.57 Un grupo G se dice amenable o promediable si existe un prome-
dio en G.

Ejemplo 11 Si G es compacto, entonces es amenable, ya que un promedio m esta
dado por la integracion contra la medida de Haar del grupo, es decir

m(g) = /nguH-

Ejemplo 12 EI grupo libre de dos generadores es el prototipo de grupo no amenable.
Este grupo (que denotaremos con IF'y) es el conjunto de todas las palabras finitas en
a y b, por ejemplo: aba, a’b*a=t, a~'b, 1.

Para ver que no es amenable, sea Ag = {a**bg,a s} donde g y s son dos
elementos arbitrarios de IF'y. Similarmente, se define Ay a las palabras que, en forma

ka—
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reducida, comienzan con una potencia impar de a. Definimos By, By y Ba como los
conjuntos de palabras que, en forma reducida, comienzan con una potencia de b
congruente (mod3) a 0,1 y 2 respectivamente. Claramente, A1 = aAy y B; = b'By
para 1 =0,1,2.
Entonces el promedio m invariante por traslaciones debe satisfacer
1= m(XFz) =2- m(X-Al) =3 m(XBo)'
Ademds A1 es un subconjunto propio de By, con lo cual
1 1
5 = mlxa) =m(xs,) = 3

lo cual es ridiculo.

Definicién 1.58 Denotaremos por S(G) al conjunto de funciones integrables, positi-
vas pp. y de integral uno. Podemos mirar a S(G) en L*°(G)* mediante la inclusion
candnica de LY(G). Alli éste es denso en el conjunto de estados de L=(G) (ver
[Kadison-Ringrose]/[Theorem 4.3.9])).

Lema 1.59 Sip € MYG) y f € L®(G) y G es amenable con promedio m, entonces
existe un promedio m de L™ que satisface

m(p o f) = [lpllim(f)

DEMOSTRACION:

Notar que la funcional g — m(g * f) es acotada en L'(G) e invariante por
traslaciones a izquierda, puesto que

[ m(g = ) 1< llg * flloo < Nlgllallflloe-

Por la unicidad de la medida de Haar, existe ay tal que m(g x f) = as [ gdp,,.
Supongamos primero que f es uniformemente continua a izquierda, es decir que
|.fs = flloo —s 0. Tomemos una unidad aproximada g; € L'(G) positiva y de norma
1, entonces

[ (gix F)(s) = f(s) | = | ot s)dpy (1) — [ gi(t)f(s)dpy (2) |
< Hft - f”oo

y por ende m(g * f) = m(f) [5 gdu,,. Ahora construiremos un estado que cumpla lo
anterior pero para f € L™ cualquiera. Elijamos g € S(G), que salga uniformemente
continua. Definimos

m(f) =m(g= f=*g) para toda f € L™(G)
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Donde §(z) = g(x~!) Notar que g * f * § es uniformemente continua. Ademds
m es un estado de L*°(G): claramente es lineal, positiva y acotada, pero ademds
M| = m(1) = m(1) = 1. Si g; es una aproximacién de la identidad de L'(G),
f € L®G)y pe M(G) entonces

m(px f) = m(g*pxf*g)
= limijm(g* p*gi*gj* f*g)
= lim;jm(p*g; *gj x fxq)
= limij [ ngidpym(g; * f* )
= pu(G)lim;m(g * gj * f * g)
= p(G)limym(g * f * )
= u(@m().
Claramente m es invariante por traslaciones, ya que m(fs) = m(ds * f) = m(f)DO

Lema 1.60 Las siguientes condiciones sobre G son equivalentes:
1. G es amenable.

2. Existe una red g; € S(G) tal que h* g; — g; —; 0 en la convergencia débil * de
(L*(G))* para toda h € S(G)

3. Eziste una red g; € S(G) tal que ||h * g; — gi||1 —i 0 para toda h € S(G)

4. Para cada compacto K C G y e > 0, existe g € S(G) de soporte compacto tal
que
llg — gsllh <€ para todo s € K.

DEMOSTRACION:

1 = 2) Si m es un promedio como en la proposicién anterior, entonces existe
una red g; € S(G) tal que < f,g; >— m(f) para toda f € L*°(G) por ser S(G)
denso en los estados de L>°(G). Dado h € S(G)

<f7h*gi >=< h**fagz >Hm(h**f):m(f)

Esto prueba que la red {h % g; — ¢;} es débil-* convergente a 0 en L*(G).
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2 = 3) Para todo subconjunto finito {hy,---,h,} en S(G) y todo € > 0, sea
X =LYG)® - @® LY(G) donde la suma tiene n términos. El subconjunto de X

hixg—g®---Dhy,xg—g g€ 5(G)

Es convexo y 0 pertence a su clausura débil por hipétesis. Por el teorema de Hahn-
Banach, 0 estd en realidad en su clausura nérmica. Por ende, existe g € S(G) tal
que maxy ||hg * g — g|l1 < e. Lared g = g, es la buscada.

3 = 4) Elijamos un elemento h € S(G) y tomemos una red g; € S(G) que
satisfaga 3). Entonces para cada s € G

|(h*gi)s — h*gillh < ||hs*gi — gilli + |k *gi — gill1 =4 0

Como h depende continuamente de s en L!(G), Dado C C G compacto y € > 0,
{hs}sec es un compacto en L'(G), tomando una §-red se encuentra g; en S(G) tal
que

lhs * gi — gilli + 1P * gi — gill1 < €

en C' (y ademés g es de soporte compacto). 4 = 1 Dados C' compacto y € > 0
tomemos i = i(C,€) con el orden légico (decreciente para los nimeros, creciente
para los conjuntos). Para cada i, elijamos g; € S(G) que satisfaga 4 y consideremos
la red {m;} de estados en L*°(G) dada por

para todo s € C. Tomando g = xch * g; obtenemos ||gs — g|1 < € para todo s

mi(f) = /G Faid,

Para cada s € C se tiene

| mi(fet =1 = | glf(s- ) = fFO)lgi(t)dp, (t) |
= | Jo f®lgi(s™ 1) — gi(®)]dp,, (1)
< [l lloce

entonces, cualquier m limite *-débil de una subred de {m;} va a ser un invariante a
izquierda (y estos limites existen porque m; € Breo(g)-). Ademds como m;(1) =1
para todo i, resulta que m es un estado. O

Definicion 1.61 Definimos las funciones de tipo positivo sobre G en forma similar
al caso abeliano, es decir P(G) son las funciones f € L'(G) que ademds cumplen

/G F(s)(g" * g)(s)dpy (s) > 0
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para toda g € LY(G). Notar que esta condicion puede reemplazarse por “para todo
g € LY(G) continua y de soporte compacto” (por densidad).

Proposicién 1.62 Si ¢,¢ € P(G) entonces el producto puntual ¢pyp € P(G).

DEMOSTRACION:

La demostracién se reduce al caso de matrices observando que el Teorema
1.39 sigue siendo valido (con idéntica demostracién) para el caso no abeliano. O

Observacién 1.63 Si f € L*(G), entonces g = f * f es una funcién continua, de
tipo positivo, de norma uniforme ||g|lso = ||f]13-

Para probarlo, recordemos que la aplicacion (t — f;) de G — L*(G) es
continua, y calculemos

[9(t) —gle) | = | Ja f(s)f(s™" - t)puy () = J F(5)F (57" - e)edpuy, (5) |
< Jal SO Fs™ ) = Fs7) [ dpy () |
= Ja | F) I FE1 s)dpy (s) = f(s) | dpy (s) |

1fll2 - [1fe = fll2

IN

que tiende a cero cuando t — e en G. La positividad es un cdlculo elemental, que
muestra que, para toda h € L'(QG)

/G(f*f)(h*h*)duH T

Por dltimo, ||g]leco = f * f(e) = Hf”%

Proposicién 1.64 FEl grupo G es amenable si y sdlo si existe una red {f;} de fun-
ciones de soporte compacto, en la bola de L*(G) tal que {f; * fl} converge a 1
uniformemente sobre compactos de G.

Notar que por la observacion previa, la red { f; * fl} es una red de funciones
de tipo positivo, continuas y de soporte compacto, de norma uniforme 1.

DEMOSTRACION:

Si G es amenable, dado K C G compacto y € > 0, sea g; € L'(G), positiva
y de norma 1 como en el Lema anterior (parte 4) (donde i = i(K,¢€). Definimos
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fi(s) = \/gi(s). Entonces 1 = ||f;]|3 = f; * fi(e). Atn mds: para cada s € G,
1= (fix f)(s) P = | fix file) = (fix fi)(s) |?

= | Jg fi@®)[fi(t) = fils™ - t)]dpy () |
< fills - 1fi = (f)sll3

= Jo 1 gi() — (57 ) 17 dpay (1)
< Jolgi(t) —gi(s™ - t)dpy, (t)

= g = (93)sllr

El orden de la red {f;} es el de la inclusién directa para los compactos y al revés
para los €, es decir, i(K,e) < j(K',e')sii K C K'y € <e.

Ahora dado K compacto y € > 0 veamos la convergencia uniforme. Si s € K,
11— (fi * fi)(5) 1< llgi — (9)sll1 < € (i = i(K,€), pero si j > i, entonces K C K’y
por ende | 1 — (f; * F)(8) < llgj — (g;)slli < € < e para s € K. En consecuencia
11— (fi* fi)lx —: .

Veamos la reciproca. Si f; € Brz(g), tomemos g; =| fi
positiva y [|gi|[1 = 1. Adn mds, para s € G,

lgi = (9i)sll = Ja Il fit) [P = | fuls™" - 1) 1] dpuy (2)
= Jo | fi®) + fi(s™ - t) |- | fi(t) = fils™" - ) | dpuy (2)
< 2fi = (fi)sll

|2. Entonces g; es

= 22— < fi,(f)s > — < (fi)s, fi >)V/?
< 2V2 | 1= < (fi)s, fi >|M?
= 22 | 1= (fi* fi)(s) |V2.

Obtenemos
g — (gi)sllt < 2v2 1= (f % F)(s) [Y2< 1= (fi * i)l x —3 O

para cualquier compacto K, y por ende dados K y € > 0, existe i tal que ||g; —
(g:)s]l1 < esise K. Esta g; y el Lema previo nos lleva a la conclusién de que G es
amenable. O
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Teorema 1.65 Hay un homeomorfismo entre el conjunto de estados de C*(G) (con
la topologia débil-*) y el conjunto de funciones sobre G de tipo positivo continuas y
de norma uniforme 1 (con la topologia de convergencia uniforme sobre compactos).

DEMOSTRACION:

Observemos que puede pensarse CG C C*(G) por la Observacion 1.18; lla-
mando CG a la subalgebra generada por {J, : ¢ € G}. Consideremos la aplicacién
A: C*(G)* — L*™°(G) dada por

A(@)(t) = ¢(0:)-

(notar que, por la observacién previa al teorema, la imagen en realidad da
funciones continuas). Claramente, ||A(¢)|loo < ||#]|. Si f € L(G), podemos pensar a
¢ como en L'(G)* ~ L>°(G) por la desigualdad || | c+(@) < || [[1 donde el isomorfismo
se realiza integrando, es decir ¢(f) = [ Fyf(t)dp, (t). Si f\ es una aproximacién
de la identidad de L'(G) (y por la Observacién 1.23 también de C*(G)), tenemos

¢(6;) = limy ¢((fr)e) = Timy [ Fo(t) fa(s™" - t)dpy, ()

= lim)\ F¢ * f)\(s)

= Fy(s)
Entonces

£) = [ 6@ F @y ()= [ A@OF O (0

En consecuencia, A es inyectiva.
Sea ahora B la imagen de los estados de C*(G), y veamos que B = P(G).
Si f = A(¢) con ¢ un estado, entonces

/f )(g™ * g)(s)dpy, (s /¢ )" % g)(s)dy(s) = d(g" xg) >0

para toda g € L'(G). La otra inclusién es idéntica. Ademés ||[A(¢)||oo = ¢(5e) = 1
pues ¢ es un estado y d. es una identidad de CG C C*(G).

Veamos que este isomorfismo es en realidad un homeomorfismo. Si A(¢y) es
una red en P(G) convergiendo a f uniformemente sobre compactos de G, entonces
f € P(G) pues la condicién de positividad es cerrada para el limite débil-*. Esto
nos dice que existe ¢ estado de C*(G) tal que A(¢) = f = lim A(¢y). Ahora para
toda g € L'(G), se tiene

bx(g) = /G NGNS, /G gA(®)dp,, = (g).
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Como ¢y — ¢ débilmente sobre un denso de C*(G), y ademas ||¢x|| = A(or)(e) (es
decir, {¢)} estd acotada) se tiene que ¢y — ¢ *-débilmente.

Ahora supongamos que la red de estados {¢,} converge débil-* al estado ¢.
Dado € > 0 existe f € C.(G)y con ||f|l1 = 1 tal que ¢((6e — f)* * (de — f)) < €2.
Como ¢\ —u @ v |loall = ||¢]] = 1, existe un Ag tal que

(e = f) * (6 = f)) < €
para todo A > ). Ahora para todo t € G
[ A1) = (A@) « () 2 = [AD)(E) — o A@)(s)f (71 - t)dpuyy (s) |2
= [ A1) = Jo MD)(s) f(t7 - 8)dpy (s)
= | 6(6) = (0 f) |7
= |6+ (1= 1)
< 00 # )p((0e — f) % (0 — [)7)

= 1-€.
Similarmente, i
| A(DA)(1) = (A(g2) * ))(t) [P< €.

Ahora la aplicacién de G — C*(G) definida por (¢t — d; * f) es continua, y entonces
dado K compacto en G podemos hallar A\; > A9 de manera que

| (A(dx) * F)() = (M) = (1) |< e

para todo t € K. Entonces (combinando esto con las dos desigualdades anteriores)
conseguimos que | A(¢y)(t) — A(¢)(t) |< 3e para todo t € K. O

Lema 1.66 Si ® € P(G)NC.(G), entonces existe n € L*(G) de norma uno, tal que
D =nxn.

DEMOSTRACION:

Tomemos una aproximacién de la identidad {f,} € L'(G)NC.(G). Sabemos
que A(®) es un operador positivo (donde A es la representacién regular a izquierda
de G). Mediante el cdlculo funcional, definimos 7, = /\(<I>)% fa € L*(G). Veamos
que la red {n,} es de Cauchy en L?(G):

Hna - an% =< /\((I)>(fa - fb)7fa - fb >= (fa - fb) * D ok (fa - fb)(e)
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que tiende a cero cuando a y b tienden a infinito. Entonces existe n = lim, 1, en
L?(G). Si probamos que cada 7, tiene norma menor o igual a uno, lo mismo valdra

para 7
Inal3 = < M®)0a,na >
= Jo®na*xnidpy,

= ¢a(na *1;)

A

< lallinal? < 1.
Ahora probemos la identidad hipotética:

(m*m(t) = <mnm>
= limg < A(®)2 fo, N(D)2 f,), >
= lim, < fo x D, (fo): >= O(¢). O

Teorema 1.67 El homeomorfismo del Teorema 1.65 se restringe a un homeomor-
fismo entre los estados de C(G) (con la topologia heredada de los estados de C*(G))
y la clausura (con la topologia de convergencia uniforme sobre compactos) del espacio
de funciones de P(G) N C.(G) de norma uniforme 1.

DEMOSTRACION:

Si existe una red {®;} en el espacio en cuestién que converge uniformemente
sobre compactos a @, se tiene que ® es de tipo positivo y continua, y ademés por el
lema previo para cada i existe ; en la bola unitaria de L?(G) tal que ®; = n; * 7;.
Pero entonces el estado sobre C*(G) inducido por ® via el isomorfismo del teorema
en cuestién cumple

Lo(f) | = [ Ja®fduy, |
= lim; | [ ®ifdp,, |
= lim; | Jom * 0 fdpy, |
= lim; [< A(f)mi,mi >

< AN
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para toda f € L'(G) lo que prueba que ¢ es acotado sobre C*(G).

Veamos la vuelta: como los estados de C; forman un cono (en partic-
ular, un conjunto convexo), si probamos que para toda r € C}(G) hermitiana
se tiene [|7|lcx(@) = supy{¢(r)} con ¢ recorriendo todos los estados de C7(G)
inducidos via el isomorfismo del teorema en cuestién, habremos probado que la
clausura débil de este conjunto de estados son TODOS los estados de C;(G) (ver
[Kadison-Ringrose|[Theorem 4.3.9]). Por densidad, basta probarlo para toda r de la
pinta r = A(f * f*), con f € LY(G).

Usando el isomorfismo, hay que probar que para toda f € L'(G) existe una
red de funciones de tipo positivo p; de soporte compacto y de norma uniforme 1
sobre G tal que

I * F)les () = sup /G pi(f % F*)dpay.

Por un lado se tiene

A * f)leze) = Subgen,,,, <A *[7)g,9 >

= sup <Mf*f")g,9 >
9€B12(c)
geCe(G)

= sup Ja(f % £ % g)(s)g(s)dpy (s)
gEBL2<G)
geCe(G)

= sup JaJa £x Fr®)gt" - s)g(s)dpy (s)dpy ()
gEBL2<G>
geCe(G)

= sup Ja(g = g)(f = f*)duy
gEBL2<G)
g€eCe(G)

Pero si g estd en la bola unitaria de L?(G), y ademds tiene soporte compacto,
entonces g * ¢ (por la observacién 1.63) es continua, de soporte compacto y de tipo
positivo, y esto prueba la igualdad postulada. O

Observacion 1.68 Notar que la aplicacion (t — ;) de G en C*(G) es continua por
serlo de G en M'(G).
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Teorema 1.69 Probaremos ahora que en todo grupo amenable, se tiene una isometria
I fllcscy = Ifllc+q) para toda f € LYG), y en consecuencia, Ci(G) ~ C*(G) por
ser ambas clausuras de L'(Q).

La demostracion se hard como sigue:

1. Estimaremos ||f||20*(G) = ||f * f*HC*(G) = SUPg estado | O(f * f*) |, con ¢
recorriendo el conjunto de estados de C*(G).

2. Usaremos el homeomorfismo de 1.65 para pasar del conjunto de estados de
C*(G) al conjunto de funciones sobre G de tipo positivo continuas y de norma
uniforme 1.

3. Usaremos la Proposicién 1.64 para aproximar una funcién de tipo positivo con-
tinua cualquiera por funciones de tipo positivo continuas de soporte compacto.

4. Usando 3. probaremos que | ¢(g) |< [[Mg)llcx(@)cB(r2(@)) Para toda ¢ estado
de C*(G).

5. Finalmente, usando 1. y 4. concluiremos que || f|lc=cy < [IA(9)llcx(@)- La otra
desigualdad es intrinseca de la construccién de la representacién universal.

DEMOSTRACION:

1. Esta estimacién de la norma es un resultado general de algebras C*. Puede
encontrarse en [Kadison-Ringrose|[4.3.4.iv].

2. Por el Teorema 1.65.

3. Dada p en P(G), tomemos la red p;(s) = p(s) - f; * fi(s) donde f; * f; es
una red como en la Proposicion 1.64. Obviamente, p; —; p uniformemente
sobre compactos, y ademds cada p; es continua y de soporte compacto. Por la
Proposicién 1.62, el producto puntual p; es de tipo positivo.

4. Ahora dado ¢ estado de C*(G) y h € L'(G), se tiene (via el isomorfismo A),
llamando z; = A(@) fi * fi

Plhxh) = Jog M) ()h* h*(t)dpy, (t)
= lim; Jg A()(8)gih + h* (t)dpuy ()

= lim; < z;,h*xh* > .
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Ahora z; es de tipo positivo y de soporte compacto. Por el Lema 1.66, existe
Yi € Br2(q) tal que z; = y; * y;. Por otra parte,

<A ws 1= [ (0 5 () (5) g () |
para todar € L*(G), r > 0 pp, en particular para r = h*h*, y en consecuencia
[<A(hxh)yy; >0 = | Jo(yix gi)(s) (hx h)(s)dpy (5) |
= | Jawi(s)(hxh*)(s)dpy (s) |
= |<axy,hxh*>|.
Juntando esto con el limite anterior se tiene

| o(hx h7) [=lim [< A(h + h7)yi, yi >[< [[ACh * h¥) [l ex@)c ez ey D

Teorema 1.70 Si C*(G) ~ C(G), entonces G es un grupo amenable.

DEMOSTRACION:

Para probar que G es amenable, basta probar que existe una red {p;} de
funciones de tipo positivo, de soporte compacto, que tiende a 1 uniformemente sobre
compactos de G, ya que en ese caso el Lema [.66 nos dice que para cada i existe
fi € B,%(G) tal que p; = f; * fi, y en consecuencia la Proposicién 1.64 nos asegura la
amenabilidad del grupo.

Probamos bajo la hipétesis del teorema que toda funcién de tipo positivo de
norma uniforme 1 puede aproximarse por una red en las condiciones mencionadas,
de la siguiente manera: el Teorema [.65 nos asegura que el espacio de funciones de
tipo positivo de norma unitaria estd en correspondencia bicontinua (via A) con el
espacio de estados de C*((G). En este caso, este espacio coincide con el espacio de
estados de C}(G), que es (por el Teorema 1.67) la imagen (via A~!) de la clausura
(uniforme sobre compactos, precisamente) del espacio de funciones de tipo positivo
de soporte compacto de norma unitaria. O

Corolario 1.71 Todo grupo abeliano es amenable.
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