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Introduccion

Nadie puede escribir un libro.

Para que un libro sea verdaderamente,
Se requieren la aurora y el poniente,
Siglos, armas, y el mar que une y separa.

J. L. BORGES

STE texto nace con la idea de presentar una exposicién sistematica del estudio

de la geometria de los grupos de Lie-Banach y sus espacios homogéneos, con

especial énfasis en las nociones métricas de la geometria diferencial, cuyo
primer problema a nuestro entender es el de las curvas minimales.

Habitualmente, se presentan las conexiones, las geodésicas y otros objetos
geométricos como derivados de una métrica inevitablemente Riemanniana, soslayan-
do el hecho de que una conexidn es simplemente una eleccién de suplementos en cierto
fibrado vectorial sobre la variedad, y que esto no implica necesariamente la existencia
de un producto interno en este fibrado. La eleccién de estos suplementos se puede
presentar, en particular, como un spray en la variedad (una familia de ecuaciones
diferenciales ordinarias en el fibrado tangente), que permite introducir de manera
natural la nocién de geodésica como la solucién local de este sistema de ecuaciones.
Este es el enfoque con el que queremos abordar los problemas de geometria que ha-
cen a las curvas cortas y la curvatura: una perspectiva que nos permita trabajar en
modelos sin limitaciones de dimensidn, y sin supuestos sobre una estructura Hilber-
tiana o pre-Hilbertiana en el espacio vectorial que modela la variedad. En particular,
estamos interesados en aquellos modelos que surgen de los grupos lineales y sus es-
pacios homogéneos, tanto en dimensién finita como infinita, donde puede observarse
que, desde el punto de vista del algebra de operadores, las normas o métricas a in-

troducir no suelen derivarse de una estructura Hilbertiana: el caso paradigmatico es
1
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la norma uniforme del dlgebra de operadores acotados, la cual no proviene de ningiin
producto interno, y no es equivalente a ninguna norma con estas caracteristicas en el
caso infinito dimensional. Este contexto de matrices y operadores es rico en ejemplos
que nos permiten introducir estas nociones de spray o conexién de manera concre-
ta e independiente de la métrica a partir de proyectores, idempotentes y esperanzas
condicionales; en los tltimos afios esta manera de trabajar ha tenido un desarrollo
notable especialmente en el contexto de dimensién infinita vinculado con las 4dlgebras
C* y las algebras de von Neumann. Por otra parte, estas dlgebras son ricas en nor-
mas simétricas (invariantes por la accién del grupo de unitario, que es el grupo de
isometrias del espacio de Hilbert subyacente al dlgebra de operadores) y estas normas
nos proveen de una importante cantidad de ejemplos de métricas de Finsler en las
variedades, es decir, elecciones continuas de normas en el fibrado tangente de la varie-
dad (nos desviamos aqui de la nocién clasica de métrica de Finsler donde se supone
que la norma introducida es dos veces diferenciable fuera del origen y su Hessiano es
definido positivo). Entre las clases més relevantes de normas simétricas en operadores
en un espacio de Hilbert, se hallan las normas de p-Schatten, que se computan como
la norma p usual de la sucesién de valores singulares del operador en cuestién; en
este contexto son conocidos una serie de resultados geométricos vinculados con la
convexidad uniforme del espacio normado subyacente.

En la segunda parte del libro abordaremos la nocién de espacio de longitud o
espacto de métrica interior, que a partir del trabajo de Mikhail Gromov en gu-
pos hiperbdlicos [42], ha cobrado especial relevancia, en particular relacionada con
aquellos espacios que son de curvatura no positiva. En este contexto, la distancia
entre dos puntos se obtiene como el infimo de las longitudes de arcos rectificables
que los unen. Como estaremos interesados en la nocién de curva corta, presentaremos
la versién métrica del Teorema Hopf-Rinow que establece la existencia de geodési-
cas (entendidas como arcos rectificables de longitud minima) en espacios localmente
compactos.

Estudiaremos la relacién entre variedades de Finsler y espacios de métrica inte-
rior, amalgamando los resultados de la primera parte del libro con la teoria métrica
introducida en la segunda. Abordaremos las nociones de curvatura y curvatura sec-
cional, presentando la primera como derivada del spray, es decir independiente de la
métrica, y estudiando la segunda como el puente que une la nocién de spray con la de
geometria Riemanniana. La curvatura seccional separa los espacios Riemannianos en
dos categorias importantes (no exhaustivas), segin estos tengan curvatura seccional
positiva o negativa en todos sus puntos; el comportamiento de las curvas cortas es
drasticamente distinto segin sea el caso. Para ilustrar esta afirmacién, basta conside-
rar dos ejemplos muy sencillos, como la circunferencia unitaria S' ¢ R? y una rama
de hipérbola P C R?, de curvatura seccional positiva y negativa respectivamente
(aunque cabe aclarar que en el primer caso la curvatura es constante y en el segundo
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no lo es): de acuerdo al teorema de Cartan-Hadamard (que presentamos en este texto
en el contexto de variedades de Finsler con spray), en una variedad de curvatura no
positiva simplemente conexa, se da siempre este fenénomeno de unicidad de curvas
cortas.

Por otra parte el Teorema de Hopf-Rinow establece la equivalencia (en dimensién
finita) entre completitud métrica y completitud geodésica, garantizando la existencia
de curvas cortas que unen dos puntos dados. Sin embargo, hay ejemplos sencillos
de variedades Riemannianas de dimensién infinita donde ambos conceptos no son
equivalentes. En casos concretos, herramientas desarrolladas ad-hoc para el ejemplo
permiten encarar el problema de manera exitosa y no sélo determinar la existencia de
geodésicas minimales, sino construirlas explicitamente: presentaremos en este texto
una serie de problemas y resultados sobre minimalidad de curvas que hasta ahora sélo
se hallan publicados en revistas especializadas, concernientes tanto a variedades de
dimensién infinita como a variedades de Finsler donde la norma no es diferenciable
y por lo tanto no estad disponible el cilculo de variaciones usual. Nos enfocaremos en
ejemplos provenientes de la teoria de operadores, especialmente aquellos que provie-
nen de los llamados grupos de Lie-Banach cldsicos, de las algebras C* y las dlgebras
de von Neumann, que juegan una parte importante en esta exposicién, no sélo como
modelos geométricos, sino también a traves de las técnicas propias de las dlgebras
de operadores, que permiten abordar ciertos problemas de geometria de una manera
novedosa.

Prerequisitos: Para la lectura de este texto estimamos suficiente que el lector
conozca en profundidad la geometria de curvas y superfices en el plano y en el espacio,
como es abordada por ejemplo en el texto de do Carmo [22]. Respecto de la teoria
de grupos y sus espacios homogéneos, es recomendable que el lector tenga cierta fa-
miliaridad con las nociones topolégicas generales vinculadas a estos espacios, o por
lo menos domine los aspectos basicos de espacios topolégicos en general, como cubri-
mientos, bases de entornos, sucesiones, topologias cociente, etc.; si sumamos ciertas
nociones bésicas de andlisis funcional, todos estos temas ocupan por ejemplo los pri-
meros cuatro capitulos del libro de Reed y Simon [79]. Los temas mds especializados
de algebras de operadores se encuentran desarrollados para beneficio del lector en los
apéndices de este libro.

Agradecimientos: vaya mi agradecimiento expreso para todos aquellos ma-
tematicos que me mostraron en primera persona cémo pensar la geometria de es-
ta manera singular, a través de problemas concretos en algebras de operadores; en
particular Esteban Andruchow, Gustavo Corach y Lazaro Recht. Un agradecimiento
especial para Cristian Conde, colega, amigo, editor y corrector desinteresado. También
quiero agradecer a Martin Miglioli que estudié y corrigié minuciosamente el manus-
crito. Por 1ltimo, no puedo dejar de mencionar la contribucién de los dos evaluadores
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andénimos del libro, que mediante sus observaciones y correcciones hicieron sin duda
de este un manuscrito mejor. De todas las posibles faltas e imprecisiones que puedan
quedar en el libro, sélo puedo culpar a mis limitaciones como escritor y matematico,
esperando que puedan ser tolerables para el lector, o que sean enmascaradas por el
entusiasmo que espero compartan conmigo sobre los temas aqui abordados.
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Parte 1

Estructuras Diferenciables

N esta primera parte del libro, desarrollaremos herramientas geométricas que

no involucren la eleccién explicita de una norma o métrica en la variedad

diferenciable a estudiar. Como veremos, las variedades de Banach tienen una
gran riqueza geométrica una vez que uno consigue introducir una conexién o spray
en ellas, independientemente de si esta proviene de una métrica o no.

De particular relevancia son aquellas variedades que provienen del grupo de in-
versibles de un algebra de Banach, y sus espacios homogéneos. En los apéndices del
libro introducimos las nociones basicas del célculo funcional y la teoria de opera-
dores para poder trabajar con una familia de ejemplos que ilustren las nociones y
provoquen nuevas preguntas, siempre con el espiritu de entender los objetos de forma
geomeétrica, sin necesidad de usar coordenadas y por consiguiente sin limitaciones de
dimensidn.
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CapiTuLO

Calculo Diferencial e Integral

Where ignorance is bliss, 'tis folly to be
wise.

THOMAS GRAY

OMENZAMOS en este capitulo con los fundamentos de la teoria de operado-

res acotados en espacios de Banach, que nos permitirdn introducir nocio-

nes de diferenciacién e integracién. Luego presentamos versiones infinito-
dimensionales de los teoremas de la funcién inversa y de la funcién implicita. Este
capitulo no debe tomarse como un capitulo de prerequisitos, sino como una parte
integral de nuestro acercamiento sin coordenadas a la geometria: revisaremos resul-
tados clasicos del cdlculo con una mirada no clasica. Le debemos mucho de nuestra
presentacién al excelente libro de Lang [58] de geometria Riemanniana.

1.1. Operadores lineales

Todos nuestros espacios vectoriales serdn sobre R 6 C. Sean E, F espacios normados,

o en particular espacios de Banach, es decir, espacio vectoriales normados completos.
Empecemos por recordar que T € B(E,F) si T es lineal y ademds es acotado en el
siguiente sentido

Tx

sup{|||””: x € E, X#O} < 00.

X
Notar que la norma del numerador es la norma de F, mientras que la del denominador
es la de E. Equivalentemente, T € B(E,F) si T es lineal y continuo. En el caso acotado
se suele denominar a este nimero norma uniforme de T,

7= sup {1

T xel x# O} =sup{||Tx||: x€E [x|| <1}
3

—p—
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o norma supremo. Notemos que el conjunto (E, F) con la norma recién definida es
un espacio de Banach: en efecto es un espacio vectorial y no es dificil probar que es
completo, usando (dnicamente) la completitud de F.

Observacién 1.1.1. Notemos que si E tiene dimensién finita, hay una tnica topologia
que hace a la suma y el producto por escalares continuo, y con esto puede verse
que todas las normas en un espacio vectorial de dimensién finita son equivalentes
(v el espacio es completo). Ademds toda transformacién lineal serd continua. Luego
si E,F son espacios de dimensién finita, también lo es B(E,F) y ademas cualquier
transformacién lineal entre E, F serd continua. En este caso podemos tomar cualquier
otra norma en B(E,F) sin afectar la convergencia en ese espacio, ya que todas son
equivalentes.

Como veremos mas adelante en contextos especificos, la norma uniforme no es la
Unica manera de definir una norma en el conjunto de operadores lineales.

En el caso E = F se suele abreviar B(E,E) = B(E) al conjunto de endomorfismos
acotados y nos referiremos a ellos como operadores lineales acotados actuando en
E o directamente operadores acotados en E.

En el caso F = k el cuerpo base, al espacio E/ = B(E, k) se lo denomina espacio
dual de E. No debe confundirse con el dual algebraico, que consiste de todas las
funcionales lineales de E en k. Para distinguirlos, a veces se dice que E’ es el dual
topoldgico de E.

1.1.1. Algunos teoremas titiles

Listamos a continuacién algunas herramientas fundamentales. La primera es un
teorema de separacién de objetos convexos en espacios normados mediante hiperpla-
nos, que en el contexto de espacios de Banach enunciamos en una de sus posibles
formas equivalentes.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Hahn-Banach). Sea E un espacio de Banach, S C E
un subespacto.

= Sea N:E — R una funcional conveza, es decir si a,b ek (k esR o C)
son tales que |a|+ |b| < 1, entonces

N(av + bw) <|a|N(v) + |b|N(w) para todo v,w € E.

Entonces s1 ) : S — k es una funcional lineal tal que P(s)| < N(s) para
todo s € S, existe @ € B/ tal que @ =1 en S y || <N en todo E.

= En particular, dado v € E, eziste ¢ € E’ tal que @(v) =||v|, ||o|| =1.

—p—
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1.2. Diferenciabilidad en espacios de Banach

La prueba puede verse en el tomo I de “Methods of modern mathematical physics”,
por Michael Reed y Barry Simon [79], Teorema IIL.5.

Teorema 1.1.3 (Teorema de la funcién abierta (Banach-Schauder)). S: E,F son
espacios de Banach y T € B(E,F) es sobreyectiva, entonces T es abterta. Es
decir, st U C E es abierto, entonces TU C F es abierto.

Corolario 1.1.4. Si E,F son espacios de Banach y T € B(E,F) es biyectivo,
entonces la inversa T-' : F — E es continua. Es decir T es un isomorfismo
topolégico de espactos de Banach.

Teorema 1.1.5 (Teorema del grafico cerrado). S: E,F son espactos de Banach y
T:E > F es lineal, entonces T € B(E,F) st y sélo si

Gr(T)={(v,Tv):veE}CEXF
es un subespacio cerrado.

El siguiente resultado debido a Banach y Steinhaus es conocido como principio
de acotacion uniforme o por su sigla en castellano PAU.

Teorema 1.1.6 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sea E un espacio de Banach y
F un espacto normado. Sea § una familia de operadores acotados de E en F.
Supongamos que para cada x € E, el conjunto

{|Tx]| : T € 5}

es acotado. Entonces el conjunto {||T||: T € §} es acotado.

El Teorema del grafico cerrado y el de la funcién abierta son equivalentes, y todos
son consecuencia del teorema de categoria de Baire. Todos estos resultados del andlisis
funcional pueden verse en la Seccién II1.5 del libro de Reed-Simon [79].

1.2. Diferenciabilidad en espacios de Banach

Sean E, F espacios de Banach, y f: E — F una funcién. Diremos que f es diferen-

ciable en v € E si existe un operador lineal acotado L, € B(E,F) tal que
1

lim —||f(v+h)—f(v) —L,h||=0. 1.1

Ihji—o IR | | -

Notemos que la nocién de diferenciabilidad depende de las topologias de los espa-

cios de Banach E, F, ya que el calculo de limites depende las topologias. Sin embargo,

E,F tienen dimensidén finita, todo operador lineal es acotado asi que esa condicién

—p—
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puede omitirse. También podemos cambiar la convergencia en E, F por cualquier otra

convergencia dada por sendas normas, ya que todas las normas en son equivalentes.
En ese caso al operador L, lo denotaremos Df, & f.,, usualmente leido como

diferencial de f en v. Observemos que, si f es diferenciable en v € E, entonces

o f(v+tx) —f(v)
Lx=1lm — - ——-=
t—0 t

para todo x € E.
Toda funcién diferenciable es continua. Si f es diferenciable en todo v € U para
algin abierto U € E, diremos que f es diferenciable en U.

Observacién 1.2.1. Si E,F son de dimensién finita los podemos asimilar median-

te isomorfismos lineales a los espacios k™, k™ respectivamente. Entonces si escribi-

mos a los vectorse en coordenadas, o sea x = (x',-

--x™) € k", podemos escribir
f = f(x',---,x"); por otro lado como f llega a k™ debe ser f = (fy,...,fm) con
fi : k™ — k. Esto es lo que habitualmente llamamos un campo de k™ en k™. Po-
demos ver que cada derivada parcial de cada f; es exactamente la diferencial de f;

en la direccién de v = e;. Luego podemos asimilar al operador diferencial Df, con
afi

oxJ?
(escrito en coordenadas de la base canénica) nos devuelve el vector Dfyv, escrito en

una matrix cuyas entradas son

Multiplicando esta matriz por un vector de k™

coordenadas de la base canénica de k™.

Sif:E — F, g:F — G son funciones diferenciables, entonces es facil ver que
gof:E — G es una funcién diferenciable y que vale la regla de la cadena:

D(gof), = Dgf(v)va-

Observacién 1.2.2. Si f : E — F es lineal y continua (es decir si f € B(E,F)),
entonces es facil verificar que Df = f, es decir f es diferenciable en todo E y ademds
Df, (w) = f(w) para todo v,w € E.

Observacién 1.2.3. Si f: E — F es diferenciable y T € B(F,G) (con G otro espa-
cio de Banach), entonces un caso particular de la regla de la cadena de muy facil
demostracidn es la siguiente identidad:

D(T o f) = TDf.

Para poner un poco en contexto la definicién (1.1), se suele decir que f es diferen-
ctable Fréchet (por Maurice Fréchet). Hay nociones mas débiles de diferenciabilidad,
como por ejemplo ser diferenciable Gdteaur en v € E (por René Géteaux), que
significa que para todo h € E, existe el limite

a.i(h) = lim %{f(v T th) — fv),

—p—
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y en este caso d,f(h) no tiene por qué ser lineal en h (ni acotado). En el caso complejo
el limite se toma cambiando t € R por z € C y haciendo z — 0.

Volviendo al caso que nos interesa (1.1), si f es diferenciable entonces tiene sentido
preguntarse sobre la continuidad de la funcién Df: E — B(E, F) dada por

Df(v) = Df,,

es decir a la funcién que a cada vector le asigna la diferencial de f. Esta funcién,
aunque su imagen consiste de operadores lineales, es usualmente no lineal (salvo que
f sea una forma cuadrética, ver la préxima seccién). Cuando Df es continua en un
abierto U C E, decimos que f es C' en U.

Como G = B(E, F) es un espacio de Banach, nos podemos preguntar si la funcién
Df: E — G es diferenciable en U. Si lo es, diremos que su diferencial D(Df) = D?f
es la diferencial segunda de f. Observemos que

D2f: U — B(E,G) = B(E, B(E,F)) ~ B*(E x E;F) = B*(E% F),

donde el dltimo término indica los operadores bilineales de E x E en F. La identifi-
cacién estd dada por @(T)(er,ez) = (Tey)(e2) para ey, ez € E, que es de hecho un
isomorfismo isométrico. Denotaremos

szp (vyw) = (szpv)(w).

Una funcién es C? si la asignacién p — szp es continua de E en B?(E%F). En
el caso clasico E = R?, que exista la diferencial segunda es mdas fuerte que decir
que existen las derivadas parciales segundas, de hecho la existencia de la diferencial
segunda garantiza que ademds de existir sean iguales las derivadas cruzadas': ver
por ejemplo el libro de T. Apostol [12], Teorema 12.12.

Observacion 1.2.4. Si f: U — F es una funcién dos veces diferenciable en p € U,
entonces szp es un operador bilineal stmétrico. Es decir, para todo v,w € E se
tiene

szp (vyw) = szp (w,v).
En efecto, que es bilineal surge de la propia definicién. Para ver que es simétrico, sean
v,w € E. Consideremos, para cada ¢ € F’, la funcién auxiliar

g(x,y) = o(f(p +xv+yw)).

La funcién g : B — k estd definida en algin entorno abierto B de (0,0) € k x k.
Por hipétesis, existen Dg(o,0), ng(o,O)- Entonces ng(o‘o) es una forma bilineal
simétrica. Esto nos dice que las derivadas cruzadas de g en el punto (0,0) son iguales
_9%g 9%y
~ dydx  oxdy

Como la identidad es cierta para cualquier ¢ € F/, se tiene la conclusién.

(D> fyw)v) = o((D?Fpv)w).

1Gracias a Marcos Cossarini por hacerme notar este hecho

—p—
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Definicién 1.2.5. Una funcién que tiene k diferenciales sucesivas en U C E -y la de
orden k es una funcién continua- es una funcién C* en U, y directamente anotaremos
f € C*(U); como antes, consideramos a D*f como un operador multilineal, es decir
D*f, € B*(E¥;F) para v € E. Por lo recién observado, es un operador multilineal
simétrico.

Una funcién es C* cuando sus diferenciales de todos los érdenes existen (también
es usual decir que f es suave).

El producto y las suma de funciones C¥, donde k € Ny U{oco} es de clase C¥, con
una demostracién cldsica que omitiremos. También la composicién de funciones C¥
es de clase C¥, y vale la regla de la cadena usual.

Observacién 1.2.6. Observemos que si f € B(E,F) entonces Df = f es constante, es
decir para todo v € E se tiene Df, = f. Luego todas las derivadas de orden superior
son nulas, D*f =D3f=... =0.

1.2.1. Operadores bilineales y cuadraticos

Dados E, F espacios de Banach, sea 3 € B?(E?;F) un operador bilineal. Entonces
el operador cuadrdtico Q asoctado a f3 estd dado por

Qv) =B (v,v)

para todo v € E. Observemos que Q(tv) = t?Q(v) para todov € E, t € k.

En general, dado n € N, una funcién f: E — F tal que f(tv) = t"f(v) para todo
t € k, v € E se dice homogénea de grado n.

La definicién de objeto cuadratico que usaremos es la siguiente: diremos que Q :
E — F es un operador cuadrdtico si

Bv,w) :==12[Q(V+w) —Q(v) — Q(w)]

es bilineal. En particular Q(tv) = t>Q(v) para todo v € B, t € k, pero esta condicién
no es suficiente. Es facil ver que Q es continuo si y sélo si 3 es continuo, pues
Q(v) = B(v,v) para todo v € E.

Observacion 1.2.7. Todo operador cuadréatico continuo es acotado, es decir existe
una constante C > 0 tal que

Q)| < Clv||?

para todo v € E. Esto tiene una prueba directa: supongamos que Q es continua y no
estd acotada. Dado n € N existe entonces v, € E tal que [|Q(vy)| > n?|[vn||?. Como
Q(0) =0, debe ser v,, # 0 para todo n. Luego

vin 1
HQ(nvnNH z

—p—
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para todo n. Como Q es continua, haciendo tender n a infinito se tiene una contra-
diccidn.

La conclusién de la observacién anterior también es consecuencia del siguiente
resultado:

Lema 1.2.8. Si 3 : EXE — F es bilineal y continua en cada variable por separado,
entonces existe C > 0 tal que, para todo v,w € E se tiene

[Bv,w)[| < Clv|[lw].
En particular § es continua.

Demostracién. Supongamos que x — Py (x) = B(x,y) (y € E fijo) es un opera-
dor acotado, y lo mismo ocurre con y — By(y) := B(x,y), ahora con x € E fijo.
Consideremos la familia {fy : [|x|| < 1}. Entonces, para cada y € E, se tiene

IBx (W = B0 Y[ = By ()l < Cyllx[| < Cy.

Luego, por el principio de acotacién uniforme (Teorema 1.1.6), el conjunto {||B«]| :
Ix]] < 1} es acotado. Esto quiere decir que existe una constante C > 0 tal que

sup |[Bx(y)ll = [[Bx[ < C
lyli<1

para todo x € E tal que ||x|| < 1. Esto nos dice que, para todo x,y tales que ||x|| <1y
[lyll <1, setiene ||B(x,y)|| < C. Usando la bilinealidad de {3 se tiene la conclusién. O

Definiciones y consideraciones analogas se tienen para formas cibicas, cuarticas,
etc. es decir para formas que provienen de operadores multilineales simétricos de
orden k € N.

1.3. Integracion

Sea I = [a,b] C R un intervalo, y f : [ — E una funcién. Diremos que f es una
funcién elemental si existe una particién de I en finitos intervalos disjuntos I; C I y
una coleccién de vectores {vj}j—1..n C E tales que 1’|1j =vj, es decir, si f es constante
en cada intervalo de la particién. En ese caso definimos la integral de f sobre I como

Jf: Z V]'FL(I]')
I j=1...n

donde p denota la medida usual en R.

—p—
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Diremos que una funcién f: I — E es reglada si f es limite uniforme de funciones
elementales, es decir si existe una sucesién de funciones elementales f,, : I — E tales
que, dado € > 0, se tiene

|fn — flj1 :=sup ||fn(t) — f(t)]] < e paratodon > ng(e).
tel

No es dificil probar que toda funcién continua f : I — E es una funcién reglada. La
integral de una funcién reglada se define como el limite (en E) de las integrales

| fn
I

Este limite no depende de la sucesién elegida para aproximar f.
Una propiedad fundamental de la integral es la siguiente: si T € B(E, F) entonces

()-fren

La verificacidn es sencilla para funciones elementales, y luego se sigue de la continui-
dad de T la propiedad general.

Esta propiedad es particularmente 1til para reducir el problema a valores reales o
complejos si usamos funcionales del dual, es decir si usamos ¢ € E/ = B(E, k) donde
k =R o C segiin el contexto. Asi, por ejemplo, si

L((pof) =0

para toda ¢ € E’, se deduce por el teorema de Hahn-Banach que fl f=0¢eE
Supongamos que f es C', entonces tomando g(t) = @(f(t)) para ¢ € E*, vemos que
g también es C' y que g’ = @(f'), luego

b b
@(J 1 :J g’ = g(b) — g(a) = p(f(b) — f(a)),

a

y entonces

b
J f' = f(b) — f(a).

a
Esta conclusién también es valida si sélo pedimos que f : I — E sea absolutamente
continua.

Observacién 1.3.1. Otra propiedad t1til es la siguiente. Sea f : [a,b] — E reglada y
[If(t)]] < M, entonces

|| L fll < L I(lldt < (b— a)M.

En efecto, esta propiedad es simplemente la desigualdad triangular cuando la funcién
es elemental, y se extiende a regladas tomando limite.

—p—
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1.4. Aproximaciones, acotaciones

Veamos algunos resultados tutiles que combinan diferenciacién e integracién.

Definicién 1.4.1. Si E es un espacio vectorial, un conjunto C C E es convezo si
dados v,w € C, entonces el segmento

v (1—tw, telo,1]

esta integramente contenido en C.

Proposicién 1.4.2 (Teorema del valor medio). Sean E,F espacios de Banach,
U C E abierto convezo y f: U — F una funcién C'. Dados x,y € U, pongamos

M = méx ||Dfixi1— .
nax IDfex(1—t)yll
Entonces

[f(x) = fy)ll < M|x —y].

Demostracién. Sea g(t) = f(tx + (1 —t)y), g : [0,1] — F. Observemos que g es en
realidad C' en un entorno abierto del intervalo [0, 1]. Entonces g’ :[0,1] — F es una
funcién continua, con lo cual es facil ver que

1
1)~ gl0) = | g'rt)et.
0

Para convencernos, se puede considerar, dada ¢ € F’, la aplicacién real t — ¢(g(t))
para la cual vale claramente la propiedad, y como ¢ es arbitraria, se tiene la propiedad
enunciada para vectores de F (para mds detalles ver la prueba del Teorema de Taylor
a continuacién). Pasando en limpio

1

(0~ ly) = | Dfiyroy (- y)d.
0

Usando la propiedad de la Observacién 1.3.1 tenemos la conclusidn. O

1.4.1. Férmula de Taylor

Recordemos que si f: E — F es C¥ y v € E, pensamos a D*f,, (k € N) como una
forma multilineal simétrica. Para h € E, usemos la notacién h(®) = (h,.--  h) € E.
Tenemos el siguiente teorema:

—p—
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Teorema 1.4.3 (Férmula de Taylor). Sean E,F espactos de Banach, U C E un
abierto convero y f: U — F una funcion C* en U. Entonces dados v,v+h € U
se tiene

f(v+h) = P¥(v,h) 4+ R¥(h),

donde P¥(v,h) es el polinomio de Taylor de grado k centrado en v y evaluado
en h dado por

Pk(v) h) = f(\)) + Df\)h + 1/2D2fvh(2) + M + (k — 1)' Dk_-I fvh(k_1 ))
y la formula del resto estd dada por
1 1
R\lf(h) == m Jo (1 - t)ki] Dkfv+thh(k) dt.

Demostracién. Por el teorema de Hahn-Banach, basta probar el teorema después
de componer con cualquier funcional ¢ € F’, por la propiedad mencionada en la
Observacién 1.2.3. En ese caso el problema se reduce al Teorema de Taylor aplicado
a la funcién real g: [0,1] — R dada por g(t) = ¢ (f(v + th)), es decir

1

(k_mg(k”)(O)

g(1) = g(0)+g'(0) +129"(0) + -+

1
- J(]—t)k”g“‘](t)dt.

O

Observacidn 1.4.4 (Expresiones de orden k para curvas suaves). Sean I C R un
intervalo real, E un espacio de Banach y 3 : I — E una curva de clase C¥. En general
Sk*l

es falso que Bis = Pt +sPL+ -+ (k_mﬁﬁk_” + %B&k) con c entre t y t+ s,
salvo que E = R. Sin embargo, el teorema de Taylor recién probado permite escribir

la férmula integral del resto para tal curva y por eso es legitimo escribir

s e K
(k—])'Bt +0(s*).

Buos =PrtsBi+ -+

Observacién 1.4.5. Si Q : E — F es un operador cuadratico, se sigue que Q(v) =
3(v,v) para algtiin operador bilineal simétrico. Supongamos que Q es continuo, en-
tonces 3 es continuo y por lo sefialado en la Observacién 1.2.7, existe una constante
C > 0 tal que
[Q(h)||
[h

= [1QN/[[hIN[[h] < ClIh|

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 13 $

1.4. Aproximaciones, acotaciones

13

para todo h # 0. Entonces, como Q(x + h) — Q(x) — 2B(x,h) = Q(h) para todo
x,h € E, se deduce que Q es diferenciable pues

[Q(x+h) —Q(x) —2B(x, M| _ [[Q(h)]

= —0
(Rl (Lt

cuando h — 0.

Observemos que la diferencial de Q es DQy = 2(x, -) que es en efecto un operador
acotado. Como la asignacién x — DQx = 2p(x, ) es un operador lineal y acotado, se
deduce que Q es dos veces diferenciable con %DZQX = B, es decir D?Q es constante,
con lo cual D™Q = 0 para todo n > 3. Por 1ltimo, se deduce que para todo x € E la
expansién de Taylor de Q es simplemente su polinomio de orden 2, es decir

Q(x+h) =Q(x) +2B(x,h) + Q(h)

para todo h € E, lo que prueba que Q es C* en E.

Observacién 1.4.6 (Polinomios). En general, dado un operador P € B*(E¥;F) (es
decir P es multilineal, simétrico y continuo de grado k), diremos que P es un polinomzo
homogéneo de grado k en el espacio de Banach E. Y un polinomio en E es una
suma finita de polinomios homogéneos, posiblemente de distintos grados. Entonces el
Teorema de Taylor se puede pensar como un teorema de aproximacién de funciones
por polinomios.

Si Pk es un polinomio homogéneo de grado k entonces denotando con My a la
forma multilineal simétrica inducida, podemos usar la férmula multinomial

~ /K o
Plv+h) =) (j)Mk(hl,ka).
j=0

De aqui es facil ver que
1 k
(DP)y(R) = Mm = (Pi(v + 1) — Pi(v)) = lim 3 77" My (), v7) = My (v, h),
j=1

o sea que la diferencial de un polinomio homogéneo de grado k, que ahora es una
funcién a valores en B(E,F), es un polinomio de grado k — 1. Entonces también es
claro que la diferencial de un polinomio es un polinomio (de grado menor), que
todo polinomio es de clase C*°, y que diferenciando una cantidad finita de veces un
polinomio obtenemos la funcién nula.

Lema 1.4.7. Sea f: E — F dos veces diferenciable, y homogénea de grado 2, es
decir f(tv) = t>f(v) para todov € E, t € k. Entonces f es un operador cuadrdtico.

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 14 $

14

Calculo Diferencial e Integral

Demostracién. Sea v € E. Como f(tv) = t?f(v), diferenciando respecto de t te-
nemos, por la regla de la cadena, Dfy, ((tv)’) = 2tf(v), es decir Dfy, (v) = 2tf(v).
Diferenciando nuevamente respecto de t se tiene

(D*fev) (v) = 2f(v).
Evaluando en t = 0 se deduce que
f(v) = 1/2(D*fov) (v)
lo que prueba que f proviene del operador bilineal (y simétrico) $ dado por
B(vyw) = 1/4 [(D*fov)(w) + (D*fow) (v)] = 1/2D*fo (v, w),
donde la tltima identidad se debe a que por existir D?fy, es simétrico. U

Observacién 1.4.8. Obviamente el lema se generaliza para todo k € N de manera
natural, luego un polinomio homogéneo continuo de grado k esta dado por una funcién
homogénea f : E — F de grado k -o sea f(tv) = t*f(v)- que es k veces diferenciable.

Todas estas definiciones se pueden localizar de la siguiente manera: supongamos
que f: U CE — F con U abierto y que

f(tv) = t*f(v)

para t € R suficientemente pequeio, v € U. Entonces f coincide en algin entorno
de 0 € E con un polinomio homogéneo continuo.

1.5. Funciones analiticas

Definicion 1.5.1. Sea U C E abierto de un espacio de Banach, sea f: U — F con F
espacio de Banach. Diremos que f es analitica real en U, denotado f € C*(U) si para
todo p € U existe una bola abierta B C U centrada en p y una familia de polinomios
R-homogéneos (P )3, con Py de grado k, tales que

+oo
flp+v) =) P(v)
k=0
para todo v € B. Si E,F son C-espacios vectoriales y cada Py es k-homogéneo sobre
C diremos que f es analitica compleja u holomorfa.

Observacién 1.5.2 (Convergencia puntual en una bola implica convergencia absolu-
ta). Si la serie Y ,° Px(v) converge en |[v|| < T, entonces converge absolutamente
en ||v|| < 1: en efecto primero notemos que la convergencia puntual de una serie en

—p—
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un espacio de Banach implica que los términos estdn acotados porque si ) , xi =X,
entonces

k k—1 k k—1
Pl =11) %= x50 <) x—x|+lx=) xll —0.
j=0 j=0 j=0 j=0

Sea entonces v con |[v|| < r. Tomando h = v(1 + ¢) con € > 0 sufiecientemente
pequefio, tenemos ||h|| < T y podemos escribir v = th con 0 < t < 1. Ahora bien
IPx(h)]| < C por la convergencia puntual, luego

+oo

+o00 +o00 +oo
D P =) [IP(th)][ = Y _[[Px(h)ft* < C ) t* < oo
k=0 k=0 k=0

En particular, la serie converge incondicionalmente. Ademas, podemos tomar limite
o derivar dentro de la serie, y con esto es facil ver que Py = %Dkfp para todo k.
Luego si f es analitica entonces f es C™ y las series son las del polinomio de Taylor
en cada p, y en particular R']; (v) — 0 cuando k — o0, para cada v € B (p).

Teorema 1.5.3. Supongamos que B es una bola abierta de radio R centrada en
p € E, y existe una familia de polinomios homogéneos Py de manera tal que para
todo h con |[v|]| <R, se tiene

flp+v) = Zpk

Entonces f es analitica en B.

Demostracién. Denotamos con My al operador multilineal inducido por Py. Sea
x € B, sear = R — ||x — p||, notemos que si |h|| < r entonces [|h +x — p| <
[Ih)l + [[x —pll < T+ ||x — p|| <R, luego tomando v =h + x — p vemos que

+oo
flx+h)=f(p+h+x—7p) :ZPk(h+x—p)
k=0

converge absolutamente por la hipétesis y la Observacién 1.5.2. Por la Observacién

1.4.6
+o0o k

flx+h) = ZZ( >Mk (W, (x =p)<7)

k=0 j=0
converge absolutamente, y entonces para cada j

‘ Py ‘ _
Q;(hJ=Z<j)Mk(w,(x—p> )

k=j

—p—
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converge absolutamente. Notemos que cada Ql( es un polinomio homogéneo de grado
j, y por otro lado sumando sobre j recuperamos f(x + h), esto es

f(x+h) = ZQ]

Esto nos dice que para cada x € B hay un desarrolllo en serie de polinomios ho-
mogéneos, luego f es analitica en B. O

Corolario 1.5.4. Si f es analitica en U, las diferenciales sucesivas de cualquier
orden de f también son analiticas en U.

Demostracién. Si f(p +v) se escribe como una serie de polinomios homogéneos en
algtin entorno de p, entonces por la observacién 1.5.2, podemos diferenciar dentro de
la serie, esto es

Dfpiy(h) =) (DPy)y ZMk v h)
k=0

donde usamos la Observacién 1.4.6. Reagrupando vemos que Df,,,, se puede escribir
como una nueva serie de polinomios homogéneos en v (ahora a valores en B(E, F)), y
entonces por el teorema anterior Df es una funcién analitica. Razonando inductiva-
mente vemos que D*f es analitica para todo k. U

Observacién 1.5.5. Si P: E — F es un polinomio (una suma finita de polinomios
homogéneos), entonces por el teorema anterior es claro que P es analitica en E. Sus
diferenciales sucesivas, que también son polinomios, son entonces analiticas en P.

Corolario 1.5.6. Sea f: B — F con B C E una bola centrada en p. Supongamos
que el resto en p verifica R]; (v) = 0 para cada v € B cuando k — oco. Entonces
f es analitica en B. Reciprocamente, st f es analitica en B, entonces R]; (v) =0
para cada v € B.

Demostracién. Notemos que si PN (p,v) = ZE:O %Df]g(v(k)) es el polinomio de
Taylor de f en p en grado N, entonces

N+M 1
P ) =P M (p,v) — PR (p,v) = RIFM(v) — R (v) — 0
k=N

cuando N — +4o00. Luego la sucesién de sumas parciales de los polinomios homogéneos
Py = ka es de Cauchy, y por ende converge. Ahora f(p+v) = Zk o Pr(v +RN( )
luego tomando limite N — oo vemos que

flp+v) = ZPk

—p—
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y por el teorema anterior, f es analitica en B. La afirmacién reciproca ya fue demos-
trada en la Observacién 1.5.2. O

Ejemplo 1.5.7 (Inversién en algebras de Banach). Sea F un algebra de Banach, esto
es un espacio de Banach con un producto continuo. Entonces F®, el conjunto de

1

inversibles de F, es abierto en F, y la inversiéon a — a~ ' es una funcién analitica alli.

Esto tiene una prueba bastante elemental que pasa por la siguiente observacién: si a
1 Hfl

es inversible, y ||[b —al| < |ja™ , entonces b es inversible con inversa

i 1—ba "™,

ya que |1 —ba || = [[aa”" —ba"'|| < |[a—b]l[la”!|| < 1. Esto prueba que el
conjunto de inversibles es abierto. Supongamos ahora que a es inversible, y tomemos
la bola de radio = ||a™"||~' centrada en a; reemplazando b por a + h en la serie
anterior, con ||h|| < r notamos que a + h es inversible y

(a+h)” Za —1)™"(ha™ "™

que es una serie de polinomios homogéneos en h. Luego f(a) = a~' es analitica (de

hecho, si F es un espacio complejo, la inversién es analitica compleja).

Ejemplo 1.5.8. El ejemplo clasico de una funcién C* que no es analitica, es el de la
funcién f: R — R dada por

—1/t?
f(t) = e t#0
0 t=0

Es claro que f es C® para t # 0, y también es facil ver que todas las derivadas de
f existen en t = 0 y son nulas, esto es f(k)(0) = 0 para todo k, luego todos los
polinomios de Taylor son nulos en t = 0. Pero entonces no hay ningtn intervalo
alrededor de t = 0 donde valga f(t) = ) -, Pk(t), asi que f no es analitica en t = 0.
Es facil ver sin embargo, que f es anahtlca en cualquier intervalo que no contenga
t=0.

Proposicién 1.5.9. Supongamos que f,g: U C E — W C F son analiticas, y que
h:W — G es analitica. Entonces

1. fg, f+ g, son analiticas en U.

2. hof es analitica en U.

—p—
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3. Si F es un dlgebra de Banach e im(f) estd dentro de los inversibles de F,
entonces 1/f es analitica en U (aqui (1/f)(p) = (f(p))~'.

Demostracion. Como las series convergen absolutamente en bolas, el producto y la
suma de las series se puede reordenar para obtener una nueva serie de polinomios ho-
mogéneos (agrupando los términos de igual grado) y esto prueba la primer afirmacién.
Para la composicién, recordemos la férmula multinomial para ntmeros

k!
m!nz! ...TLN!

ny, n2

(x1 4+ %2 +...xn)* = Z XXy XY

ni+nz+---+nn=k

Dado p € U, sea f(p +v) = ijo P;(v) la serie de f en algin entorno de p, y sea
h(f(p) +x) = ) 4 Hik(x) la serie de h en algin entorno en f(p). Sea hy el operador
multilineal simétrico inducido por Hy. Entonces por la convergencia absoluta de las
series, podemos escribir

“+oo o o)
(hof)(p+v) =R(F(P) + Y Py(v) = 3 Hi( Y (P(v)
j=1 k=0 j=1
=Y iim > LA Pn(v)™)
o N—o0 Tl]!...TlN! K v N )
k=0 ni+--+nn=k
Ahora notemos que q(v) = hy (P1(v)™',...,Pn(V)™) es un polinomio homogéneo

(de grado j = ny +2n, 4+ 3n3 + - -+ Nny). Entonces, reagrupando la serie podemos
escribir (h o f)(p + v) como una serie de polinomios homogéneos en v, y asi ho f es
analitica. La dltima afirmacién es inmediata de la anterior y el Ejemplo 1.5.7. O

Al igual que en funciones de dos variables reales, una funcién diferenciable con
diferencial C-lineal es analitica.

Teorema 1.5.10. Sea f: Br(p) C E — F diferenciable. St E,F son C-espacios vec-
toriales, y Dfy es C-lineal para cada x € Br(p), entonces f es analitica compleja

en Br(p).

Dejamos la prueba de este corolario como un ejercicio guiado por pasos, Ejercicio
1.x1x.

1.6. Funciones Inversa e Implicita

Los teoremas que vamos a enunciar en esta seccién son esencialmente versiones
sin coordenadas de los teoremas cldsicos, por lo tanto las pruebas las omitimos (se
pueden ver en la seccién [I, §5] del libro de Lang [58]).

—p—
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1.6.1. Funcion Inversa

Salvo que se aclare lo contrario, un zsomorfismo T : E — F entre espacios de
Banach es un operador T € B(E, F) biyectivo y bicontinuo. En realidad -siempre que
el dominio de T sea todo E- sélo hace falta chequear que sea acotado y biyectivo, pues
el Teorema de la funcién abierta (Teorema 1.1.3) nos garantiza que la inversa serd
continua.

Teorema 1.6.1 (Teorema de la funcién inversa). Sean E,F espacios de Banach,
U C E abierto y f: U — F una funcién C¥, con k > 1. Supongamos que para
algin punto v € U se tiene que Df, : E — F es un isomorfismo de espacios de
Banach.

Entonces f es un isomorfismo local de clase C* alrededor de v. Es decir,
ezisten abtertos A C U CE y B CF entornos de v y f(v) respectivamente, tales
que fla : A — B es un difeomorfismo de clase C¥.

Observacién 1.6.2. Con la notacién del teorema previo,

» En particular, Df, es inversible para todo x € A, es mas si f~' : B — A denota
la inversa de f|a, entonces por la regla de la cadena

-1 —1
(Dfy)”' = Dfe )
para todo x € A.

» El teorema no dice que tan grandes son los abiertos A, B pero esto en ciertos
casos se puede estimar si uno conoce explicitamente Df (ver el Lema 5.4 en
[1,§5] del libro de Lang [58]).

1.6.2. Funcién Implicita

Vamos a presentar varias versiones (equivalentes) de este teorema, vamos a co-
menzar por una formulacién que es muy ttil para probar que ciertos subconjuntos
son subvariedades (ver el préximo capitulo).

Algunas aclaraciones: si E, F, G son espacios de Banach y f: E x F — G es diferen-
ciable, podemos considerar las derivadas parciales de f:

= Para y € F fijo, consideramos la funcién f; : E — G dada por f;(x) = f(x,y).
Entonces esta funcién es diferenciable y a su diferencial en x € E en la direccién
de v € E la denotamos D1f(y V.

= Para x € E fijo, consideramos la funcién f, : F — G dada por f2(y) = f(x,y).
Entonces esta funcién es diferenciable y a su diferencial en y € F en la direccién
de w € F la denotamos D, f( ,yw.

—p—
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Lema 1.6.3. Sean U C E, V C F abiertos. Entonces f: U xV — G es de clase
CkenUxV, conk>1, si y sélo st existen las dos derivadas parciales D1f, D, f
y son de clase C*¥~'. Ademds

D1 f(x,y)v = Df(p,q)(v,0) Do f(x,yyw = Df(p,q) (0, W).

Demostracién. Cambiando f por D¥'f basta probar el resultado para k = 1. Si
f es C', entonces f1,f> son C! con lo cual D;f = Df; son continuas para i = 1,2.
Reciprocamente, si D;f existen y son continuas, probemos que f es diferenciable y
que

Df(p,q)(vy W) = Dif(p,q)v + Daf(p )W, (1.2)

para todo (p,q) € UxV, (v,w) € E X F. En ese caso estard claro que Df es continua
por ser una suma y composicién de funciones continuas, es decir

Df =D fopry + Dyf oprs.
Para ver que vale (1.2), tenemos el candidato a Df; escribimos la diferencia
f(p+v,q+w)—~(p,q) — [D1fp v+ Dafp, Wl

Separamos en dos términos, sumando y restando f(p, q +w), D1f(;, q4w)V; Por ejem-
plo el primer término queda, acotando

If(p +v,q+w) —f(p,q+w) —Dif(p,q+w)v|| + [ [D1f(p,q+w) — D1f(p,q) V-

Observando que |[(v,w)|| = ||v]| + [[w]| > |[v||, €l primer término tiende a cero al
dividirlo por ||(v,w)]| por la existencia de D;f, y el segundo por la continuidad de
D;f. La parte que queda, involucra D,f, y su acotacién es similar, asi que hemos
probado (1.2). Por dltimo, como Df, 4) es lineal, tenemos que

Df(p,q)(v,0) + Df(p,q)(0,w) = Df ) (v, W) = D1f(p,q)v + D2f (5, q)W,

y haciendo w = 0 primero, y luego v = 0 tenemos la afirmacién sobre las derivadas
parciales. O

Observacién 1.6.4 (Inversas por bloques). Supongamos que A : £y — E, es un
operador lineal acotado y que B : E; — E, es un isomorfismo lineal. Si M es la matriz

Ide, 0
M= !

podemos pensar a M como operador lineal de E; X E; en By x E; de la manera usual

por bloques

(actua en (v,w) € Ey x E; poniendo a este como columna a la derecha y haciendo la
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multiplicacién). Es inmediato que todo operador lineal de esta forma es inversible, y

Id 0
-1 _ Eq
M _<—B1A B~ >

Observacién 1.6.5 (Diferenciales por bloques). Sea G : F; x F; — F; x F, dada

su inversa es

por G(x,y) = (g(x,y),h(x,y)). Entonces su diferencial se puede identificar con el
operador por bloques

Dig(x,y) D29(x,y)
DGy = v ) Z M,
) < Dihixy) Dahixy)

En efecto, si aplicamos esta matriz al par columna (v, w), por el lema anterior obte-
nemos

A%
™ ( w > = (D1g(x,y)v + D2gx,y )Wy Dihx,y)v + Dahx,yw)
= (Dg(x,y)(v)w)) Dh(x)y)(vvw)) = DG(x,y)(vaW)‘

Usaremos esta idea para verificar si una cierta diferencial es inversible, meidante la
observacién anterior.

Definiciéon 1.6.6. Diremos que un subespacio cerrado F; C F de un espacio de
Banach F parte a F si existe otro subespacio cerrado F, C F tal que

F=F &F,.
En ese caso diremos que F se parte o es partido por el subespacio F;.

Teorema 1.6.7 (Teorema de la Funcién implicita v1). Sea U C E abierto de un
espacio de Banach, sea f:U — F de clase C*, sea N =f~'(q) C E. Supongamos
que para todo p € N, Df, es un epimorfismo cuyo nicleo parte E. Entonces
eziste un subespacio cerrado S que parte E (isomorfo a todos los ker Df,), y
para cada p € N ezisten: un abierto U, C U entorno de p, un abierto Vs C S
entorno de Os, y un difeomorfismo ¢ : U, — @(U,) C E de clase Ck, tal que
e(Up,NN)=Vs®0=0(U,)NS.

Demostracién. Tenemos E = ker Df,, ®F, para todo p € N, y en cada caso F,, es un
subespacio de Banach de E. Como Df,, es epimorfismo, debe ser F ~ E/(ker Df,) ~ F,
para cada p, luego todos los F, son isomorfos, asi que todos los ker Df}, son isomorfos.
Fijamos po y definimos S = ker Df,; como espacio de Banach que modelard N.
Ahora, dado p € N, sea T un isomorfismo entre S x F y ker Df,, ® F,, = E que sea
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la identidad en cada sumando. Notemos que (v,w) — T(v,w) + p envia (0,0) ap y
es continua, luego hay algtin entorno W C S x F de (0,0) de manera que su imagen
cae dentro de U. Podemos considerar entonces G : W C S x F — S x F dada por
G(v,w) = (v, f(T(v,w) +p)). Esta funcién es de clase C*. Calculamos su diferencial
en (0,0), obtenemos

DG o,0)(v,w) = (v, Df,T(v,0) + Df, T(0,w)).

Ahora bien, notemos que si if : F — {Os}xF es la inclusién, Df, T(0,w) = Df, T ig(w).
Por la observacién previa al teorema,

_( 1ds 0
DG“’*”‘( % DpriF)'

Como Df, T if = Dfp|¢, es un isomorfismo de F en F, por la Observacién 1.6.4, vemos
que DG g o) es un isomorfismo de F x S en si mismo. Restrigiendo W adecuadamente,
G es un difeomorfismo con su imagen G(W); como G(0,0) = (0, q) podemos suponer
que G(W) es de la forma Vs x Vi C FxS, con Vs entorno de Os, y V¢ entorno de q. Sea
h: Vs x Vi — E dada por h(x,y) = TG~ (x,y) +p, es claro que es un difeomorfismo
y como h(0, q) = p, tenemos que U, = h(Vs x V¢) es un entorno abierto de p en E.
Sea Tp un isomorfismo entre S x F y S @ F,,, que sea la identidad en cada sumando;
definimos ¢ : U, — E como

0(z) = To(h™"(2) = (0,q)).

Es claro que ¢ es un difeomorfismo con su imagen. Veamos que tiene la propiedad
requerida. Escribimos G~ (x,y) = (§(x,y), g(x,y)), entonces de

(X)y) = GG71 (XHJ) = (Q(M‘J)»f(T(Q(X)U))Q(Xay)) +P)
deducimos que §(x,y) =x y que f(T(x,g(x,y)) +p) =y para todo (x,y) € Vs x Vr.
Luego G~ '(x,y) = (x,g(x,y)) y entonces h(x,y) = T(x, g(x,y)) + p. Notemos ahora
que z = h(x,y) € U, = h(Vs x V§) estd en N = f~1(q) si y solo si f(z) = q, o
equivalentemente si q = f(z) = f(h(x,y)) = f(T(x, g(x,y))+p) =y. Luego z € U, NN
si y solo si z = h(x, q), es decir h(Vs x {q}) = U, N N. Entonces
@(UpNN) =To(h™ T (U, NN)— (0, q)) = To(Vs x{q}—(0,q)) = To(Vs x {0}) = Vs ®0.
Por otro lado
e(Up) =To(Vs x VE —(0,q)) = To(Vs x (VF —q))
=Vs®@To({0} x (Vi —q)) € S® Fp, =F,

luego
e(Up)NS=Vsd0=e(U, NN).

—p—
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Observacién 1.6.8. Una hipdtesis relevante del teorema es el hecho de que el niicleo
de Df, parte al espacio total. Esto estd garantizado en dimensién finita, y también por
ejemplo si F; es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert. Como veremos mds
adelante, en muchos casos no es tan sencillo garantizar esta condicién (ver también
el Teorema 1.6.17).

Observacion 1.6.9 (Valor regular). Sea f: U C E — F de clase C', decimos que q € F
es un valor regular de f si para todo p € f~'(q) se verifica que Df}, es un epimorfimo
cuyo nucleo parte al espacio E. Por esta denominacién, al teorema anterior tambie?
se lo conoce como Teorema del valor regular.

Definiciéon 1.6.10. Dado un producto A x B llamaremos pr; : A X B — A ala
proyeccién a la primera coordenada, andlogamente definimos pr;. Si V; (i =1,2) son
abiertos en espacios de Banach, diremos que g : V; X V2 — F es una proyeccion si
existe un difeomorfismo k de V7 en un abierto de F, k : Vi — k(V;) C F tal que
g=kopr;. Estoes

V1 XVZ%V]
lg/
k

De aqui en mds, si E = F; & F,, identificaremos sin mas F; & F, con F; x F,.
Veamos ahora que en un valor regular, toda funcién es localmente una proyeccién:

Corolario 1.6.11 (Teorema de la funcién implicita v2). Sea U C E abierto y v €
U. Supongamos que f : U — F es una funcién C* (k > 1) tal que Df, es un
eptmorfismo y su nucleo parte a E.

Entonces existen: un abierto Uy C U que contiene a v, abiertos Vi,V, en
espacios de Banach, y un difeomorfismo de clase C*, h : Vi x Vo — Uy, tales
que foh es una proyeccién.

Demostracién. Si seguimos la demostracién de la primera versién, y definimos
h(x,y) = TG (x,y)+p = T(x, g(x,y)) +p, vimos que foh(x,y) =y = pra(x,y). O

El teorema de la funcién implicita se puede reformular si ya asumimos al espacio
de salida “partido” como un producto de espacios de Banach, para poder pensar (al
menos localmente) a la superficie de nivel de una funcién f(x,y) = cte como grdfico
de otra funcidén g, es decir que

{(xy) = f(x,y) = ¢} = Gr(g) ={(x, g(x))}

al menos localmente.

—p—
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Corolario 1.6.12 (Teorema de la funcién implicita v3). Sean E,F, G espactos de
Banach, U C E,V C F abiertos, f: U xV — G una funcién C* con k > 1. Sean
(vyww)eUxV yzeQG tales que f(v,w) =z y supongamos que

le(v,w) :F— G

es un tsomorfismo de espacios de Banach.
Entonces existen: un abierto Uy C U entorno de v y una (dnica) funcidn
g: Uy — V de clase C* con g(v) =w tales que

f(x,9(x)) =z

para todo x € Uy, y esta funcidn g parametriza el conjunto {(x,y) : f(x,y) =z} C
U x V en algun entorno abierto de (v,w).

Por esta ultima versién es que el teorema lleva su nombre; la funcién implicita es la
funcién g cuyo grafico recorre (localmente) el conjunto de nivel de f. La demostracién
queda como ejercicio.

Ahora veamos que toda f cuya diferencial es monomorfismo, puede verse local-
mente como una inclusién de espacios de Banach:

Teorema 1.6.13 (Imagenes localmente planas). Sea f: U C E — F, supongamos
que para todo p € U se tiene que Df, es monomorfismo y el rango parte F =
E ® K. Entonces para todo p € U existe un entorno U, C E, y un difeomorfismo
Y:WCF—=WCF tal que f(Uy,) CW y

P o f(x) = (x,0) Vx € Up.

Demostracién. Podemos suponer que p = 0, que f(0) = (0,0) y que E = Ran(Dfo)
asi que Dfj es la identidad de E. Consideramos g : U x K — E® K dada por g(x,y) =
f(x)+(0,y). Diferenciando tenemos que Dg(o,0) = Dfo+(0,1dx) = (Idg, Idx) = IdF.
Entonces g es localmente inversible en un entorno W de 0 € F = E & K; tomamos
U, dentro de f~1(W) entorno de 0 y f(U,) C W, por otro lado como g(x,0) = f(x),
es evidente que g~ 'f(x) = g~ '(x,0) = (x,0), asi que tomando \p = g~' tenemos
demostrado el teorema. U

Por 1dltimo, damos una versién general del teorema del rango constante que incluye
algunos de los casos anteriores en dimensién finita:

Definicién 1.6.14. Sea f : U C E — F de clase C*, decimos que f tiene rango
constante si existe un espacio de dimensién finita H que parte F tal que para todo
p € U, el nicleo de Df}, parte al espacio E y ademds Ran(Df,) ~ H.

—p—
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Observacién 1.6.15. Notemos que si Df,, es epimorfismo y su nicleo parte a E para
todo p € U, entonces f tiene rango constante, ya que todos los rangos son isomorfos
a F. Veamos ahora que ocurre cuando f tiene rango constante pero es un subespacio
propio de F de dimensidn finita; en ese caso hay un subespacio H C F tal que todos
los rangos son isomorfos a H. Veremos que esencialmente f es una proyeccién seguida
de una inclusién de espacios de Banach.

Teorema 1.6.16 (Teorema del rango constante). Sea f: U C E — F de clase C* y
de rango constante v < oo, con H@® K = F subespacios tales que Ran(Df,) ~ H
para todo p € U. Entonces si S = ker Df,, tenemos que E =H® S, y para cada
p € U emisten difeomorfismos @ : U, — @(U,) C E, P :V, = P(V,) CF alrededor
de p y f(p) respectivamente, de manera tal que P ofo @~ '(h,s) = (h,0x).

Demostracion. Para cada p € U, tenemos que hay subespacios cerrados tales que
E = T, @ker Df}, y F = Ran(Df,)®K,. Como Df, |1, es un isomorfismo con su imagen,
después de un isomorfismo lineal podemos suponer que E = H,, ® ker Df,,. Sea S =
ker Df,,, sean H = H,,,, K = K,,,. Luego de sendas traslaciones, podemos suponer
que po = (0,0), f(po) = (0,0). Tenemos entonces que f:E=H®S - F=H P K se
escribe como f(x,y) = (q(x,y),7(x,y)), y por hipétesis Df 0)(x,y) = (x,0k), luego
debe ser Dq,0)(x,0) =x, es decir D1q(g,0) = Idn. Sea

@:UCH®S —-E=H®aS, o(x,y) = (q(x,y), ),

tenemos que

Di1d0,0) D290,0 Idy =
D = > ) =
®(0,0) ( 0 Ids 0 Ids

asi que @ es un difeomorfismo local; restringiendo podemos suponer que ¢ : Uy —
©(Up) = Vy & Vs con Vi, Vs sendos entornos de Oy, 0s en H,S respectivamente.

1

Luego de computar (x,y) = @o @~ '(x,y) vemos que ¢~ ' es de la forma ¢~ ' (x,y) =

(a(%,y),y) v que g(a(x,y),y) = x. Notemos que fo ¢~ '(x,y) = (x,q(alx,y),y))
también es de rango constante, con el mismo rango 1 ya que @' es un difeomorfismo.
Denotemos Q(x,y) = q(a(x,y),y), si calculamos

B Idy 0
D(fo 1 h,s
(fo@ )ixy(hs) < ¥ D2Qx,y) ) )

la dnica manera de que tenga rango r (ya que la dimensién de H es 1) es que
D2Q(x,y) = 0 para todo (x,y) € Up. Esto nos dice que Q no depende de y, lue-
g0 Q(x,y) = Q(x,0) = K(x). Tenemos asi que fo " (x,y) = (x, Q(x,0)) = (x, K(x)).
Ahora f(Up) = foe™ ' (VH®Vs) = VH@K(Vy), y definimos 1 : Viy®K(Vy) — F como

—p—
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P(h, k) = (h,k—K(h)); este es un difeomorfismo con inversa ' (h,s) = (h, s+K(s)).
Por 1ltimo,

PYofoe ' (xy) =wb(xKx) = (xKx) = Kx)) = (x,0).

1.6.2.1. Subespacios sin suplemento

Mencionamos aqui un resultado reciente (2009) concerniente a teoremas de la
funcién implicita sin suplementos, que puede encontrarse en el trabajo [3] de Jinpeng
An y Karl-Hermann Neeb.

Teorema 1.6.17. Sean E,F G espactos de Banach, U C E, V C F entornos
abiertos del cero. Sean f:U —V, g:V — G funciones C'. Supongamos que

= £(0) =0, g(0) =0,
= gof=0,
= ranDfy =ker Dgop,
= ranDgo C G es un subespacio cerrado.
Entonces ezxiste un entorno W C V, alrededor de 0 en F, tal que
g 'O NW=FfUnNW.

Observacion 1.6.18. El teorema no pide que el rango de Dgo parta a F, pero si pide
que sea un subespacio cerrado. Por otra parte, se deduce del teorema que

ff T (fW)NW)NU — g '(0)nW

parametriza localmente la superficie de nivel N = g~'(0) C V.

1.A. Problemas

1.I1. Probar que si F es un espacio de Banach y E es un espacio normado, entonces
B(E, F) es un espacio de Banach.

1.I1.* Dados p, q € [1,400] tales que 1/ + /=1,y Tr: M;,(C) — C la traza usual,
se define la norma p de matrices como

IA[l, = Tr((A*A)”2) ",

—p—


http://genealogy.impa.br/id.php?id=135042
http://genealogy.impa.br/id.php?id=135042
http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=25851

Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 27 $

1.A. Problemas

27

Probar la desigualdad de Holder:
[Tr(AB)| < TrlAB| < ||A[|5[Bll4
donde A,B € M,,(C).
1.I1I. Dado 1 < p < oo probar la desigualdad de Minkowsks:
A+ Bllp < [[Allp + [IBlp

y concluir que las normas p son efecto normas sobre el espacio de matrices. Sugerencia:
aplique la desigualdad de Holder del ejercicio previo a la identidad

IA+BJE = Tr[[A+BP 'A+B[] =Tr[JA+BF 'U(A+B)]
= Tr[JA+BP 'U*A] + Tr [JA + B[P 'U"B]
donde A + B = U|A + B| es la descomposicién polar de A + B.
1.IV. Desigualdades de Clarkson
» Sean x,y € C y p > 2, probar la siguientes desigualdades
(e +yl* +x—y)'?

212020 2/ ([P y[P)2/P) /2
2V/3(1P + yPP) /P (13)

(k+yP +x =y <
<

donde % + % =1 (considerar las desigualdades de Jensen y Holder).

m Sean x,y € Cy 1 <p <2, la idea de este ejercicio es probar que:
x4yl + x—yl9 < 2(xP + y[P) 4 (1.4)
e Probar que (1.4) se reduce a
T4+ —clf <201 +cP)d! (1.5)

con |c| < 1.

e Considerando ¢ = pe'®, mostrar que es suficiente considerar 8 = 0, es
decir 0 < ¢ < 1. Ademds como (1.5) es trivial para c =0y c = 1, sélo es
necesario considerar 0 < c < 1.

e Mediante la transformacién ¢ = }% con 0 < z < 1, reducir (1.5) a

S=1401+2)P +(1—2)P) = (1 +29" > 0.

—p—
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e Expandiendo cada término de S en su serie de Taylor, probar que:

G i (Z—p)(3(—p)---(Zk—p)zzkf(z’k’p)

= 2k—1)!

donde
1 — z(2k=p)/(p=1) 1 _ z2K/(p=T)

2k—p)/(p—1)  2K/(p—1)

e Usando que la funcién (1 —z!)/t, parat >0y 0 < z < 1 es no decreciente
como funcién de t, establecer la desigualdad (1.5).

f(Z> k>P) = |:

= Probar las desigualdades de Clarkson: si x,y € 1, con p > 1 entonces

I+ yllp + Ix—ylls <2P7T(xIE +lylip), st p=>2 (1.6)

e+ yllf + e —ylg < 20115 + [yl st T<p<2. (1.7)

Sugerencia: Utilizar (1.3), (1.4) y la desigualdad de Minkowski
(D_ADS+ (BN < (D (Ac+By)Y)'

paraAi,BiZOyO<s:%§1.

1.V. Un espacio de Banach (X, ||.||) se dice uniformemente convexo si para cada € > 0,
existe 6(€) > 0 tal que

Xl = llyll =1, [x—yll>e
implican /2 ||x +y|| < 1 —5(e). Probar que 1, es uniformemente convexosip > 1y
estimar §(e) en términos de p.
1.VL* Probar que (M, (C),| - ||p) es uniformemente convexo para 1 < p < co.

1.VIL. Probar que toda funcién diferenciable f : E — F entre espacios normados es
continua.

1.VIIL. Sean E,F, G espacios normados. Si f : E — F es diferenciable y T € B(F, G),
entonces

= DT, =T para todo x € F.

= D(Tof), =ToDf, para todo p € E.

—p—
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1.IX. Sea H un espacio de Hilbert y f: 4 — R dada por f(x |x|| V(x,x). Probar
que si x # 0, entonces f es diferenciable en x y vale Df, (v)

1.X. Consideremos B%(E?;F) con la norma

[Bll=  sup  [|B(v,W]].

[vII<1,[wli<1
Probar que @ : B(E,B(E,F)) — B?(E%F) dada por @(T)(v,w) = (Tv)(w) es un
isomorfismo isométrico sobreyectivo.
1.XI. Probar que si g : R — R es dos veces diferenciable, entonces
0?2 02
S (xy) = 5
dyox 0x0y

(x,y)

para todo (x,y) € R?.

1.XII. Probar que si U C E es un abierto conexo y f : U — F es diferenciable con
Df =0, entonces f es constante.

1.XIII. Probar que si «: [a,b] — E es continua, entonces es reglada.
1.XIV. Probar que || [ f(t)dt|| < [, [|f(t)[|dt para toda f: I — E reglada.
1.XV. Probar que si f: I — E es reglada y T € B(E, F), entonces

()=fren

1.XVI. Sea A 4lgebra de Banach asociativa, sea («,,) sucesién de niimeros reales o
complejos, sea T € A.

1. Probar que si la serie ano anT™ es convergente en A, entonces f(T) =
Y >0 %nT™ es una funcién analitica (real si A es real, compleja si A es com-

pleja).
2. Sea exp(A) =) | -, '/n!A", analitica en A, y sea
log(A)= ) D" (A1),
n>0
analitica en ||A — 1|| < 1. Probar que expolog = idy y que logoexp = id.
1.XVIL. Sea g algebra de Lie-Banach, sean VW € g y («,) como antes. Sean
px(V, W) polinomios homogéneos en corchetes de V,W, por ejemplo p(V,W) =

[V, [V, W, [V, WI]]], etc. Probar que si la serie g(V,W) = ) anpk(V, W) converge,
entonces g es analitica en g X g

—p—
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1.XVIII. Probar que f : z +— Z, con f : C — C es analitica real, y no es analitica
compleja.

1.XIX. Sea f : Br(p) € E — F diferenciable. Si E,F son C-espacios vectoriales, y
Dfy es C-lineal para cada x € Bg(p), en este ejercicio probamos que f es analitica
compleja en Bg(p).

Sivll < 1/2(R—|x —7pl), v g(z) = @(f(x + zv)) (definida en |z|] < 2), probar
que g es una funcién analitica (holomorfa) en el sentido usual.

_ 1 f(x+wv) . . ~
Probar que Dfyv = 5= §C w2z dw, donde C es una circunferencia pequefia

alrededor de z = 0. En particular f es C'.

Diferenciando respecto de x las férmulas de Dfyv y Dfyh, en el primer caso con
x’ =h, y en el segundo con x’ = v, probar que

1 Df 1 Df h
Bl ) = g — e aw = o R
27 [ w2 21 Je w2

Proponiendo D?f, (h,v) = (v, h) probar que en efecto f es dos veces diferen-
ciable, con diferencial segunda C-lineal, y que f es C2.

Hemos probado que Df es C' con diferencial C-lineal. Inductivamente, f es C*®
con todas sus diferenciales C-lineales.

Si R¥(v) es el resto de f en x de orden k, probar usando la férmula de Cauchy
que

] e . g(3/2¢%)
@(Rt(v))_zﬂ(kq)!L L (1—1)k 3/2—(3/2619—’()“” de.

Probar que [3/2¢'® —t| > 1/2 para t € [0,1] y usando que f es C', probar
que |g(3/2e'?)| < C(x,v). Con esto probar que RX(v) — 0 cuando k — oo, y
concluir que f es analitica (Corolario 1.5.6).

1.XX. Probar el Teorema de la funcién implicita v3 (Teorema 1.6.12) usando la versién

vl.
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Variedades Diferenciables

He decidido en primer lugar, abocarme a
la tarea de construir la nocién de una
magnitud miultiplemente extendida, a
partir de nociones generales de magnitud.

BERNHARD RIEMANN

RESENTAMOS en este capitulo las nociones basicas de variedades modeladas

por espacios de Banach. Haremos uso de las herramientas del calculo diferen-

cial e integral introducidas en el capitulo previo. También presentamos un
breve repaso de grupos de Lie-Banach y sus espacios homogéneos, incluyendo algunos
resultados recientes para espacios de dimensién infinita. El capitulo concluye con una
rapida presentacién de los grupos clasicos de matrices y sus espacios homogéneos.

2.1. Cartas y Atlas

Dado un espacio de Banach fijo E y un espacio topolégico M, supongamos que
tenemos una coleccién de abiertos U C M que lo recubren, y una coleccién de mapas
@ : U — E de manera que @(U) C E esabiertoy ¢ : U — @(U) es un homeomorfismo.
Los pares (U, ) se denominan cartas de M, y diremos que M es una vartedad
topoldgica modelada por E si se verifica la condicién de compatibilidad siguiente: si
(V, ) es cualquier otra carta de M, entonces la funcién de transicién poe ' : E — E
es continua donde estd definida,

o T:pUNV)CE—E.

Un atlas es una coleccién de cartas compatibles que cubre todo M.

31

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 32 $

32

Variedades Diferenciables

Observacion 2.1.1. Algunas veces es conveniente olvidar la topologia inicial de M y
dotar al espacio de una topologia usando las cartas, es decir, si tenemos un cubrimien-
to del conjunto M por conjuntos U y funciones inyectivas ¢ tales que @ (U) C E es un
conjunto abierto, entonces decretamos que los U son abiertos en M y esto induce una
topologia alli (esto tiene sentido siempre que las funciones de transicién sean todas
continuas).

Un ejemplo sencillo de la diferencia entre las topologias que puede obtenerse es
el dado por la Lemniscata oo en el plano R?: con la topologia de subespacio es un
conjunto compacto, mientras que con la topologia que se le da al identificarlo con la
recta R mediante una tnica carta, claramente es no compacto.

Definicién 2.1.2 (Homeomorfismo con la imagen). Sea f : M — N funcién entre
espacios topoldgicos, diremos que f es un homeomorfismo con su imagen si f es
continua, inyectiva y abierta: para todo A C M abierto existe UL C N abierto tal que
f(A) = U N f(M). Podemos decir resumidamente que f es un homeomorfismo de M
con su imagen f(M) C N.

Definicién 2.1.3. Sea (x) alguna de las siguentes categorias:
1. C° (continua),
2. diferenciable,
3. Ck(k>1),
4. C* (suave),
5. C® (analitica).

Diremos que la variedad M es (x) si las funciones de transicién son (x). Si N es otra
variedad modelada por un espacio de Banach F, diremos que una funcién f: M — N
entre variedades diferenciables es (*) si para todo par de cartas (U, @), (U',&) de M
y N respectivamente, la funcién £ ofo @' :E — Fes (%) en el abierto ¢(U) C E.

Antes de seguir avanzando con darle estructura adicional a una variedad diferen-
ciable, damos algunas definiciones para funciones suaves:

Definicién 2.1.4 (Sumersién, inmersién, embedding partido). Sea f : M — N de
clase C'. Decimos que f es

1. Sumersién si para todo p € M y cartas (U, @), (V) alrededor de p, f(p)
respectivamente con f(Ul) C V, se verifica que Dﬁp(p) =D@Hpofoe! )o(p)
epimorfismo.

—p—
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2. Inmersidn si para todo p € M, se verifica que Df,(,,) es monomorfismo con
rango cerrado.

3. Embedding si f es inmersién y es un homeomorfismo con la imagen.

4. Embedding partido si f es embedding y ademds Ran(Df(p(p) es suplementado
en F, el espacio que modela N.

2.2. Espacio y Fibrado tangente

En esta seccién discutimos algunas maneras de presentar el fibrado tangente a
una variedad diferenciable, y de qué manera las aplicaciones suaves entre variedades
inducen morfismos de los fibrados.

2.2.1. Espacio tangente

Dada una variedad diferenciable, el espacio tangente T,M en p € M se puede
pensar de varias maneras equivalentes. Una bastante 1itil para nuestros propédsitos es
la siguiente:

Definiciéon 2.2.1. Consideremos ternas (U, ¢,v) donde (U, @) es una carta de M
alrededor de p € M y v € E. Dos ternas (U, @, v), (V, &, w) son equivalentes en p € M
si

D(E,qu_])(p(p)v:w.

Esto define una relacién de equivalencia en aquellas ternas donde el abierto contiene
al punto p € M, y las clases son los elementos de T,M. Si [(U, ¢, V)], € T,M denota
una clase, la aplicacién

[(u) (P)V)]‘p =V

es una biyeccién, que permite identificar T,M con el espacio de Banach E.

Dada un curva « : (—e, €) — M diferenciable definida en algtin entorno de 0 € R,
tal que x(0) = p, podemos calcular su velocidad en p usando una carta cualquiera
(U, @) alrededor de p, es decir

&(0) := (¢ 0 at)'(0)

es la velocidad de « en p. Por supuesto que muchas curvas pueden tener la misma
velocidad con lo cual tenemos que hacer una identificacién

Definicién 2.2.2. Diremos que o, 3 representan el mismo vector tangente v € T,M
si a(0) = B(0) =p € M y ademads

(o) (0)=(@oP)(0)

para alguna de carta (U, ¢) alrededor de p € M.

—p—
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Esto define una relacién de equivalencia entre curvas que pasan por p, y de hecho
la relacién no depende de la carta elegida. Para convencernos, sea (V, ) otra carta
alrededor de p € M, y observemos que

(o) (0)=(&op Togon) (0)=D(Eo @ ) (@ oa)(0).

Suponiendo que x y 3 son equivalentes, reemplazando el ltimo término de la derecha
por (¢ o 3)’(0) y volviendo a agrupar se tiene

(£0a)’(0) = (£0B)(0).

El espacio tangente se puede pensar como el cociente por esta relacién, pero como
veremos, en los ejemplos usaremos una curva concreta. A la clase de una curva « la
denotamos con [«],. Observemos que, si ponemos

Bls) = alt +s),

esta es una curva en M para s suficientemente pequefio, que verifica 3(0) = «(t); la
clase de {3 la denotamos [0 «(t), 0 simplemente [a]¢ € Ty (1) M.

Observacion 2.2.3. La aplicacién [of, — [U, @, (@ o &)’(0)], estd bien definida y da
una biyeccién entre las clases de curvas y las clases de ternas. Le podemos dar a las
curvas la estructura de espacio de Banach que hace de este mapa un isomorfismo de
espacios de Banach, es decir

[odp + [Blp = [0 (@(p) +t(@ o)’ (0) +t(g o B)(0))]p

Aoy = [0~ (@(p) + At(@ 0 &)’ (0))]p.

2.2.2. Fibrado tangente

Para definir el fibrado tangente conviene introducir algunas nociones generales,
comenzando por fibrados.

2.2.2.1. Fibrados

Definicién 2.2.4. Un fibrado sobre una variedad diferenciable M consiste en una
terna (X, M, ) dado por variedades diferenciables X, M y una funcién diferenciable
m: X — M tal que, para cada p € M,

= existe un entorno abierto U de p

= existe una variedad diferenciable Z, y un difeomorfismo h: 7w~ '(U) — U x Z,
tales que m = pry o h.

—p—
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Es decir, localmente 7t es una proyeccién (haciendo honor a su nombre):

— h
X" uxz (W) —=UxZ
iﬂ pTI L, . \LTC PT1
O Imas preCISamente:
M

2.2.2.2. Fibrados vectoriales

Con algunas especificaciones mas, donde €l espacio X sea localmente trivializable
con un espacio de Banach fijo E, obtenemos un fibrado vectorial. Mdas precisamente,
sea E un espacio de Banach, entonces el fibrado (X, M, 7) es un fibrado vectorial, si
existen

m {U;}iecr cubrimiento por abiertos de M,

» paracadai € I hay una difeomorfismo 7; : 7' (U;) — U; xE tal que 7t = pryoTi,

y en particular para cada p € M, si llamamos Tip := Til1(p), entonces

R
Tip:m (p) = E
es un isomorfismo,

= para cada par i,j € [, para cada p € M, la funcién
TpoT, :E—E

es un isomorfismo de espacios de Banach (es decir es lineal, continua y biyecti-
va),

= para cada par i,j € I, la funcién

uiﬂu]' SP— Tp OTi_p1 € B(E)

es diferenciable.

Las funciones T; se denominan trivializaciones del fibrado, y la familia {(U;, ti)} es
un cubrimiento trwializador. Las funciones Tjip = Tjp © Ti_p1
de transicién del fibrado. Una seccion s : M — X del fibrado es una funcién tal que

mos =1idm.

se llaman funciones
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2.2.2.3. Fibrado Tangente

En esta seccién pegamos los espacios tangentes usando la nocién de fibrado.

Definicién 2.2.5. Sea TM = U,ecmT,M y sea : TM — M la proyeccién canénica
que a un elemento [oc]p € ToM lo manda al punto p € M. Consideremos un cu-
brimiento de M por cartas (U, ¢) de manera tal que los U formen subbase de la
topologia de M, definimos

Tu = 7t_1 (U) = quUTpM = {[u) (P,V]p “pE U, ve E})
y consideramos la funcién t: 7' (U) — U; x E dada por
(U, (P,V]p = (p,V).

Notamos que T es una biyeccién, le damos a TU la topologia que hace de T un homo-
emorfismo, y de esta manera obtenemos una topologia para TM.

Notemos que con esta topologia, 71 : TM — M es continua ya que los U forman una
subbase de la topologia de M. Mediante el mapa T, muchas veces nos referiremos a
elementos de TM como un par V = (p,v),conp € M, v € E (o v € T,M, dependiendo
del contexto).

Lema 2.2.6. St M es Hausdorff, la topologia de TM es Hausdorff.

Demostracion. Si Vi = [Ui, @i, vilp, para i = 1,2, hay dos posibilidades: p; =
P2 = p en ese caso podemos tomar U; = U, y reemplazar V, por su equivalente
[Uq, @1,D(¢ ollfl)d,(p)w}p; si V1 # V5 debe ser v # D(o@ 01|)*1)¢(p)w, tomamos
abiertos Q7,Q, C E que separen estos dos vectores y consideramos los abiertos
de TM dados por U; x Qy, U; x Q,. Estos abiertos son disjuntos y contienen a
V1, V; respectivamente. La segunda posibilidad es que p1 # p2, en ese caso achicando
podemos suponer que U, U, no se cortan y tienen a pi,p respectivamente; ahora
separamos V7 de V, en TM con los abiertos U; x E, U, x E. O

Definicién 2.2.7 (TM como variedad diferenciable). Supongamos que M es de clase
Ck, con k > 1. Le damos a TM la coleccién de cartas (TU, ¢.) donde

(P*([u, (pav]p) = (‘P(P)»V)>

de manera que @,(TU) = @(U) x E C E x E. M3s adelante serd importante notar que
@, es lineal en cada p € U, de hecho recupera el isomorfismo entre T,M y E.

Lema 2.2.8. Este es un sistema compatible de cartas que define un atlas de
clase C¥~1 para TM.

—p—
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Demostracién. Si (U, @), (V, ) son cartas de M, veamos que las cartas (TU, @)
y (TV;{.) son compatibles: para p € U NV tomamos [V, \,Vv], € T,M y notamos
que es equivalente a [U, @, W], si y sélo si D(¢ o 1|)*1)11,(p)v = w. Entonces para
(x,v) € P (TUNTV) tenemos que

W) (%, v) = [V, vlp = U, @, D(@ o b~ )y p)Vlp

si P(p) = x. Pero entonces

((P* Oll):1 )(X,V) = (P*[ua (P,D((P Oll—)71 )XV]‘p = ((P(P)>D((P 011’71)><V)
= (@b ) (x),D(@ o)) (2.1)

De aqui es claro que las cartas son compatibles, y que si M es de clase C¥, entonces
TM es de clase C* 1. O

Observacién 2.2.9 (TM como fibrado vectorial). Notemos que si (Ui, @i) es carta
de M, entonces la tnica diferencia entre T; y la aplicacion (i), esta en la segunda
coordenada; dicho de otra manera (@;). es T; seguido de @; x idg. Estas funciones T;
permiten considerar a la terna (TM, M, 7t) como un fibrado vectorial (con fibra tipica
T,M), veamos que se verifican las hipétesis.

Si 7t =pry o1, tenemos que 7 es simplemente la proyeccién al punto base, luego
' (p) = T,M, y nuestras Tip, = Tilt,m son la identificacién entre T,M y E, que
es por definicién un isomorfismo lineal. Por otro lado, es claro que por lo calculado
arriba, se tiene

Tjp © T1p1 (v) =D(@io (p]T1 )Jw(p)V-

Este es un isomorfismo de E, y ademéas p — D(@; o (p;1 )Jw(p) es de clase Ck=1. Esto
prueba que TM es un fibrado vectorial sobre M, que se trivializa con cualquier atlas
de M.

2.2.3. Diferencial de una funcién

Dada una funcién diferenciable f : M — N entre variedades, denotaremos
fo: TM — TN

a la aplicacién que, si (U, @) vy (V,§) son cartas de M y N respectivamente con
f(U) C V, estad dada por

£ [U, @,V = [V,ED(Eofo @ )y pVep)-

Es fécil ver la buena definicién de esta funcién, y en general denotamos f,, = f*lT]D M-
Sean (TU, @.), (TV,&,) las respectivas cartas de TM, TN introducidas en la seccién

—p—
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anterior, sean E,F los respectivos espacios de Banach que modelan M, N. Veamos
que f, es suave: tomemos p € UNV, v € E, llamemos x = @(p) € ¢(U), entonces
E.f.@7 " : U X E — V x T tiene la expresién

‘i*f*(P;1 (%, V) = @ f (U, @, V] -1 (x) = &V E,D(E 0 f‘z—v(P71 JxVIt(o—1(x))
=((&ofo@ )(x),D(Eofoe 1))

De aqui es evidente que ue nuevamente es de clase C*~' siempre que M, N, f sean
de clase C* (con k > 1). Notemos que si f = £ ofo @' es la expresién local de f,
entonces la expresién local de f, es simplemente (f, Df).

Pensando en términos de clases de curvas, hay otra manera 1til de presentar f,
que es la siguiente: si [a], € T,M es una clase con un representante o : I — M tal
que «(0) = p, entonces fo: I — N es una curva que pasa por f(p), y no es dificil
ver que

f*‘p([(x]p) =[fo “]f(p)-

Ahora podemos escribir en términos de f, las clases de funciones suaves dadas en

la Definicién 2.1.4:

Definicién 2.2.10 (Sumersién, inmersién, embedding partido). Sea f: M — N de
clase C'. Decimos que f es

1. Sumersion f,, es epimorfismo para todo p € M.
2. Inmersién f,, es monomorfismo con rango cerrado para todo p € M.
3. Embedding si f es inmersién y es un homeomorfismo con la imagen.

4. Embedding partido si f es embedding y ademds Ran(f.p) es suplementado en
Tep)M.

2.3. Levantadas de una curva

Sioe: I — M es una curva C* con I C R abierto, se la puede pensar como una
curva entre variedades (el fibrado tangente a I se identifica naturalmente con I x R).
La diferencial o, : TI = [ x R — TM es una aplicacién C*=T1. Pero en realidad es
conveniente pensar a esta diferencial como otra curva, pero a valores en TM, de la
siguiente manera: el fibrado 7t : I x R — I tiene una seccién canédnica i dada por
i(t) = (t,1). Entonces definimos

o =, 0i: 1> TM

—p—
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que es la levantada candnica de «, que verifica mo o' = «,

IxR—>TM

!

I—2% M

Esta es una curva C*~! a valores en TM. Notemos que en una carta local (U, @) de
M, la expresién para o’ es

o' (t) = ((@ o (1), &(t)),
donde &(t) denota el vector de E dado por (¢ o «)’(t).

Definicién 2.3.1. En general, diremos que n: [ — TM es una levantada de o : [ —
M (o también que | es un campo a lo largo de «) si = « o equivalentemente si
1(t) € To(t)M para todo t € L.

2.4. Subvariedades

Supongamos que M es una variedad C* modelada por el espacio de Banach E, y
que este espacio se descompone como E = F; & F, con F; espacios de Banach.

Definicién 2.4.1 (Subvariedad partida). Sea N C M un subconjunto al cual le
damos la topologia de subespacio, y supongamos que para cada n € N hay una
carta (U, @) de M que induce un isomorfismo de U con un producto de abiertos
Aq x Ay C Fy x F,, de manera tal que

e(UNN)=A; x{0}.
Diremos que N C M es una subvariedad partida.

Observacién 2.4.2 (Una subvariedad partida es una variedad diferenciable cuya topo-
logia coincide con la de subespacio de M). Llamando ¢@n = prio@oi=prioelunn,
tomamos (UNN, @) como sistema de cartas de N, tenemos que @n(UNN) = A es
un abierto de Fy. Veamos que este sistema de cartas obtenido por restriccién hace de
N una variedad diferenciable: si s € A1, sea i;(s) = (s,0) entonces ¢ 'i;(s) € UNN
asi que @n o @ '(s) = priii(s) = s. Luego, usando que @n : UNN — A; es una
biyeccién, vemos que @' o1i1(s) = (")~ '(s) siempre que s € A;. Y entonces si
tenemos dos cartas @, @ de la construccién, vemos que

1 1

PNOoPN = enod ol =priopodofy

es suave dentro de S. Como el rol de @, @ es intercambiable, es un difeomorfismo, asi
que las cartas son compatibles.

—p—
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En general no es sencillo garantizar esta construccién, incluso en el caso finito
dimensional (sin mencionar que en dimensién infinita puede ocurrir que un subespacio
F; no parta a E). Un ejemplo molesto ocurre en el caso de la lemniscata, donde ningiin
entorno de X = (0,0) se puede identificar con R.

Otro ejemplo es €l grupo a un parametro con pendiente irracional en €l toro, que
tiene estructura de variedad diferenciable por ser difeomorfo con R, pero no es una
subvariedad partida del toro. Especificamente, identificamos el toro con S x S' y
consideramos la subvariedad W parametrizada como t — (e'™, e!*™) parat € Ry
« € R irracional fijo. Es facil ver que W C T es densa, con lo cual cualquier abierto
de T, al cortarlo con W, nos devuelve infinitos segmentos. Dicho de otra forma, no
hay manera de obtener el abierto A C W que viene del intervalo (0,1) en R, como
interseccién de un abierto del toro con W. Entonces W no tiene la topologia de
subespacio.

Teorema 2.4.3 (Embedding partido y subvariedad partida coinciden). Sea N ¢ M
vartedad. Entonces

1. St N es subvariedad partida de M, entonces i: N — M es un embedding
partido.

2. S11: N — M es un embedding partido, entonces N C M es subvariedad
regular.

En ese caso st (U, @) es una carta de N como subvariedad regular con ¢ : U —
SxH, yeUNN)=Vs®0=¢U) NS, entonces o™ = Psp ois = Psplunn
defintda en UNN es carta de N, y toda carta de N es localmente de esta forma.

Demostracion. Si N es subvariedad regular, tiene la topologia de subespacio luego
1 es homeomorfismo con la imagen. Por otro lado si (U, @) es una carta de M que
induce @™ = Ps o @ o1i carta de N por restriccién (Observacién 2.4.2), notemos que

i(s)=@o(eMN) ' (s) =o' ois(s) = (s,0)

por la misma observacidn, asi que es claro que i es inmersién partida. Esto prueba que
i es embedding partido. Reciprocamente, supongamos que i es embedding partido, la
topologia de N es la de subespacio, veamos que N es subvariedad partida. Sea p € N,
sea (V, ) carta de N alrededor de p, sea (U, &) carta de M alrededor de p = i(p),

—p—
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notemos que V = U NN para algtin abierto U de M, intersecando podemos suponer
que V = U N N. Por hipétesis i = £oio ¢~ ' es inmersién partida. Entonces por el
Teorema 1.6.13 existe un difeomorfismo P : &(U) — Vs & Vi tal que P oi(s) = (s,0)
para todo s € ¢(U N N). Pero entonces definiendo ¢ =1 o &, vemos que

@oiod ' (s) = (s,0)

asi que @ tiene las propiedades deseadas. Por otro lado Ps@oio@~'(s) = s para todo
s € (UNN), y esto prueba que Ps@oi = ¢. Entonces N = Pspoi = Psolurn = ¢
es carta de N, y todas son de esta forma. O

Un criterio 1til para decidir si N C M es una subvariedad partida es el siguiente:

Proposicién 2.4.4 (Teorema del valor regular). Sea f: M — Z una funcién C¥
(k > 1) entre variedades diferenciables. Sea zo € Z y N = f~'(z9) C M. Supon-
gamos que f es una sumersién y que para todo p € N el nicleo ker f,, parte a
T,M. Entonces N es cerrado y es una subvariedad partida de M de clase ck,
con T,N ~ ker f,, ~ ker Df,,,, para todo p,po € N.

Demostracion. Que N es cerrado es trivial, supongamos que es no vacio. Dadop € N,
si el espacio de Banach que modela M es E, tomamos una carta (U,{) de M y
llamamos U = P(U) c E, N = (U N N). Tomemos ahora otra carta (W, &) de
Z, y llamemos f = &ofo'. Es facil ver que N = f '(&(zy)). También que
f : U — F verifica las hipétesis del Teorema 1.6.7; sea S = ker Df,, para algtin
Po € N. Entonces para cada x = P(p) € P(U) existe lip c U C E abierto entorno
de x, y un difeomorfismo  : pr — E de manera tal que (b(lip NN) = (f)(lip) NS.
Llamemos U, = P! (L[p), @ =doy:U, — E, que es una carta de M. Veamos que
cumple las hipétesis para que N sea subvariedad: en primer lugar

e(U, NN) = ¢(U, NN) = ¢(U,) NS =e(U,)NS.
Por la Observacién 2.4.2, esta es una subvariedad partida de M. U

La utilidad de este criterio se termina cuando no podemos hallar un suplemento
para el nucleo de f,. Sin embargo, en dimensidn finita, en espacios de Hilbert, y en
ejemplos puntuales de espacios de Banach, es utilizable.

Observemos que la definicién de subvariedad partida es demasiado estricta pa-
ra espacios de Banach. Si un subespacio E C F de un espacio de Banach no tiene
suplemento topoldgico, entonces no sera subvariedad partida. Podemos relajar esta
condicién para que si lo sea:

—p—
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Definicién 2.4.5 (Subvariedad embebida). Si E es el espacio de Banach que modela
M y N C M es un subconjunto, diremos que N es subvariedad embebida de M si
N tiene la topologia de subespacio, y existe un subespacio cerrado S C E tal que
para todo punto p € N existe una carta (U, @) de M que contenga a p tal que
@(UNN)=¢@(U)NS (en particular es un abierto de S).

El problema ahora es encontrar buenos criterios que permitan probar la existencia
de una estructura de subvariedad, ya que el teorema de la funcién inversa y sus
derivados requieren -segin discutimos- de la existencia de suplementos lineales para
nucleos o iméagenes de las diferenciales de las funciones involucradas. Un corolario no
trivial del Teorema 1.6.17 de la funcién implicita de Ann y Neeb que se halla en el
mismo trabajo [3] es el siguiente:

Teorema 2.4.6. Sea f: M — Z una funcién C*, k > 1 entre variedades diferen-
ctables, y dado zp € Z pongamos

N=f"" (zo).
Supongamos que
= Df, es un epimorfismo para cada p € N.

» Eziste un espacto de Banach E de manera que para todo puntop € N, eziste
un entorno abierto U, C E del cero y una funcidén Ck, gP U, = NCM,
de manera que gP(0) = p, (DgP)o es un monomorfismo y ran(DgP)y =
ker Df,,.

2

Entonces N tiene una estructura de variedad diferenciable modelada por E ~
ker Df,, que la hace una subvariedad embebida de M.

Discutamos ahora las subvariedades inmersas, que son nuestros contraejemplos
favoritos (la lemniscata, la curva densa en el toro):

Definicién 2.4.7 (Subvariedad inmersa). Si M es variedad y N C M es una variedad
diferenciable, diremos que N es subvariedad inmersa si i: N — M es una inmersion.
En ocasiones a un par f: N — M con f inmersién le decimos subvariedad inmersa:
denotando g = f: N — f(N), y le damos a f(N) la estructura de variedad que hace
de f un difeomorfismo local, de f = i o g tenemos f. = i, o g,, y como f,,g. son
monomorfismos con rango cerrado, también i, lo es, luego i : f(N) — M es una
inmersidn.

El siguiente criterio no dice que f(X) C Y es una subvariedad embebida, sino
inmersa.
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Proposicién 2.4.8. Sea f: X — Y una funcién C* entre variedades, y suponga-
mos que f es una inmersion partida, es decir f.p, : T,X — T¢(,)Y es monomor-
fismo con rango cerrado que parte la tmagen. Entonces para cada p € X eziste
un abierto U C X entorno de p tal que

= f(U) es una subvariedad embebida de Y.
s fly:U— f(U) es un C* difeomorfismo.

Demostracién. Fijado p € X, como T¢(;,)Y = Ran(f.,) ® K, = T, XS K, y fip, es
monomorfismo, por el Teorema 1.6.13, para cada p € X podemos escribir localmente
f(x) = (x,0) a menos de un difeomorfismo. Luego en una carta adecuada (W, @) de
M vemos que (W NTf(U)) = o(W)Nf(U)) y lo mismo para cada abierto dentro de
U, y esto prueba las afirmaciones. O

Localmente, la imagen de la parametrizacién, en pedazos pequeiios, es una subva-
riedad embebida. Pero si tomamos un abierto del espacio mds grande que sea entorno
del punto de interseccidén, y lo cortamos con la imagen de la parametrizacién, no
conseguimos una carta de la subvariedad.

Hecha esta aclaracién, si uno puede probar de alguna otra forma que Z C Y
es una subvariedad topoldgica, €l teorema previo da una forma de darle estructura
diferenciable compatible con la de M: hay que encontrar el espacio X y la funcién
f: X — Y tal que f(X) = Z, que verifique las hipétesis del teorema.

Volveremos a tocar el tema de estructuras diferenciables y subvariedades embe-
bidas con cierta generalidad cuando estudiemos espacios homogéneos de grupos de
Lie-Banach, en la Seccién 3.5. De particular interés es un criterio para estudiar cuan-
do un espacio homogéneo G/K C X es subvariedad de X, que presentamos en el Lema
3.5.10.

2.4.1. Subvariedades de un espacio de Banach

Cuando M C F con F un espacio de Banach, podemos presentar de forma “con-
creta” la estructura de subvariedad, las curvas, los espacios tangentes, los campos y
otros objetos que introduciremos luego.

Como la inclusién i : M — F es una funcién de clase C¥, podemos usar las
inversas de las cartas (U, @) de M, que por definicién son aplicaciones de clase C¥,
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®:=1i0o¢@ ' : W — Fcon W C E abierto en el espacio de Banach E que modela

M. Son inyectivas y con diferencial D®, inyectiva en cada x € W, cuyo rango es un
subespacio cerrado de F que identificamos con Tg (x)M de la siguiente manera

(U, @,v)]p — DDV,
o equivalentemente si «(t) = @(tv) es una curva en M con «(0) = p, identificamos
[l — v =(ioa)’(0).

Es necesario para ser subvariedad embebida que todo punto p € M tenga alguna bola
abierta U C F de manera que U N M esté parametrizado por alguna carta (W, ®). En
el caso mas restrictivo de subvariedad partida, necesitamos que el rango de D®, se
parta en F.

Supongamos que M se presenta como superficie de nivel de una funcién suave
g, es decir: sean F, G espacios de Banach y sea g : F — G una funcién C* (k > 2),
consideremos el subconjunto

M={veF:gv)=0}

Suponemos que para cada p € M, Dg, es un epimorfismo, y el espacio tangente
T, M se identifica con el subespacio cerrado ker Dg, C F, que a su vez se identifica
con el espacio de Banach E que modela M. Esto ocurre por ejemplo si Dg, es un
epimorfismo con ntcleo que se parte para todo p € M. En esta presentacién, si
® : W C E — F es una parametrizacién local de M (la inversa de una carta), se tiene

go® =0 con lo cual
DQQ(X)DQ)X =0

para todo x € W.

Observacion 2.4.9. Dada una curva « : [ - M C F, esta claro que &(0) € T,M
cuando «(0) = p, pero en general no es cierto que &(0) € T,M.

Un problema similar ocurre con la diferencial de una funcién X : M — TM, que
en este caso concreto se puede pensar como una aplicacién X : W C E — F tal que
X(x) € Top(x)M para todo p € W; hay que pensar dénde yace X,,Vv para cada v € E.
Estos problemas los retomaremos en la seccién de derivada de Lie y luego cuando
introduzcamos el segundo fibrado tangente TTM = T(TM).

2.4.1.1. La esfera de un espacio de Hilbert

En este texto, denotaremos con 7 a un espacio de Hilbert separable, a su producto
interno con (,), y con || - || a la norma asociada. En caso de que la dimensién de H
sea finita, identificaremos H = C™.
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Para simplificar la discusién de esta seccidén, supongamos que H es real. Conside-
remos S C H la esfera unitaria,

S=eH:|v?*=1]}

con lo cual S es una superficie de nivel de la funcién analitica H(v) = ||v[|?, H: H — R,
cuya diferencial estd dada por
DHp, = 2(p, )

y su diferencial segunda es -constantemente- la forma bilineal simétrica
D2H, = 2(, ).

Observemos que la diferencial primera DH,, : H — R es un epimorfismo para cada

p €S, y ademds que ker DH, = span(p)* es un hiperplano cerrado, con lo cual es

un subespacio que se parte (un suplemento natural es span(p) C H). Luego S C H

es una subvariedad de codimensién 1 en H, con
TS = span(p)*

para todo p € S. Estos subespacios se identifican todos, es decir, para p,q € S se

tiene
E:=T,S ~ H/span(p) ~ TS ~ H/span(q).

Si el espacio de Hilbert es complejo, la funcional que se obtiene es la parte real
del producto interno, es decir DH, = 2Re(p-,-), y se puede hacer un razonamiento
analogo.

2.5. Campos

Un campo vectorial en M es una funcién diferenciable X : M — TM que es una
seccion del fibrado en el sentido siguiente: X(p) € T, M. Resumiendo, sim: TM — M
es la aplicacién al punto base, entonces un campo verifica to X = idpm.

2.5.1. Flujo de un campo

Dado un campo cualquiera X y un punto p € M, tiene sentido plantearse el
problema de hallar una curva «: (a,b) — M tal que

{ ' (8) = X(a(t)) (22)

Observacién 2.5.1. Esta es una ecuacién que se traduce usando cartas a una ecuacién
diferencial ordinaria en el espacio de Banach E, de la siguiente manera: si p € M, sea
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(U, @) carta de M alrededor de p con @(p) =0, sea E D @(U) el espacio normado
que modela M. Escribimos la expresion local

X(P) = [u) (P,V(P)]p

y de la Definicién 2.2.7 sabemos que v = pry@.X es suave si y solo si X lo es. Sea
F:@(U) = E el campo en E dado por F=vo ¢!

ecuacién diferencial

/ —

X (1) = Flxp (1) (23)
xp(0) =0 .

cuya solucién (de existir) serd una curva x, : I = @(U) C E con I un intervalo abierto

alrededor de t = 0.
Ahora bien, es un hecho conocido (ver por ejemplo el Capitulo 1 del libro de Lang

; entonces podemos considerar la

[58]) que si F es C* (k > 1) esta solucién existe, es C* y es tinica en algiin intervalo
maximal ] que contiene t = 0. Luego si X es C* entonces F serd C* y la solucién serd
ck.

Lema 2.5.2. La curva x, : I, = @(U) es solucién de (2.3) si y solo si la curva

ap =@ 'xp es solucion de (2.2).

Demostracién. Puesto que la levantada horizonal oc{, involucra la diferencial entre
variedades, tendremos que escribir las ecuaciones teniendo esto en cuenta (una de las
desventajas de la presentacién intrinseca). Entonces pensemos a la curva x, : I —

@(U) de la misma manera, como una aplicacién entre variedades. Notemos que con
!/
P

es solucién del problema en M, entonces derivando x, = @, obtenemos

esa manera de pensarla, tenemos también x/ (t) = pr2(Xp).(¢,1). Supongamos que o,
(Xp)u(t,1) = @ooey (1) (X )a(1,1) = Prceyy (1) (1) = Pur,, (1) X (06 (1))
= (p*@*]xp(t]x((p_1xp(t))-

Entonces mirando la segunda coordenada vemos que

Xp(t) = Pr2(Xp)ee,1) = Pr2@sq 1xp(t)X(<P71Xp(t)) =F(xp (1))

ya que como dijimos, F = pr2@,.X o @~ '. Entonces Xp es solucién del problema en E.
Si ahora en cambio suponemos que X, es la solucién, en particular es suave y &, =
—1
©
la otra hipdtesis. O

Xp serd suave, y podemos hacer un razonamiento parecido ahora comenzando con

Observacién 2.5.3. Entonces si X es C* (k > 1), para cada p € M, el problema (2.2)
tiene una tnica solucién de &, : I, — M de clase Ck y definida en algin intervalo
maximal I, = (t,, t;), donde permitimos que tg =+o0y t, =—o0.
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Definicién 2.5.4 (Flujo de un campo). Llamemos D(X) C R x M al dominio (t,p)
tales que t € I,. Entonces el flujo del campo X es la funcién « : D(X) — M que para
cada p € M da la solucién de la ecuacién diferencial, es decir

x(t,p) = Kp (t) = o (p)

donde la notacién es intercambiable segun la conveniencia. Fijado t, denotaremos
D C M al conjunto de puntos de M tales que (t,p) € D(X), esto es

Di={peM:tel,} =Dom(a),

este conjunto puede ser vacio para t grande, pero Dy = M siempre. Notemos que
te I, siysdlosipe Dy siysélosi(t,p) e D(X).

Volviendo al estudio de la solucién del campo en su versién local en una carta,
en la ecuacién (2.3), el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecucaciones
diferenciales para espacios normados nos dice (ver [58, Teorema 1.14]):

Teorema 2.5.5. Sea F: W — E de clase C¥ con W C E abierto en el espacio
normado E. Para cada z € W eziste un wntervalo | alrededor de t =0 y un bola
B C W alrededor de z, tal que el flujo x de F estd definido en | x B y ademds
x:] x B — U es de clase C¥.

Entonces para cada p € M, tomando una carta (U, ¢) alrededor de p, considera-
mos W = ¢(U), y achicando tal vez U, vemos que el flujo «(t,p) = @' (x(t,p)) es
de clase C* en (—5,58) x U.

Teorema 2.5.6. Si X es C* con k > 1, entonces D(X) es un entorno abierto de
{0} x M en R x M, y cada D es abierto en M. El flujo o : D(X) — M es una
funcién de clase C¥.

Demostracién. Sea p € M, sea I* el conjunto de los t € I, tales que existe r >0y
un abierto U alrededor de p tales que «((t —r,r+ 1) x U) C D(X) y « restringido a
ese producto cartesiano es de clase C*. Vemos que 0 € I* por el teorema de existencia
local, y también es facil ver que I* es abierto en I,. Veamos que I* es cerrado; sea s
en la clausura relativa, en particular s € I,. Tomemos un intervalo | alrededor de 0
y un abierto W alrededor de o (p) tal que X tiene un flujo B de clase C¥ en | x W,
con 3(0,q) = q para todo q € W (ver la observacién previa al teorema). Tomemos
t; € I* tal que s —t; € ] y que a4, (p) € V. Existe 11 > 0 y un entorno abierto U
de p tales que (t; —rq,t; +11) X Uy cae dentro de D(X) y « es suave alli. Por la
continuidad de «, achicando U; si es necesario, podemos suponer que «(t;,x) € V
parax € Uy. Parat € J4+t1, x € Uy, sea

p(t,X) = B(t—th@(t],X)),

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 48 $

48

Variedades Diferenciables

entonces p(ty,x) = «(t1,x) y es facil ver derivando que p es flujo del campo. Entonces
px es una continuacién de o, a un intervalo mayor y este intervalo contiene a s pues
s—t; € J. Tomemos & > 0 tal que (s—08,s+06) C J+t;, entonces (s —8,s+8) x Uy C
(J+1t1) x Uy y alli esté definido p que es flujo de X y es de clase C*. Entonces s € I*,
y esto prueba que es cerrado, luego I* = I,,. Pero entonces si (t,p) € D(X), por lo
recién probado hay una caja abierta en el producto cartesiano que contiene (t,p) y
tal que la caja estd dentro de D(X), y esto prueba que D(X) es abierto.

Ahora fijemos t, y si D¢ no es vacio tomemos p € Dy, entonces (t,p) € D(X).
Existe entonces un abierto bésico | x Z dentro de D(X) que contiene (t,p). Notamos
que Z C Dy y entonces Dy es abierto. O

También puede probarse que D(X) = R x M cuando M es compacta; si uno tiene
alguna manera de controlar el tamafio del vector X (aunque M no sea compacta),
puede probarse lo mismo (ver el Corolario 2.4 y la Proposicién 2.5 de [58, IV,§2]).
Veremos que el flujo de los campos invariantes a izquierda en un grupo de Lie G
también siempre estd definido en R x G.

Observemos que &9 = idm, luego si t es suficientemente pequefio «; serd un
difeomorfismo con su imagen, pero con precaucién porque el dominio de & no es en
general todo M. Con precisién, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.5.7. Sea X campo suave en M.

1. Para cadap € M y cada t € I, tenemos I, (p) =Ip —t. Ademds s € I, (p)
sty solosit+scl, yen ese caso ayys(p) = ots 0 o (p).

2. ¢(D¢y)=D_t y oct_1 = o_¢ alli.

8. Fyjados po € M, t € I,,, existe un entorno abierto Uy C M de po tal que
t €I, para todo p € Uy, y ademds & : p — «(t,p) es un difeomorfismo de
Uy con un entorno abierto de «(t,po).

Demostracién. Consideramos s — a5 +(p) ¥y s — os oo (p). Ambas curvas comien-
zan en o (p) y son soluciones de la ecuacién diferencial B’ = X(3), luego tienen el
mismo dominio de definicién y son iguales. El dominio de definicién de la segunda
curva es I, (p), ¥ Por otro lado s esta en el dominio de definicién de la primer curva
siy sélosi s+t € Iy, o sea que el dominio de definicién de la primer curva es I, —t.
Luego I« (p) =1, —t y ademds ¢4 s = s 0 ¢ para s,t,s +t € L.

Ahora notemos que como Iy, (p) = I, —t para t € [,, vemos que —t € Iy, () ¥
ademds o o o (p) = xo(p) = p. Entonces: si q € o¢(D¢), tenemos que q = ot (p)
cont € I, y como —t € I; vemos que q € D_¢. Reciprocamente, si ¢ € D_; entonces
—t € I y por lo ya probado I (q) = Iq +tluego t € I (4). Esto nos dice que
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a_t(q) € D¢ y ademds que q = ot (x_+(q)) € ot (D). Luego los conjuntos coinciden

! es inmediato por todo lo dicho.

y de ahi ver que oty =
Fijemos pg € M, t € I,, entonces pp € D y en particular este es abierto y no
vacio; tomamos Uy = Dy y este cumple todo lo requerido (el entorno de o (po) es

Dy). O

2.5.2. Campos f-relacionados

Sean f: M — N diferenciable, X : M — TM, Y : N — TN campos. Supongamos
que para cada p € M, se tiene

fup (X(p)) = Y(f(p)).

En ese caso diremos que X, Y estan f-relacionados y lo anotamos Y = f,X. Si f es un
difeomorfismo y X es un campo en M, entonces podemos definir

f X =T, oXof !

que resulta un campo en N, y de hecho X, f, X estan f-relacionados. Mas en particular
y si f es suave e inyectiva en U C M, dado X € X(U) podemos definir f, X € X(f(U))
como

f*X(f(P)) = Dfp (Xp)-

Observacidn 2.5.8 (Campo tangente a una subvariedad). Un caso importante de
campos f-relacionados es cuando f es una inmersién, es decir cuando f = i es la
inclusién de una subvariedad inmersa. Si un campo X en M estd i-relacionado con un
campo en N es porque proviene de un campo en N (esto lo dejamos como ejercicio),
que denotaremos X|n. El flujo o del campo original X en puntos de N es el flujo p del
campo X|n en N, asi que para cada p € N hay un pequefio intervalo tal que los flujos
coinciden, y en particular el lujo «¢ de X preserva la subvariedad para t pequeiio. Esta
restriccién de dominio es importante porque las curvas pueden salirse eventualmente
de N. El siguiente ejemplo muestra como el dominio del campo restringido puede ser
mucho mas chico que el del campo original.

Ejemplo 2.5.9. Sea N = (—o00,0) x {0} C R?, es claro que N es subvariedad embebida
de M = R?. Sea X(p) = E; = (1,0), el campo candnico, su flujo en R? es o(t,p) =
P + t(0,1). Vemos que D(X) = R x R?> = R x M. Por otro lado es claro que este
flujo no preserva N, por ejemplo si p = (—1,0) € N entonces «, se sale de N para
t > 1. Sin embargo, podemos considerar el campo restringido X|n, que es claramente
un campo en N, ahora su flujo tiene la misma férmula restringida es decir p¢(p) =
(p1,0) +t(1,0) = (p1 + t,0) para p; < 0, pero su dominio ahora es

D(X|n) = {(t; (p1,0)) : t < —p1}

que no es todo R x N (es un cono alrededor del eje negativo de las x).
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2.5.3. Derivaciones

Es 1til pensar que todo campo X : M — TM define una derivacién C*(M) —
Ck=1(M) de la siguiente manera: si f € CX(M) -es decir, si f : M — R es C*-, e
identificamos T,RR con R como es habitual, ponemos

(Xf)(p) =fp(X(p)) €R

Es decir, pasando a una carta Xf(p) es simplemente la derivada direccional de f en
el punto p en la direccién del vector X,.
Que esto manda funciones CX en C*~! es evidente, la linealidad y la propiedad
de derivacién
X(fg) = X(f)g + fX(g)

se deducen pasando por una carta. Una propiedad relevante de esta accién es la
siguiente: si U C M es abierto y X: U — TU es campo C* con X # 0 (o sea X no es
idénticamente nulo), entonces existe f € C*(U) tal que X(f) # 0. Esto queda como
ejercicio. Se deduce de esta propiedad que un campo queda definido st se lo piensa
como derivacion.

2.6. El corchete de Lie

Dada M variedad C**' y X, Y : M — TM campos C¥, estos permiten definir un
nuevo campo [X, Y], de clase C*~', con las siguientes propiedades:

s X, Y] =—[Y,X]
n [X,fY] = X(f)Y + f[X, Y]
= XY, Z1 + Y, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] =0 (identidad de Jacobi).

El corchete [X,Y] tiene el sentido de derivada direccional de Y a lo largo de X -o
al revés, salvo un signo-. Uno estaria tentado de definir la derivada direccional de Y
a lo largo de X como

P = (Yap)(Xp)

pero observemos que Y : M — TM, entonces Y., : T,M — Ty(;,)TM, con lo cual
Y.p(Xp) no es un vector tangente en p € M.

El corchete de Lie de campos en la esfera

Este problema que parece puramente formal, se entiende mejor cuando uno piensa
en subvariedades de un espacio de Banach. Empecemos con un ejemplo concreto, a
saber la esfera unitaria S de un espacio de Hilbert 7. Un campo S — TS lo podemos
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identificar claramente con una funcién X : S — H con la condicién adicional de que
Xp € T, S para todo p € S, es decir

<Xp»p> =0

para todo p € S. Si componemos con una carta ® : W C E — H, donde E ~ H /R es
el espacio de Hilbert que modela S, tenemos la identidad

Xo(x), @(x)) =0

para todo x € W. Supondremos sin pérdida de generalidad que 0 € W, ®(0) =p € S.
Tomemos una curva 3 C W tal que 3(0) = O de manera de obtener una curva
o = ®o 3 C S que pasa por p, y reemplazando x por 3, derivamos en t = 0 para
obtener (suponiendo que &(0) =v € T,S)

(DXpv, p) + (Xp,v) =0. (2.4)
En particular, si tomamos v = X,, € T,;S, se deduce que
(DXpXp,p) = —[1Xp 1%

iPero entonces, si suponemos que DX, X, € T,S = span(p)*, obtenemos que X, =0!
Es decir que X,p X, no es en general un elemento en T,M y por eso no tiene sentido
pensarlo como derivada direccional.
Para aclarar un poco mas lo que acabamos de decir, volvamos a la relacién (2.4),
y ahora consideremos otro campo cualquiera Y : S — TS. ; Qué tiene que ocurrir para
que
X*p (Yp) = DXp (Yp)

sea un elemento en T,S? Reemplazando v por Y, obtenemos
<Xp,Yp> = —<DXpr,p> =0

con lo cual X, debe ser ortogonal a Y, que es el caso trivial que no tiene ningin
interés. Es decir que en general X, (Y, ) no es un elemento de T, M.
Pero las cuentas que acabamos de hacer nos dan una pista: observemos la simetria
de la ecuacién
(Xp, Yp) + (DXpYp,p) = 0.

Si intercambiamos X, por Y}, y restamos (ahora sélo suponemos que X, Y son campos
en S), se cancelan los productos escalares y obtenemos

(DYpXp — DX, Yp,p) =0,
relacién que nos dice que el vector

DY, X, — DX,Y,
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st es un vector tangente a la esfera en p. Esto nos permite obtener un campo [X, Y] :
S — TS a partir de dos campos cualesquiera, que definiremos como

X, YI(p) := DY, X, — DX, Y,

parap € S.

2.6.1. El corchete de Lie en superficies de nivel

El hecho de que DY, X, — DX, Y, € T,,S para cada p € S no es fortuito, es decir,
no guarda relacién con la estructura de la esfera. Por ejemplo, si

M={veF:H(v)=0}

es la superficie de nivel de una funcién H : F — G suficientemente suave, dijimos que
ToM se identifica con ker DH,, para p € M. Luego si X : M — TM es un campo, lo
podemos identificar con una funcién X : M — F con la condicién adicional de que

DH, (X,) =0

para todo p € M. Supongamos que p C M es una curvacon pp =p y po =v € T, M.
Diferenciando esta relacién obtenemos

D?H, (v, X,) + DH,, (DX,v) = 0.
Dado otro campo cualquiera Y, como Y, € T, M podemos reemplazar para obtener
D?H, (Yp, Xp) + DH,, (DX, Y,) =0 (2.5)

para todo p € M. Pero si suponemos que DX, Y, € T, M, entonces el segundo término
se anula con lo cual debe guardarse la relacién particular

D?H, (X, Yp) =0

que como vimos en el ejemplo anterior es arbitraria, con lo cual DX,Y, no es un
elemento de T,M en general. Sin embargo, apelando nuevamente a la simetria -y
como D?H,, es simétrica si existe-, intercambiando X con Y en la ecuacién (2.5) y
restando, se obtiene

DH, (DY, X, —DX,Yp) =0

lo que nos indica que

X,YI(p) := DY, X, — DX, Y, € T,M.

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 53 $

2.6. El corchete de Lie 53

2.6.2. Derivada de Lie

Volviendo al caso general, la expresién recién computada nos da la definicién de
[X,Y]: se construye [X,Y] por medio de una carta sus representantes en una car-
ta (U, ¢). Explicitamente: si \7,)2 son las expresiones locales en la carta, esto es
)2((p(p)) =pr2@.pX(p) ¥y lo mismo con Y, entonces definimos

X, Yl(p) = (P;p1 (DYqJ(p)()ch(p)) - D)Zcp(p)(?cp(m)' (2.6)

Observacion 2.6.1. Veamos que esta cuenta no depende de la carta. Para eso vamos
a pensar al corchete [X, Y] como derivada de Lie de Y en la direccién de X. Si & denota
el flujo del campo X de clase C¥, observemos que fijado p € M, o : U — V es un
difeomorfismo para t suficientemente pequeiio y U,V abiertos de M con U entorno
de p. En consecuencia (& t).q : T¢gM — Ty(—¢,q)M es de clase Ck~1 y tiene sentido
calcular

g(t) = (o—t)«Y(oe(p)) € ToM

para t suficientemente pequefio. Esto es, evaluamos Y a lo largo de las trayectorias
del campo X, luego lo traemos hacia atrds para que vuelva a ser un vector de T, M.
Observemos que g(0) = Y, = Y(p), y que por construccién para t pequefio g(t) €
T, M. Su derivada en t = 0 (que corresponde a pasar por el punto p con las trayectorias
del campo X) serad entonces un vector de T, M, que denotaremos asi:

LYY = 4] (o V(e p).
t=0

Lema 2.6.2. Para todo par de campos X,Y se verifica LxY = [X,Y].

Demostracién. Pasando a coordenadas locales, operaremos en el espacio normado E
que modela M. Sea (U, @) carta de M, sean )2,\? dichos campos en E, sea p el flujo
de X. Por lo discutido anteriormente en esta seccion p = ¢ o o, luego p(t, o(p)) =
@a(t,p). Derivando respecto de p vemos que @.q, (p)(%Xt)sp = (Pt)wep(p) P+p, luego

(o‘t);; P (p) = (p;]; (pt)i(;(p)-

Entonces
7] 7

g(t) = (Cxt);} (P;;L(p)CP*at(p)Y(OCt(P)) = (P;p1 (pt) @(p)th(p) = ‘P;p1 f(t).

Como g’(0) = (p,jp1 £/(0), basta calcular la derivada en t = 0 de f, que es la expresién
local g. Omitiremos las tildes en los campos X,Y para no sobrecargar la notacién,
ahora estos son los campos en E y el flujo de X es p. Escribimos z = ¢@(p) y tenemos

(pt):z] th(z) = Ay,
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donde Ay = (D,p¢)”' es un operador lineal inversible de E en E, mientras que
Vi = Yp,(z) € un vector de E. Recordemos que la inversién es suave y que si Ty es
una curva de operadores inversibles, entonces (T, ')’ = —T; 'T/T, '. Notemos que
Ao = Idg ya que po = 1id y que vo = Y(z). Entonces

d _ d d
Aé = E|t:O(szt) T = —Aoa‘t:o(szt)Ao = —ah:oszt-

Por otro lado, como py es el flujo de X, tenemos que pj(z) = X(z), luego

d d
a|t:0szt = DZE t—oPt = DX = DX,.

Entonces Aj = -4

It |t:0Dth = —DX,, puesto que pp = id. Ahora bien,

d
E‘tZOAt(p)Vt(p) = A(/) (P)VO(P) + Ao (P)V(/) (P) = _DXZYZ + DYzXz

= *Dxcp(p)ch(p) + Dch(p)Xqv(p)

puesto que p; es el flujo de X. Si recordamos que en realidad estos son los campos con

la tilde, vemos por la ecuacién (2.6) que define el corchete, que g’(0) = (p;p]f’(O) =

X, YI(p). O

Observacion 2.6.3. Ademads de representar una derivada direccional, el corchete de
Lie de dos campos es una medida de conmutacién, como tal vez puede apreciarse en la
ultima presentacién usando flujos. De hecho, hay varios resultados en esta direccién,
mencionamos algunos. Sean X,Y campos en M, ahora «, 3 denotan los respectivos
flyjos.

= Dado X, Y campos, puede verse que f — X(Y(f))—Y(X(f)) define una derivacién,
que se puede identificar con el corchete de Lie [X, Y] de los campos.

m Se tiene [X,Y] = 0 si y sélo si los flujos conmutan, es decir

x(t, B(s,p)) = B(s, x(t, p))
y donde existe una expresién, existe la otra y son iguales (queda como ejercicio).

= Sean Xi,...,X4q campos l.i. en un abierto U de M, con d = dim(M). Entonces
los corchetes son nulos [Xi, X;] =0 en U si y solo si existe una carta (U, ¢) de
M tal que X; = 0; = a%)i' Si existe una carta es un ejercicio directo ver que los
corchetes de los ganchos son nulos; el teorema de Frobenius nos dice que esa
condicidn es suficiente para la existencia de una carta.
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= Si G es un grupo de Lie conexo y [X, Y] = 0 para todo X,Y campos invariantes
a izquierda entonces G es un grupo conmutativo (lo veremos en la préxima
unidad sobre grupos de Lie).

Lema 2.6.4 (Push forward del corchete de Lie). Sean X,Y € X(U) yseaf: U —- M
de clase C? e inyectiva; supongamos que f. X, f.Y estdn f-relacionados con X,Y
respectivamente en f(U). Entonces [f. X, Y] estd f-relactonado con [X,Y].

Demostracién. Si ¢ es el flujo de X entonces f.Y(f($p1(p))) = Dfg, (p) Yo, (p) luego
derivando en t = 0 tenemos

D (£.Y)¢(p) (FX)t(p) = D(£.Y)¢(p)DfpXp = D2 (X, Yp) + Dfp DYp Xpp.
Con un razonamiento analogo para el flujo de Y obtenemos
D (£ X)¢(p) (FY)¢(p) = D2 (Yp, Xp) + DF, DX, Yp.
Restando ambas expresiones y usando la ecuacién (2.6), obtenemos

[f*X) f*Y}(f(P)) = D(f*Y)f(p](f*X)f(p] - D(f*x)f(p)(f*Y)f(p]
= DfpDYp Xy, — Df, DX, Yy, = Df ([X, YI(p)) = £ X, YI(f(p)).

O

Corolario 2.6.5. St N C M es subvariedad inmersa, X,Y € X(M) son tangentes
a N, entonces [X,Y] es tangente a N.

Si E C TM es un subfibrado, decimos que E es integrable si existe una subvariedad
inmersa N C M tal que TN = E. Decimos que X € X(M) es un campo en E si la
imagen de X estd contenida en E.

Teorema 2.6.6 (Frobenius). El subfibrado E C TM es integrable st y solo si
[X,Y] € E para todo par de campos X,Y en E.

Demostracién. Por ahora, ver el Capitulo VI del libro de Lang [58] para una prueba
del teorema de Frobenius. O

Observemos que el teorema de Frobenius es una generalizacién a dimensiones
mayores del teorema de existencia de curvas integrales. La topologia de N puede ser
més fina que la de M, como puede observarse en nuestro inseparable ejemplo de la
curva densa en el toro.
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2.A. Problemas

2.1. Probar que si « es irracional, entonces la imagen W de
H(t) — (eint)eiocnt) C S] % S]

es densa en el toro S' x S'. Elegir una base conveniente de la topologia del toro y
calcular la interseccién entre W y un elemento cualquiera de la base para probar que
esta interseccién tiene infinitas componentes conexas.

2.11. Probar el criterio para subvariedades de la Proposicién 2.4.8.

2.1I1I. Probar que si H es un espacio de Hilbert, entonces H es difeomorfo (con un
difeomorfismo de clase C*°) a la bola unitaria

B={veH:|v| <1k

Sugerencia: considere g(x) = x(1— ||x||2)*1/2. i Es esta aplicacién analitica?

2.1IV. Sean X,Y : M — TM campos y «, 3 sus respectivos flujos. Probar que si
[X,Y] =0, entonces los flujos conmutan,

x(t, B(s,p)) = B(s, x(t,p))
en el siguiente sentido: donde existe una expresién existe la otra y son iguales.
2.V. Si f,g,h € C¥(M) y X,Y,Z: M — TM son campos de clase C', probar que
= X(fg) = X(f)g + fX(g)
= [X, Y] = X(f)Y 4 f[X, Y]
= X, [V, ZI] = [V, [X, Z]] + [Z, [Y; XI].
donde X(h)(p) = pr2 o hupp (X(p)) para h € CK(M) y p € M.
2.VI1. Probar la Proposicién 2.5.7.

2.VIIL. Si f: M — N es un difeomorfismo y f, X := f,oXof ™!, probar que X : M — TM
y f.X : N — TN estdn f-relacionados. Si Xi,Y; (i = 1,2) estan f-relacionados, con
Xi:M = TM e Y;: N — TN, probar que

. [X1, X2l = [f. X1, £.X5]

y concluir que [Xj, X3] estd f-relacionado con [Y7, Y2].

2.VIIL. Sea f: M — N una inmersién inyectiva. S1 Y : N — TN es un campo tal que
Yi(x) € Tan(f.x) para todo x € M, probar que existe un tnico campo X: M — ™™
tal que f,. X =Y.
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Grupos de Lie

Ojala supiera cémo hacer que los
matemadticos se interesen en los grupos de
transformaciones y sus aplicaciones a las
ecuaciones differenciales. Estoy seguro,
absolutamente seguro, de que estas
teorias serdn, en algin momento futuro,
reconocidas como fundamentales.

SopPHUS LIE, EN UNA CARTA DIRIGIDA A
ADOLF MAYER

EFINIMOS un grupo de Lie-Banach G como una variedad diferenciable de
clase C? modelada por un espacio de Banach, tal que las operaciones pro-
ducto e inversa son también de clase C?; esto se puede resumir diciendo
que la funcién (g, h) — gh™! es C? como funcién de G x G en G. Como veremos en
este capitulo (Seccién 3.1.7), todo grupo de Lie es en realidad una variedad de clase
C® (analitica real).
Pidiendo que el producto sea C2, se puede deducir que la inversién es C2, ver el
problema 3.11 de este capitulo.

Mencionamos al pasar que si M es una variedad diferenciable cualquiera, y
Diff(M) denota el grupo de difeomorfismos de M con la composicién como la ope-
racién del grupo, este espacio no admite en general una estructura de grupo de Lie-
Banach, incluso en un caso tan “sencillo” como cuando M = S'.

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 58 $

58

Grupos de Lie

3.1. Teoria general

Usaremos {;: G — G, 74 : G — G, ¢q: G — G para denotar los difeomorfismos

€y :h— gh, Tg :h— hg, cg:h»—>ghg*1.
A las diferenciales de estas aplicaciones las denotamos L4, Ry, Ady : TG — TG, aunque
se suele reservar Ady para la diferencial de cq en h =1, y asi Adg : ThG — TG, se
denomina zsomorfismo adjunto o representacién adjunta. Observemos que por la
regla de la cadena, para las diferenciales se verifica

th = Lth, Rhg = Rth,
y ademads que como {,r conmutan lo mismo ocurre con sus diferenciales:
Lth:Rth Vg,hG G.

Como L4 es un isomorfismo (en particular Lg|t, g lo es), hay una identificacién natural
entre TyG y L4T1 G, que usaremos repetidamente (también hay una identificacién con
RyTiG que puede usarse). También se conveniente omitir el simbolo L en ocasiones
y escribir directamente

Lyv=gv

ya que aunque es un abuso de notacién, no conlleva a contradicciones ni mayores
problemas de interpretacién.

Observacidn 3.1.1 (Regularidad de los morfismos). Si f: G — H es un morfismo de
grupos de Lie (diferenciable), y G, H son de clase C¥, entonces f es de clase Ck~'.
Para probarlo, tomamos una curva diferenciable g; diferenciable por la identidad de
g. Se tiene f(ggt) = f(g)f(gt), y derivando en t = 0 vemos que

f*ngg = Lf(g)fﬂg

y entonces f.g = L¢(g)fx1Lg—1. Como el lado derecho es diferenciable (pues f lo es y
también lo son las operaciones en los grupos) vemos que g — f,4 es diferenciable, en
particular es continua. Luego f es de clase C'. Ahora vemos, repitiendo el argumento,
que f es en realidad tan regular como lo sean los grupos. Como veremos luego, los
grupos de Lie siempre son de clase C%, luego todo morfismo diferenciable entre grupos
de Lie es en realidad de clase C®.

Denotemos m: G x G — G al producto del grupo m(g,h) =gh,yconl:G — G
alainversa I(g) = g~'. Puede probarse (y lo dejamos para el lector) que (TG, m,, L,)
es un grupo de Lie si G lo era.
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Lema 3.1.2 (Derivadas del producto y la inversa). Sean g,h € G, sean g =Lgx €
T4G, h =Lny € ThG. Entonces para el producto se tiene

M. (g, (9, 1) = Rug + Lgh
o equivalentemente
M, (g,n) (LgX, Lny) = Lg(Rnx + Lny).
Ademds para la tnversa se tiene
Lgg=—-Lg1Rg1g.

Demostracidn. Sea g curva en G con go = ¢ y derivamos m(g¢,h) = g¢h = 19
en t = 0 para obtener m, (4 1)(g,0) = Rng. Si hs es otra curva con hy = h, derivando
m(g,hs) = ghs = {ghs en s = 0 obtenemos m*(g,h)(o,h) = Lgh. Como m, (g n) €s
un operador lineal

Mg (9 h) = M (1) (9, 0) + M (g1 (0,h) = Rpg + Lgh

y esto prueba las afirmaciones sobre el producto. Ahora escribimos m(g,I(g)) =
gg ' =1 para la curva gy, y derivando en t = 0 obtenemos

0 =1 (g,1(9)) = Lg(I(g)) + Ri(g)9

por lo recién demostrado. Como I(g)" = I,4g, despejando esto de la ecuacién anterior
se tiene la prueba de la afirmacién sobre la inversa. U

En particular m,(1,1)(x,y) = x+vy, y también I.;x = —x, y de hecho trasladando
el producto al origen vemos que en general

Ly 1R 1My (g, (Lgx, Lny) = x + Adny.
3.1.1. Campos invariantes
Siv € T;G, consideremos dado la funcién suave
g — Xu(g) =Lgv = ({g).1v,
que de hecho define un campo en G. Este campo tiene la siguiente propiedad:
LgXv(h) = (£g)n(Cn)av = (Lgn)a1v = Xyu(gh) = X, o {4(h) (3.1)

es decir L4X, = X, {4 para todo g € G. Un campo con esta propiedad es un campo
nvariante a izquierda en G, y el conjunto de los campos invariantes a izquierda se
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identifica con T,G mediante la construccién recién mencionada y su inversa, la cual
estd dada, para cualquier campo X : G — TG invariante a izquierda, por

X — X(1).

De la misma propiedad de invariancia a izquierda y las definiciones, vemos que X,
estd {4-relacionado consigo mismo para cada g € G.

Proposicion 3.1.3. St X,Y : G — TG son campos invariantes a izquierda, en-
tonces el campo [X,Y]: G — TG también es invariante a 1zquierda.

Demostracién. Como X, Y estan {4-relacionados consigo mismo, lo mismo ocurre con
el corchete de Lie [X, Y] por el Lema 2.6.4, y esto por definicién es equivalente a que
[X,Y] sea invariante a izquierda. O

El digebra de Lie-Banach g del grupo de Lie-Banach G es el espacio tangente
T.G en la identidad provisto de la estructura de Lie dada por los campos invariantes
a izquierda, esto es, si vyw € T{G ~ E, entonces

v, w] := [X,, X4, ](1).

En general, se puede definir un algebra de Lie-Banach g como un espacio de Banach
(real o complejo), provisto de un operador denominado corchete, [, | : gx g — g que
es bilineal, antisimétrico y verifica la identidad de Jacobi para todo x,y,z € g

[x, v, zll + [y, [z, x]] + [z, [x,yl] =0,

propiedad que se puede recordar teniendo en cuenta que un término se obtiene del
anterior desplazando los elementos a la izquierda, de manera cicilica.

3.1.2. Grupos a un parametro y exponencial

Si G es C2, los campos invariantes X, son de clase C', y entonces su flujo o, (s, g)
es tnico y de clase C'. Sea ¢, : I, — G la funcién ¢ (t) = «,(t,1), donde I, es el
intervalo maximal donde estd definida la curva del flujo del campo «,, (s, 1) que pasa
por la identidad del grupo. No es dificil ver que ¢, es un homomorfismo de I, en G,
es decir, si s,t,s +t € [, entonces

Pu(s+1) = dy(s)bu(t) = by (t) Py (s).
Para probarlo, basta ver que ambos lados son solucién de la ecuacién diferencial

d

35 (8) =X (e (s)),

lo cual es sencillo usando la definicién de todos los objetos (Problema 3.1v).
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Para reducir la notacién, denotaremos ¢ al flujo ¢, (t), sea J C I, intervalo
maximal simétrico donde ¢ estd definido. Si t € J y s > O es pequeilo, entonces
—t,t+ s € I,,. Entonces

Cep bs = d)t(bsd)t_] = PiysP_t = Prys—t = ds.

Derivando en s = 0 vemos que Adg, v =V para todo t € J. Luego Ry, v = Lg, v para
todo t €.

Lema 3.1.4. Para cada v € T1G, se tiene Dom(¢,) =R.

Demostracién. Supongamos que el dominio no es todo R, sea | = (—to,to) C I
intervalo maximal simétrico donde esta definido el flujo con 0 < ty < oo, afirmamos
que pu(t) = ¢, (t/2)?, definida en 2] es el flujo de X,, y esto nos darfa una contradic-
cién. Es claro que pu(0) = 1 y que p es suave. Por otro lado, u(t) = m(db(t/2), d(t/2))
y por la regla de derivacién del producto vemos que

u—

1
(1) =R/ 5Lew2V + Lo Lo 3V
=Low2low2V="Low2et2v=LuwV,

por la observacién previa y el hecho de que t/2 € ]. Esto prueba que p es el flujo de
XY, y asi debe ser Dom(¢,,) = R. O

Estas curvas ¢, son conocidas como grupos a un pardmetro en G; observemos
que ¢y, (0) = 1 mientras que ¢, (0) =v € T.G = g. De aqui en més las denotaremos
dy(t) = e por obvios motivos. Si queremos el flujo por cualquier g € G, tenemos
las curvas a un parametro definidas en todo R dadas por

Kg,v - t— gq)v(t) = getv

que verifican g, (0) = g, &g,,(0) = Lgv € TgG ~ L4 T.G.

Observacién 3.1.5 (Campos invariantes a derecha). ;Qué ocurre si tomamos campos
invariantes a derecha, es decir

X§(g) = (rg)a1v =Rgv = vg

parav € T.G y g € G? Podemos volver a considerar el problema del flujo de estos
campos, y afirmamos que las soluciones ahora seran las curvas e'Vg. Esto es porque
como Ly, v = Ry, v para todo t € R, entonces ¢y = e también es el flujo por la
identidad del campo invariante a derecha. Y luego derivando py = rq¢ = e*¥'g vemos
que

n' =RgRyv = Rggv = Ryv

asi que p es el flujo por g del campos invariante a derecha.
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3.1.2.1. La exponencial del grupo

Definimos la ezponencial del grupo de Lie G como la aplicacién exp : g — G
que asigna

vis e,

Observemos que exp(tv) = e'” es el grupo a un pardmetro, solucién de la ecuacién
o' =X, (a)
x(0)=e

También observemos que, como el flujo de los campos invariantes es suave, la funcién
exp es diferenciable. Ademds, como

diferencial

exp,o(v) = (™) =X, (e) =v,

se deduce que exp,, es la identidad de g. Asumiendo que G es un grupo de clase de
C! por lo menos, se deduce que para algiin entorno abierto V de 0 € g, la restriccién

explv:VCg—exp(V)CG (3.2)
es un difeomorfismo, de clase C*~! si G era CX.

Veamos que esto nos permite formar un atlas candnico para G, el atlas exponencial.
Antes observemos que por la continuidad de la multiplicacién, dado un abierto W
entorno de 1, podemos hallar otro abierto U més pequefio tal que U3 = {xyz : x €
U} € W. En efecto, basta tomar la preimagen de W por M, tomar un entorno Z x Z
dentro, tomar la preimagen de Z por m y alli dentro tomar un entorno U x U. Este
U es abierto alrededor de 1 y verifica U* = m(m(U, U), m(U,U)) ¢ m(Z,Z) Cc W.
Como 1 € U, en realidad tenemos U c U? ¢ U3 ¢ U* ¢ W. Por otro lado, tomando
UN U~ podemos suponer que U =U"".

Teorema 3.1.6. Sea G de clase C* con k > 2, sea U entorno de 1 tal que
U =U y U3 Cexp(V) con V como en (3.2). Para cada g € G, consideramos
la carta (gU, @4) dada por @4(gu) = @4(ge”) = z. Este sistema de cartas forma
un atlas compatible para G, de clase C< .

Demostracion. Sea Z = exp~ ' (U), sea z € Z, notemos que todas las cartan llegan
aZ. Sigiung,U # () entonces g1uy = gouy para u; € U. Tenemos que 92191 =
wu; ' € U? y ademds g7 'g2e® € U3 C expV, luego z — exp ™' (g; 'g2e?) es C* 1.
Ahora bien como ge* € g;U N g1U, tenemos goe* = gje” con w € Z. Luego

©g, Py, (2) = @g, (g26") =w =exp ' (g; ' g2€7)
y esto prueba que los mapas de transicién son de clase C*~'. O

Veremos luego que este atlas en realidad es también de clase C* (reduciendo U),
y de hecho tanto G como el atlas exponencial son analiticos.
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3.1.3. La representacion adjunta y morfismos

Dados v,w € g, si tomamos X,, X,, los correspondientes campos invariantes a
izquierda y e'v, et los respectivos grupos a un paradmetro por la identidad de G,
podemos calcular

g:t—= Aderv (W) = e™Mwe .

Observemos que g es una funcién a valores en g = T.G para todo t € R. Luego su
derivada en t = 0 serd un elemento de g, y no es dificil ver por medio de la definicién
de derivada de Lie de campos, que §(0) = v, w] = [X,, X, ](1) (Ejercicio 3.v).

Dado un espacio de Banach E, denotaremos con GL(E) C B(E) a los operadores
inversibles de E en E. Sea Ad : G — B(g) la aplicacién que asigna a cada g el operador

lineal
Adg = (lg)ue(rg—1)se = LgRg1 =LgR,".

Como Adg1 = Adgy 1, vemos que la imagen de Ad estd dentro del grupo de operadores
inversibles de g en g, denotado GL(g). Como este tltimo es un abierto del dlgebra de
Banach B(g), v el producto y la inversa alli son operaciones analiticas (Ejemplo 1.5.7),
entonces GL(g) es un grupo de Lie-Banach. No es dificil probar que la exponencial
de este grupo estd dada por la serie de potencias

+oo.|
n
n=0

Teorema 3.1.7. St G es grupo de Lie-Banach, entonces Ad : G — B(g) es un
morfismo de grupos de Lie-Banach suave.

Demostracién. Que Ad es morfismo es inmediato de las definiciones. Por otro lado
usando la carta exponencial de G tenemos que estudiar la suavidad de v — Ad.v
como funcién de g en B(g). Pero Adev = (LevTe—v)s1 ¥ €l grupo es (al menos) de
clase C? entonces esta aplicacién es de clase C' (méas adelante veremos que como en
realidad G es C%, entonces Ad es también C¢). O

Denotamos ad : g — B(g) a la derivada del morfismo Ad en g = 1. Entonces
tenemos que
ad,(w) = v,w] = [Xy, Xyl(1) = Lx, Xw(1).
3.1.3.1. Homomorfismos y la naturalidad de exp

Dados dos grupos de Lie-Banach G, K, y una aplicacién diferenciable f : G — K,
diremos que f es un homomorfismo si f es un morfismo de grupos.

Lema 3.1.8. Si f es morfismo de grupos suave, entonces f,; : g — £ es un
morfismo de algebras de Lie.
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Demostracion. Notar que si v,w € g entonces
fceves™) = f(eesWe ) = f(et)f(eSW)f(e?) ! = Ce(ervyf(e®™). (3.3)
Entonces derivando respecto de s en s = 0 se tiene primero
farAdevw = Adg(erv)faaw

ya que la diferencial de cy en h = 1 es Adgy. Ahora derivamos en t = 0 y recordando
que la diferencial de Ad en g =1 es el morfismo ad, tenemos

fo1(adv)(w) = ad(fav)(faw),

o en otras palabras
f*] [V)W} - [f*]\)’ f*]W]. D

Observacién 3.1.9 (Naturalidad del mapa exponencial). Denotemos con expg, expg
las respectivas exponenciales de los grupos G, K, y con g, £ denotemos las respectivas
algebras de Lie-Banach. Puesto que el morfismo f manda grupos a un parametro en
grupos a un parametro, segin vimos en la Observacién 3.1.8, se tiene que el siguiente
diagrama

fa
LA

g
ieXPG €XPk
G—>K

es conmutativo, es decir expy of,.1 = f o expg.

Més rigurosamente, como f es morfismo tenemos f(el!™s)V) = f(etvesV) =
f(etV)f(e®v) y derivando en s = 0 tenemos

Thetv €XPyty V = Lf(e“’)fﬂv = Xf*lv(f(etv).

Pero entonces si consideramos la curva 3(t) = f(e'V) en K, esta verifica $(0) = 1
y por lo recién calculado B’ = Xf+1V(B), luego B es el flujo por la identidad del
campo invariante a izquierda X+!V en K. Por la unicidad de los flujos debe ser f(t) =
expy (tf.1v) y en particular en t = 1 obtenemos lo enunciado:

flexpg(v)) = f(e") = B(1) = expy (fs1v).

Esta propiedad nos dice que la exponencial de grupos se comporta bien con los
morfismos, y es entonces un mapa natural. Luego esta propiedad se conoce como la
naturalidad de la exponenctial en grupos de Lie.
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Observacién 3.1.10 (La exponencial de la representacién adjunta). Usando la natu-
ralidad de la exponencial aplicada al morfismo Ad : G — B(g) (cuya difererencial en
g =1 es ad), vemos que para cada v € g se tiene Ad.v = e*?V, donde la exponencial
de la derecha es la dada por la serie de operadores lineales.

Observacién 3.1.11. A partir de la relacién foexpg(tv) = expg (tf.1v) podemos ver
que el ntucleo del morfismo f y de su diferencial se relacionan de la siguiente manera:

kerf,.; ={v € g:expg(tv) C kerf}.

En efecto, si v € kerf,; entonces f(etV) = ef1tV = ¢ = 1, y reciprocamente, si v es
tal que f(e'”) = 1 entonces derivando en t = 0 vemos que v € ker f,;. Notemos que
en particular, ker f es discreto si y solo si ker f,; = {0}.

Teorema 3.1.12 (Grupos a un parametro y suavidad automadtica). S: G es grupo
de Ine y vy : R — G es un morfismo continuo, entonces existe v € g tal que

v(t) =et.

Demostracion. Sea U = —U entorno del origen donde exp es un difeomorfismo y
tal que exp también es un difeo en 2U. Tomamos ¢ > 0 tal que y([—¢, ¢]) C exp(U)
y consideramos '(t) = exp '(y(t)) que es una curva cuntinua en g que levanta
(localmente) 'y con I'(0) = 0. Para [t| < ¢ es claro que

e2l(t/2) — (er(t/z))2 :Y(t/Z)z =v(t) = el"(t))

entonces I'(t/2) = 1/2I'(t). Inductivamente vemos que I'(t/2™) = 1/2~(T'(t) para todo
n € N, y en particular I'(s) € 1/2~U para |s| < ¢/2". Ahora vamos a extender a los
diadicos, tomamos k € Z con k| < 2™ y tomamos [t| < ¢/2™, entonces kI'(t) € k/2~U C
U y ademas

eI = y(1)" = y(kt) = eV,

lo que prueba que I'(kt) = kI'(t) para k < 2™ para estos t. Combinando la propiedad
iltima con la de las bisecciones, obtenemos la propiedad para los diddicos

I'(%/2nt) = k/2nT(t)

sift|] < ey |k|] <2™. Ahora los diddicos kt/2™ son densos en [—t, t], y por la continuidad
de I" obtenemos que I' es morfismo aditivo, esto es

I'(t) =t/el(e) =tv

donde v = ¢~ 'T(e) € v. Entonces localmente y(t) = etV (para |t| < ¢) pero usando
que es morfismo vemos que en realidad esto se traslada a todo R pues

M(kt) = y(0)* = (e™)k = e, O
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3.1.4. La diferencial del mapa exponencial

En esta seccién presentamos férmulas explicitas para la diferencial de la funcién
exponencial de un grupo de Lie-Banach.

Observacién 3.1.13. Como los grupos a un pardmetro son también son el flujo por la
identidad de los campos invariantes a derecha (Observacién 3.1.5), podemos concluir
que

(e™) =Lovv = Rotvv.

Si G es de clase C?, los campos invariantes seran de clase C', y lo mismo es cierto
para su flujo. Luego la exponencial es de clase C'.

Lema 3.1.14. Si G es de clase C? y v,w € g, entonces

1
exp(v+tw) = J elT"vpetvat
0

exp,., (W)

dt|,_,
1 1
= e"J Ad.—owdt = e“J et Vitw
0 0

= e"Fladv)w = [G(adv)w] e".
con F,G:C — C las funciones enteras dadas por

A
Fy=""5— vy G="°

respectivamente.

Demostracion. Sea (U, @) carta de G alrededor de eV, y consideremos la curva de-
finido alrededor de t = 0 dada por

(T—=t)v  t(v+w)

x(t) = (e e ) = @(m(e(11v, tvrw)))

a valores en E -el espacio vectorial que modela G-. Calculamos su derivada por medio
de la observacién anterior y el Lema 3.1.2:

!/
[0 (t) - (p*e“ft)vet(v | W)Ret(v lw)]—eﬂft)v (*V) + Le”*t)"Ret(" tw) (V +W),
recordando también que R y L conmutan nos queda
I
a'(t) = @uet-tvervim Retviwy Lo —ovw

Integramos en el intervalo [0, 1] para obtener la primer férmula

1 1
ee¥™)—op(e¥) = (1) — x(0) = J o = J Prelt—tivet(viw) Rot(viw) L1 —tvw dt.
0 0
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Reemplazando w por sw, y dividiendo por s, se tiene

1 1

g((P(e\thw) - (p(ev)) = J (P*e(Tft)Vet(v+sw)Ret(v+sw)I—e(1—t)vW dt.
0

Haciendo tender s — 0 se tiene

1 1

(p*evRetvI_eU t)det = QPxev J I_evAdefth dt, (34)

Prev €XPyy, W = J
0

0

donde usamos que @..v es una transformacién lineal continua. Usando que es un
isomorfimo, se cancela de ambos lados y se obtiene la primer identidad del lema.
También notamos que L¢v es lineal y puede ponerse tanto dentro o fuera de la integral
por su continuiudad. Como Ad. v = e %4 obtenemos las identidades integrales
para la diferencial.

Para obtener las identidades sin integral (las que conllevan el célculo funcional
con F o con G), notamos que podemos integrar la curva de operadores t +— e t¢dV y
luego aplicarla a w (en otras palabras, w sale fuera de la integral a la derecha). Como

~tadv 1
et =) — (=M (adv)

n>0

Integrando término a término,

1 1 (_])n
exp,, W = Lgv —J t"(=1)"(adv)"dtw = eV Z ————(adv)"w
nzon! 0 nzo(n‘l’])'
se tiene la identidad con la funcién F, ya que
A=Y (=1" n (3.5)
M+ '

n>0

La identidad con la funcién G se obtiene de la ya probada para F, operando formal-
mente con el operador %4V = Ad.v. O

Como o(F(T)) = F(o(T)) para todo operador lineal T, deducimos que esta dife-
rencial es inversible si y sélo si

o(adv) N{2kmi: k € Zyo} = 0.

Con mas precisién, como o(adv) C o(v) — o(v) (Lema 4.1.1 y Corolario B.3.2), la
diferencial de la exponencial serd inversible siempre que A — p # 2kmi (k # 0) para
todo A, € o(v).

Para una funcién entera F: C — C, existen relaciones entre su velocidad de creci-
miento y la cantidad de ceros que tiene F en regiones acotadas. Sin entrar en detalles,
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mencionamos las nociones minimas para escribir la factorizacién de Weierstrass de
una funcién entera F.
Consideremos el maximo de F en un disco,

M(r) = max [F(A)| = méax |F(A)].
A< Al=r

El orden de crectmiento p de F estd dado por el limite

; Inln M(7)
p=1limsup ——.
T—+00 Inr

El orden puede ser +oo. Es facil chequear que si F,G son enteras de orden pg, pg
respectivamente entonces

PF+G, Pre < max{pr, pcl.

Los detalles pueden verse en la monografia [71] de Boris Levin de acceso libre en la
pagina de la AMS. Cualquier funcién F de orden finito p < 1 tiene una expansién de

Weierstrass N
FA) =CNe? ] <1 — ) ex.
Zx
kezZ

Aqui {zx} € C —{0} son las raices no nulas de F y
C=FQA)/N = €C,

donde j € N es el orden de A = 0 como raiz de F. El producto converge uniformemente
sobre compactos de C a la funcién F. El exponente a € C se puede calcular de la
siguiente manera:

a = S In(FN)/N) o

En particular, como la exponencial A — e tiene orden p = 1, lo mismo se puede
decir de senos y cosenos, con lo cual es facil hallar la expresién

1—€_>\ _1x A A
F(A) = T =e 2 H (] — 2k7.n"> e 2kmi

KEZ 4o

Corolario 3.1.15. St v,w € A, entonces

exp,,(w) = eve 7o H (1 adv) e KT (W),

2kl
KEZ 2o
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3.1.5. La representacién local del producto

Consideremos v,w € g cercanos a 0, entonces la funcién B : U x U — g definida
en un entorno de 0
B(v,w) =exp ' (e¥e")

es una funcién suave. Como e® = eve" = m(e”,e"), usando la regla de derivacién
del producto es fécil ver que DB o)(v,w) = v +w. Como B(0,0) =0, la férmula de
Taylor 1.4.3 nos dice que

1

B(v,w) :v+w+J' (1 ft)DZB(tv,tW)(v,w)dt
0

y en particular
IBv, w) — (v +w)[| < K[[v][?[w]? (3.6)

donde K > 0 es una constante que sélo depende de la norma elegida.

Esta funcién B es de hecho analitica en grupos de Lie-Banach, y admite un desa-
rrollo en serie en términos de los corchetes de Lie del dlgebra. En esta seccién discu-
tiremos algo mas elemental: los dos primeros términos del desarrollo en serie de

t i B(tv, tw) = exp ' (etVe'™).

Lema 3.1.16. S: G es C3, para t € R suficientemente pequerio se tiene
tz
eVe™ =exp(t(v+w) + ?[v,w} +o(t3)).
Demostracién. Observemos que si f(t) = B(tv,tw) entonces fo = exp~'(ee®) = 0,
y también que eft = etVe', luego derivamos con la regla de la cadena, y usando la
férmula de la diferencial de la exponencial se tiene

1
L.r. J e %4 flds = Lo Retw (W4 V)
0

donde para derivar el lado derecho usamos el Lema 3.1.2. Como L., = Letvetw,
multiplicando por L.+, obtenemos

1
J e ST flds = L, wRew (W +V) =W+ Ade v =w 4 e 199y (3.7)
0

puesto que Ad.—«ww = w por la ecuacién (3.4). Evaluando en t = 0, como fy = 0
vemos que f) =v+w. Escribimos entonces f; = t(v+w) + %f(’)’ +0(t3) mediante la
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férmula de Taylor (Observacién 1.4.4). También es claro que f{ = v+w+tf{ +o(t?)

y entonces
—sadfy gl __ gt / 52 /
€ ft _ft_s[ft)ft]+7[ft) [ft)ft“+
12
:v+w+t%+nh%—SMv+w%HzﬂﬂHﬂm+Hﬁ+oﬂﬂ

=v+w+tf] +o(t?)

puesto que [t(v+w),v+w] = 0. Integrando s en [0, 1] tenemos entonces de la ecuacién
(3.7) que

v+w+tf] +o(t?) =w+e My
t2 3
=w+v—twv] + 5 w, [w,v]] + o(t)

=v+w—tw,v]+o(t?).

Debe ser entonces f§ = —[w,Vv] = [v,w], y nuevamente con el desarrollo de Taylor de
f, se tiene f(t) = fo + tfy + %f(’)’ +o(t) =t(v+w)+ %[v,w] +o(t3) que es lo que
queriamos probar. U

3.1.5.1. Férmulas de Lie-Trotter

Las siguientes férmulas son conocidas como férmulas de Lie-Trotter de la funcién
exponencial.

Lema 3.1.17. Siv,w € g, entonces

n
exp(v+w) = lim (e"/“ew/“)

n—oo

2
n
exp([v,w]) = nlgréo (e_"/“e_w/“e"/“ew/“>

Demostracién. Paran € N suficientemente grande, v/n y w/n estén suficientemente
cerca del origen como para usar la férmula del Lema 3.1.16. Entonces

2

exp ' (/e ™) =T/ (v+w) + ﬁ[v,w] +0(1/n3)

de donde

eV/mew/m = exp(l/n(v+w)+ ;%[v,w] +o(1/n?)) (3.8)

= exp(V/n(v+w)+o0(1/n?))
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y entonces
(e"/me™/™)™ = [exp(V/n(v + W) +0(1/n?))]" = exp((v +w) + o(1/n)).

Tomando limite para n — oo se tiene la primer identidad. Iterando la ecuacién del
lema, tenemos
e v/ Me W/MeV/MeW/M — exp(A(n)) exp(B(n))

donde

An)=T1hv+w)+ %[v,w] +0o(1/n3)

B(n) = —1/n(v+w) + %[v, w] +o(1/n3).

Aplicando nuevamente la férmula del lema,

exp_1 (eeB) =A + B+ 15H[A,B] + o(1/m3) =0+ %[v,w] + 0(1/n3),

luego
2
(efv/nefw/nev/new/n)n2 — [exp(]/nz v, W] + o1 /TLS))] n
= exp([v,w] + O(]/n)))
y haciendo tender n — oo tenemos la segunda férmula. O

3.1.6. La serie de Baker-Campbell-Hausdorff

La serie de Baker-Campbell-Hausdorff de v,w € g estd dada por
BCH(v,w) =vsw =exp ' (e’e"),

para v, w suficientemente pequefios. Estos resultados que siguen, extienden los de la
Seccién 3.1.5.

Proposicién 3.1.18 (Serie BCH). Sea G de clase C?, si v,w € g son suficiente-
mente pequenos, entonces

_1\yn+1 pl e
BCH(v,w) = Z %J (etedvetadw 1) 1 (v + etedvpw)dt.
n>1 0

En particular BCH(v,w) se obtiene iterando corchetes de v y w.
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Demostracién. Sea z = z(t) = exp~ ' (e'Ve'™), que como discutimos es una funcién
suave para t suficientemente pequefio. Derivando la relacién e*(!) = etVe'™ obtene-

mos, por la férmula de la diferencial de la exponencial
[G(adz)z']e* = ve* + e*w,

luego
G(adz)z' =v+ e 2w =y 4 etadVy,

tadvyy, - Ahora notemos que, para A € C con

puesto que e®dFw = etadvetadwy,, — ¢
Al < log(2), se tiene

(_])n+1

A =log(e)) = Z (=1,
n>1
luego
B A (_])n+1 e
G ' =57 =2 (=1

Entonces, si t es suficientemente pequefio se verifica ||adz|| < log(2) con lo cual

= G(adz) ' (v+e*itw)
(7])n+1 ad n—1 tadv
oy DM atr gyt (4 gty
n>1 n

Pero si observamos que z(0) = 0, entonces
1
exp ' (eVe™) = z(1) = z(1) — z(0) :J z'(t)dt
lo que nos da la férmula del enunciado. O

Observacion 3.1.19. Reordenando la expresién integral del lema se obtiene la férmula

1
BCH(v,w) =v + J g(etadvetadwipdt,
0

con g : C — C la funcién entera dada por

(_1)n+1

gA) =1+ A

n>1

Mientras que si desarrollamos (et®dvetadw _ 1)n—1 en serie en la expresién del lema
se obtiene una famosa férmula debida a E.B. Dynkin de la serie de Baker para v, w:

Z (—1)n+1 1 W) Wl o ylind 4y )]

= o (i1 +j1) + -+ (in +jn) Bl inljnl

—p—


http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=17507

Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 73 $

3.1. Teoria general

73

donde la suma es sobre las 2n-uplas (i1, - ,in,j1, - ,jn) tales que ix +jx > n, y
para v € N se denota

oo =1 vy oy e [ 100
———

T VECes

Observemos que, donde estd definida la serie, es una funcién analitica. Luego
podemos desarrollar en serie alrededor del origen

BCH(tv,tw) = Z t*pr (v, w)
k>0

con py homogéneos de grado k en (v, w). Como puede verse del desarrollo de Dynkin
recién obtenido, los polinomios homogéneos son en realidad corchetes de Lie que
involucran k términos en v y w. Los primeros polinomios son (comparar con el Lema
3.1.16)

Po =0, P1=v+w, P2 :1/2[V)W])

p3 = V2lv—w, v, wl] = V/12[v, [v,wl] + 1/12[w, [w, v]].

3.1.7. Grupos locales y la regularidad de los grupos de Lie

Veremos en esta seccién como dotar a un grupo de una estructura de grupo de
Lie usando la nocién de grupo local. Luego, mediante la estructura de grupo local
dada por la serie de Baker-Campbell-Hausdorff en un grupo de Lie, veremos que todo
grupo de Lie es de clase C® (analitica real).

Teorema 3.1.20 (Teorema del grupo local). Sea G grupo y V = V~! conjunto
que contiene al 1. Supongamos que U es una variedad de clase C* (k > 0) de
manera tal que valen

L1 El conjunto D ={(x,y) € Vx V:xy € V} es abterto en V x V y la multipli-
cacién my : D — V es de clase C* alld.

1

L2 La inversién I(x) =x~' es de clase C* en V.

L3 Para todo g € G existe un entorno abierto de la identidad Vg C V tal que
cg(Vq) C V y cg es suave en Vg (cg(h) = ghg™!
grupo).

es la conjugacion del

Entonces existe una unica estructura de grupo de Lie en G tal que la inclusion
U — G es un difeomorfismo con un abterto de G. Ademds st V genera G,
entonces la condicion [L3] no es necesario verificarla, se deduce de las otras
dos.
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Demostracién. Declaramos V abierto en G y con esto le damos a G la estructura de
grupo topoldgico, declarando xV abierto en G para todo x € G. Como V es difeomorfo
(u homeomorfo en el peor de los casos) via un mapa @ : V — U = @(V) CE aun
abierto U en un espacio de Banach, la topologia es Hausdorff y de base numerable.
Tomamos un abierto W alrededor de 1 tal que W = W~ C V tal que W2 x W? C D,
en particular W? C V pues 1 € W. Consideramos el atlas (xW, @y) con x € G y
©x(xy) = o(y), esto es @x = @ol, 1. Veamos que se trata de cartas compatibles, para
eso miramos una interseccién xWNyW y notamos que si h =xg; =yg2 € xWnNyw
Te W2 C V, luego x 'y = @ '(s) para s € U. Miramos el
mapa de transicién ® = @, o (pg1 oy (W NyW) — oy (xW NyW), sabemos que

h=yg: = (Pg1 (z) =y@'(z) con z € U, y se tiene

entonces x 'y = 919,

D(z) = px 0 @y ' (2) = ex(h) = @x(yg2) = @(x 'yg2) = @@~ ' (s)o ' (2)).

Esto es
D(z)=ole '(s)o '(2)) =pom(x 'y, '(2)). (3.9)

Como x 'y € W2 y ¢ '(z) € W C W? entonces (x 'y,@ ') € D donde m es
suave, asi que @ es suave. Por la misma definicién de las cartas, si escribimos {4 en
coordenadas es la identidad asi que {4 es un difeomorfismo de G para todo g € G. Si
h = xg € xW, entonces es facil ver que

I(h)=I(xh)=h "x" =01 0cy ol 1(h), (3.10)

OI|W

como todas las funciones son suaves por hipétesis (cortando W con Vj si es necesario
para que la conjugacién c, sea suave en un entorno de x_'h € W, mediante el axioma
L3), se concluye que I es suave en xW y entonces es suave en todo G. Ahora veamos
que cada c4(h) = ghg™! también es suave fuera de Uy, de hecho un difeomorfismo
pues tiene una inversa que se computa como c4-1 que resultard por ende suave
también. Como c4 o€y =g 41 0 Cg, basta probar que ¢4 es suave en algin entorno
de la identidad, pero eso lo tenemos como hipétesis. Ahora veamos que el producto
es suave en G, tomamos h = xg; € xW, h = yg, € yW, reducimos W a Vi, Vy
respectivamente y notamos que

m(h,h) =l om0 (cy—1 xid)o (L1 x &—1)(h,h). (3.11)

Entonces m es suave en xV, x yVy C xW x yW y con esto es suave en G. Hemos
probado que G es un grupo de Lie, y la inclusién i : V < G es un difeomorfismo
por construccién. La unicidad de la estructura se sigue del hecho de las traslaciones
deben ser difeomorfismos en ambas estrucuras diferenciables, y las dos coinciden en
un entorno de la identidad.

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 75 $

3.1. Teoria general

75

Supongamos que V genera G. Entonces dado g € G escribimos g = g1g2---gn
con los g; € W, y la conjugacién se descompone como ¢y = Cgq,Cgq, - Cg, . Cada g;
es suave porque el producto y la inversa son suaves en Vg, ; cada cg, fija el 1 asi que
achicando los Vj, podemos suponer que cq, (Vy,) C Vg, , parak=1,...,ny asila
composicién cg4 es suave en Vg = Vg . O

Recordamos que en este texto presentamos a los grupos de Lie requiriendo que
sean variedades de clase C? con operaciones de la misma clase. Veremos a continuacién
como esta condicién C? implica que la estructura diferenciable es en realidad de clase
C®, y también que las operaciones son de clase C%.

Observacién 3.1.21 (Las componentes de G y las traslaciones). Si G es grupo de Lie,
todas las componentes conexas son isomorfas a G; (la componente de la identidad)
via {. Esto es porque si g € G, (otra componente), entonces {4(G1) = G2: {4(G2) es
conexo y contiene a g = g - 1, luego {4(G1) C G, y razonando con {1 tenemos la
otra inclusién. Es més, tomando como atlas cualquier carta alrededor de la identidad
trasladad por ¢, los mapas {4 se ven como la identidad en este atlas, luego serén tan
regulares o suaves como lo sea la estructura diferenciable de G. Y asi, si dotamos a
G de una estructura de clase C¥, todas las demés componentes conexas seran igual
de regulares que esta.

Teorema 3.1.22. Todo grupo de Lie de clase C? es de clase C%, todo morfismo
diferenciable entre grupos de Lie es también de clase C®.

Demostracién. Por la observacién anterior, podemos suponer que G es conexo. To-
mamos un entorno W como en el teorema del grupo local, pero lo achicamos mas si es
necesario para que la serie de Baker-Campbell-Hausdorff sea convergente en U x U,
donde U = exp ' (W). Tomando como atlas las cartas trasladas por gy, tomamos
z € @y(xWNyW) = exp ' (xW NyW) y el mapa de transicién ® = @y o (,og1 se ve
de acuerdo a la prueba de dicho teorema (3.9) como

D(z) = o(@ ' (s)o ' (2)) = exp™ ' (e’e?) = BCH(s,2)

asi que resulta de clase C®. En el entorno W, la inversa se ve como v +— —V
usando la carta exponencial, asi que es claramente analitica. También las trasla-
ciones a izquierda son tautolégicamente analiticas por la observacién anterior. Vea-
mos que la conjugacién es analitica en un entorno de la identidad: podemos escribir
g=gi...gn =¢€""e2...e"" conlos v € Uy como ¢4 = ¢y, ...Cq, basta ver que
Cev lo es. Pero

elcevo 1(z)) =exp '(eVe*e %) = Adevz = ez
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que es claramente analitica como funcidén de z por ser lineal. De cgoly = {y,4-10cg €n
realidad vemos que cq es analitica en todo G. Ahora de la identidad (3.10) podemos
deducir que la inversién es entonce analitica en todo G, y de la identidad (3.11)
vemos que para probar que el producto es analitico, basta verlo en un entorno de la
identidad. Pero si eV, e"™ € W entonces

@(m(e”,e")) =BCH(v,w)

y entonces el producto es de clase C% localmente, con el mismo argumento que en
el teorema anterior, es globalmente C®. La afirmacién sobre los morfismos es ahora
consecuencia de la Observacién 3.1.1. O

Observacién 3.1.23 (El quinto problema de Hilbert). Puede uno preguntarse si la
condicién de regularidad C? puede relajarse, ya que como vimos, para los morfismos
basta con que sean continuos para concluir que sean analiticos. Este es el quinto
problema de Hilbert, que preguntaba si un grupo topolégico que es a su vez una
variedad de clase C°, es entonces un grupo de Lie. En el caso de variedades en dimen-
sién finita (de manera que G es una variedad C° modelada por un espacio vectorial
de dimensién finita), la respuesta al quinto problema de Hilbert es afirmativa, como
probaron Montgomery-Zippin [66] y Gleason [40] en los afios 50. Un paso intermedio
de la demostracién es llegar a que hay una estructura local de clase C"! en el grupo
CO, en el sentido siguiente: hay una carta (U, ¢) alrededor de la identidad del grupo,
donde si x,y € @(U) entonces el producto tiene la regularidad siguiente

xxy=o(e ' (x)o ¥)=x+y+o(|x| y])-

Esto es equivalente a que el producto m : G x G — G sea de clase C' en algtin
entorno de la identidad, y ademads las derivadas parciales sean localmente Lipschitz
alli. Por la férmula para la diferencial de m, esta dltima condicién es equivalente a
que g — Lg,g — Ry sean localmente Lipschitz en algin entorno de 1. La funcién
¢! juega aqui el papel de la funcién exponencial del grupo (que a priori no existe
porque el grupo no es diferenciable), y lo que tenemos es un andlogo de la férmula
de Baker-Campbell-Hausdorff.

La demostracién de este primer paso, que involucra las llamadas métricas de
Gleason, se rompe rapidamente en dimensién infinita, ya que el hecho de que G es
localmente compacto es clave para muchos de los pasos (esta prueba puede verse en
el texto de Tao [85, Secciones 1.3.3-5]).

Sin embargo, si uno parte de un grupo topolégico G de clase C° modelado por
un espacio de Banach y asume que este es de clase C'»! en el sentido antes explicado
(el producto es C' en algin entorno de g = 1 y L, R son localmente Lipschitz allf),
entonces puede munirse a G de una estructura de grupo de Lie de clase C® que

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 77 $

3.2. Subgrupos de Lie-Banach

77

preserva la topologia original, siguiendo los pasos explicados en el texto de Tao [85,
Seccién 1.2.5], sin mayores modificaciones. Lia idea central es probar que la operacion
X * Yy es analitica, y esto le da una estructura de grupo de Lie local C* a ¢(U), que
se copia a U usando la carta ¢. Luego es cuestién de copiar esta estructura por todo
el grupo usando el teorema del grupo local.

3.2. Subgrupos de Lie-Banach

Un subgrupo de Lie-Banach es un subgrupo que es también subvariedad. Nueva-
mente hay que considerar distintos tipos: subvariedades inmersas (el tangente es un
subespacio cerrado), embebidas (tienen la topologia de subespacio pero no necesaria-
mente se parte el tangente), embebidas-partidas (regulares). Todo subgrupo de Lie
(embebido) K C G es topoldgicamente cerrado en G, pues es localmente cerrado por
ser subvariedad (Ejercicio 3.v1). Reservaremos el nombre subgrupo de Lie-Banach a
aquellos subgrupos que sean subvariedades embebidas, es decir, a aquellos subgrupos
que sean variedades diferenciables cuya topologia coincida con la heredada. También
denominaremos subgrupo analitico a aquel subgrupo que siendo variedad diferencia-
ble, tenga una topologia més fina o igual que la heredada, es decir que es un subgrupo
inmerso.

En general, si H C G es un subgrupo topoldgico de un grupo de Lie-Banach
G, cerrado para la topologia de subespacio, entonces si expg : g — G denota la
exponencial de G, podemos poner

h:={veg:exps(Rv) C H}L

Este resulta un subconjunto cerrado de g. Pero no es dificil ver que se trata de hecho
de un algebra de Lie-Banach, como veremos en la Proposicién 3.2.3. Por restriccién
se tiene una aplicacién exponencial

expy : h— H.

Una consecuencia del Teorema de Frobenius (ver la Observacién 2.6.3) es que si tiene
suplemento, esta subdlgebra es integrable, en el sentido siguiente: el grupo generado
por las exponenciales de elementos de b, es decir

Hy = (expg(h) :h € b),

tiene una estructura de grupo de Lie-Banach en la que § es su dlgebra de Lie-Banach
y la exponencial del grupo H; estd dada por la restriccién de la exponencial de G
segln se explicd recién.

La inclusién H; C G es una subvariedad inmersa en el sentido de que la inclusion
es diferenciable y la diferencial de la inclusién es inyectiva y de rango cerrado, y
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permite dar a H una estructura diferenciable que hace de éste un grupo de Lie-
Banach de manera que H; es la componente conexa de la identidad de H. En el caso
finito dimensional, H; es una subvariedad embebida de G y entonces la topologia
inducida por la estructura de variedad que se le dio a H, coincide con la topologia
original de éste. En el contexto de dimensién infinita, no es dificil dar un ejemplo
de un subgrupo topolédgico cerrado H de un grupo de Lie-Banach G, cuya estructura
diferenciable inducida por la construccién recién mencionada le da una topologia que
no coincide con la topologia original de H como subespacio topolégico de G (ver el
Ejemplo 3.2.9).

Si comenzamos con una subdlgebra de Lie suplementada (y no con un subgrupo
cerrado), la construccién recién mencionada del grupo generado por las exponenciales
de elementos de la subdlgebra se puede hacer sin inconvenientes, pero cabe destacar
que en general Hy no resultard subvariedad regular (ni embebida) de G, ni siquiera
en dimensién finita. Un ejemplo sencillo de esta afirmacién, se obtiene considerando
el ejemplo ya mentado

KcT=S8"x§'

donde K es el grupo de Lie que integra la subalgebra de Lie generada por el elemento
(myma), y a € R es un ntmero irracional a eleccién del lector. Este subgrupo K
resulta una curva densa en el toro, y por lo tanto no puede ser subgrupo de Lie con
la topologia de subespacio.

3.2.1. El algebra de Lie de un subgrupo cerrado

Sea K C G subgrupo de Lie inmerso. Como i: K — G es un morfismo de grupos
de Lie suave, el Lema 3.1.8 nos dice que i, es un morfismo de algebras de Lie:
para v,w € T7K, tenemos que i,1[v,wlx = [is1V,1.1Wlg. Si identificamos T;K con
el subespacio £ = 1,1 T{K C &, vemos que £ es subdlgebra de Lie de g. Veamos como
el mapa exponencial nos permite describir esta subalgebra como aquella que genera
subgrupos a un parametro en K:

Lema 3.2.1 (Sub&lgebra de subgrupo inmerso). Sea K C G subgrupo inmerso,
t = 1K el subespacio tangente en k = 1 de la subvariedad K C G. Entonces la
ezponencial de K es la restriccion de la exponencial de G y ademds

t={veg:e™v CcK VteR}

Demostracion. Sea S el conjunto de la derecha. Podemos caracterizar T; K como las
clases de equivalencias de curvas suaves en K por la identidad. Entonces claramente
si v est4d en el conjunto de la derecha la curva a(t) = eV cumple estos requisitos
y se tiene la inclusién T;K O S. Por otro lado, consideremos el campo invariante a
izquierda X, en G. Como TyK = L4T;K para todo g € K, vemos que X, es tangente
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a K siempre que v € T;K. Luego induce un campo X|x en K que estd i-relacionado
con X; existe un intervalo | alrededor de t = 0 tal que el flujo ¢ de X|x por g =1
coincide alli con el flujo de X (Observacién 2.5.8). Entonces para t € ] tenemos que
expg (t) = e', afirmamos que | = R. Supongamos que no, sea | = (a,b) maximal
donde vale la igualdad con 0 < b < oo, tomemos p(t) = (et¥/2)2. Es claro que p esté
definida en 2], que n(0) = 1 y que pu C K ya que K es un grupo. Ahora p(t) = e
luego p{ = e™v = pv, entonces p es solucién de la ecuacién del flujo de Xk, asi
que extiende la solucién original, contradiccién. Como | = R, hemos probado que
ety C K para t € R. Esto prueba la otra inclusién y también que la exponencial de G

se restringe bien al subgrupo inmerso. O

Observacion 3.2.2. Si K C G es subgrupo de Lie inmerso y cerrado, el siguiente
argumento més directo muestra por qué la exponencial se restringe bien: sea y C K
es una curva por 1 con y) = Vv, la podemos levantar al tangente g usando que la
exponencial de G es un difeomorfismo local, vy = expg(It) v es claro que Iy = 0.
Vemos que v =y = exp,r, [ = [} y notamos que

limy(t/n)" = lime™ (/™) = etfe = et

n n
Como K es subgrupo cerrado, €l lado izquierdo esta en K para todo t, luego el lado
derecho también y esto prueba que et C K.

Por otro lado, si partimos de un subgrupo topolégico cerrado K C G, gracias a las
férmulas de Lie-Trotter, obtenemos la prueba de que este subgrupo cerrado tiene un
algebra de Lie-Banach asociada con la misma propiedad que en el caso anterior:

Proposicién 3.2.3. Sea G grupo de Lie-Banach y sea K C G un subgrupo cerra-
do. Sea
t={veAd:e K VteRL

Entonces £ C g es una subdlgebra de Lie-Banach real.
Demostracién. Siv, — Vv en g con v, € ¢, entonces
exp(tv) = limexp(tv,) € K
n

para todo t € R, con lo cual £ C g es un subconjunto cerrado. Por otra parte, siv € ¢
entonces sv € £ para todo s € R por definicién. Ahora supongamos que v,w € ¢,
entonces por las primer féormula de Lie-Trotter

et[v+w) _ etv+tw _ Hm(etv/netw/n)n.
n

tv/n

Como e € K para todo t,n (y lo mismo vale para w), y K es un grupo, el

tv/netw/n

producto e y la potencia n-esima de este estdn en K; como K es cerrado el
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limite también y esto prueba que v+w € €. Entonces £ C g es un subespacio cerrado.
Ahora con la segunda férmula de Lie-Trotter

et[v,w] — e[tv,w] — Hm(eftv/nefw/netv/nev\;/n)nz
n
y repitiendo el argumento anterior, probamos que ¢ es una subdlgebra de Lie. O

El que sigue es un resultado que caracteriza los subgrupos de Lie.

Teorema 3.2.4. Sea G grupo de Lie, sea H C G un subgrupo cerrado y sean
b C g las respectivas dlgebras de Lie-Banach. Supongamos que ezxiste un entorno
U abterto de 0 € g suficientemente pequeno tal que

exp(UNph) =exp(U) NH.

Entonces H tiene una unica estructura de variedad diferenciable que lo hace
subgrupo embebido de Lie-Banach de G.

Demostracién. Como exp,, = idy, existe un entorno Z del 0 € g de manera que
explz : Z — exp(Z) C G es un difeomorfismo. La frase suficientemente pequerio
quiere decir que U C Z. La idea de la prueba es la siguiente: hay una inclusién

exp(UNp) Cexp(U)NH

que es trivial. En el caso en el que se cumpla la inclusién no trivial, lo que obtuvimos
es un cierto entorno abierto de e € H -el conjunto W = exp(U N h)- que se obtiene
como interseccién del abierto exp(Ul) de G con el subgrupo H. Esto permite utilizar
la exponencial de G restringida como carta de H en un entorno de e, para obtener
una subvariedad embebida, pues esta carta se traslada a todo el grupo H usando los
difeomorfismos de G dados por trasladar a izquierda, usando el Teorema 3.1.20 del
grupo local. O

Con este teorema podemos probar que las preimagenes de morfismos son subgru-
pos de Lie y caracterizar su algebra de Lie:

Teorema 3.2.5 (Subgrupos y morfismos). Sea f: G — H morfismo de grupos de
Lie y Hy C H subgrupo de Lie. Entonces G1 =f~'(H;) es subgrupo de Lie de G
con dlgebra de Lie g1 = f;ﬂ b1, donde by es el dlgebra de Lie de Hy. En particular
el nicleo de f es subgrupo de Lie cuya dlgebra de Lie es kerf,;.
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Demostracion. Es claro que G; C G es subgrupo cerrado, tomamos g; C g como
en la Proposicién 3.2.3, es facil ver que g; = f;ﬂl'“ usando la naturalidad de la
exponencial. Ahora queremos ver hay un entorno abierto U C g donde se verifica
exp(UNgy) = exp(U) N Gy. Como H; C H es subgrupo de Lie existe un entorno
abierto V de O € ¢ tal que expy (VNh1) = exp(V)NH;. Sea U = f*jIV C g. Afirmamos
que para este entorno se verifica la condicién anterior, veamos la inclusién no trivial:
six € Uyexpg(x) € Gy entonces expy (f.1x) = f(expg(x)) € f(Gy) = Hy, y ademas
f.ax € V luego f.1x € hy. Entonces x € f:ﬂm = g7 como ya mencionamos, y esto
concluye la prueba. O

Sera 1til el siguiente lema para entender el comportamiento de los subgrupos de
Lie que no estdn necesariamente dados por preimégenes de morfismos (la norma aqui
es cualquiera compatible con la estructura de g):

Lema 3.2.6. Sea K C G subgrupo cerrado del grupo de Lie G, sea t su dlgebra
de Lie como en la proposicién anterior. Supongamos que 0 # v, € g tiende a
cero y que e¥i € K para todo j € N. Entonces todo punto de acumulacién de la
sucesion normalizada vj/||vj|| es un vector de t.

Demostracion. Pasando a una subsucesién, podemos suponer que v;/|vj| —; v de
norma unitaria. Dado t € R, podemos elegir una sucesién n; € N tal que n;|v;|| — t,
ya que |[vj|| — O (por ejemplo n; = max{l € N : 1 < t/|vj|, ya que entonces

ny[vil| <t < (nj 4+ 1)[jv;]| y asi 0 <t —ny|v]|; < ||vj|| = 0). Notemos que

etV = li;rn exp(n||vj|v;/Ilvil) = li;[n exp(nyvj) = 11’];nexp(vj)“j
y como cada e”7 € K, que es un grupo cerrado, entonces e' € K y se tienev € &. [

Los subespacios suplementados nos permiten recorrer un entorno de la identidad
como un producto directo, como muestra el siguiente lema que serd de utlidad luego:

Lema 3.2.7. Seag=T®S y sea U C g entorno de 0 donde la exponencial del
grupo de Lie G es un difeomorfismo con su imagen. Entonces, achicando U de
ser necesario, el mapa (t,s) — e'e® es un difeomorfismo entre U y un entorno
abterto de 1 en G.

Demostracién. Observemos que f(t + s) = e'e® es suave y tiene diferencial en t =
s = 0la identidad: en efecto, si escribimos f(A(t+s)) = e*'e?® para A € R y derivamos
en A = 0, por el Lema 3.1.2 y la Observacién 3.1.13 obtenemos f,o(t+s) = t+s.
Entonces el teorema de la funcién inversa nos dice que f es un difeomorfismo local. [
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Teorema 3.2.8. Sea G grupo de Lie-Banach, g su dlgebra de Lie-Banach. Su-
pongamos que £ C g es una subdlgebra cerrada. Entonces

1. Emste un grupo de Lie-Banach conezo K* C G (subgrupo analitico) tal que
el dlgebra de Lie-Banach de K* coincide con t.

2. St K C G es un subgrupo topolégico cerrado, y ¢ denota el dlgebra de Lie-
Banach de K, entonces K tiene una estructura de grupo de Lie-Banach de
manera que la topologia T inducida es postblemente mds fina que la de G.
Ademds K* = (Ky)¢ (la componente de la identidad del grupo K munido de
la topologia T), y K* es subgrupo de Lie-Banach normal de K.

3. St dim(G) < oo, la topologia Tt de K y la de subespacio coinciden.

Demostracién. Tomamos un entorno U de 0 donde la exponencial de G es un difeo-
morfismo y tomamos K* = (exp(UN¢)) C G. Es claro que K* es un grupo, y también
que V = exp(U N ¢) es una variedad analitica pues G lo es, cuyo tangente en k = 1
es €. A partir de las férmulas de Baker-Campbell-Hausdorff es claro que se verifican
los axiomas L1,12 del grupo local y entonces por el Teorema del grupo local 3.1.20
concluimos que K* es grupo de Lie. El grupo K* es conexo pues es generado por el
entorno V (y esto mismo hace que no sea necesario verificar L3).

Sea ahora K C G subgrupo cerrado, y tomamos £ su dlgebra de Lie-Banach como
en la Proposicién 3.2.3. Dado v € t se tiene eV € K, luego tomando V como en el
parrafo anterior, se tiene V C K y entonces K* C K. Notar también que si x € Ky
z € ¥ entonces

exp(tAd,z) = xe'*x ' € K

luugo por definicién Adyz € £ y también por definicién c e* = e*dx% ¢ V C K*.
Como K* estd generado por los productos de e*, z € U N ¢, vemos que K* es un
subgrupo normal de K.

Declaramos V abierto en K y le damos a K la estructura diferenciable del cubri-
miento {kVhck, como hicimos en la prueba del Teorema 3.2.4; con la misma demos-
tracién se ve que las operaciones son suaves y que K es un grupo de Lie. En particular
es un grupo topoldgico; se tiene K* = (V) C K y también sabemos que (Kj); = (V)
(Ejercicio 3.v11); entonces debe ser K* = (Kq)<.

Si dim(G) < oo, entonces su algebra es de dimensién finita y lo mismo es cierto
para € pues es un subespacio. Luego K* = (K;). tiene dimensién finita, y lo mismo
es cierto para K; pues todas las componentes son difeomorfas. Para ver que K es
subgrupo embebido, por el Teorema 3.2.4, basta probar que hay un entorno de 0 tal
que exp(UNt) = exp(U)NK. Supongamos que no es asi, entonces podemos encontrar
una sucesién no nula de vectores v; € g que tiende a cero, de manera tal que e¥/ € K
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y que v; ¢ £ para todo j. A partir de un j todos los e/ estdn lo suficientemente
cerca de 1 como para poder escribirlos univocamente como €%/ = e*ie® con kj € €
y sj € S, el suplemento de ¢ (Lema 3.2.7). Notemos que s; # O para todo j puesto
que v; ¢ ¢, y entonces pasando a una subsucesion, s;j/|[[sj|| — s € S con s # 0. Pero
K

e’ = e “ieYi € K para todo j, luego s € ¢ por el Lema 3.2.6, contradiccién. O

Todo subgrupo de Lie de un grupo de Lie-Banach G resulta cerrado (Ejercicio
3.vi1) y en dimensién finita todo subgrupo cerrado, como vimos recién, es subgrupo
de Lie-Banach. Luego se tiene (en dimensién finita) la equivalencia entre subgrupos
cerrados y subgrupos de Lie, conocida como teorema de Cartan. Como puede verse
de la demostracién, en realidad para garantizar que K C G sea subgrupo de Lie
(embebido), alcanza con que la codimensién del &dlgebra suplementada ¢ C g sea
finita.

En dimensién infinita no es dificil dar con un contraejemplo:

Ejemplo 3.2.9. Consideramos G = L%([0,1],R) como grupo de Lie-Banach aditivo y
la topologia inducida por la norma 2. Tomamos las funciones a valores en Z, es decir
K = L%([0, 1], Z), que resulta un grupo de Lie-Banach aditivo, y subgrupo analitico de
G. Es facil ver que K es cerrado en G, pues se tiene convergencia en casi todo punto.
Observemos que la exponencial de G es la identidad por ser G un grupo abeliano.
Luego el algebra de Lie de K estd dada por

t={feG:tfc KVteR}.

Esto sélo es posible si f = 0, luego ¢ = {0}, y en consecuencia (en la notacién del
teorema previo) K* = {0}, y luego K. tiene entonces que ser discreto. Pero por otra
parte, dada f € K, si consideramos la funcién continua F: I x K — K dada por

flx) 0<x<t
0 t<x<I1

F(t, f)(x) = {

nos muestra que K es arco-conexo como subespacio topolégico de G. Luego la to-
pologia de K como grupo de Lie-Banach no coincide con la topologia de K como
subespacio de G.

En este ejemplo, y con respecto a la prueba del teorema anterior, notemos que
g = {0} ® g y una sucesién v, — 0 con e’ € K pero v, # 0 para todo n (o sea
vn ¢ ) es, por ejemplo Vi, = X[0,1,/m], Ya que el dlgebra el nula pero el grupo son las
funciones a valores enteros. De la sucesién normalizada vy, /|[vn| = v/NiX[0,1/n] DO €8
posible extraer ninguna subsucesién convergente en 2.

Observacidn 3.2.10 (Otra prueba del teorema de Cartan). Si no queremos usar las
férmulas de Baker-Campbell-Hausdorff ni el hecho de que la exponencial es un difeo-
morfismo local (por ejemplo, si estamos en el grupo de difeomorfimos G = Diff(M)
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de una variedad de dimensién finita M), podemos probar el teorema de Cartan usan-
do el Teorema de Frobenius. Para eso, necesitamos pedir que ademads de ser cerrada,
la inclusién ¢ C g sea suplementada. La demostracién es como sigue: tomamos el
subfibrado de TG ~ G x g dado por E = {Lgt}gec. Si X,Y € E, entonces existen
Ag, By funciones suaves a valores en ¢ tales que Xg = gAg, Yg = gB4. Calculamos

[Xg)Yg] :Yé(xg)_x/(Yg) (“Boc_BA[S)

~dtf
donde « es el flujo de X, es decir & = Xy = aAy, @(0) = g, v B es el flujo de Y.
Observemos que como A, C &, entonces su derivada en t = 0 (que denotaremos como
A() permanece en ¢. Lo mismo se aplica a Bg. Se tiene

[Xg,Ygl = g[Ag,Bgl + g[Bg, Al € gt =E

luego por el Teorema de Frobenius (Observacién 2.6.3) el subfibrado E es integrable.
Sea K* la variedad integral conexa maximal de E que pasa por go = 1. Primero
veamos que se trata de un grupo de Lie: dado h € K*, sea M = h~'K*. Es claro que
M es conexa y contiene a g = 1; por otro lado observemos que

Tn1gM ={lod : a(t) = h™'B(t) con Bo = g, B C K*}
- Lh71 TgK* = thl Lgk - I_hfl gé - Thfl gK*.

Entonces M también es una variedad integral por g = 1 del subfibrado E, y por la
maximalidad debe ser M = h™'K* C K* y en particular h™! = h™'.1 € M C K,
lo que prueba que el inverso de h es también un elemento de K*. Con un argumento
similar se prueba que si h,k € K entonces hk € K. Como K* C G es subvariedad
inmersa, las operaciones producto e inversa se restringen a operaciones suaves en
K, y asi resulta K* grupo de Lie. Veamos ahora que la exponencial es la restriccién
de la de G: si v € ¢, consideramos «(t) = e y la variedad S = im(«); como
Ta(t)S = Ly(t)v C E, tenemos que S es es una variedad integral del subfibrado E que
pasa por g = 1; luego S C K*. En particular e¥ € K*, pero ademds es claro que « es
el flujo del campo invariante a izquierda en K* que pasa por 1 con velocidad inicial
v, luego expy = expg le. De aqui deducimos también que exp(t) C K*.

3.3. Integracion de morfismos y el revestimiento universal

La integracién de un algebra de Lie (en el caso que sea suplementada), puede
tomarse como un caso de integracién de morfismos de dlgebras de Lie, es decir la
btisqueda de un morfismo de grupos de Lie que lo tenga como diferencial en la iden-
tidad. Comenzamos con una equivalencia sencilla:
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Lema 3.3.1 (Morfismos suaves). Sea f: G — H morfismo de grupos. St G,H son
grupos de Lie, son equivalentes:

1. f es suave en un entorno de la identidad
2. f es suave

3. Existe un operador lineal continuo T : L(G) — L(H) tal que expy ol =
foexpg.

Demostracién. Claramente 2 = 3 por la naturalidad del mapa exponencial (toman-
do T = f,1) y como la exponencial es un difeomorfismo local expg |y — expg(U) =
W, si vale 3 entonces f = expy oT o expg \\7\) nos muestra que vale 1. Supongamos
entonces que f es suave en un entorno W de la identidad, y veamos que es suave en
todo G. Dado g € G, tenemos que gW es un entorno de g, veamos que f es suave
alli. Para y € gW se tiene f(y) = f(gw) = f(g)f(w) = f(g)f(g~'gw) = f(g)f(g 'y),
es decir

flgw = L(g) o flw 0 g (3.12)

y como los tres mapas son suaves, f|qy también lo es. O

Vimos que todo grupo de Lie es analitico en el Teorema 3.1.22. Veamos cémo
influye esto en los morfismos:

Teorema 3.3.2 (Suavidad automatica). St f: G — H es un morfismo continuo de
grupos de Lie, entonces f es de clase C%,

Demostracién. Tomamos v € g y notamos que como f es morfimos continuo, t —
f(e') es un grupo a un pardmetro continuo en H. Entonces, por el Teorema 3.1.12,
debe ser f(etV) = exp,,(tz) para algtin z € €; llamemos z = Lv, entonces f(etV) = ettV.
Cambiando v por tv es inmediato de la definicién de L que Ltv = tLv para todo s € R.
Tomemos v,w € g y escribimos mediante la férmula de Lie-Trotter y la continuidad

del morfismo f

eL(tv+tw) _ f(etv+tW) _ f(h'm(etv/netw/n)n) _ Hm(f(etv/n)f(etw/n))n
n n

Ltv/neLtw/n)n tLv+tlw

=lim(e =e
n

Si t es pequefio, usando la inyectividad de la exponencial vemos que tL(v +w) =
tLv+tLw, y entonces L(v+w) = v+w asi que L es lineal. Como L = exp{‘ of oexpg
en un entorno de 0, vemos que L es continuo en un entorno de 0; como es lineal se
deduce que L es un operador lineal continuo. Pero entonces como foexpg = expy oL,
vemos que f es analitica pues en las cartas exponenciales es lineal, y asi el lema
anterior (teniendo en cuenta el Teorema 3.1.22 que dice que todas las operaciones de
grupo son analiticas) nos dice que f es analitica en todo G. O
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Corolario 3.3.3 (Unicidad de morfismos con la misma derivada). Sz f,g: G — H
son morfismos de grupos de Lie con f.1 = g.1 entonces f =g en la componente
de la identidad de G.

Demostracion. Si T = f,q, del lema previo tenemos f = exp;; oToexpg |\7v1 = g luego
coinciden en un entorno de la identidad. Como este entorno genera la componente de
la identidad Go = (€")ycu ¥ f, g son morfismos de grupo, entonces f, g coinciden en
Go:

flevev ) = f(e"1) - f(e") = g(e”!) - gle™) = gl e - e™).
O

Proposicién 3.3.4 (Morfismos abiertos e isomorfismos). Sea f: G — H morfismo
de grupos de Lie, entonces

1. f es una funcién abierta st y sélo st f,1 es epimorfismo. En ese caso
f(Gy) =Hs.

2. St H es conezxo, f es inyectivo y f.1 es isomorfismo, entonces f es un
1somorfismo de grupos de Lue.

Demostracion. Si f es abierta, restringiendo adecuadamente tenemos f,; =
exXpy \21 ofoexpg |u asi que f,q es abierta en algiin entorno de O pues los dos mapas de
los lados son difeomorfismos. Pero entonces f,; es abierta y un operador lineal abierto
es siempre un epimorfismo. Reciprocamente, supongamos que f,; es epimorfismo, lue-
go por el teorema de la funcién abierta, es abierta. Entonces flyy = expy of.1 expg |\7\/1
también lo es. Resta ver que f es abierta globalmente, pero eso es inmediato de (3.12).
Como los entornos de la identidad generan la componente conexa de la identidad, se
tiene que f es suryectiva entre estos. Si f es inyectiva y f,; es un isomorfismo, lo recién
probado, nos dice que f es un homeomorfismo con H. Restringiendo adecuadamente
se tiene ! lrow) = expg of;]1 oexXpy I;(1W), luego f~! es suave en un entorno de 1 € H

y por el Lema 3.3.1 f~! es suave en H. U

Corolario 3.3.5 (Revestimientos). Un morfismo f: G — H de grupos de Lie. Son
equivalentes:

1. f es un revestimiento (todo h € H tiene un entorno U tal que f~'(U) = LIW;
es unidn de abiertos disjuntos con flw, : Wi — U difeomorfismo).

2. f es abierta con nicleo discreto

3. f.1 es un isomorfismo.
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Demostracién. Supongamos que f es un revestimiento, entonces f es claramente
abierta y tomando un entorno U de 1 € H vemos que el nicleo es discreto. Ahora
supongamos que f es abierta y con nucleo discreto, como es abierta f,; es un epi-
morfismo por la proposicién previa; por otro lado como ker f es subgrupo de Lie con
dlgebra de Lie kerf,; (Teorema 3.2.5), es discreto si y solo si su algebra de Lie es
nula, y esto ocurre si y sélo si f,; es inyectiva porque

kerf,; ={v e g:expg(tv) C kerf}

(Observacién 3.1.11). Esto prueba que f,; es isomorfismo. Supongamos ahora que f,;
es isomorfismo, entonces f es abierta y tiene nicleo discreto, y esto a su vez implica
que f es un revestimiento (dejamos los detalles de esto dltimo para el lector). O

Observacién 3.3.6 (Relaciones entre centros via morfismos). Si f: G — H es un
morfismo de grupos de Lie que es un revestimiento entre grupos conexos, entonces

f(Z(G)) = Z(H) y Z(G) = f~1(Z(H)).

En efecto, como f(ghg™') = f(g)f(h)f(g)~', derivando en h = 1 tenemos Adgg) ©
fi1 = fi.1 o Ady. Entonces como f,; es un isomorfismo por el corolario previo se
tiene Z(G) = ker Adg = f 'Ady = f'(Z(H)), y la segunda afirmacién se sigue la
sobreyectividad de f.

Proposicion 3.3.7. Sea f: G — H morfismo, revestimiento de grupos topolégicos
(G es conezo y q sobreyectivo). St G 6 H es grupo de Lie, el otro tiene una iunica
estructura de grupo de Lie para la cual f es revestimiento de grupos de Lue.

Demostracién. Restringiendo, podemos tomar f: Ug — Uy entornos abiertos de la
identidad tales que f es homoemorfismo. Supongamos primero que G es grupo de Lie,
le damos a G la estructura de variedad copiada por f|y, en Uy, y trasladando luego
con {{pthen- Veamos que las operaciones son suaves en este entorno de la identidad
(la suavidad en todo H se hereda con las traslaciones, como en la prueba del Teorema
3.2.4). Para la inversa, dado x € Uy tenemos

Inx)=x"=fof "(x ")=fo(f'(x)) ' =folgof '(x),

y como f es un difeomorfismo y la inversa en G es suave, vemos que la inversa en H

. . . ., . 2 .
es suave. Para el producto, consideramos la multiplicacién local my,, : {(x,y) € Us, :
xy € Uy} — Uy y querriamos escribir

mu, =fomgo(fxf) ' =fomgof ' xf!

con f restringido adecuadamente para concluir que my,, es suave. Para ello, tenemos
que asegurarnos que si tomamos x = f(a),y = f(b) € Uy con a,b € Ug y los
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multiplicamos, su producto sea exactamente f(ab) con a,b € Ug (porque podria
ocurrir que el dnico z € Ug tal que f(z) = f(a)f(b) no sea ab, ya que f no es
inyectiva). Pero vemos que f(abz™') = 1 y entonces basta reducir Ug lo suficiente,
pidiendo U% Nker f = {1}, para poder aseverar esto. Entonces H es grupo de Lie y es
inmediato que f es un morfismo suave para esta estructura, y que es un revestimiento
ya que f es abierta con ntcleo discreto. Si ahora suponemos que H es grupo de Lie,
podemos hacer una demostracién similar para probar que G es grupo de Lie (notar
que H también es conexo). O

Observacion 3.3.8 (Revestimiento universal). Dado G grupo de Lie, la construccién
usual del revestimiento universal G de G como espacio topolégico nos da una estruc-
tura de grupo topolégico en G. Entonces el morfismo q: G — G es un revestimiento
y la proposicién anterior hace de G un grupo de Lie simplemente conexo y de q
un revestimiento de grupos de Lie. Este es el revestimiento universal del grupo de
Lie G. Notemos que por el Corolario 3.3.5, G y G tienen &lgebras de Lie isomorfas
(podemos decir que tienen la misma &dlgebra de Lie).

Es sabido que 711 (G) ~ ker q, que es subgrupo central de G. Ademads cuando G
es grupo de Lie 711(G) es un subgrupo discreto por el corolario anterior, y se tiene
G ~ G/ ker g como grupos de Lie.

Proposicién 3.3.9 (Principio de monodromia). Sea G grupo de Lie conezo, sim-
plemente conezo y sea H un grupo. Si V™! =V es un entorno conezo de 1 € G y
f:V = H tal que f(xy) = f(x)f(y) entonces exsite un dnico morfismo de grupos
f: G — H que lo extiende. Si ademds H es grupo de Lie y f:V — H es suave, la
ertension es suave.

Demostracién. Notemos primero que f(1)? = f(12) = 1 y entonces f(1) = 1; es maés
de aqui tenemos también que 1 = (1) = f(xx~ ') = f(x)f(x ') luego f(x ') = f(x) ™!
parax € V. Laidea de la extensién es definir f(x7...xx) = f(x7)...f(xx) parax; € V,
pero no es claro que esto no dependa de la representacién de x = x;...xx € G. Para
lidiar con ello, vamos a usar la teoria de revestimientos. Consideramos el grupo G x H
y el gréafico de f alli U = {(x,f(x)) : x € V}, con la topologia dada por la biyeccién
X — (x,f(x)), con la cual U es un abierto conexo que contiene e = 1g X 1y; es mas
U = U"" pues V es simétrico y f preserva inversas. Tomamos S = (U) C G x H, que
resulta un grupo topolégico conexo pues (x,f(x)) - (y~',f(y)™") = (xy,f(xy= ") y
tanto f como las operaciones en V son continuas. HEste grupo contiene la informacién
de G y de f. Ahora consideramos q = pgls : S — G la restriccidén a S de la proyeccién
a la primer coordenada. Esta funcién es un morfismo y un revestimiento porque su
restriccién a U es un homeomorfismo. Es mas, como G es simplemente conexo y
S es conexo, entonces q es un homeomorfismo (Ejericico 3.x11). Esta inyectividad
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es la que necesitamos, porque podemos considerar F = py o q~!

: G = H, que
es un morfismo continuo, y afirmamos que extiende f. En efecto si x € V entonces
F(x) = puq ' (x) = pu(x, f(x)) = f(x). Ademas la extensién es tnica porque V genera
G, ya que G es conexo. Por tltimo, si f es suave entonces F|ly, = f es suave y por el

Lema 3.3.1 se sigue que F es suave en G. O

Teorema 3.3.10 (Integrabilidad de morfismos de dlgebras de Lie). Sean G,H grupos
de Lie con G conezxo y stmplemente conexo. Sea @ : g — b morfismo continuo de
dlgebras de Lie. Entonces existe un unico morfismo de grupos de Lie f: G — H
tal que .1 = .

Demostracién. Sea U entorno de 0 € g de manera tal que en U x U la serie v« w =
BCH(v,w) = exp~ ' (e¥e") es convergente (Proposicién 3.1.18). Tomemos un entorno
W de 0 donde expg |w es un difeomorfismo y ademds (achicando U de ser necesario)
se garantice viw € Wsiv,w € U. Como ¢ es morfismo continuo de dlgebras de Lie, y
BCH(v, w) es una serie convergente en corchetes de Lie, se tiene @ (vxw) = @(v)*@(w)
para v,w € U. Entonces definimos f : V = expg(U) — H como f(e¥) = e®(™), que es
claramente suave en V, y es ademés f,; = @ es inmediato de la definicién. Por otro
lado

fleve™) = f(eV™™) = e@viw) _ so(V)xe(w) _ se(v)e(w) fe¥)f(e™),

entonces f : V — H cumple las hipétesis del teorema de monodromia, y existe un
tnico morfismo suave F: G — H que lo extiende. O

Corolario 3.3.11. S G,H son grupos de Lie conezos y simplemente conezos
con dlgebras de Lie isomorfas, entonces G,H son tsomorfos.

Observacion 3.3.12 (Revestimientos). Dado un grupo de Lie G denotamos q : G — G
a su revestimiento universal, donde q es morfismo de grupos de Lie (Observacién
3.3.8). Estd claro que todo morfismo de algebras de Lie ¢ : g — b se levanta al
revestimiento, tomando @ = @ o .. Observemos que como (.7 es un isomorfismo,
el levantado es esencialmente el mismo morfismo.

Por el teorema anterior entonces se puede integrar todo morfismo ¢ al revesti-
miento de manera tnica. Denotaremos f : G — H a este morfismo tal que fo = .

Corolario 3.3.13. Dos grupos de Lie G,H conezros tienen dlgebras de Lie 1so-
morfas st y solo st sus revestimientos universales son isomorfos.

Demostracion. Silos revestimientos universales son isomorfos entonces sus dlgebras
son isomorfas y asi las dlgebras de los grupos originales son isomorfas. Reciprocamen-
te, si sus algebras son isomorfas lo mismo ocurre con las de los revestimientos (que
son las mismas) y entonces por el corolario anterior los revestimientos son isomorfos
como grupos de Lie. O
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En el caso de que G no sea simplemente conexo, el siguiente criterio mas fino nos
permite decidir cuando un morfismo de algebras de Lie se integra. Ver el Ejercicio
3.XV1 para un ejemplo de un morfismo no integrable.

Teorema 3.3.14. Sea G grupo de Lie conexo, H grupo de Lie y sea @ : g — b
morfismo continuo de dlgebras de Lie. Entonces @ es integrable st y solo st
™ (G) C ker f.

Demostracién. Recordemos que 711 (G) ~ ker q, y supongamos primero que f: G —
H integra ¢, entonces

foqoexps =foexpgoqs«1 = expy 0P o (s

=expyop = fo expe

por la naturalidad del mapa exponencial con el morfismo . Esto nos dice que (al
menos en un entorno de 1g) debe ser f=fo g, v entonces esto es cierto en todo G
pues G es conexo. De aqui deducimos que ker q = 77 (G) C ker f. Supongamos ahora
que ker q C ker f, entonces f : G ~ G/kerq — H dada por f(q(x)) = f(x) estd bien
definida y es un morfismo continuo pues la topologia de G es la final respecto de este
cociente. Ahora

foexpgoq.1 =foqoexpg :foexpé = €XPpy OP O (41

y como (.1 es isomorfismo se tiene f o exp; = expy o@. Hsto prueba que f es suave
y ademas que f integra o. O

3.4. Los grupos de automorfismos

Veamos ahora un teorema que nos permite identificar el grupo de isomorfismos
de un grupo de Lie con un grupo lineal. Sea L : Aut(G) — GL(g) el mapa L(f) = f,q,
donde GL es el grupo de operadores lineales inversibles en g (que es un abierto en
el espacio de Banach B(g), los operadores acotados en g). Denotamos Aut(g) a los
isomorfismos de algebra de Lie de g, que es un subgrupo cerrado de GL(g), notemos
que la imagen de L cae dentro de Aut(g).

Observacién 3.4.1. Como Aut(g) ={T € GL(g) : Tlv,w] — [Tv, Tw] = 0}, se trata de
un subgrupo algebraico. Entonces es un subgrupo de Lie embebido (ver el préximo
capitulo).

Le damos a Aut(G) la siguiente base de entornos de la identidad: tomamos la
carta exponencial (W,exp ') de G y para cada K C W cerrado y cada U Cc W
abierto simétrico tal que K C U consideramos

N(K,U) ={f € Aut(G) : f(x)x ' ec U, f(x)""x " e U}
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notar que idg € N(K, U). Esto hace de Aut(G) un grupo topoldgico para la compo-
sicién, trasladando estos abiertos (ver [50, Chapter III.3] para los detalles). Denotare-
mos esta topologia como Tg. Tiene la propiedad fundamental siguiente: la evaluacién
es continua, y si « : H — Aut(G) es un morfismo de un grupo topolégico H, entonces
f es continuo si y solo si (h, g) — «(h)(g) es continuo. En el caso de G = E un espacio
de Banach pensado como grupo conmutativo, la topologia T¢ coincide con la usual
de GL(E).

Teorema 3.4.2. Sea G grupo de Lie conexo, simplemente conexo. Entonces
L : Aut(G) — Aut(g) es un isomorfismo, y L' es continua. Si dim(G) < oo,
entonces L es un homeomorfismo.

Demostracion. Que L es sobreyectiva es claro del teorema de integrabilidad de mor-
fismos (Teorema 3.3.10), y que es inyectiva es inmediato del hecho de que si dos
morfismos tienen la misma diferencial en 1 entonces coinciden (Corolario 3.3.3). Por
la regla de la cadena L(fg) = f.19.1 = L(f)L(g) asi que L es morfismo de grupos. Las
afirmaciones sobre la continuidad de L=, L se prueban en [50, Chapter IX], la prueba
para L~ se adapta verbatim para el caso Banach. O

Observacién 3.4.3. El grupo de Lie embebido Aut(g) € GL(g) le da a Aut(G)
(via L) una estructura de grupo de Lie. Como L~! es continua, la topologia de esta
estructura es mds gruesa que la original (tiene menos abiertos). Pero si el grupo G
tiene dimensién finita, el teorema anterior nos dice que L es un homeomorfismo, asi
que la topologia de la estructura de variedad coincide con la original, que era la
compacto abierta.

Podemos extender este resultado a cualquier grupo conexo, si vemos que L tiene
imagen cerrada. Primero un lema, sea q : G — G un revestimiento universal de G,
recordemos que (.1 €s un isomorfismo.

Lema 3.4.4. Sea G conezo. Si 0 € Aut(G) fija ker q, entonces eziste 6 € Aut(G)
tal que q0 = 0q. Reciprocamente, para cada 0 € Aut(G) ezxiste 0 € Aut(G) que
fija ker q, y tal que q0 = 0q.

Demostracién. Si 0 es automorfismo del revestimiento, sea @ = q*1§*1q*_11 que
automorfismo de Lie(G). Como @ = @©q.1 = .10,1 es el morfismo que lo levanta,
vemos que f = q0 : G — G es el tinico morfismo que integra @. Si O fija ker g en
particular ker q C ker q0, y entonces por el Teorema 3.3.14 el automorphismo ¢ se
integra a un automorfismo 6 : G — G tomando 0(q(g)) = q(0(g). Es claro que
09 = q0. Reciprocamente, si 0 es automorfismo de G, tomamos

q.1'0.1q. = Ady] 0.
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que es automorfismo de Lie(G) asi que se integra a un automorfismo 0 de G. Para
cadav € Lie(é cerca de 0 tenemos

qO(e") = q(edr ®19:1) = %1917 = 9 e")

luego q0 = 0q. 0
Denotemos K C Aut(G) al subgrupo que fija ker q, este es cerrado y por lo recién

discutido, si dim(G) < oo, serd dim(G) < oo luego Aut(G) es grupo de Lie, luego K

también lo es, ya que es subgrupo de Lie embebido. Por el lema anterior, podemos

identificar Aut(G) con K y mediante esta identificacién, Aut(G) es grupo de Lie.

Afirmamos que L(K) es cerrado en Aut(g), para ello tomemos 0, € K y sea
T € Aut(g) tal que L(0,,) — T. Tomemos 0 morfismo que integra T en G, como todos
los 0, fijan ker q que es cerrado, es facil ver que 0 fija ker q.

Teorema 3.4.5. Sea G conezo, entonces L(Aut(G)) es cerrado en Aut(g), v la
topologia que induce L en Aut(G) es mds gruesa que tg. St dim(G) < oo, en-
tonces L(Aut(G)) es subgrupo de Lie embebido y la topologia que hace de L un
difeomorfismo coincide con Tg.

Demostracién. Mirando la prueba del lema, para 6 € Aut(G) vimos que
-1 =
0 — Ady_, L(6) =L(6)

es una biyeccién si 0 fija ker g, esto es L(Aut(G)) = Adg., L(K). Como L(K) es cerrado
también lo es [(Aut(G)). Las demé&s afirmaciones se siguen de las consideraciones
previas. O

Miremos ahora el mapa c : G — Aut(G) dado por
c(g)(h) = cg(h) = ghg™',

enviamos g a la conjugacién por g (claramente un automorfimo de G). Notamos que
la aplicacién ¢ es un morfismo de grupos de Lie, pero no es necesariamente inyectivo:

ker(c) ={ge G:ghg~'h Vhe G}=Z(G).
Luego tenemos una inyeccién dada por Loc,
G/Z(G) — Aut(g)

mediante la cual podemos afirmar que G/Z(G) es un grupo (inmerso) de operadores.

Cabe preguntarse cudndo tendra la topologia de subespacio (cuando G/Z(G) es
subgrupo de Lie de GL(g)). Por ejemplo si G/Z(G) es compacto, su imagen serd un
subgrupo compacto (en particular cerrado) de GL(g) ~ My, (R), y por el Teorema de
Cartan serd un grupo lineal.
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Observacién 3.4.6 (Representacién adjunta de un &lgebra de Lie y el teorema de
Ado). Sea h 4lgebra de Lie, actuando sobre si misma con la accién adjunta ad: h —
L(h), donde ad(v)(w) = [v,w]. Es facil ver que ad es una representacién de h (por
Jacobi, ad es un morfismo de &lgebras de Lie, la estructura de Lie de la llegada es
el conmutador usual de transformaciones lineales [TW] =T oS —S o T). También es
facil ver que el niicleo de la representacién adjunta es el centro del dlgebra z(b).

Entonces toda algebra con centro trivial “es”

un 4lgebra de operadores, via la
representacién adjunta, que es fiel. Es un algebra de matrices si tiene dimensién
finita: si dim(h) = n, entonces la inyeccién es en M, (C) que tiene dimensién n x n.

El Teorema de Ado (que no probaremos aqui, ver Theorem 2, §7 en [20]) dice
que toda dlgebra de Lie de dimensién finita h admite una representacién fiel en un
dlgebra de matrices (se inyecta con un morfismo de dlgebras de Lie en My (C), con k
en general mucho mayor a n X n).

El teorema del subgrupo nos dice que entonces toda algebra de Lie de dimensién

finita es integrable a un grupo de Lie de matrices H -un subgrupo de G = GL(C)-.

Observacion 3.4.7 (Algebras que no se integran). Hay algebras de Lie-Banach que
no son algebras de operadores, hay algebras se Lie-Banach que no se pueden integrar
(resultado de van Est y Korthagen de 1964 [39]).

3.5. Espacios homogéneos

Dado un grupo de Lie-Banach G y un espacio X, supongamos que tenemos una
accién £ : g — {g de G en X, es decir, un aplicacién £ : G — Aut(X) que es un
homomorfismo en el sentido que

eh“g (x)) = ehg (x),

y que {1 = idx. Si X es una variedad diferenciable, suponemos que {4 es un difeo-
morfismo de X para todo g € G. Denotamos al conjunto de los difeomorfismos de X
con Diff(X).

Supongamos que la accién de G es transitiva, es decir, si G - x = {g(x) = O(x)
denota la érbita de un x € X cualquiera, entonces G - x = X. En este caso diremos
que X es un espacto homogéneo de G.

Lema 3.5.1 (Orbitas). Supongamos que G actia en X. Entonces

1. Si existe x € X tal que G -x = X, entonces para todo yi1,y, € X extste g€ G
tal que g-y1 =Y. En particular G-y = X para todo y € X.

2. Las Jrbitas son disjuntas, luego X = L1;O(xi) para ciertos x; € X. St G es
conezo las dérbitas son conezas.
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Demostracién. Existen g1,g2 € G tales que gi - x = yi, luego x = gf1 -y1 y asi
Yy2=g2-x=92-(g;'y1) =g-y1 con g = g2g; '. Esto prueba la primer afirmacién.
Una cuenta similar prueba que las 6rbitas son disjuntas. Por dltimo, si G es conexo,
O(x) = 1, (G) es conexo porque 7T, es continua. O

Definicién 3.5.2 (Isotropia). La isotropia de x € X es el conjunto
Hy ={ge G:g-x=x},

esto es, la fibra de x en G por la accién. Es ficil ver que este es un subgrupo cerrado
de G, puesto que puede pensarse como la fibra de la aplicacién 7, : G — X dada por
7« (g) = g - x. Se denomina también por ese motivo grupo estabilizador de x por la
accién.

Cabe preguntarse si Hy es una subvariedad de G, es decir si Hy C G es un subgrupo
de Lie-Banach, discutiremos eso luego. Ciertamente O(x) ~ G/H, como conjuntos,
donde la proyeccién al cociente q : G — G/Hy se identifica con la proyeccién 7y :

G — O(x), y también

Hgx = gHyg ™.

Una manera mas sistemdatica de presentar una accién (y cuidando la suavidad de
los mapas involucrados) es la siguiente:

Definicién 3.5.3 (Accién de un grupo en un espacio). Tomamos el espacio X y una
funcién
A:GxX—=X

que se denota (g, x) = g-x € X. Los axiomas de accién (a izquierda) son: A(1,x) = x
para todo x € X, A(gh,x) = A(g,A(h,x)) para todo g,h € G, x € X.

De acuerdo a nuestra notacién anterior, 7ty = A(:,x), mientras que {y = A(g,-).
Los axiomas de la accién son entonces que {; = idx, y que {gn, = £y o {y.

Observemos que, como
lgom, =moly

para todo x € X, g € G, se verifica
(€g)ax © (70 )s1 = (T1x)sg © Lg. (3.13)
Ahora {4 es un difeomorfismo de G y como tal ({ ). es un isomorfismo, luego
(Ttx)ig = (€g)ax © (T0x) w1 0 Lg-1,

lo que prueba que el comportamiento de las derivadas de 7y es el mismo (indepen-
diente de g € G).
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Observacién 3.5.4. Si (714),1 es un epimorfismo directo, entonces lo mismo vale para
(71« )+g Para todo g € G, de lo que resulta que 7t es una sumersién, y de alli que, como
H, = 7' (x), resulte H, subvariedad de G por el teorema de la funcién implicita,
Teorema 2.4.4.

En el caso de que la accién A sea suave, tenemos entonces la identificacién natural
siguiente:

Lema 3.5.5 (Algebra de Lie de la isotropia). Sea A : G xX — X accién suave de un
grupo de Lie en una variedad X, sea x € X y sea H, = ' ({x}) el estabilizador
de x por la accién. Entonces

Lie(Hy) = ker(7ty)+1.

Demostracion. Como H, es subgrupo cerrado su algebra de Lie estd caracterizada
por la exponencial (Proposicién 3.2.3 y el lema que le precede). Vemos la inclusién C:
siv € Lie(H,), tenemos et € K, para todo t € R. Luego 7, (e'”) = e - x para todo
t y derivando en t = 0 vemos que (71x )1V = 0 y asi v € Kker(7ty)«1. Ahora veamos
la otra inclusién D: si (71 )41V = 0 consideremos la curva 7, (et). Afirmamos que es
constante; para ello derivamos y mediante la ecuacién (3.13)

aﬂx(et\)) = (ﬂx)*et"l—etvv = (Be‘v)*x(ﬂx)*lv =0.
Como la derivada es siempre nula, la curva es constante y asi m,(etV) = m(e®) =
1-x = x. Esto prueba que e' € H, para todo t y asi v € Lie(H,). O

Recordamos que un subgrupo regular es uno que es embebido y tal que el espacio
tangente es suplementado, existe un subespacio cerrado m C g tal que

g = Lie(H) ® m.

Teorema 3.5.6. Sea G un grupo de Lie-Banach y H C G un subgrupo de Lie-
Banach regular (partido). Entonces eziste una unica estructura diferenciable en
G/H que hace del mapa cociente q: G — G/H una sumersién (diferenciable, epi-
morfismo y con nicleo que se parte). El espacto modelo de G/H es el suplemento
m del dlgebra de Lie de H.

Demostracién. Ver el libro de D. Beltita [17, Teorema 4.19], o las notas de Varieda-
des Diferenciables de Angel Larotonda [60, Proposicién 5.6, pag. 83]. O

Un corolario del teorema de la funcién implicita sin suplementos debido a An y
Neeb [3, Cor. 4.3] es el siguiente:
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Teorema 3.5.7. Sea G un grupo de Lie-Banach y H C G un subgrupo cerrado.
Supongamos que G/H tiene estructura de variedad de Banach, y supongamos que
el mapa cociente q: G — G/H es diferenciable y que, en algun punto go € G, q
tiene diferencial suryectiva. Entonces H es un subgrupo de Lie-Banach embebido
de G.

La reciproca de este enunciado es una conjetura que por ahora no esta resuelta
(claro que si q se parte entonces estamos en la situacién del Teorema 3.5.6). Sin
embargo, si H es un subgrupo normal de G, entonces si vale la reciproca, la prueba
puede verse en un trabajo de H. Glockner y K.-H. Neeb [41].

3.5.1. Orbitas

Otro problema relacionado con el anterior es el siguiente: supongamos que G es
un grupo de Lie-Banach y que M es una variedad diferenciable y que hay una accién
suave { : G — Diff(M). Si la accién no es transitiva, dado x € M la érbita O(x) c M
es un subconjunto propio. Cabe preguntarse si O(x) tiene estructura de variedad
diferenciable y si O(x) C M es una subvariedad -inmersa, embebida- de M.

Observaciéon 3.5.8. Recordemos que un mapa coctente es una funcién continua y
sobreyectiva q : A — B entre espacios topoldgicos tal que, si U C B es tal que
g~ '(U) C A es abierto, entonces U era abierto.

Dada f: A — B sobreyectiva y continua, una funcién continua s : B — A es una
seccion si fos = idg. En caso de existir una seccién continua, f resulta un mapa
cociente pues si U C B es tal que f~'(U) C A es abierto, entonces U =s"'f 1 (U) es
abierto.

Sif:A — B es continua, suryectiva y abierta (o cerrada) es facil ver que f es un
mapa cociente, pero la reciproca no es cierta. Por ejemplo si

A={xy):x=0,y e R}U{(x,y) : x <0,y =0}

y q =m|a : A — R, entonces es facil ver que q es una proyeccién porque tiene una
seccién continua dada por s(x) = (x,0). Sin embargo q no es abierta pues si

V={(xy):x >0,y >0},

entonces V C A es abierto pero q(V) = [0,00) C R no es abierto.

Sin embargo si f : A — B es de clase C* y tiene una seccién s : B — A de clase
Ck (k > 1), entonces f, es sobreyectiva y su nticleo se parte. Luego el teorema de la
funcién implicita (Teorema 1.6.11) nos dice que f es una proyeccién y en particular
es abierta. Los detalles estén en el siguiente teorema.
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Teorema 3.5.9. Sea A: G x M — M una accién suave, ae€ M, O =0O(a) C M
la érbita de a por la accién. Si denotamos T =T, :g — g-a, SuUPongamos que
existe un abterto Uy C M entorno de a y una seccién suave s: U=UyNO — G
tal que

mos =1idy, s(a)=1.

Entonces O C M es una subvartedad de M, ran(s,) C g es un espacio de Banach
tal que
ran(s,) @ ker(m,) = g,

yKg ={g € G:g-a = a} es subgrupo de Lie-Banach regular con dlgebra de
Lie-Banach t = ker(m,). Ademds m: G — O es una proyeccién y en particular
abierta.

Demostraciéon. Dado x = ¢g-a =Tmq4(g) € O, consideramos el conjunto
Uy ={(U)={g-p:pelU}cM

que es un entorno abierto de x € M, y la seccién s, : U, — gVg~' C G dada por
sx(g-p) = gs(p)g~'. Entonces s, es suave, s,(x) =sx(g-a) =gs(a)g~' =1y

T osx(g-p)=gs(p)g 'g-a=g-(s(p)-a)=g-p

para todo p € U, es decir 7, o5y = idy, . Ahora ran(s.) C g es un subespacio cerrado
pues, si vy = s.(yn) = v € g (con y, € ToM) entonces

8470 (V) = lim 8,71, (V) = lim s, (yn) =v

lo que prueba que v € ran(s,). Por otra parte dado w € g tomamos h = s, 7, (W) €
ran(s,) y descomponemos w = w —h + h con w — h € ker(m,). La suma es directa
pues si w € ran(s,) Nker(7,) entonces w = s,z para algin z € T,M pero

Z = TSz = W =0

lo que nos dice que w = 0. En consecuencia el grupo de isotropia Ko = 7t~ '(a) es una
subvariedad regular de G por el teorema de la funcién implicita (Observacién 3.5.4).
Por 1ltimo, como 7, es sobreyectiva y su ntcleo se parte, 7t es una proyeccién por el
teorema de la funcién implicita (Teorema 1.6.11). O

El siguiente lema, originalmente debido a Ian Raeburn [78], es un criterio 1til para
ver si la 6rbita O(x) C M es subvariedad.

Lema 3.5.10. Sea G un grupo de Lie-Banach, con una accion diferenciable en
un espacto de Banach X. Sea O(x) ={g-x:g € G} C X la drbita de x con la
topologia heredada. Supongamos que
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1. i, : G — O(x) es abierta.

2. La diferencial (114)«1 : g — X parte al espacio, tanto el nicleo como el
rango.

Entonces O(x) C X es una subvariedad regular (partida) de X, y la funcién
Ty : G — O(x) es una sumersion.

Demostracién. Sea t = ker(7,).1; por hipdtesis g = m @ £ para algin subespacio
cerrado m C g. Consideramos la aplicacién © : (v,w) — e¥e" con v € m,w € £ que
transforma un entorno U de 0 € g en un entorno V de 1 € G (Lema 3.2.7). Para z € g,
ahora consideramos \(z) = ©(z) - x que es diferenciable, { : U — X y toma valores
en 0. Como e" - x = x para todo w € ¢, tenemos (v, w) = P(v,0). Si llamamos

J=vUnNm)=06(U) =m(V),

se tiene x € | C O y ademas ] es abierto en O por la primer hipétesis. Esto prueba que
O es un variedad diferenciable y un espacio homogéneo para G, pues trasladando con
la accién a izquierda del grupo se obtiene un resultado similar para cualquier x’ € O
(los detalles, algo tediosos, son similares a los de la demostracién de la estructura
diferenciable para un grupo a partir de la estructura de grupo de Lie local).

Si X =ran(7y )« 9 S con S C X subespacio cerrado, consideramos la aplicacién
Y:m®S — X dada por (v,s) — P(v) + s. Se tiene

W*O(V)s) =Vv+s

y del teorema de la funcién inversa deducimos que ¥ es un difeomorfismo entre un
entorno V de 0 € m @ s en un entorno W de x € X. Si consideramos (W, @) con
@ = Y7\, esta es una carta de X alrededor de x y ademas (W NO) =mnNV
lo que prueba que O es localmente una subvariedad. Nuevamente, un argumento de
traslacién por medio de los mapas {4, nos dice que O es en efecto una subvariedad
de X. O

Observacién 3.5.11 (Espacios simétricos de Cartan). Como veremos en la Seccién
7.5.2, ciertos espacios homogéneos se pueden presentar como el cociente de un grupo
de Lie G por el subgrupo de puntos fijos de un automorfismo involutivo 0 : G — G.
En ese caso el subgrupo es de Lie y el cociente admite una estructura de variedad
diferenciable que hace de q: G — G/K una sumersién.
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3.A. Problemas

3.I. Una funcién f: X — Y es C¥ si y sélo si su grafico Gr = {(x,f(x)) :x € X} C X x Y
es una subvariedad regular y para cada x € X, se verifica

Toe,tx) X X Y = T px)) GT @ Tixyx) X} < .

Sugerencia: probar primero que prilgr — X es un difeomorfismo y considerar la
funcién pr; o (prilgr) .

3.11. Si G es grupo de Lie-Banach, el grafico de g — g~ ' se puede pensar como la

superficie de nivel m~'(e) con e la identidad de G y m : G x G — G el producto
m(x,y) = xy. La aplicacién m es una sumersién (es decir su diferencial es un epi-
morfismo con niicleo que se parte). Concluir que si el producto es de clase C* en el
grupo G, también lo es la inversién.

3.I1I. Si G es un grupo topoldgico, m : G x G — G denota el producto y V es un
entorno abierto de e € G, tomamos W C V abierto tal que c, 1 (W) C V. Probar que
si h,h € xW, yW respectivamente entonces

m(h,h) =ty om0 (cy—1 xid)o (L1 x &-1)(h,h).

y71

3.IV. Probar que si v € g (el dlgebra de Lie-Banach del grupo G) y X,, denota el tnico
campo invariante a izquierda tal que X, (1) = v, entonces ¢, (t) = o, (t,1) (x, como
siempre denota el flujo de X,) es un homomorfismo, es decir

Gu(s +1) = dy(s)d(t) = du(t)dy(s)
para s,t € R en el dominio de «,(+, e).

3.V. Sea G un grupo de Lie-Banach, g su algebra de Lie-Banach. Sean vvw € g y
g : R — g la aplicacién dada por t — Adctv (W) = e™Vwe V. Probar que ¢(0) =
adv(w) = [v,w].

3.VI1. Sea G grupo de Lie-Banach, K C G subgrupo (o sea es subvariedad embebida).
Probar que K es cerrado en G.

3.VIIL. Sea G grupo topoldgico. Dado un subconjunto A C G denotamos (A) C G al
subgrupo generado por los productos finitos de los elementos de A y sus inversas.

= Probar que la componente conexa G, de la identidad de G es subgrupo.
= Probar que G, es un subgrupo invariante (normal).

= Probar que G, es un subgrupo cerrado.
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= Probar que si W C G es entorno abierto de 1, entonces (W) = G..
Supongamos que ademdas G es un grupo de Lie-Banach de clase C*, k > 1.

= Probar que G, es abierto.

= Probar que G/G. es discreto.

= Probar que (eXP(V)>veg = Go.

3.VIIL. Si G es un grupo de Lie-Banach, probar que [X,Y] = 0 para todo par de
campos invariantes a izquierda implica que G es un grupo conmutativo. Probar la
implicacién reciproca si G es conexo.

3.IX. Si F, G son funciones enteras y pr, pg denotan los respectivos érdenes, probar
que
Pr+G, Prc < méx{pr, pcl

t _e% . .
Senz(z), anz(z), 1-¢ tienen orden menor o igual a uno.

Probar que sen(z), cos(z),

3.X. Probar que exp~ ' (eVeV) =v + j; g(etedvetadwindt con g : C — C la funcién
entera dada por
(_1 )n+1
(

3.X1. Desarrollando (et®dvet@dw _ 1)n—1 en serie, probar la férmula de Dynkin para
BCH(v,w) dada por

Z (_])n+1 ‘I [V(h))w(ji))... )v(in))w(jn]]
= on (1 +i)+ -+ (Gn+in) gl intjn!
donde la suma es sobre las 2n-uplas (i1, -+ ,in,j1, - ,jn) tales que ix +jx > n.

3.XII. Sea q : X — Y un revestimiento. Si X es arcoconexo e Y es simplemente conexo,
probar que g es un homeomorfismo.

3.XI1I. Grupos unitario y ortogonal. Grupos especial unitario y especial ortogonal.

1. Sea
Un)={UeC™m™:u*=u')

(grupo unitario, matrices con entradas complejas). Probar que es subgrupo de
Lie (real) de GL(n,C) (matrices inversibles con entradas complejas)

2. Probar que Lie(U(n)) =u(n) ={X e C™*" . X* = —X}.

—p—
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. Probar que toda U € U(n) se diagonaliza, U = WDW?* donde los autovalores

d; € S' (ayuda: U es normal luego U = X +1Y con [X,Y] =0, X* = X, Y* =Y).

Probar que toda matriz unitaria U tiene un logaritmo antihermitiano Z* = —Z,
y con esto probar que U(n) es conexo.

. Si agregamos la restriccion det(U) = 1, obtenemos el grupo SU(n) (grupo

especial unitario). Probar que es subgrupo de Lie de U(n) y hallar su(n), su
algebra de Lie (sugerencia: det(eX) = e'™ X).

. Sea O(n) el grupo ortogonal (matrices con entradas reales tales que Ot = O~ ).

Probar que es subgrupo de Lie de GL(n,R) y que o(n) = {Y : Y! = —Y} es
su élgebra de Lie. Probar que SO(n) es subgrupo de Lie y hallar su &4lgebra
(denotada so(n)). Cuantas componentess conexas tiene O(n)? ; Cuédntas tiene
SO(n)?

Probar que que

1/i 0 1/0 i 1/0 —1
E“z(o —i) E2_2<i o)’ E3_2<1 o)

son generadores de su(2) y calcular sus conmutadores.

. Probar que que

00 O 0 0 1 0 -1 0
Fir=|0 0 —1 F = 0 0 0|, F3=1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 0

son generadores de so(3) y calcular sus conmutadores.

3.XIV. Veamos que SO(3) no es simplemente conexo.

1.

Observar que SO(3) se puede identificar con las rotaciones de una esfera ma-
ciza de R3, médulo puntos antipodales. Entonces SO(3) ~ P3(R), el espacio
proyectivo de dimensién 3.

. Probar que P3(R) no es simplemente conexo (ayuda: como se identifica con la

esfera maciza con dos polos identificados, considerar (el cociente de) la curva
que empieza en un polo y termina en el otro, ver que esa curva no es homotépi-
camente nula).

3.XV. Probar que

Su(2) ~s3

—p—
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y entonces es simplemente conexo (ayuda: ver que

z w
( Wz > — (Re(z), Im(z), Re(w), Im(w)
estd bien definida y es biyectiva).

3.XVI. Sea ¢ : so(3) — su(2) dada por @(F;) = E; extendida como R-transformacién
lineal.

1. Probar que ¢ es un isomorfismo de algebras de Lie.

2. Probar que @ no es integrable a un morfismo de grupos de Lie f : SO(3) — SU(2)
(sugerencia: json isomorfos?).

3. Probar que @' si es integrable a un morfismo q : SU(2) — SO(3), y que SU(2)
es el revestimiento universal de SO(3).

3.XVIIL Sea f: A — B una funcién continua y suryectiva. Probar que si f es abierta
o cerrada, entonces f es un mapa cociente.
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CapiTuLO 4

El Grupo Lineal

Mi trabajo siempre intenté unir lo
verdadero con lo bello, pero cuando tuve
que elegir uno o lo otro, usualmente elegi
lo bello.

HeErMANN WEYL

UESTRA intencién no es seguir trabajando con toda generalidad la teoria

de grupos de Lie-Banach, para eso ya existen excelentes tratados como

los Elementos de Bourbaki [20], el reciente libro de Daniel Beltita [17] de
estructuras homogéneas o el libro de Harald Upmeier [86] sobre grupos analiticos.
Nos concentraremos en los subgrupos del grupo lineal de un algebra de Banach o
més precisamente, en subgrupos del grupo de operadores inversibles en un espacio de
Banach. En este capitulo suponemos que el lector estd familiarizado con las nociones
de célculo funcional que presentamos en los apéndices.

4.1. El grupo de elementos inversibles, estructura local

Como dijimos, nos concentraremos en subgrupos de G 4, el grupo de inversibles
de un é&lgebra de Banach compleja y asociativa A. Hs facil ver (Observacién A.2.4
en el Apéndice III), se trata de un conjunto abierto y el dlgebra de Lie-Banach g se
identifica naturalmente con .4; el corchete de Lie es el conmutador usual y el grupo
tiene una estructura de variedad analitica compleja.

103
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4.1.1. Las representaciones L y R

Size A, entonces L, : A — A es un operador lineal y acotado, con

Lzl = sup [lzw|| < |z].
[wil<1
Denotemos con 04(z) al espectro de z relativo al algebra A, y con op(4)(L;) al
espectro de L, como operador del espacio de Banach A. La aplicacién z — L, es de
hecho una representacidn del dlgebra A como operadores acotados en un espacio de
Banach. Definimos L : A — B(A) como Lyx = ax, y denotamos

L(A) ={L,:z € A} C B(A).
De manera anéloga se definen R, (a € A) como el producto a derecha y R(.A).

Lema 4.1.1. El conjunto L(A) es una subdlgebra cerrada, L es una isometria y
ademds

para todo z € A. Afirmaciones andlogas valen para R(A).

Demostracién. Que L(A) es cerrada se deduce del hecho de que L es una isometria,
y esto tltimo es porque

[zl = Iz - T < L]l < 2.

Por otra parte, si ¢ € A es la inversa de a — A, entonces L. es la inversa de L,_j,
con lo cual 05(4)(L,) C o(z). Reciprocamente, si L, es inversible, entonces existe un
operador inversible T € B(A) tal que L,Tz = TL,z = z para todo z € A. Llamando
b = T(1), se tiene que b es la inversa de a: en efecto ab = L,T(1) = 1, y por otro
lado 1 =TL,(1) = T(a) con lo cual

ba =TLy(ba) =T(aba) =T(a) =1.
O

Dada H: Q ¢ C — C una funcién analitica tal que o(z) C Q, entonces ciertamen-
te o(L,) C Q con lo cual tiene sentido hacer el cdlculo funcional en las dos &lgebras.
Se tiene

LH(Z) = H“—Z)v

pues la férmula es evidente para potencias de z y para H(z) = (z—A) ™', y el resultado

se deduce aproximando H uniformemente con funciones racionales en o(z) (Teorema
A2.7).

—p—
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Respecto de la exponencial, se trata de la exponencial usual dada por ejemplo por
una serie de potencias. En particular para todo v € A se tiene

Lev =ebY, Rev =Ry, eV = Ad,..

La ultima férmula, valida en grupos de Lie-Banach arbitrarios, tiene en este contexto
una prueba sencilla: los operadores L., R,, € B(A) conmutan para todo v,w € A.

De la férmula para la diferencial de la exponencial obtenida en el Lema 3.1.14
exp,, (w) = e"Fladv)w = [G(adv)w] e”
dedujimos que esta diferencial es inversible si y sélo si
o(adv) N{2kmi: k € Zo} = 0.
En particular, si ||z|| < 7, entonces como aqui adz(v) = zv — vz, tenemos
ladz|| < 2|z|| < 27
con lo cual r(adz) < 27t y se tiene que la diferencial es inversible en la bola de radio
TL.
4.2. Grupos lineales de matrices: un vistazo rapido

Los ejemplos inmediatos de grupos de Lie surgen de considerar grupos lineales.
Es decir, subgrupos del grupo de matrices inversibles. Fijemos un poco la notacién.
Sean H = C™ con el producto interno usual, M, (C) el espacio de matrices de n x n
con entradas complejas. En estos grupos lineales se tiene que las diferenciales de
Ly, Ry, Ady coinciden en efecto con las funciones, pues por ejemplo si « es una curva
en G, entonces

Lohua&lt) = <Ly (1) = o (Lya(t)) = < (galt)
= g%oc(t):Lgc'x(t).

Estas cuatro grandes clases que presentaremos (grupos lineales, unitarios, orto-
gonales y simplécticos) y sus variantes son lo que se conoce como grupos de Lie
cldsicos, nombre debido a una obra de Hermann Weyl del afio 1939 [37].
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4.2.1. El grupo lineal GL(n,C)

Usaremos GL(n,C) para denotar el grupo de matrices inversibles en M,, (C). Este
resulta ser un conjunto abierto en M,, (C), y como tal, tiene la estructura diferenciable
(de hecho analitica) dada por la carta global de la identidad del espacio de Banach
E = M, (C), restringida a GL(n,C).

El 4lgebra de Lie de GL(n,C) consiste entonces del espacio de todas las matrices
M., (C), y no es dificil ver que el corchete de dos elementos v,w € g estd dado por el
conmutador usual, es decir

v, W] = vw —wv.
Esto se extiende de manera natural a cualquier subgrupo.
Si una matriz se diagonaliza como a = gdg~! con g € GL(n,C) y

d= diag(ah"’ )an)

con a; € C los autovalores de a (con multiplicidad), entonces dada una funcién
compleja f definida en o(a) = U{a;} -el espectro de a-, tiene sentido definir

f(a) := gdiag(f(ar), -+, flan))g ' = gf(d)g~ .

k

Para potencias f(x) = x*, con k € Z, esta definicién coincide con la usual, es decir

a* = gdiag(af,---,ag)g .
Luego la definicién coincide para polinomios, y se entiende cdmo se calcula f(a) para
una funcién analitica en un entorno del espectro de a.

Algunas funciones, dadas por series de potencias convergentes, se pueden definir
aunque la matriz a no se diagonalice. Dos funciones muy importantes son la ezpo-
nenctal del grupo lineal, dada por la serie de potencias

1
J— a n
exp(a) = e® = E —!a
n>0

convergente para cualquier a € GL(n,C), y el logaritmo,

].Il(b) _ Z (_])n (b _ -I)n+1

nZOnJH

convergente para ||b — 1|| < 1. No es dificil chequear que, si ||b — 1|| < 1, entonces
exp(ln(b)) = b,
y que si ||a|| < In(2) entonces
log(e®) = a.
En los apéndices de este libro se estudian dlgebras de Banach y dlgebras de ope-
radores, y alli mostramos como extender el logaritmo a cualquier operador a cuyo

espectro no separe al cero de infinito en el plano complejo, y en general como calcular
f(a) para funciones continuas en el espectro de a.

—p—
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4.2.2. El grupo de matrices unitarias

Un subgrupo que nos interesa es el grupo de matrices unitarias, definido de la
siguiente manera: si a* denota la transpuesta conjugada de a € M (C), entonces

Un,C)=U={ue GL(n,C) : u*u=1}

Notar que en este contexto de dimensién finita, como det(a*) = det(a), la condicién
u*u = 1 nos asegura que u es inversible y ademés u~' = u*, luego también vale
uu* = 1. En el caso infinito dimensional, el grupo unitario se define agregando esta
dltima condicién a la expuesta.

Este es un grupo de Lie real, cuya algebra de Lie se identifica con el conjunto de
las matrices antisimétricas (antihermitianas) en M,,(C), es decir

M (Clan ={x € My (C) : x* = —x}.

Esto se prueba de la siguiente manera: si u(t) es una curva suave en f tal que u(0) =1
y 1(0) = x, entonces derivando en t = 0 la relacién uu* = I se obtiene x* + x = 0.
Por supuesto, si x € M, (C) qn, entonces e € U, pues

Se dice que a es autoadjunta o Hermitiana si a* = a, y que a es normalsi a*a = aa*.
Un resultado importante del dlgebra lineal nos dice que si a es normal, entonces existe
una matriz unitaria u tal que

a=udu*

con d la matriz diagonal de los autovalores de a. Si ademés a es Hermitiana, los
autovalores son todos reales.
Observemos que toda matriz unitaria es normal, con lo cual dada u € U, existe
v € U tal que
u =vdv".

No es dificil ver que en este caso, todos los autovalores estan en S', es decir |d;| = 1
paratodoi=1,---,n.

Dada una matriz unitaria u, como o(u) = {di}i—1,... .n C S', podemos elegir una
determinacién log del logaritmo en el plano complejo de manera que log esté definido
en o(u) y ademas |log(d;i)| < 7t para todo i = 1---n. En consecuencia, toda matriz
unitaria tiene un logaritmo

x =In(u) =vin(d)v*

donde In(d) es la matriz diagonal (In(d;),---,In(dy)). Si x = In(u), es evidente que
e* = exp(x) = u, y ademas ||x|| < m. Podemos considerar entonces el grupo a un
pardmetro 6 : [0, 1] — u dado por 5(t) = e'*, que toma valores en U/ puesto que tx es

—p—
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anti-hermitiana. Como 6(0) = 1,5(1) = u, se deduce que el grupo unitario es arcoco-
nexo. Estas curvas jugardn un papel importante cuando estudiemos la geometria de
U, las llamaremos segmentos.

En contextos mas generales, no siempre es posible hallar un logaritmo de un
operador unitario; sin embargo, para una clase importante de dlgebras veremos que
siempre es posible.

4.2.3. El grupo ortogonal

Este es el caso real del grupo anterior; el grupo ortogonal O(n,R) es el grupo de
matrices que preserva la métrica, es decir

O(n,R) ={x € M (R) : (xv,xw) = (v, w) para todo v,w € R"}.

Esta condicién es -por polarizacién- equivalente a pedir que x sea una isometria
[Ixv|| = |[v|| para todo v € R™, donde | - || denota en este caso la norma usual.
Equivalentemente, o € O(n,R) si y sélo si

El dlgebra de Lie es el subespacio de matrices antisimétricas, es decir aquellos x €
M, (R) tales que
x+x" =0.

Con mayor generalidad, fijado un producto escalar (,) en R™, y g es la forma cuadréti-
ca asociada, si definimos la traspuesta de x € M, (R) como la tinica matriz x' tal
que

(xTv,w) = (v, xw)

para todo v,w € R™, entonces O(n,R, q) es el grupo de matrices que preserva la
forma cuadratica q.

4.2.4. El grupo simpléctico
Para n = 2k par, fijamos | € GL(n,R) tal que

Esto es lo que se conoce como una estructura compleja en el grupo lineal real
GL(n,R). La estructura compleja recibe este nombre porque permite introducir, en el
espacio real R?*, una accién de C que lo convierte en un espacio vectorial complejo:
dado z = a + ib € C, definimos para v € R?¥

zv := av + bJ(v).

—p—
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Si (,) denota el producto escalar usual de R", J induce una forma bilineal
wv,w) = (Jv,w)

conocida como forma simpléctica de la estructura compleja. La estructura compleja
en R?* viene acompaifiada del producto escalar

vyw)y == (vyw) —iw(v,w)
que es de hecho un producto interno sesquilineal en el sentido siguiente
(z1v, Z2W)) = 2122 (v, W);

para z1,z; € C y la accién de C sobre R?* inducida por J.
Se dice que una matriz a € M, (R) es una matriz compleja si conmuta con J, es
decir, si
aJ] =Ja.

De la misma manera, un subespacio S C R?* es un subespacio complejo si J(S) C S.
Por ser ] inversible, es equivalente a pedir J(S) = S. Esta condicién es de hecho la
condicién necesaria y suficiente para que el subespacio S herede la accién de C sobre
R2¥ introducida més arriba.

Salvo un cambio de base, toda estructura compleja en R** = R¥ x R¥ viene dada
por una matriz

0 1
J= ( o ) € GL(2k, R)

donde 0,1 € GL(k,R) son matrices cuadradas de k x k. En coordenadas, si v =
(m, &) € R* x R¥, entonces J(1, &) = (—&,m).

El grupo simpléctico es el grupo Spy C GL(n,R) de matrices inversibles g tales
que

-1 _ 1 T
g =Jg'J
Equivalentemente, son las matrices inversibles que preservan la forma simpléctica w,
es decir, aquellas matrices tales que

w(gv, gw) = w(v,w)

para todo v, w € R?¥,
El dlgebra de Lie de Spj es el dlgebra simpléctica spy C My (2k,R) de las matrices
tales que
x'] =—Jx.

Esta relacién se deduce considerando una curva g(t) € Spytalque g(0) =1y g(0) =x,
y derivando la relacién ] = g"Jg en t = 0.

—p—
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4.3. Espacios homogéneos de grupos de matrices

En general un espacio homogéneo se presenta en forma abstracta; veremos sin
embargo que hay casos donde se los puede pensar como subconjuntos o incluso sub-
variedades del grupo lineal.

En general, dado a € M,(C), y G algtin grupo lineal subgrupo de GL(n,C),
llamaremos 6rbita de a al conjunto

O(a):={gag™':g e G} C M,(C).

En el caso del grupo unitario U, se suele denominar drbita coadjunta de a.

4.3.1. La variedad de Grassmann

La variedad de Grassmann Gry(n) es el conjunto de subespacios de dimensién
k en R™ o C™. Como tal, admite la accién del grupo de matrices inversibles de la
siguiente manera: dado S € Gri(n), ponemos

g-S=g(S).

Observemos que por ser inversible g, se sigue que ¢(S) tiene la misma dimensién
que S. Se puede dar una presentacién de la Grassmanniana como 4rbita, si pensamos
que un subespacio S de dimensién k se identifica con el tinico proyector ortogonal
P € M, (C) que lo tiene como rango (es decir p* = p,p? = p, ranp = S). En ese caso

la accién se convierte en
1

g-p:=9grg .
Observemos que también podemos considerar la accién del grupo unitario U,

u-p=upu’.

Como dados dos subespacios S,S’ de dimensién k, siempre podemos hallar una base
ortonormal de la interseccién y completarla a una base de S y de S’ respectivamente,
no es dificil ver que la 6rbita unitaria recorre también toda la Grassmaniana Gry ().
En este caso estamos identificando entonces

Gri(n) ~U/K,
donde K, C U es el subgrupo de isotropia del proyector p, es decir
K, ={u el :upu* =p}

Observemos que en este caso se trata de los unitarios que conmutan con p, que en
una representacién matricial se pueden expresar en forma de operadores diagonales:

(S 2), (4.1)
&
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donde en la primer fila ponemos el rango de p y en la segunda el de 1 — p. Es decir,
observemos que todo x se puede escribir de la siguiente manera:

x=pxp+(1—phxp+px(1—p)+ (1 —p)x(1—p)=a+b+c+d,

y utilizamos para x la siguiente escritura por bloques:

(¢a)

Esta escritura se comporta bien el producto de matrices, es decir multiplicar dos
representaciones matriciales equivale a multiplicar las correspondientes matrices ori-
ginales.

Observacion 4.3.1. Por este motivo diremos que una matriz (o un operador) de la
forma (4.1) es una matriz (o un operador) p-diagonal; una cuenta elemental nos
muestra que una matriz es p-diagonal si y sélo si conmuta con p. Por otra parte,
diremos que una matriz (o un operador) es p-codiagonal cuando la parte diagonal
de ésta sea nula, es decir cuando su escritura en bloques sea de la forma

(15)

Esta escritura compacta es muy 1util para algunos calculos, como veremos mas
adelante. Derivando la relacién up = puen una curvau = uy talque up =1y 1o = v,
se deduce que vp = pv, luego el élgebra de Lie de K, son los antihermitianos que
conmutan con p, que nuevamente se representan como matrices diagonales respecto
de p.

4.3.2. Matrices positivas inversibles

Una matriz es positiva cuando a = a* y ademads todos los autovalores de a son > 0.
Si ninguno es cero, diremos que a es una matriz inversible positiva y lo anotaremos
a > 0. Es facil ver que la exponencial de toda matriz Hermitiana es inversible y
positiva; lo que no es tan obvio es que todas tienen logaritmo Hermitiano. Este espacio
‘P de matrices positivas inversibles se puede presentar como un espacio homogéneo
del grupo de todas las inversibles mediante la siguiente accién: dada a > 0y g €
GL(n,C), ponemos

g—gag”.

Evidentemente gag* es inversible, para ver que es positiva hay que observar que a
tiene una rafz cuadrada positiva aZz > 0 y entonces gag® =bb* con b = baz. Volve-
remos sobre este espacio homogéneo mas adelante, para ello es necesario familiarizarse
primero con los contenidos de cdlculo funcional de los apéndices de este libro.

—p—
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4.4. Subgrupos algebraicos

A continuacién desarrollamos un criterio util en el contexto infinito dimensional
para probar que la topologia de un subgrupo K de un grupo proveniente de un algebra
de Banach, es la topologia de subespacio.

Dada un &lgebra de Banach A, diremos que un subgrupo K C G4 es algebraico
si existe una familia {P;};c; de polinomios P; : A x A — C tales que

K={geG4:Pi(g,g7")=0 Viel].

Resulta entonces que P es una suma de funciones homogéneas en (a,b). El grado del
polinomio P se define como el maximo de los érdenes de las funciones homogéneas
en las que se descompone P. Por ejemplo,

P(a,b) = 3a?b? —4a*b+ ab+ 1

es un polinomio de grado 5 pues el monomio m(a,b) = —4a*b es homogéneo de
grado 5, es decir
m(ta,tb) = —4(ta)*(tb) = t°>m(a, b)

paratodo t € C. El grado del subgrupo K es el maximo de los grados de los polinomios
de la famila {P;}ic1.

El siguiente teorema debido a Carlson sera 1til en breve, lo enunciamos sin de-
mostracién y la misma puede verse por ejemplo en el libro de B. Levin® [71, Teorema
3, Seccién 8.3]:

Lema 4.4.1. Sea f: C — C una funcién entera de orden p <1 (es decir |f(z)| <
AePl#l para todo z € C). Si

1. f(k) =0 para todo k € Z,
2. limsup % log [f(+it)| < 7,
t—o0
entonces f = 0.
Para un subgrupo algebraico K, si definimos
t={veAd:e cK VteR]

la Proposicién 3.2.3 nos dice que ¢ es un algebra de Lie-Banach, pues K es cerrado
por ser interseccién de cerrados.

!Link al libro online, de acceso gratuito en la pagina de la AMS-American Mathematical Society
(ver la pagina 58): http://www.ams.org/online_bks/mmono150/mmonol150-ptI.pdf

—p—


http://www.ams.org/online_bks/mmono150/mmono150-ptI.pdf

Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 113 Ei;

4.4. Subgrupos algebraicos 113

Teorema 4.4.2. Si A es un dlgebra de Banach compleja y K C G4 es un subgrupo
algebraico de grado n < oo, entonces K tiene una estructura de grupo de Lie-
Banach dada por t y la exponencial de G4, cuya topologia concuerda con la
topologia de subespacio de G 4.

Demostracion. Trasladando con los difeomorfismos {L}qck, basta probar que existe
un entorno U C A del origen tal que exp(UNt) = exp(U)NK y exp es un difeomorfismo
entre UN ¢ y exp(U) N K. Como exp(UN¢) C exp(U)NK siempre ocurre, tenemos
que probar que

exp(U)NK C exp(UNt),

y esto estard probado si vemos que, dado v € U con g = e” € K, entonces e € K
para todo t € R. Por la definicién del subgrupo algebraico, esto nos lleva a tener que
probar que para todo polinomio P de la familia que define K, se verifica

P(e",e ") =0 para todo t € R.
Para P y v fijos, consideramos la funcién f: C — C dada por
f(z) =P(e*¥,e ).

Esta es una funcién analitica pues la exponencial y los polinomios son analiticos.
Probaremos que f es idénticamente nula usando el lema previo. Observemos primero
que

f(k) =P(eXv, e ) =P(gk, g7 ) =0 para todo k € Z,

puesto que K es un grupo. Ademas, usando que P tiene grado finito, f tiene orden
p < 1 pues basta desarrollar el polinomio como suma de monomios y luego acotar

et=v|] < elllzvll = ¢il=lIv
en cada monomio. Por otra parte, como
n
P(xy) =Y prlxy)
k=0

con los px homogéneos de grado k, entonces existen constantes cy, &jx > 0 tales que

n k
POyl < D e Y agiclXIP Iyl < Momax{1, [Jx|I™, ly]I™),
k=0 j=0

y entonces
log [P(x,y)| < log M + nméx{0, log ||x||, log |ly||}-
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Usando esto, para t € R tenemos
log [f(£it)| = log [P(e*'", eT1")| < log M + n max{0, log |||},
lo que nos dice que

! 1 .
lim sup T log |f(+£it)| < nlimsup n log [|eitY|.
t—oo

t—o0

Por el primer item del Teorema A.3.6,
1 )
lim sup — log||e*"*”|| = méx{|[m(A)| : A € o(v)} < v(v) < v],
t—oo

es decir

1
lim sup T log [f(£it)| < nv].

t—o0
Como n estd dado por la familia de polinomios, podemos tomar el entorno U C A
suficientemente pequefio para que ||v|| < 7t/n para todo v € U, con lo cual

1
lim sup n log |f(£it)| < 7.

t—oo

4.5. El grupo de isometrias

Si A es un algebra de Banach, las isometrias de G = G4 son los elementos de
norma unitaria con inversa de norma unitaria, es decir

U=Us={geGa:llgl=Ilg"Il=1

Observacion 4.5.1. El nombre se debe al siguiente hecho: si pensamos que A actia
en un espacio de Banach E como operadores acotados (por ejemplo en E = A via
g+ Lgy) entonces g € U sii

llgnll =llg~"nll = |

para todon € E. En efecto, ||gn|| < |n|| y por otro lado ||| = |[g~"gn|| < ||gn| lo que

1

prueba que g es una isometria, y con un argumento andlogo g~ ' es una isometria.

Lema 4.5.2. Siu € U entonces o(u) C S'.

Demostracién. En primer lugar, si [A| > 1 entonces x = 1 — ¥ verifica |[x — 1|| =
1/I]A\] < 1 lo que nos dice que x es inversible o equivalentemente, que A ¢ o(u).
Supongamos ahora que |A| < 1, entonces y = Au~' — 1 también verifica ||y — 1| =
[A| < 1 luego es inversible. Multiplicando por u deducimos que uy = A—u es inversible

asi que A ¢ o(u). O
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Las isometrias forman un subgrupo cerrado de G, y por ende el espacio de Banach
u=uy ={veA:exp(Rv) C U}

es de hecho una subdlgebra de Lie-Banach de A. Se sigue que U es un grupo de
Lie-Banach, con una topologia tal vez mds fina que la heredada de G (la topologia
de G coincide con la de A por ser abierto). Puede probarse que si X es un espacio de
Banach complejo y A = B(X) es el dlgebra de Banach de operadores acotados en X,
entonces el grupo de isometrias 4 C GL(X) = G4 tiene la topologia de subespacio
siempre y cuando la bola unitaria de X sea homogénea, esto es, cuando las funciones
biholomorfas actuen transitivamente en la bola (ver [45, Teorema 2]). En el mismo
articulo (Ejemplo 6), o en las notas del Seminario Dubreil de K. H. Hofmann [47],
puede hallarse un ejemplo de un grupo de isometrias de un espacio de Banach que
no es un grupo de Lie con la topologia heredada.

Observacién 4.5.3. Se suele denominar Hermatiano a todo elemento x € A tal que
ix € u, es decir

Herm(A) =iu={x € A:exp(itx) ed Vte R}

En el contexto de dlgebras C*, es facil ver que los Hermitianos de una y otra definicién
coinciden, es decir x € Herm/(A) si y sélo si x* = x, ver el Ejercicio 4.1.

Definicién 4.5.4. Para a € A, denotaremos

D(a) ={p € A" :[lo[| =1, ¢(a) = [all},

que es no vacio por el Teorema de Hahn-Banach (de hecho, es convexo y compacto
si se provee a A de la topologia w*, que es la topologia de convergencia puntual, ver
el Apéndice A.3). Definimos

V(a) ={e¢(a): ¢ € D(a)}

que resulta un conjunto compacto convexo de C, no vacio pues o(a) C V(a) (ver el
Lema A.3.5) en los apéndices).

Proposicién 4.5.5. Sea a € A un dlgebra de Banach. Son equivalentes:
1. a € Herm(A).
2. |le't?|| <1 para todo t € R.
3. V(a) C R.

4. lim L{||1 +1isal| = 1} =0 para s € R.
s—0
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5. Para todo t € R, 1+ ita es inversible y expansivo, t.e. para todo z € A

[(T+ita)z] > |iz].

Demostracién. Como para todo g € G 4 se tiene ||g||[[g~"|| > |lgg~'|| = 1, entonces

lg~ 'l > |lg]| =" Luego si |e!*®|| < 1 para todo t € R, entonces

12 flefe] = [[(e =) 7| > et~ > 1

lo que nos dice que 1. y 2. son equivalentes. La equivalencia entre 2. y los items 3. y

4. es consecuencia del cuarto item del Teorema A.3.6 del Apéndice.

Veamos que a Hermitiano implica la condicién del item 5. Basta probarla para

t =1. Como a es Hermitiano, V(a) C R y entonces o(a) C R. Luego

o(14+1ia)c1+1i0(a) C1+1iR

lo que nos dice que 1+ ia es inversible. Para ver que es expansivo, basta probar que
Iz 4+ iaz|| > 1 para todo z € A con ||z|| = 1. Tomemos ¢ € D(z) (ver el Apéndice
A.3), observemos que como a es Hermitiano entonces @(az) € V(a,z) C V(a) C R.

Luego Re@(iaz) = Reig(az) = 0. En consecuencia

1=@(z) =Re@(z) =Rep(z+iaz) < |o(z+iaz)| < ||z + iaz].

Reciprocamente, supongamos que 1+ ita es inversible y expansivo para todo t € R.

Si t es suficientemente pequefio, entonces

(1—ita) "= ) (i)"a™ =1+ita+o(t?).

n>0

Como ||(1 —ita)™"|| < 1y ||1 +ita|]] > 1, deducimos que para t suficientemente

pequeiio y positivo

o 1 +ita] —1 (1 —ita)" +o(t?)] —1

= t t
(1 —ita) '] —1

< ¢ +o(t) < oft)

con lo cual
. I +ital| =1
lim — =

t—0+ t

0.

Como —a verifica las mismas hipétesis que a, se deduce que

o T ita =1
t—0+ t

0,

y cambiando t por —t se deduce que el otro limite lateral también es nulo, lo que

prueba que a es Hermitiano.

—p—
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4.5.1. El grupo unitario de un algebra C*

Para una C*-algebra .4, denotemos con .4}, a los elementos Hermitianos del élge-
bra.

Lema 4.5.6. Sea u € A una C*-dlgebra, que supondremos representada en un
espacto de Hilbert H. Entonces son equivalentes

1. wuw* =uu=1.
2. |lun|l = [lun| = [l para todon € H.
3. u es una isometria, es decir u es inversible y |[ul| = |[u”'|| =1.
Demostracién. Siu es unitario, es decir, si vale 1., entonces
lun||? = (un,wn) = (u*un,n) = (In,n) = n|?

y lo mismo vale para u*, lo que prueba 2.
Si vale 2. u es inyectivo y su rango es cerrado, y lo mismo vale para u*, pero como
ran(u)*t = ker(u*) = {0}, se deduce que ran(u) = H y entonces u es inversible.

Ademds [[ul = [u*]| =1y
* _ 1 * 2 * 2 * 2
Re(wun, &) = 2 [[wum+ &) — [ un|| — uug|]
= 2[lm+&l? = nl* = [[E]1*] = Re(n, &),
y lo mismo vale para uu*, se tiene que u* =u~', luego |[u~'|| = 1 y esto prueba 3.
Por tltimo, supongamos que w es inversible y que [|[u|| = [[u™'|| = 1. Es decir, u

es una isometria. Entonces

(wun, &) = (un,ug) =1 [Jun + &)|* — fun|* — [u||’]
Va [In+ )2 = Inl* —lIg]?] = (n, &)

1

con lo cual u*u = 1, y entonces uu* = uu*uu~' =ulu~' =1 también. O

El grupo de isometrias en un algebra C* es el grupo unitario del algebra. Su
algebra de Lie-Banach es el espacio Ay = 1.4y, de operadores antihermitianos, esto
lo podemos probar a partir de la caracterizacién del Lema 3.2.1:

Lie() ={ve A:exp(tv) CU VteR}L

Observemos que (etV)* = et siempre es cierto (a partir de la escritura de la expo-

tv)* —tv

nencial como serie de potencias). Entonces si v* = —v es claro que (e =e =

(etv)~ 1 y asi et C U. Reciprocamente, si ocurre esto tltimo entonces

etvetv* _ etV(etV)* _ etV(etV)f1 _ etveftv =1

—p—
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y derivando en t = 0 vemos que v+ v* = 0.

La topologia de U es la de subespacio de G4 (y entonces es la de A). Es-
to lo podemos probar de la siguiente forma: sea U C A tal que la exponencial
es un difeomorfismo con su imagen, supongamos que e” € exp(U) N Y. Entonces
eV = (e¥)"! = (e¥)* = e"*. Como V* tiene la misma norma que v entonces por la
inyectividad de la exponencial en este entorno tiene que ser —v = v* y asi hemos
probado que exp(U)NU = exp(UNAgn ). Por el Teorema 3.2.4 esto es suficiente para
probar que U es subgrupo de Lie de G 4.

Por otro lado, como
U={ueGy:W'u=uu" =1}

es esperable que el Teorema 4.4.2 también nos permita concluir que la topologia de U/
dada por la carta exponencial concuerda con la topologia de subespacio de G 4. Los
polinomios naturales a considerar son la familia indexada por ¢ € H dada por

{Pe(a) = [|ag||* — [|E]|1*}

que claramente tiene grado 2 y anula al grupo unitario ¢/. Sin embargo, una cuidadosa
inspeccién de la seccién previa nos dice que los polinomios deben ser polinomios
complejos, es decir deben sacar constantes complejas, lo cual no se verifica aqui. Sin
embargo, este problema se puede solucionar considerando la complexificacién de los
polinomios dada por una expresién estdndar que puede verse por ejemplo en [68,
Seccién 3]. En particular, la forma bilineal real

B(&,n) = Re(&,m)

que induce el polinomio real p(&) = ||£||%, nos permite obtener la complexificacién de
P, descomponiendo a & = x + iy € H en sus partes real e imaginaria y definiendo

POx+1y) = x| — [ly[|* + 2iRe {x,y).

Es fécil verificar que si A = a +1ib € C entonces en efecto p(A(x +1y)) = A?P(x +iy),
y por otra parte p(ué&) = p(&) para todo u € U, luego el grupo unitario es un grupo
algebraico y se obtiene el resultado esperado:

Corolario 4.5.7. El grupo de operadores unitarios de un espacto de Hilbert es
un grupo de Lie-Banach cuya topologia coincide con la de la norma uniforme
de B(H), y cuya dlgebra de Lie-Banach consiste en el espacio de operadores
anti-Hermaitianos.

—p—
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4.5.1.1. Logaritmos de operadores unitarios

Veremos algunas propiedades del grupo de unitarios de un dlgebra C*. Recurrimos
para ello al cdlculo funcional continuo (ver el Apéndice B).

Observemos que si u € U, entonces |[u— 1|| < 2 y més generalmente ||lu—v| <2
para todo u,v € Y. Si |[u—1|| < 1 entonces

z =log(u) = Z

n>1

(Dl (u—1".

verifica e* = u. Por otra parte, supongamos que ||[u— 1|| < 2. Entonces como o(u) C
S', se tiene
méx{le'* —1|:ett cou)}=ru—-1) < |Ju—-1] <2,

lo que nos dice que —2 ¢ o(u— 1) o equivalentemente —1 ¢ o(u). Es decir,
o(u) c ST —{-=1}.

Sea
log:{a+ibeC:a>06b#A0} = {x+iy:—m<y<mn}

la determinacién usual del logaritmo en el plano complejo sin el semieje negativo de
los numeros reales. Entonces log es una funcién analitica definida en un entorno de
o(u), y por lo tanto esta bien definido el calculo funcional

1
z =1log(u) = = i log(w)(w —u) " Tdw
para cualquier curva simple vy, orientada de forma positiva, alrededor de o(u). Por
propiedades generales del calculo funcional, se verifica e* = exp o log(u) = id(u) = u,
y ademas

o(z) =log(o(uw)) C{it:t € (—m )}

Proposicion 4.5.8. S1 A es un dlgebra C* entonces para todo u,v € U tales que
lu—v| < 2 eziste un tdnico z € An tal que |z| < m y v = ue'*. La asignacidén
(u,v) = z es analitica en

U={(wy,v)eUd xU:||u—v| <2}

Demostracién. Supongamos primero que v = 1 y que |[u— 1|] < 2. Entonces z =
log(u) es un operador normal pues se obtiene como cédlculo funcional de u que es
normal. Como

z* =log(u)* = log(u*) =log(u~") = —log(u)

se deduce que z es antihermitiano. Ademas como o(z) C i(—m, ) C iR, ||z|]| =1(z) <
7t. Si tomamos x = iz, entonces x verifica todo lo requerido.

—p—
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Si|lu—v| < 2, entonces w = u*v es unitario y ademés |jw — 1| = [|[u*v — 1| =
v —u|| < 2, con lo cual por el caso anterior existe x € Ay tal que x| < 7wy
u*v =w = e**, de donde se deduce que v = ue'*.

Para probar la ultima afirmacién, podemos suponer nuevamente que v =1 y que
[lu—1| < 2. Como u+s (u—w)~!
al espectro de 1) admite localmente un desarrollo en serie con polinomios homogéneos

es analitica para todo w € y (una curva que rodee

en el espacio de Banach A. Integrando término a término la serie en vy, tenemos una
nueva serie de potencias que nos da u — log(u) localmente, lo que nos dice que esta
aplicacién es analitica. O

Proposicién 4.5.9. St A es un dlgebra de von Neumann entonces para todo
u,v €U existe x € Ay, tal que ||x|| <7 yv=mue™.

Demostracién. Como |[u—v|| = ||1—u*v||, podemos suponer que u = 1. Si o(u) # S',
usamos el corolario previo. En caso contrario, sea log definido como el logaritmo usual
en S' — {1}, y extendido arbitrariamente (por ejemplo, como 7) en A = —1. Esta
funcién es Boreliana y acotada en S', con lo cual podemos hacer el calculo funcional
z = log(u) del elemento normal u, que verifica ||z|| < [|log||co,o(w) = [l0g][oo,s1 = 7.
Se verifica e* = expolog(u) = u, z* = —z con lo cual x = (—1)z es el elemento
buscado. O

4.6. El cono positivo de un algebra C*

Si A es un algebra C*, denotemos con G, a los elementos positivos e inversibles,
es decir
Gi=1{9€Ga:g" =g, o(g) C(0,+00)} C An.

Observemos que si v,w € Ay, entonces adv(w) = [v,w] € i4;,, mientras que

ad®v(w) = v, v, w]] = v?w +wv? —2vwv € Aj.

Teorema 4.6.1. Sea A una C*-dlgebra. Entonces
1. exp(An) = G, y exp : Ay — G es una biyeccidn.
2. GJ{ es abierto en Ay.

3. Siv,w € Ay, entonces

h(adv/2
exp.,(w) = ev/2. %(W) Lev/2
2
— /2. _ adv .ev/2
= ¢ H(1 4n2ﬂ2>(w) e”/?.
neN
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4. exp,, : An — An es globalmente 1nversible y exp : An — Gj‘ es un difeo-
morfismo.

Demostracion. Para probar 1. primero notamos que si v = v, entonces eV es positivo
e inversible por el teorema espectral, ya que (e¥)* = eV =e¥ y ademaés

o(e¥) =exp(o(v)) C exp(R) C (0,+00).

Luego exp(Ay) C G?, pero nuevamente invocando el teorema espectral tenemos,
para cada a € Gj‘ un tnico logaritmo real In(a) que es Hermitiano y verifica que
exp(ln(a)) = a. Luego los conjuntos son iguales, y exp es una biyeccién ya que
e” = e" con v, w Hermitianos implica que tienen el mismo logaritmo real y entonces
v=w.

Para ver el item 2. recordemos que exp,, es la identidad, y si a € Gjt, podemos
considerar

vi— a'/?exp(v)a'/?

que es un difeomorfismo local y entonces manda un entorno abierto de 0 € A;, en un
entorno abierto de a € G
Para probar el item 3. observamos que

e V/?exp, (We¥/? = e"?Fladv)we¥/? = e/ 2F(adv)w
eadv/Z _ efadv/z

- 2adv/2 w),

y que la expansién en productos de Weierstrass de senh(A)/A es

A A A2
1——)e¥%i = 1——==].

kgo ( km) Tg] ( n27t2>

Finalmente, observemos que o(adv) C o(L,) — o(R,) pues estos operadores con-
mutan (ver el Corolario B.3.2), y por otra parte, por el Lema 4.1.1, o(L,) = o(v) C R
y lo mismo se aplica para R,. Se sigue que o(adv) C R, con lo cual senh(A)/A no se
anula en adv y entonces la diferencial de la exponencial es inversible globalmente,
para todo v € A;,. Como exp restringido a los Hermitianos era una biyeccién global
con los positivos invertibles, tenemos que se trata de un difeomorfismo (por ser un
difeomorfismo local). O

4.6.1. Conos positivos

Sia>0yte R entonces obviamente ta > 0. También es cierto que la suma
de positivos da positivo, para probarlo usamos el radio numérico: si a,b > 0 entonces
a+ b es autoadjunto y ademds para todo estado p se verifica

p(a+b) =pla)+p(b) >0

—p—
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lo que nos dice que a + b > 0 (Corolario B.3.13).

En consecuencia, el conjunto de operadores positivos forma un cono convexo, que
se suele denominar cono de operadores positivos y denotado AT.

Sia,be Ap, diremos que a >bsia—b > 0.

Corolario 4.6.2. La relacién > define un orden parcial en Ay, es decir
1. a < a para todo a € Ay,.
2. a<byb<aimplican a=Db.
3. a<byb <c wmplican a <c.

Ademds
a>b = Tra > rb para todo r € R>y,

a>b y c>d = a+c>b+d.

Demostracién. Ciertamente a < a pues a—a=02>0.

Sia<byb < aentonces o(a—b) ={0}, y como a —b € Ay, se tiene |[a—b| =
r(a) =0 luego a =b.

Sia<byb<centoncesb—a>0yc—b>0; como la suma de positivos es
positivo se tienec—a=b—a-+ (c—b) >0 con lo cual ¢ > a.

Si a < b entonces obviamente ra > rb; por otra parte a > b y ¢ > d implican
a—b+c—d >0, que es lo mismo que decir a+c¢ > b+ d. O

Para a € Ay, el nimero
i =min{s:seo(a)}eR
estd bien definido por ser o(a) un compacto en R.
Lema 4.6.3. Sea a € Ay,. Entonces
ola—1iq) ={t—iq:t € o(a)}
y en particular a > ig1.

Demostracién. Siig =0 no hay nada que probar. Supondremos que i, # 0. Enton-
ces (ver la Observacién A.2.1), se tiene

ola—ia) = (—a)o(1—ig'a)=(—1a){1—i5't:t € ola)}

= {t—1ig:teo(a)l

Como i, € R, a — 14 es Hermitiano y como t —1, > 0 para todo t € o(a), se deduce
que a —iq > 0. O
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Si a,b > 0 son inversibles, entonces iq,ip >0 conlocual a+b >1i4+1i, >0y
esto nos dice que a 4+ b no sélo es positivo, sino que también es inversible. Se sigue
que G7; es un cono convexo (las combinaciones convexas caen dentro). Este admite
una accién natural del grupo de inversibles G 4,

m:Gax Gl — G (g,a) — gag* = ga'/?(ga'/?)*.
Esta accién es transitiva pues si a,b € Gj‘, entonces g = b'/2a~1/2 verifica
Ig(a) =gag" =b.

En particular podemos pensar que Gj‘ es O(1), la érbita de la identidad por la accién.
El grupo de isotropia H; de esta accién en a = 1 es exactamente el grupo unitario
pues si g = u|g| es la descomposicién polar de g con u € U y |g| € AT, entonces

1=1I4(1)=gg" = ulglzu*
de donde se deduce que |g|> = 1 y entonces |g| = 1. En este caso tanto Gjl =0(1) c

An como U = Hy C G4 son subvariedades embebidas.

4.6.2. Descomposiciéon de Cartan y conmutadores

El 4lgebra A admite una descomposicién
A=tdyp

donde ¢ = 1A}, es un algebra de Lie-Banach (que corresponde al grupo unitario) y
p = Ap es un subespacio real cerrado que verifica ser un triple de Lie, esto es

ad?v(w) = v, [v,w]] € p

siempre que v,w € p. Como vw —vw € 1Ay si vyw € An v kv —vk € Ay si
k € iAn,v € Ay, entonces el algebra A es de esta manera un algebra Z,-graduada,
en el sentido siguiente

ke cCe Eplcp, [pplCEL

Definicién 4.6.4. Si g es un algebra de Lie-Banach, y £,p C g son dos subespacios
tales que
g=toyp

y ademas
e ce Eplcp bplct

se dice que & p es una descomposicion de Cartan de g.
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Como veremos luego, esta estructura hace de los operadores positivos un espacio
simétrico de Cartan (Proposicién 7.5.20).

Cerramos esta seccién con algunos comentarios sobre conmutadores: si z € ¢ =
iAp, entonces la pregunta de si existen v,w € p = A}, tales que

v, w] =z

es dificil de contestar. Si z = it con t € R, entonces vw—wv = it implica vw = it+wv
con lo cual
o(wv) U{0} = o(vw) U{0} = {it + o(wv)} U {0}

y esto es absurdo salvo que t = 0.
Si A = M, (C), tomando traza en el problema vw — wv = z de incégnita z €
M., (C) se obtiene también la condicién necesaria

0 = tr(vw —wv) = tr(z),

lo que nos dice que los conmutadores de Hermitianos caen en un subespacio propio
de M,,(C), suplementario a C1. De hecho, esta condicién es suficiente: toda matriz
de traza cero se puede escribir como el conmutador de dos matrices. La prueba de
este hecho (vélido en cualquier cuerpo k) puede verse por ejemplo en el trabajo [1].

En el caso infinito-dimensional, este enunciado esta lejos de ser cierto pues puede
probarse que los conmutadores son densos con la topologia uniforme (la de la norma).
Recordemos que denotamos B(7#) a los operadores lineales acotados del espacio de
Hilbert H. Entonces, si A = B(#H) con H infinito dimensional, entonces dado z € A
existen v,w € A tales que z = wv —vw si y sélo si

z¢{A+k:C>A+#0,k compacto }.

En particular el conjunto de conmutadores tiene interior no vacio. Todos estos resul-
tados estdn en el trabajo de Brown y Percy [21].

4.7. Orbitas de similaridad y coadjuntas

En el caso de un operador a € A donde A es una C*-4lgebra, podemos considerar
su 6rbita con la accién del grupo de inversibles

O(a) ={gag*: g€ G4} C A.

En general no es sencillo garantizar que la érbita es una subvariedad del espacio
ambiente.
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4.7.1. La orbita de similaridad de un inversible autoadjunto

En un trabajo de Corach-Porta y Recht [31] se estudia el caso a € G4, a = a*.
Puede verse que O(a) C Ay, es una subvariedad: de hecho O(a) es abierto en G 4N A,
y el grupo de isotropia K, C G4 es subgrupo de Lie-Banach regular. Esto es porque
el fibrado

I:GAHO(G)) g'_)ﬂa(g)zgag*

admite secciones suaves, en el sentido del Teorema 3.5.9. Especializando este teorema
para el caso de la drbita de un operador inversible autoadjunto, tomamos M = GI}‘ y
si B1(1) C C denota la bola unitaria abierta alredor del 1, consideramos

U={beM:oba')cBi(1)}

que es un entorno abierto de a € M por la semicontinuidad del espectro (Lema A.2.3).
Luego, para todo elemento b € U, el producto ba~' tiene un logaritmo analitico, y por
ende una rafz cuadrada analitica. Definimos s : U — G4 la seccién s(b) = (ba™' )%.
Entonces como gh(z)g~' =h(gzg~') para todo g inversible y toda h analitica en un
entorno del espectro de z, tenemos

a~)a(ba )" = (ba)ab"ba b} b

1

(ba ")z (ba" ') "(ba')ZIb =b.

Esto nos dice que s es una seccién para 7, y por el Teorema 3.5.9 la érbita es abierta.
El grupo de isotropia en este caso es

Ke={ueGya:au* =u'al}.

4.7.2. La 6rbita coadjunta de un operador autoadjunto

En el caso de actuar con el grupo unitario ¢/ de una C*-4lgebra A, podemos
considerar la érbita de un operador autoadjunto a (no necesariamente inversible). En
este caso como 714 (1) = uau®, se tiene que el grupo de isotropia

Ke={uel:ua=au}

coincide con U N C*(a)’ donde aqui la prima denota el conmutante del &lgebra gene-
rada por a. El algebra de Lie-Banach son los antihermitianos que conmutan con a,
es decir

tE={x*=—x:xa=ax}.

No se conocen buenos criterios generales para decidir si K, C G es subgrupo de Lie-
Banach y si O C Ay, es subvariedad (salvo en el caso finito dimensional). Sin embargo,
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mencionamos algunos resultados en ese sentido. Diremos que A es un algebra de von
Neumann znyectiva si contiene una sucesién ascendente

AiCc---CALCAp 1 C--- A

de subdlgebras de dimensién finita de manera que la unién U,cnA, es densa en la
topologia SOT. Por ejemplo B(#H) es inyectiva pues la identidad es limite fuerte de
proyectores de rango finito.

Puede probarse (ver el Teorema 4.33 en el libro de D. Beltitd [17]) que si A es de
von Neumann e inyectiva, entonces el dlgebra de Lie-Banach se parte, un suplemento
estd dado por el nicleo de un proyector E : A — W*(a)’, donde W*(a) es el 4lgebra
de von Neumann generada por a y nuevamente la prima denota conmutante. En este
caso el cociente O tiene una estructura natural de variedad diferenciable para la cual
7t es una sumersioén (ver el Teorema 3.5.6).

Respecto de la inclusién O C B(H)n, puede probarse que la ébita es cerrada (esto
ocurre si y sélo si tiene la topologia de subespacio) si y sélo si C*(a) es un algebra
de dimensién finita. La prueba de este hecho puede verse en un trabajo de Esteban
Andruchow y Demetrio Stojanoff [10].

4.7.3. La Grassmanniana como la érbita de un proyector

El primer ejemplo de Grassmanniana surge de considerar un proyector p = p* =
p? en un 4lgebra C*, y su érbita coadjunta

Gr(p) ={upu* :u e}

donde identificamos un subespacio S C H con el dnico proyector ortogonal que lo
tiene como rango. Como discutimos en la seccién de matrices, la accién p — upu* es
simplemente la traduccién de la accién natural de “mover” el subespacio via S — u(s),
es decir py(s) = upu®. Veamos la prueba de esta afirmacién. En primer lugar es
evidente que upu* es un proyector, sea S’ = ran(upu*) su rango. Entonces si & € H,

fculS)euEecSepui=uwisupuE=85£cS.

Los contenidos de esta seccién estdn basados en los trabajos [6, 30, 75] de An-
druchow, Corach, Porta, Recht, Stojanoff et. al, pero cabe aclarar que la estructura
diferenciable de la érbita de un idempotentes p?> = p en un &lgebra de Banach fue
estudiada en detalle con anterioridad por J. P. Holmes en [48, 49]. Asimismo, una
presentacién alternativa de un atlas para la Grassmanniana (en este caso vista como
subespacios del espacio de Hilbert), puede encontrarse en el trabajo [26] de K. Chung.
Se recomienda también ver el trabajo [62], donde se estudian las Grassmannianas ge-
neralizadas (variedades de bandera) en un algebra C*.
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Denotemos con
PA)={p=p =p°:pc A}

al conjunto de los proyectores de A. Para q € P(A), sea q : U — P(A) la accién
Tq(u) =uqu, y
Kg={uel:uq=qu}

el grupo de isotropia de 7y. La inclusién
'P(A) C An

es una inclusién de subvariedades, pero no necesariamente regular ni embebida. En
el resto de la seccién, construimos una estructura diferenciable para P(A).

Fijado p € P(A), descomponemos al espacio .A como suma directa de operadores
p-diagonales y p-codiagonales respectivamente (ver la Observacién 4.3.1):

A=AP & AC

con
A ={ze Aipzp = (1 —p)z(1 —p) =0}

AP ={ze A:pz(1—p)=(1—p)zp =0

Denotamos con A,y a los operadores anti Hermitianos, consideramos entonces
Q:AS N{ze A:|z|| < ) — P(A)

el mapa dado por

Q(z) = mp, o exp(z) = e*pe” ~.

Vamos a probar que esta funcién (claramente suave) cubre el abierto de P(.A) dado
por

U, ={qeP(A):[lq—p| < T},

que Q es biyectiva y su inversa es suave. Necesitamos una observacién sobre proyec-
tores primero.

Observacion 4.7.1. Sea p € P(A). Definimos €, = 2p — 1, entonces €, es una
simetria, es decir €, = €}, = erj]. Esto es porque

e2=02p—12p—1)=4p—dp+1=1.

Luego €, es unitario y en particular isometria; observemos que si g es otro proyector
y €4 la simetria asociada entonces

lepeq — Tl = ll(ep —eqleqll = 2[g —p.
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Ademas, z € Agh (respecto de p), si y sélo si €, anticonmuta con z, es decir
€pZ = —ZE€p
y entonces también e,e”e, = exp(epzep) = e 7, luego
epe “ =e%eyp.
Ahora si Q es el mapa que queremos usar como carta, vemos que

z € +] —Zz € +1 z z
1Q—pll = lle* (2 2)e = — (S0 = VallePep — el = Ve — 1.

Observacidn 4.7.2. Por el teorema espectral, o(e?? — 1) = e2°(2) — 1, y como el
espectro de z es puramente imaginario, tenemos que

o(e?*—1) ={e** —1:it € 0(z)} = {cos(2t) — 1 + isen(2t) : it € o(z)}

Luego
€% — 1| = V2 méx{y/1 — cos(2t) : t € o(—iz)}.

La funcién t — /1 — cos(2t) es creciente, y como ||z|| = 7(z), se tiene
1 = 1]l = V2/T = cos(2]|z]).
Asique ||Q —p|| < 1siysélosi|z|| < 5. Por otra parte, como
2Q — 1 =e"epe = = e*Fep,
resulta e?* = (2Q — 1)ep. Llamando eg = 2Q — 1, tenemos
12Q ~ ey — 11| = lleqen — 1 =21Q —pl| < 2,
lo que nos dice que Q tiene una inversa dada por la funcién analitica
Q — 1/210g((2Q — 1)eyp).

Es decir, Q donde esta definida es suave, inyectiva, y tiene inversa suave. Nos falta
ver que la imagen es todo el conjunto

U, ={qeP(A):|lq—p| <1k

Para ello tenemos la siguiente proposicidn.
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Proposicioén 4.7.3. Seap € P(A). Dado qo € O = O(p), sea U C P(A) el abierto
U={qeP(A):[q—qol <1}

Entonces eziste una seccion local s: U — U para mq, que es analitica (real), tal
que ||s(q) — 1]| < 2 y para tod q € U se tiene

z =1log(s(q)) € AS, (respecto de qo ).
En particular O C P(A) es abierto y m, :U — O es una proyeccion.

Demostracién. Supongamos primero que qo = p. Si ||q — p|| < 1, entonces

€q€p +1
w=gqp+(1—q)(1—p)=—"F—
es inversible pues |[w — 1| = ||p — q|| < 1 por la observacién previa. Sea w = sjw| la

descomposicién polar a izquierda de w. Como w es inversible s es unitario y |w| es
inversible, ademas

1/2

s =www) /2 = wiw|™!

es una funcién analitica real. Luego s = s(q) es una funcién analitica real en U.
Veamos que es una seccién para 7 = 7, (obviamente s(p) = 1 pues si q = p entonces
w = 1). Como wp = qw, se tiene pw* = w*(, luego

pwrw = (pw*)w = (W q)w =w*(qw) = w*wp

y entonces w*w conmuta con p y por ende |w| conmuta con p. De wp = qw, adjun-
tando deducimos que q = (W*)~"pw* y entonces

sps* = wlw\_Ip\wlqw* = wlwl_zpw*

T 0 s(q)

= ww'w) Tpw* = (W) Tpw* =q.
Dado qo = upu* € O arbitrario, tomamos el abierto correspondiente
Uo={q" € P(A):]lq" —qoll < T} =uwlqe O:|lq—p| < Th~
y la seccién sp : Up — U dada por so(uqu*) = us(q). Entonces
Ttqo © So(uqu®) =us(q)ps(q) u* = uqu”
lo que prueba que sy es una seccién para 7y, .

En lo que sigue, € = €, ¥ U = €4€ para no cargar la notacién. Observemos que,

como w = uT“, con u unitario, entonces w es normal y ademas

|w|2 =w'w=141+u+u*"+1)=14(1+Re(u)).
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Luego

s=whw| ' = iz(u+ 1)(1 4+ Re(w)) "2 = %(1 +Re(w) " Z(u+1),
¢ = (£ 1)(1 + Re(w))~}

V2

Entonces como eu* = e, tenemos al multiplicar la tltima expresién por e

V2es* = e(eqe+ 1ee(l +Re(u))*%ee
= (u+1)(1+Re(eue)) Ze
= (u+1)(1+Re(u*)) Te =2se.

Es decir es* = se. Luego
Is* =1 = lls*e — e]| = [|ses* — e[| = 2||sps* —p|| = 2|lg — pl| < 2

Con lo cual si z = J log(s?) = log(s), se tiene que ||z| < J porque ||e**—1|| = [|s>—T1|.
Ciertamente z es antihermitiano, pues

z* =log(s*) = log(s™') = —log(s) = —z.
Falta ver que es p-codiagonal:
e =s=c¢es"e = ee “e = exp(—eze)

y tomando logaritmos se tiene que z anticonmuta con €. U

Corolario 4.7.4. Sip € P(A), entonces el mapa dado por

Q(z) = mp o exp(z) = e*pe” %,

con
Q: AG, Nllzll < 2} = P(A) N {llq — pll < 1} = Gr(p) n{llg —pll < T},
es un difeomorfismo (analitico real), con inversa
Z(q) = log | Yvalu+1)(Re(u) + 1)~ 2]

donde u=€epeq €U.
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Luego P(.A) es una variedad diferenciable, las componentes conexas son las rbitas
Gr(pi) de ciertos p; € P(A), que resultan abiertas por la existencia de las secciones
locales construidas en la proposicién previa.

Veamos cual es el rango de Q.o para saber quién es el espacio tangente en un
p € P(A). Como exp,, = id, sdélo hay que estudiar el mapa 7,. Observemos que
mp 1 U = P(A) C Apn. Ademas, si z* = —z entonces

d

d
e tzy &
dt t:oﬂp(e ) dtli—o

epe ¥ =zp —pz.

Es decir, m, = (7)1 toma valores en operadores p-codiagonales. Pero no es dificil
ver que el rango de 7, coincide con los operadores p-codiagonales de Ay : por ejemplo,
siv € A es p-codiagonal, podemos tomar z =vp — pv € Ay ¥ entonces

T (z) = (vp —pv)p —p(vp —pv) =vp—0—0+pv=v
pues pvp =0y (1 —p)v(1 —p) =0. Es decir
T,P(A) =ran(m,) = A5 ={v € A : pv(1 —p) =0},
que tiene un suplemento natural dado por los hermitianos diagonales
AR ={ve An: (1—p)v(1 —p) =pvp =0}

Por otra parte,
ker(m,) = AP, ={z € Aan : zp = pz},

tiene también un suplemento natural, que son los elementos antihermitianos p-
codiagonales, es decir

AS, ={ze€ Aan: (1 —p)zp =0}.

Entonces el Teorema de la Funcién Implicita (Teorema 1.6.11) nos dice que K, C U
es una subvariedad regular.

Por otra parte (Teorema 2.4.8) existe un abierto V C U tal que el pedazo de la
érbita O = Gr(p) dado por 7, (V) C Ay es subvariedad regular. Si tenemos en cuenta
la proposicién previa sobre las secciones suaves para O, este abierto V es simplemente

V =exp (A5, N{llzl| < 72}) ={u el : Ju—1| < V2, eu* = ue).

Sin embargo, con las cuentas que ya hicimos podemos probar el siguiente teorema
que es mas fuerte.

Teorema 4.7.5. Sea P(A) C An con la topologia de subespacio. Entonces la
estructura diferenciable que introdujimos usando Q induce una topologia en
P(A) que coincide con la heredada.
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Demostracion. La existencia de secciones suaves s : P(A) — U prueba que m, : U —
P(A) es abierta. Y segin observamos 71, se parte tanto en rango como en nicleo, usan-
do la descomposicién en operadores p-diagonales y p-codiagonales respectivamente.
Entonces el criterio de Raeburn (Lema 3.5.10) nos asegura que P(A) C Ap es una
subvariedad regular que hace de 7t una sumersién. O

4.A. Problemas

4.I. Sea A una C*-algebra.

= Probar que si a € A es normal y o(a) es un punto, entonces a es un miltiplo
de la identidad.

» Siu € A, probar que u es unitario si y s6lo si u es normal y o(u) C S'.
= Probar que x* = x si y sélo si x es normal y o(x) C R.

= Probar que x € Herm(A) si y sélo si x* = x.

4.11. Probar que, dado un proyector p = p?> = p* € M,,(C) de dimensién k, si S =
ran(p) C C™, entonces hay una correspondencia entre Gry(n) = GL(n,C)-(S) donde
la accién para g inversible estd dada por S — g-S = ¢(S), y la érbita de similaridad
del proyector p dada por gpg~—', g € GL(n, C). Probar que dicha érbita de similaridad
estd también en correspondencia con la érbita coadjunta upu*, u € U(n,C) matriz
unitaria.

4.111. Con la notacidén del ejercicio anterior, sea z = zp + pz una matriz p-codiagonal
y Hermitiana. Probar que

» Para todo k € N, se verifica

pz?* =2%*p, (1 —p)z? (1 —p) = 2%¥,

2k+1 2k+1 2k+1 2k+1 (_

(1—p)z =z"""'p, Pz =z p).

Si f es una funcién medible definida en un entorno de o(z), y f es par, entonces
pf(z) = f(z)p, mientras que si f es impar pf(z) = f(z)(1 —p).

Si |z| = v/z*z, entonces |z| = |zp| + |pz| y ademas |zp||pz| = |pzllzp| = 0.

plzl = Izlp = Izpl, (1 —p)lzl = [zI(1 —p) = Ipzl, plpzl =0 = (1 —p)lzpl.

Siq =e*pe % € Gr(n) = O(p), entonces en la notacién matricial que induce
la descomposicién C™ = ran(p) & ran(1 — p) se tiene

q— ( cos?(z) —cos(z) sen(z) )

cos(z) sen(z) sen’(z)
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Si g es como en el ejercicio previo, entonces
e [qpl = /Pqp = p cos(z) = p cos|z| = cos|zp]
* [pql=/qpq = (1 —p)cos(z) = (1 — p) cos |z = cos|pz],

con lo cual

VPAp +/qpq = cos(z) = cos z|.

lapllpgl = |gpl + Ipql — 1 = Ipqliqpl.

Sea arccos : [0,1] — [0,7/2] la inversa del coseno. Supongamos que ||z|| < 7.
Probar que

|z| = arc cos |z| = arc cos(|qp| + |pql)

y que
|zp| = arc cos |qp], [pz| = arccos [pq].
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CapiTuLO 5

El Fibrado TTM

Que las teorias de gauge no abelianas
sean conceptualmente idénticas a las ideas
en la teoria de fibrados vectoriales,
desarrollada por matemadticos y sin
referencia alguna al mundo fisico, me
maravillaba. En 1975 discuti esta
impresién con Chern, y le dije “es a la vez
emocionante y sorprendente, dado que
ustedes los matemdticos sofiaron estos
conceptos de la nada*“. El inmediatamente
protesté: “No, no. Estos conceptos no han
sido soflados. Eran naturales y bien
reales.”.

C.N. YanNG

ETOMAMOS en este capitulo nociones generales de geometria que nos permi-

tiran introducir, en el préximo capitulo, las ideas de conexién y geodésica.

Dada una variedad diferenciable M, el fibrado TTM = T(TM) es simple-
mente el fibrado tangente de la variedad diferenciable TM. Si M es de clase C*, con
k > 2, TTM es una variedad de clase C*~2. Presenta, por ser un espacio fibrado que
se obtiene a partir de otro, ciertas caracteristicas especiales.

5.1. Expresiones locales para TIM y sus proyecciones

Siguiendo la convencién introducida en la Seccién 2.2.2, con una carta (U, @)
de M armamos una carta inducida (TU,Tt®) de TM. Con esta carta armamos una

135
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carta (TTU,T*") de TTM = T(TM) copiando el procedimiento anterior. En estas
coordenadas se tiene entonces
U~ e(U) CE,
TU~t®(TU) ~ V= ¢(U) x ECE?
y por ultimo

TTU ~ ™" (TTU) ~W =V x (Ex E) = (¢(U) x E) x (E x E) C E*.

Es decir, si x = @(p) € ¢(U), un punto genérico en TU se describe como (x,Vv)
con v € E, y un punto genérico en TTU se describe como (x,v;u,w) con x € M,
v e M, (u,w) € T4 ) TM. Con esta eleccién de coordenadas, el vector (u,w) es el
vector tangente al punto (x,v) € TU, es decir (u,w) € T(x,)TU. Aqui omitimos las
identificaciones, es decir, en realidad TU es % (TU).

5.1.1. Proyecciones de TTM en TM

La proyeccién canénica 7ty : TM — M es (p,Vv) — p, mientras que la proyeccién
candnica de TTM, 7m = 7ty @ TTM — TM es en estas coordenadas el mapa

(p, v, w) = (p,v).

Pero atentos, que hay otra proyeccién natural, que es 7, = (70 )« @ TIM — TM,
que se obtiene diferenciando 7p,. Afirmamos que 7ty # 7. Tomamos una curva
B : I — TM, que en coordenadas locales es B(t) = (x¢,vi) € UXxE conxo =x € @(U),
vo = v € E. De acuerdo a nuestra convencién, 3’ : I — T(TM) es en coordenadas
locales la curva B'(t) = ((x¢,Vvi); %(Xt,vt)). Luego

BI(O) = (X»V;XO»\‘)O)'

Observemos que x¢, debe pensarse como una curva en el espacio vectorial E por
ser @(U) C E, con lo cual xo € E, pero por otro lado si pensamos a x; como una
curva en la variedad N = ¢(U), se tiene x{ = (x¢,x¢) de acuerdo a nuestra con-
vencién. Diferenciando la relacién 7mo 3(t) = xy en t = 0 y componiendo con la
inclusién canénica obtenemos 71, () 0 ’(0) = (x,%0), que es lo mismo que decir que
Tl (x,v) (X VX0, Vo) = (X, %0). Esto es, esencialmente

T (X, Vi U, W) = (%, 1)

mientras que para la proyeccién canédnica al punto base 7ty : TTM — TM se tiene
como dijimos
7'[(X, Vi LL,W) = (X)V)-

Como TTM es un fibrado vectorial sobre TM con respecto a dos proyecciones distintas,
hay que tener presente a cudl fibrado nos referimos para, por ejemplo considerar la
suma y el producto por escalares en el fibrado. Sin embargo, dada la presencia del iso-
morfismo (llamado flip candnico) que discutiremos en la Seccién 5.3, esta ambigiiedad
no presenta mayores inconvenientes.

—p—
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5.1.1.1. Fibrados verticales

Hay dos fibrados verticales a considerar, el primero VIM* C TTM es el subfibrado
vectorial que en cartas se describe como VIM* = (x,v;0,w), donde se sobreentiende
que este debe ser un elemento de TTM; observemos que VIM* = ker mt,.. Asimismo,
se define VIM C TIM como ker i1y, que en coordenadas locales se expresa como
cuaterna del tipo (x,0;u,w) € TTM.

Observacién 5.1.1. Razonamos
sobre la figura de la derecha:
identifiquemos ¢ € M con x = /

TTq

©(q) € o(U), y observemos las

fibras de q en la figura. Fijado

VM

q € M, la fibra sobre q es el espa- \

. . ™
cio Tq¢M, que se representa verti-

calmente, pues son los V € TM oM
tales que 7m(V) = . Entonces rs
W € TTM estd en el fibrado ver-
tical si y sélo si W es tangente a

g =TqM.

En efecto, basta considerar, en la curva 3 de arriba, la condicién 3 C TqM que
se traduce como x{ = cte = x, con lo cual

W =B'(0) = (x,v;0,vo) € VIM.

En esta dltima expresién se puede ver que, para que (x,v;0,w) € VIM* debe ser v
y también w € T,M. Esto es, fijado x € M, sobre él se hallan dos copias (indepen-
dientes) de T,M. Este fibrado vectorial es de hecho isomorfo a la suma de Whitney
o producto fibrado del fibrado (TM, t, M) consigo mismo:

™M @& TM ={(\,W) € TM x TM : (V) = t(W)},

es decir
™ & T™ ={((x,v),(x,w)): xeM, v,we T M}

El isomorfismo estd implementado por el levantado vertical V: TM & TM — VIM*
dado por
V((X;V), (X)W)) = (X,V; O)W)

—p—
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Observacion 5.1.2. Hay un endomorfismo candnico ] : TTM — VIM* C TIM, dado
en coordenadas locales por

J(x, viu, w) = (x,v;0,u).
Observemos que si T® 7, : TIM — (TM & TM) esta dado por
(TE 52 ﬂ*)(X,V;U,W) = ((X)V); (X) U)),

entonces
J=Vo(mm).

Hay un campo candnico en TM a valores en VIM dado por V: TM — VIM* C TTM
en coordenadas locales como

V(x,v) = (x,v;0,Vv).

5.2. Subvariedades de un espacio lineal

Las construcciones de la seccién previa parecen esotéricas, veamos COmo se pre-
sentan en subvariedades M C F de un espacio de Banach F.

5.2.1. La esfera de un espacio de Hilbert

Comencemos como en otras ocasiones con la esfera unitaria S de un espacio de
Hilbert real H. Recordemos que para cada p € S, T,M se identifica naturalmente
con el conjunto de vectores v € H tales que (v,p) = 0. Pensemos ahora en una
curva 3 : I - TM como en la seccién anterior, que nos permitié presentar el fibrado
TTM. En este caso concreto la podemos pensar como una curva de pares ordenados
B(t) = (pt,Vvt) donde py € S, v¢ € T, S C H, es decir

(Pe,ve) =0 (5.1)

para todo t. Siguiendo con la idea de la seccién anterior, calculamos ' : 1 — TIS, y
evaluando en t = 0 tenemos

B'(0) = (po,Vvo;Po, Vo) = (p,v;u,w) € TTS

donde (p,v) € TS y (u,w) € T, ) TS. Observemos que por construccién u = po €
Tp,S pues p¢ es una curva en S. Es decir, estd claro como se mueven p,v,u. ;Pero
que hay de w? ;Dénde se mueve? Derivando en t = 0 en la ecuacién (5.1) obtenemos

(u,v) + (p, w) = 0. (5.2)

—p—
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que es una condicién necesaria para que (p, v;u, w) € TTM. Fijados p, v, u apropiados,
siempre podemos elegir algiin w € H de manera que se verifique la ecuacién de arriba:
en efecto, la ecuacién

Evp (W) =A
con A =—(u,v) € Ry &, : H — R la funcional lineal y continua

Ep = <P, >

tiene siempre solucién para algin w € H por ser &, : H — R un epimorfismo. De
hecho, €l espacio de soluciones consiste del espacio afin

Ap ©T,S C M

que tiene codimension 1, puesto que &, (p) = 1. Esto es razonable pues TTS se trivializa
localmente como

T,S®T,S® T,S®T,S = span(p)* @ span(p)* @ span(p)* @ span(p)*.

Reciprocamente, si (p,v;u, w) verifican la ecuacién (5.2) y ademas ||p|| =1, u,v €
T,S, entonces la 4-upla en cuestién representa un vector en TTM en coordenadas
locales. Para verlo basta construir una curva en TM cuya derivada en t = 0 coincida
con este vector. Tomemos una carta ® : W C E — H donde E es el espacio de Hilbert
que modela S, de manera que ®(0) = p € S. Como u,v € T, M, existen up,vo € E
tales que D®yvy = v, D®pyup = u. Observemos que si w € H verifica la ecuacién
(5.2), entonces

D?®0(uo, Vo) —w € T, S.

En efecto, derivando primero respecto de s y luego respecto de t la relacién siguiente
(D(sup + tvp), D(sup + tvp)) =1
y evaluando en s =t = 0 se obtiene
(DD (w0, vo),p) + (DDPoug, DDGVo) = 0;

si ahora reemplazamos (u,Vv) por —(p,w) se deduce que

(p, D?®p (U, vo) — W) =0
que es lo que queriamos probar. En consecuencia, existe hy € E tal que

D®o(ho) =w — D?®o(uo, Vo).

Consideremos la curva 3(t) = (p¢,v+) dada por

P = O(tuo), Vi = DDy, (Vo + tho).

—p—
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Por construccién, se verifica p; € S, v¢ € T, S. Es decir, 3 es una curva en TS. Si la
derivamos en t = 0 obtenemos

B'(0) = (p,v;u, D*®o (110, vo) + Do (ho)).
El dltimo término coincide con w, luego hemos probado que con las condiciones

dadas, la 4-upla es en efecto un elemento en TTS.

5.2.2. Superficies de nivel

Generalizando el ejemplo anterior, supongamos que la subvariedad M C F mode-
lada por E estd dada como superficie de nivel de una funcién g : F — G, donde E,F G
son espacios de Banach. Es decir

M ={p e F:g(p) =0},

con g suficientemente regular como para asegurar que se trata en efecto de una sub-
variedad.
Nuevamente presentamos cartas @ : W C E — F que parametrizan localmente M,
y como mencionamos anteriormente D®y(E) = T )M =ker Dgg (x)-
Construyamos una curva [3 en TM. Ponemos nuevamente

B(t) = (pt,Vvt)

con py € My vy € T, M. Ahora estas condiciones se escriben asi:

glpe) =0 y Dgp,(ve)=0.

Nuevamente, llamando po =p € M, vo =w € F, como pi € M, se verifica u:=py €
T, M. Diferenciando la relacién de arriba en t = 0 se tiene

D?gp (u,v) + Dgp(w) =0 (5.3)

Esta condicién necesaria es también suficiente, con un argumento similar al de la
esfera. En efecto, la clave de la construccién de la curva con derivada prescrita esté,
en el caso de la esfera, en el hecho

D?®¢ (1o, vo) —W € TpM,

siempre que p € M, u = D®qvp,v =DDowy € T,M, y suponiendo que w verifica la
ecuacién (5.3). En el caso general, derivando primero respecto de s y luego respecto
de t la relacién

go®(sup+tvy) =0

—p—
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y evaluando en s =t = 0 se obtiene
Dgj (v, u) + Dgp (D@0 (1o, vo)) = 0;

si ahora reemplazamos Dg%(v, u) por —Dg,w, se deduce que

Dg, (D?®0 (o, vo) — W) =0
que es lo que queriamos probar. En consecuencia, existe hy € E tal que

D®g(ho) = w — D?®g (w0, vo).
Consideremos la curva 3(t) = (p¢,v+) dada por

Pt = O(tup), vy = DDy, (Vo + tho).

Por construccién, se verifica py € M, v, € T,, M. Es decir, 3 es una curva en TS. Si
la derivamos en t = 0 obtenemos

B’'(0) = (p,v;u, D?@p(uo,Vvo) + DDg(ho)).

El dltimo término coincide con w, luego hemos probado que con las condiciones
dadas, la 4-upla es en efecto un elemento en TTS.

Observacién 5.2.1. Luego (p,v;u,w) € TTM si y sélo si
=peM
= u,veT,M=kerDg,
» w € F verifica Dg, (W) = —D?gp (u,v).
Una relacién -casi trivial- que usamos por el camino es la siguiente:
Dgj(u,v) + Dgy (D* @ (10, v0)) =0

siempre que ®(0) = p sea una parametrizacién local de M y u = D®yvo,v =
D®owy estén en T,M. En particular, fijados u,v € T,M, w vive en una variedad
lineal afin de F que se obtiene trasladando T,M al punto k(u,v) = D2®¢(ug,vo).
Observemos que u,v son completamente intercambiables en toda la construccién.
Esto nos permite definir un isomorfismo involutivo que los intercambia. Lo haremos
con total generalidad en la Seccién 5.3.
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5.2.2.1. Fibrados verticales en subvariedades

Demos un vistazo al fibrado vertical VIM* C TIM que recordamos se consigue
como kerm,, o equivalentemente como clases de curvas 3 : I — TM con la condicién
de que 7o 3 sea constante. En coordenadas eran los (x,v;u,w) € TIM tales que
u = 0. En la presentacién de superficies de nivel, la condicién u = 0 fuerza que
ngp(O,v) =0, luego Dgp, (w) = 0. Como observamos antes esto es equivalente a que
w € T, M, lo que nos dice que VIM* se representa en cada p € M como dos copias
del mismo subespacio, una por el origen (T, M) y otra en algtin sentido paralela que
pasa por un punto que determinan u,v € T, M.

5.3. El flip canoénico

Segun lo discutido en la seccién anterior, (p,v;u,w) € TTM si y sélo si p € M,
u,v € T,M y ademds w verifica ciertas relaciones. En el caso de superficies de nivel,
estas condiciones son simétricas. Veremos que este es un hecho general que no depende
de la presentacién de la variedad M como superficie de nivel.

Lema 5.3.1. Sea M una variedad diferenciable de orden k, con k > 2. Entonces,
dado p € M, u,v € T,M, en coordenadas locales se tiene que

(P»Wu)W) €eTM & (P»u;V,W) e TIM.

Demostracion. Alcanza con probar -trivializando con una carta- que sip € M y
u,v € T,M, entonces (u,w) € T, ,)TM implica que (v,w) € T, ,)TM. Para verlo,
tomemos una carta (U, ¢) alrededor de p y observemos que si (u,w) € T, ,)TM es
porque existe una curva B(t) = (p¢,v¢) con py € M, v¢ € T,M tal que po = p,
Vo =V,

d
L(0opI(0) =,

y ademas localmente la curva v; se representa como

_4d
Cds|_,

$(me(s)),

Vi

donde m; es una curva en M para cada t, de manera que m¢(0) = p;. De aqui se

deduce que
dZ

~ dtds

Construiremos una curva «(t) = (q¢, w¢) € TM con «(0) = (p,u) de manera que

W=V (@ om(s))(0,0).

(qO)wO) = (V)W)'

—p—
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Esto concluird la prueba. Para ello, consideramos, para t pequeiio, la curva gy € M
dada por
t= ¢ (dpy) +tlv—u)

que verifica qo = p, y ademas
d (¢ JO)=u+v—u=v
—_— O = —_— = .
a ¢
Por otra parte, podemos considerar la familia de curvas en M dadas por

fie(s) = &' d(me(s)) + (t—s) (v —w)].

Observemos que 1i¢(0) = q¢, con lo cual su derivada en s = 0 serd un vector en Tq,M
para todo t, es decir

Wy = —

35| PMuls)) € T M.

s=0

Luego (qt,wt) € TM, es maés

d

=— om(s))—(v—u)=vetu—v,
ds

s=0

Wy

con lo cual wo = v+ u—v =u. Por iltimo, calculamos

dZ

= @(‘P o1 (s))(0,0) = Vo =w.

Wo
Entonces TTM tiene dos estructuras de fibrado vectorial, la primera es:
(X) v; (XU., BW) +7T (X) V; (xlu,‘ B/W/) = (X$ V; xu + (X/LL/, BW + B/W/)'

es decir, pensando al punto base (x,v) € TM fijo y usando la estructura de espacio
vectorial de T(, ,)TM. La segunda es

(%, v, Bw) 47, (%, &'V, BW) = (x, ov + &'V, pw + B'W),

donde estamos fijando el punto (x, -;1,-) y usando la estructura vectorial en las otras
coordenadas. Analogamente se definen el producto por escalares -1 y -2.

El flap candnico en TIM es el isomorfismo j : TTM — TTM que intercambia estas
estructuras; concretamente, en coordenadas

j(X,\);LL,W) = (X) w v, W)

Es un difeomorfismo involutivo es decir j* = 1.

—p—
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Observacién 5.3.2. Consideremos, parat € Ry V = (x,v) € TM, la aplicacién
fv : R — TM dada por
fv(t) = (x,tv)

conocida como homotecia escalar. Diferenciando, obtenemos una aplicacién (fv ), :
R x R — TTM. Evaluando en (1,1) conseguimos, para cada V € TM, un elemento
Vv = (fv)«(1,1) € TyTM, que en en coordenadas locales es sencillamente

V(X,V) = (X»V; O)V))

el campo vectorial canénico V : TM — TTM. Observemos que es un campo para las
dos estructuras de TTM. También se lo conoce como campo vectorial de Liouville
o campo vectorial de Euler.

5.4. Aceleraciones y 2-jets

Observemos que, en términos de curvas, TM se identifica con las clases de curvas
en la variedad M, donde la identificacién de dos curvas que pasan por un punto
dado es cuando también son iguales a primer orden, es decir, cuando tienen la misma
velocidad. Podriamos decir entonces que TM es por construccién el espacio de las
velocidades ', donde « es una curva en M.

Si observamos la construccién de TIM, lo podemos pensar como T(TM), y de
acuerdo al razonamiento anterior, se trata de las clases de curvas en TM, identificadas
a primer orden. Pero si pensamos que TM estd dado por velocidades «’, entonces
podemos imaginar a TTM como el espacio de las aceleraciones «”, donde « es una
curva en M. Maés rigurosamente, identificamos dos curvas «, 3 en M siempre que

= x(0)=B(0)=pec M.
= a/(0) =B'(0) = (p,p) €™
= o’ (0) =B"(0) = (p,p; P, P) € TIM.

La clase de equivalencia de « en p la denotamos [o”’ ]p. Es ciertamente un elemento
de TTM. Pero atencion, que no todo elemento de TTM se puede representar por
una curva ast si x es una curva en M, en coordenadas locales tendremos

mientras que
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Es decir que las aceleraciones caen en el espacio de elementos que en coordenadas
locales se representa como

(x,v;v,w) € TTM.

Este es un subfibrado de TTM (pero no tiene una estructura natural de fibrado vecto-
rial), y es el fibrado de puntos fijos del flip candnico. En presencia de una conexién V
en M, se le puede dar una estructura de fibrado vectorial al fibrado de aceleraciones:
ver la Seccién 6.3.

Observemos que si f: M — N es C2, podemos indicar con T?f: TTM — TIN a la
diferencial segunda de f, que en coordenadas locales no es otra cosa que

(P, viu, w) = (f(p), Dfpv; Dfpu, D, (1, v) + Dfp (w)).

Si nos restringimos al subfibrado de las aceleraciones, T2f las preserva: para aque-
llos elementos de TTM que se representan como [x”], para alguna curva « en M,
entonces T*f estd dada simplemente por

[o"]p = [(fo ) T¢py.
Esto es
(p,v;v,w) = (f(p), Dfpv; Dfpv, szp (vyv) 4+ Dfp (w)).

Esta aplicacién es no lineal en el vector tangente (v, w) (Ejercicio 5.11), lo que nos da
una idea de por qué el fibrado de aceleraciones no tiene una estructura natural de
fibrado vectorial.

Observacién 5.4.1 (2-jets). ;Se puede pensar al fibrado TTM como clases de cur-
vas? La respuesta es sz, pero hay que considerar “curvas” de dos variables, es decir
funciones dos veces diferenciables

v:iIx]—->M

donde I x | es algiin producto de intervalos abiertos alrededor de (0,0) € R?. Si
v = v(s,t) verifica v(0,0) = p € M, componiendo con una carta (U,¢@) de M
denotamos excepcionalmente

/:— V = — .
v ds(pO'V, v dt(pO'V

Entonces localmente las derivadas de v nos dan en (s,t) = (0,0) las cuatro combina-
ciones posibles:

(p,v5viv™) (Vi Y) (pviv Y)Y

Dadas dos curvas v, T, las identificaremos en p € M siempre que los polinomios de
Taylor de orden 2 de @ o v y de @ o T coinciden en p, exceptuando el término de las

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 146 $

146

El Fibrado TITM

derivadas segundas sucesivas. Esto define clases de equivalencia [v],, que se denominan
2-jets en M, y de hecho se identifica TTM con las clases de 2-jets mediante la aplicacién
dada en coordenadas como

[‘V]‘p == (V,Vl; (‘V)Vl).) = (P»V/ﬂ.’ﬂ.//)

en ese orden en particular. El flip candnico de TTM en esta presentacién estda dado
por intercambiar las variables s y t en los jets (Ejercicio 5.111).

Si M C F es una subvariedad de un espacio de Banach, entonces tomamos una
parametrizacién local ® = i@~! : W — T alrededor de p € M, con W C E abierto
en el espacio de Banach que modela M, y @(p) = 0. Entonces podemos considerar el
2-jet en p € M dado por

v(s,t) = O(svo + tug + stwo + o(s?) + o(t?)) € M,
para vo,Uup,Wp € E y s,t suficientemente pequefios. Asi
[Vlp = (p, DOovo; D@otto, DOo(wo) + Do (uo, vo)).-

Comparar con la Observacién 5.2.1 para el caso particular de una superficie de nivel.
Observemos que en esta presentacién de 2-jets surge naturalmente la nocién de

variacion: si 6(t) = vo(t) = v(0,t) es una curva en M con 6(0) = p, entonces la

familia v, de curvas es una variacion de § con un extremo fijo (el punto p € M).

5.A. Problemas

5.1. Dar un atlas y una estructura de fibrado vectorial para el producto fibrado TM &
TM y para los fibrados verticales VIM y VIM*.

5.I1. Probar, mediante un ejemplo concreto, que si f : M — N es dos veces diferen-
ciable, entonces T?f no es una aplicacién lineal.

5.111. Probar que, dada o« : I x ] — M dos veces diferenciable, la aplicacién
Q:ofs,t) — «ft,s)

induce el flip candnico en TTM cuando se presenta a este fibrado como clases de
equivalencia de 2-jets.
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Conexiones y Sprays

El célculo tensorial es la depravacién de
los indices.

HeNRI CARTAN

NTRODUCIDAS las nociones elementales de variedades, sabemos cémo hacer

cédlculo en una variedad diferenciable M: esencialmente hay que usar cartas

para pasar al contexto del espacio de Banach E que modela M, y luego usar las
herramientas del cdlculo -como diferenciacién e integracién- que estén a nuestra dis-
posicién en E. Pero todavia no sabemos cémo hacer geometria en M. ;Qué queremos
decir con esto? Dados dos puntos x,y € M no tenemos definido como se moverdn
las cosas desde x hasta y, ni siquiera en el caso mds simple cuando X,y se pueden
trasladar al espacio E con la misma carta. La riqueza de la estructura de TTM nos
permite presentar de forma intrinseca los conceptos necesarios. Queremos intentar
contestar la siguiente serie de preguntas mas o menos naturales:

= ;De todas las curvas que unen dos puntos x,y € M, hay alguna -o una familia-
distinguida, alguna direccién natural en la cual moverse de un punto a otro?

» ;Coémo trasladar un vector tangente en x a otro vector tangente en y?

= ;Cdmo mover una curva, superficie, etc. que pasa por x a otra figura “congruen-
te” que pase por y?

» ;Cémo medir si x e y estan lejos o cerca?

= ;Cémo medir si dos vectores tangentes en x apuntan en direcciones muy disimi-
les?

147
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Las primeras tres preguntas, como veremos, estan relacionadas con la nocién de
conexién en M, spray en M o derivada covariante en M, todas nociones equivalentes.
La cuarta pregunta tiene que ver con la nocién de métrica en M. La tltima pregunta
estd relacionada con la nocién de producto escalar o métrica Riemanniana en M.

Estas herramientas en principio independientes, pueden relacionarse imponiendo
ciertas restricciones. Comenzamos por la nocién de spray. Elegimos esta presentacién
porque es la més natural en el contexto infinito dimensional, y porque creemos que
nos hard mdés facil encarar nuestro objetivo tdltimo de esta parte, que es el teorema
de Cartan-Hadamard. Dada una variedad diferenciable M, un spray en M es una
manera (impuesta por nosotros, es decir, no viene dada por los datos de las cartas de
M) de trasladar rigidamente vectores de un punto a otro de la variedad. Para ello,
una vez fijado el spray -como dijo el peluquero- primero se obtienen las geodésicas
del spray, que es una clase distinguida de curvas sobre las cuales moverse de un punto
a otro de M. Si nos dan dos puntos x,y € M y una curva « que los une -es decir
o : [0,1] — M es suave, x(0) = x. «(1) = y-, veremos que el spray nos permite
trasladar un vector v € TyM a lo largo de la curva para obtener un vector Pv € TyM.
Los puntos extremos no juegan ningun papel distinguido a lo largo de la trayectoria
o, asi que en realidad lo que obtendremos serd un vector &(t) = Pyv € Ty ()M para
todo t € [0, 1]. No requerimos unicidad en las curvas, ni que curvas distintas nos den
el mismo vector, es decir, si 3 es otra curva que une x con y en M, puede ocurrir
-suele ocurrir- que el trasladado de v a largo de « no coincida con el trasladado de
v a lo largo de 3 -como vectores en el espacio tangente Ty M, que es el tnico lugar
donde tiene sentido compararlos ya que «, 3 podrian tocarse inicamente en x € y-.

Esta nocidn, una vez definida apropiadamente, es lo que se conoce como transporte
paralelo. Es decir, es una manera distinguida de mover vectores tangentes de un punto
a otro de M a lo largo de geodésicas o curvas cualesquiera en M. El nombre proviene
del siguiente ejemplo: si tomamos como M = R™ con el spray trivial, el transporte
paralelo de un vector a lo largo de una recta consiste exactamente en mover el vector
v € TuM hasta el vector v/ € TyM de forma paralela, es decir sin rotarlo ni estirarlo
(es esencialmente el mismo vector).

6.1. Sprays

Queremos saber cudles son las direcciones y caminos privilegiados de movimiento
en la variedad M. Estas curvas son las que se conocen como geodésicas de M y como
veremos, no estan determinadas por la estructura diferenciable de M -las cartas- sino
que hace falta un dato mas para determinarlas -una conexién o spray-.

Por ejemplo, en el espacio vectorial E, es 16gico considerar que la trayectoria mas
sencilla para ir de v € E hasta w € E es el segmento vy : [0, 1] — E dado por

yt)=v(l—t)+tw=v+tw—v).
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Observacién 6.1.1. Una caracteristica importante de los espacios normados E es que
los segmentos son caminos cortos entre dos puntos: en efecto, siv,w € Ey I' C E une
v con w, entonces si S(t) = tv+ (1 —t)w,

1 1

Fat| e gJ IFlledt = L(T).

L(S)=||v—w||E=||r(0)—rm||E=||j O

0
Esto no quita que pueda haber otros caminos cortos, ver el ejemplo a continuacién.

Uno estd orientado a pensar entonces que este segmento es el mejor camino porque,
como vimos, es el camino mds corto entre v y w. Pero en principio, en nuestra
variedad no tenemos definida una métrica ni una distancia, asi que vamos a postergar
esas consideraciones. Ademas, hay otras complicaciones técnicas porque, por ejemplo,
dependiendo de cémo sea la norma de E, puede haber otras curvas que no sean un
segmento, con la misma longitud. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 6.1.2. Sea E = R?, con la norma
166 )l = Ixl + hyl.
Sean x = (0,0), y = (1,1). Entonces
dix,y) =[(1,1) = (0,0)[H =T +1=2.

El segmento que los une es y(t) = (t,t), cuya velocidad (derivada) es y(t) = (1,1).
Luego ||Y||1 = 2, y obviamente

1
L) = | e =2 = dixy)

Pero podemos tomar también la curva suave a trozos dada por

_ [ @20 telo, Vi
B(t) = { (1,0)+ (0,2t —1) te /1]

que une x con Yy en E. Su longitud es también
1/2 1
Ligl =] I2olh+ | o2 =1+1-2
0 1/2

Un ejemplo similar se puede armar si consideramos R? con la norma supremo

¢ Y)lloo = max{[x|, yl}.

En este caso se considera x = (—1,0), y = (0,1) y los dos caminos con la misma
longitud (= 2) son:
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= FEl segmento que los une.
= Una poligonal pasando por el punto (0,1).

Ejemplo 6.1.3. Sea E = M;(C) (matrices 2 x 2 con coeficientes complejos), y la
norma de E es la norma supremo usual, entonces se pueden armar ejemplos como los
de antes usando matrices diagonales. Idem con la norma de la traza,

llally = Tr]al.

Volviendo al caso general, también puede pensarse que un segmento y C E en un
espacio normado es el mejor camino porque la curva y “no se dobla”. Esto es porque
¥ = 0. En este caso la ecuacién diferencial

0
a(0)=v
) w—v

tiene por el teorema usual una tnica solucién «,, .., que es el segmento y. Esta es
la nocién que queremos extender a la variedad diferenciable M. Si pensamos en una
superficie S C R3, por ejemplo la esfera unitaria, queremos que la curva no se doble
en un sentido mas especifico, pues lo que queremos distinguir son estas dos curvas, y
quedarnos con la mas “recta”:

Cuando uno intenta expresar esta idea con total generalidad, se encuentra con
una dificultad: estd claro que si y es una curva en M, entonces y’ es una curva en
TM. Pero no estd claro que quiere decir en general y” = 0. Consideremos la variedad
unidimensional M = S'. Dada una curva « : I — S', si la reparametrizamos seréd
esencialmente

o(t) = (cost,sent).

Observemos que, como

a'(t) = (—sent,cost) y o’'(t) = (—cost,—sent)
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entonces &’ = 0 no tiene sentido pues es nunca nula. Exceptuando por supuesto el
caso en el que « fuera inicialmente una curva constante, que no es muy interesante.
Sin mencionar que no verifica ninguna condicién inicial no trivial del tipo &/(0) =v €
T, S. Observemos sin embargo que se verifica «’ | «”, que puede pensarse como una
condicién sobre la métrica (el producto escalar de R?), pero también puede pensarse
como que &'’ no tiene componenente tangente.

Traslademos este ejemplo a la esfera unitaria S* C R3. Tomemos una curva de las
que imaginamos “privilegiadas”, por ejemplo

a(t) = (cost,sent,0),
que es el ecuador de la esfera. Observemos que, como antes
a’(t) = (—sent,cost,0) y a”’(t) = (—cost,—sent,0),

y nuevamente o’ no tiene componente tangente.

En general, dada una subvariedad S C R™, uno podria pensar que las geodésicas
son aquellas curvas (de velocidad constante) en S tales que ” no tiene componente
tangencial a S en R™. Esta definicién es correcta y muy natural, pero tiene algunos
defectos:

= En algunos casos es conveniente pensar que las geodésicas responden a un prin-
cipio de minima accion, es decir, minimizan alguna funcional de energia en la
variedad que no es necesariamente la norma Euclidea.

= Como caso particular de lo anterior, podemos buscar las curvas que minimizan
(al menos localmente) la distancia para alguna norma que no coincida con la
norma Huclidea.

= No queda claro que pasa si presentamos a S como subvariedad de otra forma, es
decir, pareciera que las geodésicas dependen de la inclusién concreta S C R™,
y no son algo intrinseco de la variedad S.

m FEn el caso S C E, donde ahora E es un espacio de Banach, no siempre esta
disponible un suplemento lineal en E para el espacio tangente T,S -para cada
P € S- con lo cual la nocién de “componente tangente” no estd definida.

Aqui aparece la maquinaria algebraica. Lo que haremos serd dar un mapa F :
TM — TIM -llamado spray- para poder comparar a &’ y «” dentro del mismo
espacio, y diremos que las geodésicas son las curvas que verifican F(a') = «”. En el
caso trivial M = E un espacio vectorial, tendremos F = 0 si queremos obtener los
segmentos usuales en E. En este mapa, lo dnico importante es lo que hace F con la
velocidad de o, en el siguiente sentido: queremos que F sea una seccién del fibrado
(714, TTM, TM) donde 7, : TTM — TM es la proyeccién dada por la diferencial de la
proyeccién candnica 7w: TM — M.
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Observacion 6.1.4. ;Cémo se ve esto en coordenadas? Recordemos que en una carta
local (U, @) de M, se tiene TU~U X E y

T(MM) ~ (Ux E) x (E x E),

ysimm: TU — U es 7t(p,v) = p, cuando movemos (p,v) € TM la proyeccién sélo se
entera del movimiento del punto base, con lo cual para la diferencial de 7t las variables
son p y su trivializacién; es decir, si escribimos un punto genérico en TIM como
(p,v;u,w), donde (p,v) € Ux E~TM y (u,w) es la correspondiente trivializacién,
entonces

7T*(P>V§U>W) = (P>U)»

SiF: TM — TIM lo describimos en estas coordenadas, se tiene en principio

F(p,v) = (P>V§ fi (PaV)»fz(PaV))-

Para que se verifique 7t.F = idtpm debe ser f1(p,v) =v, con lo cual

F(P»") = (P,VW) fz(p,\))).

Observemos que F(p,v) vive en el fibrado de las aceleraciones «”/, que es el fibra-
do invariante por el flip canénico. Esta condicién es indispensable para que pueda
verificarse o’/ = F(a').

Lo tdnico que importa es la dltima coordenada, que es la que “opera” sobre la
velocidad v y la lleva al lugar donde vive la aceleracién.

Hay un requerimiento adicional para que F : TM — TIM sea un spray: si M
es una variedad C¥, entonces TM es una variedad C*~ ' y TTM = T(TM) es una
variedad C*~2, con lo cual M debe ser de clase C¥ con k > 2, y si queremos que haya
-localmente al menos- Unica solucién del problema F(o’') = o”’, pediremos que F sea
cl.

Diremos que un spray es homogéneo de grado m > 0 si, en coordenadas locales,
se tiene

f2(p,sv) = s™f2 ('P»V)

para todo (p,v) € TUy s € R. Si F es homogéneo de grado 2, diremos que F es un
spray cuadrdtico o afin. En ese caso, pongamos Qp(v) = f2(p,Vv), Qp : E — E,
que es una forma cuadrética en v. Formalmente, dado s € R, si s : E — E denota la
multiplicacién en cada fibra de un fibrado vectorial s : (x,v) — (x,sv), denotamos
con s, : TE — TE a su derivada y entonces un campo F : TM — TTM es un spray
cuadratico si para V € TM se tiene

F(sV) = s.sF(V).
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Una vez fijado un spray F en la variedad M -no repito el chiste- tenemos lo que se
llama una variedad diferenciable con spray (M, F). Introducida a principios del siglo
20 -aunque sin ese nombre-, la nocién de spray tuvos dos épocas de gran desarrollo,
la primera en los afios 30 debida al trabajo de Elie Cartan, y luego en la década
del '60 donde se terminaron de establecer las bases de la teoria, por ejemplo Warren
Ambrose, Richard Palais e Isadore Singer en el trabajo [2], establecen la equivalencia
de la nocién de spray con la de conexién afin.

6.1.1. Geodésicas

Una curva « : I — M de clase C? es una geodésica de (M, F) si

Por el teorema de existencia y unicidad de ODEs aplicado al problema 3’ = F(f)
-con 3 : I — TM una curva en el fibrado tangente-, esta ecuacién tiene localmente
solucién unica 3 : [ — TM; si llamamos o« = 7o 3 : [ — M, entonces « es la geodésica
del spray que estamos buscando (aqui 7t denota la proyeccién canénica 7w: TM — M),
lo cual se puede verificar de la siguiente manera: observemos primero que &’ = f3,
puesto que

O = Tl O B,

y componiendo con la seccién canénica i(t) = (t,1),i: I — I x R se obtiene
o =mpgop’ = (mpzoF)(B)=R

que es la observacién (que no es otra cosa que decir que {3 es la levantada candnica
de «). Ahora, para ver que « es una geodésica diferenciamos (a'), = 3, y volvemos
a componer con la seccién candnica para obtener

«” =p"'=F(p) =Fla)

que es lo que queriamos probar. En realidad lo que estamos diciendo es que el pro-
blema original se reduce a resolver el problema de orden uno dado por

A’ =H(A)
donde A = (,) e Ux TUy H:Ux TU — TU x TTU estd dada por
H('LL,V) = (V,F(U,V)).

Observemos que una condicién inicial para el problemaesunparp € M,v € T, M,
pues la curva B = o’ toma valores en TM. Es decir, que una vez fijado el spray, para
cada punto p € M y cada direccién v € T,M tenemos una geodésica que pasa por p
y tiene velocidad inicial v.
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6.1.2. Exponencial

Dado V = (p,v) € TM, denotamos v : [y C R — M a la tinica geodésica del
spray tal que oy (0) = p, xv(0) = v, con Iy un intervalo abierto que contiene al
0 € R. Definimos el dominto de la exponencial del spray D C TM como el conjunto

D={V=(p,v)eTM:1ely}L

No es dificil probar que este conjunto es un abierto en TM que contiene a la seccién
nula (Ejercicio 6.111). Definimos la ezponencial del spray exp : D — M como la
funcién diferenciable

exp(p,v) = av(1).
Observemos que exp(p,0) = p para todo p € M. Pongamos D, ={v e T,M: (p,v) €
D}, y denotemos exp,, : D C TM — M a la aplicacién exp,(v) = exp(p,v). Esta
resulta una aplicacién diferenciable que asigna 0 — p.

Definicién 6.1.5. Diremos que M es geodésicamente completa en p € M si D, =
ToM. Es decir, si las geodésicas que pasan por p se pueden prolongar para todo
t € R. Diremos que M es geodésicamente completa si es geodésicamente completa
en p para todo p € M.

Por ejemplo, si M = R? con el spray nulo F = 0, las geodésicas son las rectas y
resulta completa. Sin embargo, si removemos un punto, por ejemplo p = (1,0) € R?,
entonces M = R? — {p} no es geodésicamente completa en ningtin q € M, pues la
recta (geodésica del spray F = 0) que comienza en (, en la direccién de p, sélo esta
definida para t < d(q,p).

6.2. Sprays cuadraticos o afines

No vamos a lidiar con los sprays en toda generalidad, para lo que queremos hacer
nos alcanza con restringirnos a aquellos que son cuadraticos. Los distingue una cuali-
dad: las geodésicas de sprays cuadrdticos son curvas de veloctdad constante. Con
mas precisién:

Lema 6.2.1. Sea F: TM — TIM un spray cuadrdtico, V = (p,v) € TM.. Entonces

1. Sis,t € R, entonces st € Iy st y sdlo st s € lyy, y ademds
oy (st) = apv(s).

2. Las curvas €(t) = exp, (tv) son las dnicas geodésicas del spray.
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Demostracion. Supongamos que st € Iy, esto es oy estd definida en un intervalo
que contiene al producto st. Sea B(x) = w«y(sx), definida en [0,t] por lo menos.
Derivando, tenemos (en coordenadas locales para no cargar la notacién)

B(x) = v (sx)s,

reemplazando x = 0 se deduce que 3'(0) = (p,sv). Si denotamos Q = Q, = fa(p, ),
derivando de nuevo respecto de x, se tiene

B(x) = &v(sx)s” = s*Qoiv (sx)) = Qlseiv(sx)) = Q(B(x))

con lo cual 3 es una geodésica del spray, lo que prueba de un saque que t € Iyy y
la identidad. Para probar la segunda afirmacién, observemos que por lo que recién
probamos,

e(t) :== exp, (tv) = exp(p, tv) = xp v (1) = ey (1) = xy (1)
de donde se deduce que € es la dnica geodésica del spray con €’(0) = (p,v) =V. O

Reciprocamente, si vale la condicién del primer item para un spray dado y arbi-
trario, entonces derivando dos veces respecto de s y evaluando en s = 0 obtenemos
que

F(tV) = Fo{y (0)) = a{y (0) = t*ax{;(0) = t*F( oy, (0)) = t2F(V).

Luego vale la reciproca del primer item, lo que caracteriza a los sprays cuadrdti-
cos.

Observacion 6.2.2. Se tiene

(expp)*O(V) = E/(O) = (P>V)-

Luego la diferencial de la exponencial en el origen es la identidad, y por ello
exp, es un difeomorfismo local entre abiertos alrededor de 0 € T,M y p € M
respectivamente.

6.2.1. Entornos uniformemente normales

Usando la exponencial en todo el fibrado tangente, podemos construir entornos
uniformemente normales W en la variedad M que nos permiten asegurar que para
todo punto p € W, la exponencial en p estd definida en una cierta bola de radio r
alrededor del origen de T,M, y este 1 > 0 es el mismo para todo p € W. Fijemos
la norma de E, el espacio de Banach que modela M, y denotemos || - || = || - ||e a
la misma. Sea B, (0) la bola abierta de radio r > 0 alrededor de 0 € T,M ~ E. Sea
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D C M el dominio de la exponencial de (M, F), y definamos G : D — M x M el mapa
dado por
G (P»V) = (P» €XPp (V))

Entonces en una carta, la diferencial de G en (p,0) € TM estd dada por la matriz

1 0
DG(p,m:(* 1)-

En particular DG, o) es inversible y el teorema de la funcién inversa nos dice que
G es un isomorfismo local de un entorno de la seccién nula Otpq en un entorno de la
diagonal Apm = {(p,p) : p € M}. Observemos que los entornos abiertos de la seccién
nula en TM (en una carta) son de la pinta

V~Ux BR(O)
con U C M abierto.

Teorema 6.2.3. Seap € M, y sea V ~ U x Br(0) entorno abterto de (p,0) € TM
de manera que G|y es un difeomorfismo con su tmagen y U = (V) C M es
abierto. Sea W C M entorno abterto de M tal que W x W C G(V). Entonces

1. Dados x,y € W, eziste una unica geodésica vy, de M que los conecta con
vy C U. La dependencia de y respecto de x,y es suave.

2. Para cada x € W la ezponencial exp, estd definida por lo menos en Br(0) C
TuM y es un difeomorfismo de B;(0) en el abierto U,(x) = exp, (B+(0)) para
todo v < R. Ademds yx, C Ugr(x) y en particular W C Ug(x).

Demostracién. La existencia de la geodésica estd dada por el mapa G|y, es decir
consideramos G~ (x,y) = (x,v) € V y entonces (x,y) = G(x,v) = (x,exp, (v)) luego
y = exp, (v). La unicidad es consecuencia de que G es biyectiva, y la dependencia
suave de x,y es consecuencia de la suavidad de G.

Que la exponencial estd definida por lo menos en Bg(0) y es un difeomorfismo es
nuevamente consecuencia del hecho de que G da las geodésicas y es un difeomorfismo.
Por ultimo, como y(t) = exp, (tv) con v € Bg(0), obviamente y C Ug(x). O

6.3. Conexiones

Una nocién relacionada intimamente con la de spray es la de conexién en M.
Diremos que C : TM & TM — TTIM es una conexién afin si C es bilineal y natural
para las dos estructuras de TTM como fibrado vectorial sobre M. Més precisamente,
recordemos que TM & TM representa el producto fibrado de TM con TM sobre M,
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mientras que pry,pry son las proyecciones naturales en cada coordenada. Entonces
C debe verificar que 7, 0o C = pry y tym © C = pry, es decir deben conmutar los
diagramas

™ e M —S= TTM ™ e M —S= TTM
P o
T 7T
™ ™

En coordenadas locales, se deduce que C tiene que tener la pinta
(6 v); (6 w) = (6 wv, T (v u)

con T lineal en v, u por separado. Es decir, I'C es un operador bilineal.
Evidentemente, toda conexién afin induce un spray de forma natural tomando

Qp(v) = TS (v,v).
Es decir si A: TM — TM @ TM indica la inclusién diagonal
A(X,V) = ((X)V); (X)V))»

entonces F:= CoA: TM — TIM es un spray cuadratico en M.

Reciprocamente, dado un spray cuadratico F: TM — TIM en M, podemos con-
siderar la conexién afin inducida por la forma bilineal T" del spray, de la siguiente
manera. Si Q, es la forma cuadratica asociada al spray F (con p € M), recordemos
que toda forma cuadratica de un espacio vectorial en otro (en este caso el mismo)
define una forma bilineal I, : E X E — E de la siguiente manera:

o (v,u) =120Qp(v+u) —Qp(v) — Qp(u)].

Sean V = (p,v), W = (p,w) vectores en TM. Formalmente, C : TM & TM — TIM
estd dado por X = C(V, W) € TTM donde X es la tinica solucién de la ecuacién lineal

(F(V) 47, X) +7 (FW) +x, jX) = F(V + W),
donde j es el flip candnico de TTM. En coordenadas locales es simplemente
Cl,v)(,w)) = (p,viw, Qp(v+u) — Qp(v) — Qp(u))
= (p)v;u)zr‘p(\))u))'

Observemos que C o A = 2F, pero el factor 2 es irrelevante ya que F y 2F tienen
las mismas geodésicas; podria haberse obtenido I' introduciendo un factor v/2 en la
definicién de la conexién C.

La presentacién como sprays es la mas directa para obtener las geodésicas, de
hecho un spray es como un set de ecuaciones diferenciables compatibles en M. Sin
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embargo, tal vez la forma méas honestamente geométrica de presentar el spray es via
su conexién afin asociada. Para ello veamos qué informacién nos da una conexién afin
C:TM @& TM — TTM genérica. Definimos

HC =Im(C) ={C(V,W): (,W) e TM & TM} C TTM

que resulta una distribucién de subespacios en TIM, es decir un subfibrado que se
denomina fibrado horizontal inducido por la conexién C. De hecho se trata de una
distribucién vectorial para las dos estructuras vectoriales de TIM, ya que

(P, vy W, T (v, W)+ (v, TE (v, W) = (pyviw + W/, T (v, w + W)

(P, Vi Wy TE (v, W) e, (py V5w, TE (VW) = (py v+ Vw0, TE (v v/, W)

por ser I'“ bilineal. Un hecho fundamental de este fibrado horizontal es el siguiente:
es un suplemento para el fibrado vertical en TTM.

Lema 6.3.1. Sea C una conezion en M y VIM C TIM el fibrado vertical. En-
tonces
HE@VIM=TIM y H o, VIM*'=TIM

como suma de Whitney sobre TM. En coordenadas, si Z = (x,v;u,w) € TIM,
entonces tomando
Zy = (x,v;0,w —TC(v,u)) € VIM*

Ly = (x,v;u,rc(v,u)) e HE

se tiene Z = Zy +n« Ly y una descomposicion similar se tiene para la otra
estructura de fibrado sobre TM.

Demostracién. Definimos Zy =Z—, Zy = Z—», C(V,U),con V = (x,v), U = (x,u)
en TM. Que Zy € VIM* se desprende de la Observacién 5.1.1. Para ver que la suma
es directa, si

Z=(x,v;0,w) = (x,v;u, " (v,u)),

entonces 1 = 0 con lo cual ' (v, u) = 0 por la bilinealidad, y esto nos dice que w = 0.
Es decir Z = 0« ) que es lo que queriamos probar. O

Reciprocamente (Ejercicio 6.1v), es facil ver que dada una distribucién H de sub-
fibrados de TTM que suplementen VTM, esta descomposicién induce una conexién
afin (y por ende un spray cuadratico) en M.
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Observacién 6.3.2. En presencia de una conexién Cpq en M, es posible dotar al
fibrado de aceleraciones en M de una estructura de fibrado vectorial que lo hace
isomorfo a TM & TM, via la identificacién

o e (o, prafay)),

es decir en coordenadas

((X, CX, é() (X) — (((X) 0(), ((X) & — ]-*C(é(’ “))
Si N es otra variedad diferenciable, que tiene una conexién Cy, entonces se puede
repetir el procedimiento. Una condicién suficiente para que, dada f : M — N de clase
suave, la aplicacién T?f: TTM — TIN, restringida al fibrado de aceleraciones con sus
correspondientes estructuras de fibrado vectorial, sea una aplicacién lineal, esta dada
por
VnoT?f=TfoVm

con V las correspondientese derivadas covariantes inducidas (ver la préxima seccién).
En este caso se dice que las conexiones estan f-relacionadas. Es decir, con esta con-
dicién, si « es una curva en M, entonces la aplicacién

[Ty = [(fo o) "Te(p)

es una aplicacién lineal para las estructuras inducidas por las conexiones. Los detalles
pueden verse en un trabajo [34] de Dodson et. al.

6.4. Conexion de Koszul

Toda conexién afin induce naturalmente una derivada covariante. Recordemos
brevemente la definicién de derivada covariante (también conocida como conezién
de Koszul: es una forma R-bilineal de campos en campos, V : x(M) x x(X) = x(M)
que verifica

Vix(Y) = fVxY, Vx(fY) = X(f)Y + fVxY

para todo par X,Y € x(M), y toda f € C'(M). También vamos a pedir que VxY —
VvX = 1Y, X], aunque alguna definicién mas general no lo pone como requisito, y de
hecho

T(X,Y) = VXY —VyX—[Y,X]

es la torsion de la derivada covariante. Es decir, nos restringimos a derivadas cova-
riantes sin torsién.
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Observacion 6.4.1. SiT es la torsidn, entonces es facil ver usando las propiedades de
V y del corchete de Lie que T(fX,Y) = fT(X,Y) = T(X,fY) para toda funcién suave
f. Si definimos

VxY = VxY — TAT(X,Y) =14 (VXY + VyX + [V, X]) (6.1)

podemos probar usando la propiedad mencionada que V es una derivada covariante,
y que T = 0, es decir que podemos obtener siempre una derivada covariante con
torsién nula a partir de una dada. Dejamos como ejercicio para el lector probar que
esta nueva conexién tiene las mismas geodésicas que la original.

Si tenemos una conexién afin ', definimos localmente
VxY =DY(X) -T(X,Y).
Es decir, en coordenadas,
VxY(p) = DY, (Xp) —Tp (Xp, Yp).

La definicién intrinseca es como sigue: dado que Y, X : M — TM son campos, consi-
deramos Y. X =Y, o X: M 5 TIMy X@Y: M — TM ¢ TM. Es facil ver que, para
cadap € M,

Y. X == T(X®Y), € VIM =kerm,

pues M, oY, = idtm y 7. o' = pry. Entonces si V: TM & TM — VIM indica el
isomorfimo vertical, se tiene

VxY(p) = pr2o V' (Y.X — (X @ Y))(p) € TyM.

No es dificil ver que V es una derivada covariante: ciertamente es lineal para
funciones en la primer variable, y en la segunda

Vx(fY) D(fY)(X) — fI(X,Y) = Df(X)Y + fDY(X) — fI(X, )

= X(f)Y +fVxY.
Reciprocamente, dada una derivada covariante en M, podemos definir localmente
TV(X,Y) =YX —VxY,

y es mas o menos evidente que si V era la derivada inducida por un spray F, enton-
ces TV (X, X) = F(X), es decir se recupera el spray. Pero atencién: queremos definir
I'V para vectores tangentes, no sélo para campos. Es necesario ver que el valor de
IV (X,Y) sdlo depende del valor de los campos Y, X en el punto p € M, y para ello
es necesaria cierta condicién de pegado que por ejemplo, se satisface si E es un Hil-
bert o si E tiene dimensidn finita. Los detalles de esta construccién estan en [58, pag.
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197]. Esencialmente se requiere que la variedad M admita particiones de la unidad
de clase C? y para ello, en el caso particular en que M sea paracompacta, alcanza
con que el espacio de Banach E que modela M sea separable y C2-normal, es decir,
que para todo abierto U C E exista una funcién 1 : E — [0, 1] de clase C? de manera
que U ={v € E : {P(v) > 0}. En particular si E es separable y su norma es de clase
C? en E — {0}, entonces E es C?>-normal. Los detalles y pruebas de estas afirmaciones
pueden verse en [60, II1.§6].

6.5. Sprays candnicos

En general, el nombre candnico aplicado a sprays es vago y depende mucho del
contexto. En lineas generales, podemos decir que son sprays que se construyen con la
estructura dada de la variedad, sin agregar elementos novedosos o elecciones particu-
lares. Por ejemplo, a partir de diferenciales de campos. Seamos precisos, pero primero
hagamos una observacién.

Observacion 6.5.1. Si X(p) = (p,Xp), Y(p) = (p, Yp) son campos en M, calculamos
Y. : TM — TTM en coordenadas: denotemos con [] € TM la clase de las curvas con
x(0) =p € M, &(0) =v € T,M, entonces Y,([«]) = [Y o «l, es decir, poniendo

Yoo = (o VYa)
y derivando Y, (1) en t = 0 obtenemos
Yip (V) = Yi(p,v) = (p, Yp; v, DYpV) € Ty () TM.

Obviamente, 71, 0Y, = idt\m por construccién (aqui 7t: TM — M denota la proyeccién
canénica como antes), derivando mo Y = idpm. Entonces

Y/(X)(p) = Y.(p, Xp) = (P, Y Xp, DYpX,)
Dado X: M — TM un campo, tenemos X, : TM — TTM en coordenadas:
Xop (V) = Xs(p,v) = (p, Xp; v, DXpv) € Tx(p) TML
Para v = X,,
Xip (Xp) = Xi(p, Xp) = (P, Xp; Xp, DX (Xp)) € Tx(p) TM,

lo que nos dice lo siguiente: es razonable suponer que hay algin spray en M de
manera que la forma cuadrética asociada sea Q,(Xp) = DX,(X,) para cualquier
campo X : M — TM de clase C¥ con k > 1. La forma bilineal asociada en este caso
seria

2T, (Xp, Yp) = DX, (Yp) + DY, (X,),
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para cualquier par de campos X,Y : M — TM. La derivada covariante asociada en
este caso serfa

VxY = Y/'X = T(X,Y) = 1A(Y'X = X'Y) = 14X, Y],

El problema es que no esta claro si la definicién que dimos es buena en el sentido
de que sélo razonamos sobre campos, pero tenemos que decir como actia el spray
en cualquier V € TM. Sin embargo si M = G es un grupo de Lie-Banach, se puede
definir correctamente F. No lo haremos con esta generalidad, nos vamos a contentar
con hacerlo para el grupo de inversibles de un &lgebra de Banach, en la Seccién 7.6
(Ejemplo 7.6.3).

6.6. La derivada covariante: derivar y proyectar

Veamos el sentido geométrico de la idea de conexidn, que era el propdsito del Lema
6.3.1. Si M C F es una subvariedad de un espacio de Banach F, ya discutimos que VIM
es en realidad una manera abstracta (intrinseca) de presentar los espacios tangentes a
M como subespacios de un espacio mas gordo. En presencia de un fibrado horizontal,
lo que tenemos es, para cada punto Z = (p,z) € TM, un subespacio Hzy C F que
suplementa VzTM, es decir

TzTM =VzTM @ Hy,

y la asignacién V — Hy es suave. Esta nocién deriva de la siguiente idea geométrica:
supongamos que para cada p € M C F existe un suplemento H, C F que varia en
forma suave con p. Es decir, que para todo p € M,

F=T,M&H,.

Sea E, € B(F) el proyector asociado tal que ran(E,) = T,M, ker(E,) = ran(1 —
E,) = H,. Estamos suponiendo que p — E, es un mapa suave E: M — P(F) de M
en los idempotentes de F. Notemos que, como E, : TM — TB(F) = B(F), entonces
parap € M, v € T,M, E,;,, es un operador lineal de F en F, que depende también
linealmente de v € T, M. Esta familia nos permite introducir un spray en M de la
siguiente manera.

Teorema 6.6.1. Dado (p,v) € TM, sea F(p,Vv) = (p,V;V, Exp V). Entonces F es un
spray cuadrdtico en M cuyas geodésicas son las curvas de aceleracién normal

Ex(ax”) =0.
La conezion asoctada I': TM @& TM — TTM estd dada por la forma bilineal

Ip(v,w) = Esp oW = Eypp V.
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Demostracion. Para « C M con o’ (0) = (p,v) € TM, sea Ex = E,(y). A partir de
Ex = & deducimos, derivando en t =0 que Ex + Ex = &. Luego

Eup,vv = E0&(0) = (1 — E,)&(0).
Veamos usando esta tltima expresién que F(p,v) € TTM. Sea
B(t) = (x(t),x —tE (&) € TM.
Entonces 3(0) = (p,Vv), y por otra parte
B'(0) = (p,Vv;v, &(0) — E, &(0) — 0) = F(V).
Evidentemente, F es un spray cuadratico, y como
Flo, &) = (o, 66, (1 —E)&)

las geodésicas de este spray son las curvas con aceleracién normal. Respecto de T, lo
que el teorema afirma es que para v,w € T,M, E,,(v)w = E,p, (w)v. Para probarlo,
consideramos cualquier curva «(s,t) € M dos veces diferenciable como aplicacién de
R? en M, tal que x(0,0) = p, «/(0,0) = v, &(0,0) = w donde ’ denota d/ds y
denota d/dt. Entonces de E &’ = ', derivando respecto de t conseguimos

d d
Ei,a’ 4+ Eq (dt(xl) = aoc’.

Evaluando en s =t = 0 obtenemos

Eup v = (1= Ep)i’(0,0),

. 2 2 . . . . .
y como &' = ﬁcx = ﬁoc, se sigue que v, w son intercambiables si uno repite el
argumento comenzando con la relacién E & = &. O

Observacién 6.6.2. En general, el operador bilineal I}, : T,M x F — F dado por
Ip(v,w) =E,pyw

es simétrico sélo cuando w € T,M (ver los ejemplos).

Observacién 6.6.3. Si 'V es la derivada covariante asociada al spray F, entonces para
cualquier par de campos X,Y : M — TM recordemos que

VxY = Y'X —T(X,Y)

es como se obtiene V a partir del spray. Entonces, si « C M es cualquier curva suave
tal que «(0) = p, &(0) = X,, derivando en t = 0 la relacién E¢(Ys) = Y, (donde
E¢ = Eq () como antes), deducimos que

E.px, Yp + Ep(DYpXp) = DYp Xy,
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lo que nos dice que

VxY(p) =DYpXp, =T (Xp, Yp) =DYp Xy, —Eip x, Yp = Ep (Y'X(p)),
es decir VxY = E(Y’X), luego la derivada covariante es simplemente derivar en el
ambiente y proyectar al espacio tangente.

Observacién 6.6.4. En el caso de una subvariedad de R™, si consideramos los su-
plementos dados por el producto interno, se tiene la conezién de Levi-Civita. Sila
subvariedad tiene dimensién n, podemos tomar una base {e;}i—1...n ortonormal en
cada espacio tangente. Denotemos con X; a los campos definidos localmente por estos
vectores: se tiene que Vx, X; es nuevamente un elemento en el espacio tangente y por
ende lo podemos escribir como combinacién lineal de los elementos de la base:

n
XIX; —T(Xi, X)) = Vx . Xj = ) —Tf X,
k=1

con —F{; nimeros reales. Si &« C M es una geodésica, entonces escribimos & en la

base de los Xy:
n
d=) &Xy
k=T
y como V4V = Dyé =0, tenemos
oo =) Théudy.
i)

Estos coeficientes son conocidos como simbolos de Christoffel de la conezidn.

6.7. Derivada covariante y transporte paralelo

En general, se puede definir la derivada covariante de una curva cualquiera
Y C M de la siguiente manera: se engorda la curva a un campo definido en un entorno
abierto U de y en M, que llamaremos v : U — TU, que verifique y(y(t)) = y(t). Se
define

Dy(t) :== Vyv(v(1),

donde V es la derivada covariante del spray. No es dificil probar que esta definicién
es buena pues depende solamente de los valores del campo a lo largo de y. Explicita-
mente, en términos del spray, se tiene

Dy =9 —T(#,9).

Entonces las geodésicas son las curvas que tienen derivada covartante nula. La
ecuacién

Dy =9 —T(#7) =0

se conoce como ecuactén de Euler del spray.
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6.7.1. Derivada covariante de levantadas

Una manera mas concreta usando I" de definir la derivada covariante es la siguiente:
dada «: ] — M una curva de clase C* con k > 2, definimos Lev(ct) como el espacio
de todas las levantadas de « de clase C', es decir curvas 3 C TM tales que 7P = «,
donde 71: TM — M es la proyeccién al punto base. Este conjunto es no vacio ya que
(por lo menos) p = &’ € Lev(x). Ademds Lev(«) es un espacio lineal y un médulo
sobre las funciones f: ] — R con las operaciones usuales del fibrado,

(o) + (1) = (e, u41),  floy ) = (&, Tu).
Lema 6.7.1. St 3 = («,u) € Lev(a), la aplicacién Dy : Lev(a) — Lev(x) dada
en una carta por
Do = (o, it — T (6, 1)) (6.2)
es lineal, verifica D¢y = fD /B para toda funcién suave f (donde fo' estd dado
en una carta por (x,f&), y ademds es una derivacion en el sentido sigutente:

Do (fB) = /B + fD o p

para toda f:] — R. Ademds s1 Y: M — TM es un campo tal que Y(x(t)) = p(t)
para todo t € J, y X: M — TM es otro campo tal que o’(c) = X(x(c)) para algin
c €], entonces

Do B(e) = VxY(a(c)).

Demostracion. La prueba de que la definicién no depende de la carta queda como
ejercicio; que es lineal y una derivacién es obvio. La ultima afirmacién es consecuencia
de la relacién VxY =YX —-T(X,Y) y de

d

7 Yt = DY =YX,

u:

Diremos que 3 € Lev(a) es a-paralelo si D/ =0, es decir si

it = Taléy ). (6.3)
Al conjunto de levantadas a-paralelas lo denotamos con Par(a). Observemos que si
B=o"=(a &), se tiene
Do’ = (o, & — Ty (&, &)).
Luego o’ es a-paralela si y s6lo solo si « es una geodésica del spray, es decir si verifica

la ecuacién de Euler. Por eso se suele decir que las geodésicas son las tnicas curvas
auto-paralelas.

Observacién 6.7.2. Es habitual denotar la derivada covariante a lo largo de o como
D, a secas, cuando se desprende del contexto cudl es la curva a lo largo de la cual se
deriva. Asi, por ejemplo, un geodésica se caracteriza con la ecuacién D¢’ = 0.
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6.7.2. Transporte paralelo

El siguiente teorema contiene los ingredientes necesarios para definir el transporte
paralelo en M. Suponemos como antes que & : ] — M es por lo menos C2.

Teorema 6.7.3. Sea a € |. Dado v € Ty(q)M emiste una dnica B, = (x, W) €
Par(«) tal que py(a) =v. Sib €] y P =Pl(«): Ty(q)M = Tyu)M denota la
aplicacién v — u,(b), entonces P es un isomorfismo de espacios de Banach,
que denominamos transporte paralelo a lo largo de «. Ademds, para todo c € J,
PY o PS¢ =PP.

Demostracién. Consideramos la ecuacién (6.3), que es esencialmente una ecuacién
del tipo 1(t) = A(t)u(t) con el operador

lineal para cada t € | fijo. Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones
ordinarias, la curva solucién w, con W, (a) = v es tinica y nos da la curva 3, requerida,
que estd definida en todo ] porque la ecuacidén es lineal, con lo cual es globalmente
Lipschitz. Considerando que el flujo de la ecuacién diferencial estd definido en ],
entonces P? = P? o PS¢ para todo a,b,c € ] por propiedades generales del flujo.
En particular, la aplicacién PE(«) es biyectiva entre los tangentes porque tiene una
inversa que se construye de manera andloga (intercambiando a con b). Las relaciones

P(Av) = AP(v), P(v+w) =P(v) + P(w)

se deducen de la unicidad de la solucién reemplazando en la ecuacién diferencial
lineal. O

Observacidn 6.7.4. Si «(t) = exp,(tv), entonces es facil ver que el transporte pa-
ralelo a lo largo de o del vector v € T,M estd dado sencillamente por &(t), pues
esta levantada verifica la ecuacién diferencial del transporte con la condicién inicial
requerida.

Observacién 6.7.5. En el caso de una subvariedad M C F y una familia de suple-
mentos H, ® T,M = F dada por proyectores E,, la ecuacién [t — I'x (&, 1) se traduce
en

B — Buo,alt
donde se sobreentiende que pw € T,M = ran(Ey). Luego B = («, 1) es x-paralela si
y sélo si [t = E.« &M ¥ la ecuacién de transporte paralelo desde «(0) hasta o(t) es,
para v € Tyo)M,

p' = E*oc,écu
{ o (6.4)
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Para cerrar este capitulo, veamos que podemos recuperar la conexién y la derivada
covariante a partir del transporte paralelo, como muestra el siguiente lema:

Lema 6.7.6. Sean X,Y campos en M, seay : 1 — M curva C' conyy =p,y'(0) =
Xp. Entonces

L VxY(p) = &, PPY)(Yoy)(s).
2. Sin € Lev(y) entonces

Vy i) = Denft) = Pyy) L P In(t)

y en general D¥ny = Pz‘)(y)f—;l’f (v)nt para todo k € N.

Demostracién. Sea p: 1 x T,M — T, M la coleccién de transformaciones lineales
s (v) = P§(v)v para v € T, M; notemos que 1o = idr, m ¥ que w,(v) = Iy, (v, 1 (v))
por la ecuacién de transporte. Sea f : [ — T,M dada por f(s) = P2(y)ns, donde
n(s) = Y(y(s)). Notemos que por propiedad del transporte paralelo

Luego derivando en s = 0 tenemos
Ny = Ko(fo) + D2 (ko) s, f'(0).
Ahora bien, fo =no y por otro lado Dz = idy,m y entonces
/(0) =n¢ — Ty, (YgyM0) = DYp(Xp) = Ty (Xp, Yp) = VxY(p).

Esto prueba la primer afirmacién. Para probar la segunda tomamos c(s) = y(s + t)
y 1(s) = n(s +t) que es un campo a lo largo de c. Notamos que c(0) = y¢, y que
c¢’(0) = /. Consideramos g(s) = P{(c)us, y por lo recién probado obtenemos

d
Tsls—09(8) = 1o = Teg (e, o) =ni{ =y (v{,ne) = Den(t).
Por otro lado es facil ver de la ecuacién de transporte que P{(c) = P!, (y) =

PS(v)P, ¢ (v). Luego

d
Dn(t) = o[ oPoVIPLL(yIn(s + 1)
d
= PoV) g5 le—oPese(yin(s + 1)
d
=PS(v) =P (¥)n(t).
oY) g Pe(yIn(t)
La dltima afirmacién es inmediata de la segunda, iterando la identidad. U
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6.A. Problemas

6.1. Sea M una variedad diferenciable de clase C*, con k > 2. Si F: M — TM es un
spray (jF = F), probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

» F es un spray cuadratico en M.

» SiV:TM — TIM es el campo vectorial canénico (Observacién 5.3.2), entonces
WV, =F.

6.11. Sea ] : TTM — TTM el endomorfismo candnico (Observacién 5.1.2), sean X, Y :
TM — TTM campos. Probar que

= ker(J) = ran(]) = VIM*

= [V, I] =—]

= JIX, Y] = JUX, Y]+ JIX, JYI.
6.I11. Sea (M, F) una variedad con spray. Probar que el dominio de la exponencial es
un abierto en TM que contiene a la seccién nula.

6.IV. Probar que dada una distribucién H de subfibrados de TTM que suplementen
VTM, esta descomposicién induce una conexién afin (y por ende un spray cuadratico)
en M.

6.V. Probar que dada una conexién V en M, la torsién T definida en la Observacién
6.4.1 es C>°(M)-lineal. Probar asimismo que la férmula de V dada en (6.1) define una
conexién, que esta conexién tiene torsién nula, y que las geodésicas de V coinciden
con las de V.

6.VI. * ; El transporte paralelo de las dos conexiones del ejercicio anterior, es el mismo?
.Y la curvatura?

6.VIL Si «:] — M es una geodésica, probar que el transporte paralelo de &(0) a lo
largo de « coincide con &(t).
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CapiTuLO 7

El tensor de curvatura y sus invariantes

En el mundo no hay nada excepto espacio
vacio curvado. Materia, carga,
electromagnetismo y otros campos son
simplemente manifestaciones de la
curvatura del espacio.

JOHN WHEELER

STABLECIMOS en el capitulo anterior la interdependencia entre spray, conexio-

nes y transporte paralelo, que son nociones de primer orden en la variedad

M. El objetivo de este capitulo es presentar la nocién central de segundo
orden, la curvatura, y estudiar las interrelaciones con las demés nociones, incluyen-
do el estudio de mapas que preserven las conexiones denominados automorfismos o
transformaciones afines. Como veremos, la curvatura y sus derivadas covariantes son
objetos definidos a partir de campos y sus derivadas, pero a diferencia de la derivada
covariante, la curvatura es un tensor que depende tnicamente del valor de los campos
en cada punto. Es un objeto de naturaleza local que permite estudiar ecuaciones de
movimiento desplazando estos tensores a lo largo de curvas, obteniendo ecuaciones
diferenciales que caracterizan a los objetos con los que se relaciona. De central impor-
tancia en este capitulo seran los campos de Jacobi a lo largo de geodésicas, asi como
los automorfismos que preservan la derivada covariante, la curvatura o el transporte
paralelo.
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7.1. El tensor de curvatura R

Sean X,Y;Z : M — TM campos dos veces diferenciables. Si V es la derivada
covariante inducida por el spray, definimos el tensor de curvatura

R(X, ¥, Z) = VxVyZ - VyVxZ -V x vZ,

donde [X,Y] = LxY denota la derivada de Lie de Y en la direccién de X. Observemos
que la expresién R(X,Y,Z) es un campo en M. La transformacién de curvatura
R(X,Y): X(M) —» X (M) estad dada por

R(X,Y)Z = R(X,Y, Z).
Se tienen dos identidades de fécil verificacién:
= R(X,Y)=—R(Y,X)
= R(X,Y,Z) +R(Y,Z,X) + R(Z,X,Y) =0.

Esta ultima es conocida como identidad algebraica de Bianchu.

Un célculo en coordenadas que dejamos como ejercicio (Ejercicio 7.1) nos devuelve
RXY,Z)(p) =T (Xp, T (Y, Zp)) = T (Yp, T (Xp, Zp))

_r*‘p,Xp (Yp> Zp) + r>s<p,Yp (Xp» Zp))

donde los tltimos términos involucran la derivada de la forma T respecto del punto
base. Esta expresién nos dice que R sélo depende del valor de los campos en el punto
p. Luego se puede pensar a R como una aplicacién trilineal en TM x TM. x TM. Es
decir, dados x,y,z € T, M, definimos

9{p(XﬂJ)Z’) = Rp(X,y)Z = rp(x> rp(yaz)) - rp(y> Fp(x,z))
*r*p,x(yyz) + r*p,y (x,z), (7'1)
Aunque estd dada en coordenadas locales, la definicién intrinseca es tomar tres cam-
pos X,Y,Z en M tales que X, = x, Y, =y, Z, = z y entonces R,(x,y,z) =
R(X,Y,Z)(p) € ToM. También podemos pensar, para x,y € T,M, en el operador

lineal R,(x,y) € B(T,M). Por estas consideraciones abandonaremos la distincién
entre R y R y denotaremos indistintamente

R(X,Y)Z(p) = R(X, Y, Z)(p) = Rp(Xp, Yp, Zp) = Rp(Xp, Yp ) Zp.

—p—
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Definicién 7.1.1 (Tensores y su derivada covariante). Dado el fibrado vectorial
7t: TM — M sobre M, tenemos su trivializacién local TU ~ U x E dada por una carta
(U, @) de M y la carta del fibrado (TU, ¢.) dada por @.(p,v) = (¢(p), Dy V). Vamos
a considerar los fibrados de operadores multilineales sobre M dados por BX(M) =
B(TMK; TM), que se trivializan localmente como

TB¥(U) = TU x B(EX;E)

donde B(EK;E) denota los operadores k-multilineales de E en E.

Una seccién Q del fibrado p : B¥(M) — M se denomina TENSOR de orden k.
En presencia de una derivada covariante V en M, podemos extender la misma a
los tensores de forma multilineal, de la siguiente manera. Si V, Xy, -+, Xy € X(M),
tenemos la férmula local

(VV—O-)(XH )Xk) :—O-*V(Xh"' »Xk) _r(\/»Q(Xh )Xk))

k
+ZQ(X1V" )r(\/axi))"' )Xk)-
i=1

En particular observamos que VyQ(Xj, -+, Xk)(p) sblo depende de los valores de
Xi,V en el punto p. Notemos que por la regla de Leibnitz para la diferencial usual

k
(X1, X))V = Qv (Xa, -+, X)) + ) O(Xa,y -+, DXi(V), -+, Xio).
i=1
Luego la derivada covariante VyQ admite la expresién intrinseca

K
(VvQ) (X1, Xi) = Vv (Q(X, -+, X)) = ) QX+, VX, -+, Xa),

i=1
y esto muestra la buena definicién del tensor multilineal Vy Q.

Observacién 7.1.2 (La curvatura como tensor y su derivada covariante). Por lo ob-
servado en parrafos anteriores, la curvatura R es un tensor sobre M de orden 3. Luego

(VVR)(X,Y,Z) = Vv R(X, Y, Z) = R(VVvX,Y,Z) = R(X, VvV, Z) = R(X, Y, Vv Z).

7.1.1. Subvariedades de un espacio de Banach

Hay que tener algtin cuidado porque en principio I' sélo esta definida en T,M x
TpM, pero en la expresién en coordenadas al distribuir quedaron expresiones del tipo
I'(v,z) con v € T,M pero z ¢ T,M. Para el caso de subvariedades, la Observacién
6.6.2 salva esta ambigiliedad: hay que usar la extensién para que el célculo tenga
sentido.

—p—
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Observacién 7.1.3. En este caso de subvariedades con la conexién inducida por los
proyectores, los términos que involucran la derivada de I" respecto del punto base se
cancelan, es decir

—Tepx(Y,2) + Tpy (x,y) = 0.

En efecto, si E, (p € M C F) es la familia de proyectores con rango T,M, co-
mo I, (y,z) = Eipyz, tomando p = py tal que po = p y po = x, se deduce que
Tepx(Y,2) = DZEp (x,y)z y con un argumento similar, Iy y(X,2) = DZEp (y,x)z.
Asumiendo que todas las aplicaciones son dos veces diferenciables, se tiene la conclu-
sién.

Entonces las férmulas de la curvatura para subvariedades de un espacio de Banach
son:

mp (X>1J>Z) = r‘p (X) rp (y)Z)) - r“p (U> rp (X) Z))
= [BepxBapy —BupyBap ]z, (7.2)

7.2. Campos de Jacobi

Dada o« C M una geodésica, diremos que n € Lev(«) es una levantada de Jacob:
o campo de Jacob si verifica la ecuacién diferencial

D3y = R(&,n)&.

En coordenadas locales, Din =1 — 'y (&, n), luego derivando respecto de t tenemos

d ) ) ; .
aDm =1 — Nea,a (M) = T (&, M) — T (&, 7).

Entonces de D{(Dn) = (Dn) — I'(&, D) obtenemos (omitiendo el punto de eva-
luacién de T, que es )

DN =1 — Neay (6,1) = T'(&n) = 21 (&, 1) + T'(&, T (&, 1)
Por otro lado de la expresién de la curvatura en coordenadas locales (7.1) tenemos
R(CX)H)CX = r((X, r(ﬂ» (X)) - F(Tl, r(O(, 0‘)) - r*oc,éc(n» CX) + r*cx,n((x) O‘)

Entonces, recordando que & = I'(&, &) puesto que « es una geodésica, la ecuacién de
Jacobi en coordenadas locales es

ﬁ = r*oc,n(éc) OC) + Zroc(%ﬂ) (73)

Esta es una ecuacién de segundo orden lineal, luego para cada V = (p,v), W = (p, w)
con v,w € T,M existe una tinica levantada de Jacobi y = yv,w tal que

'Yv,w(o) =V Doc"Yv,w(O) =W.

—p—
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Observacidn 7.2.1. En el caso particular en el que v = 0, denotaremos 1,, = 10 w-
Entonces las condiciones iniciales se reescriben asi

Mayormente usaremos estos campos de Jacobi con v = 0. Si ademds w = &(0),
entonces es facil ver usando (7.3) que 1., (t) = t&(t).

Dada « : [a,b] — M una curva dos veces derivable, una variacién de « es una
funcién v : J x [a,b] = M dos veces diferenciable con 0 € | C R, de manera que
v(0,t) = x(t) para todo t € [a,b]. Es usual denotar o(t) = v(s,t) para pensar en
la familia de curvas {«;}s¢y definidas en [a,b] con &y = x. Si o5 son geodésicas para
todo s € ], diremos que v es una variacién por geodésicas. Si as(a) = «(a) y
as(b) = «(b) para todo s € J, diremos que v es una variacién de extremos fijos.
La relevancia de los campos de Jacobi es evidente a partir del préximo teorema, que
establece que todo campo de Jacobi se obtiene derivando una variacién por geodésicas
y viceversa.

Teorema 7.2.2. Sea «:[a,b] - M una geodésica.

1. Siv:] x la,b] = M es una variacién por geodésicas de x en M, entonces
1 :[a,b] = TM dada por

n = 2v0,) = = ()
s=0

es un campo de Jacob: a lo largo de «.

2. St o estd parametrizada por longitud de arco y n es un campo de Jacobi a
lo largo de «, entonces existe € > 0 y una variacién de « por geodésicas
v:(—e,€) x [a,b] = M tal que

nit) = Sv(0,b)

Demostracién. Supongamos que v = v(s,t) es una variacién de geodésicas, y como
siempre denotemos con ’ a la derivacién d/ds, y con " a la derivacién d/dt. Pongamos
n=v’. Luego | = v/, con lo cual

Din = —T(%,v'),
y entonces evaluando en s = 0, tenemos Dgn =1 — I'(&,n). Por otro lado

n= V= £|S:OFV(V)V) = r*cx,n(cxy &) +2roc(n> (X),

—p—
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pues para cada s fijo, t — Vv(s, t) es una geodésica. Entonces de acuerdo a la ecuacién
(7.3), hemos probado que 1 es un campo de Jacobi a lo largo de «.

Reciprocamente, si 1 es un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica «, ponemos
p = «(0), v=&(0), w = Dy/m(0). Sea § = B(s) la tinica geodésica del spray con
B(0) =p, B'(0) =n(0). Tomamos

&(s) =P3(B)(v +sw).
Luego £(0) =vyw=Dg.{ =& —Tg(B’,&). Como &(s) € Tg(s)M, entonces
os(t) = v(s,t) = expg s (t&(s))

es una variacién de geodésicas, y ademds oo (t) = exp,(tv) = «(t), luego s es una
variacién de «. Por el item previo,

d

= t
I s:O(XS( )

w(t)

es un campo de Jacobi a lo largo de . Resta ver que coincide con 1, y por unicidad
alcanza ver que verifica las mismas condiciones iniciales. Claramente u(0) = /(0) =
1n(0). Por otra parte como

o5 (0) = (expg(s))0(&(s)) = &(s),

entonces

Dorp(0) = {1(0) — T, (n(0),v) = £'(0) — T, (n(0),v) =w = Dam(0). O

7.2.1. Campos de Jacobi versus exponencial

La relacién entre campos de Jacobi y la exponencial se hace explicita en el siguiente
teorema:

Teorema 7.2.3. Seanp € M, w € T,M y «(t) = exp, (tv). Sean,, el unico campo
de Jacobt a lo largo de « tal que n(0) =0, 1(0) = DyM(0) = w. Entonces para
todo t > 0 en el dominio de «, se tiene

() = (exp,)euw.
En particular, w € ker(expy, ).ty st y sélo sin(t) =0.

Demostracién. Para s suficientemente pequefio, el mapa exponencial estd definido
en un entorno uniformemente normal de p (Seccién 6.2.1), y podemos considerar la
variacién de « por geodésicas dada por

v(s,t) = exp,, (t(v + sw)).

—p—
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Sea p = o) el campo de Jacobi inducido; afirmamos que p = 1. Nuevamente por
unicidad sélo hay que chequear las condiciones iniciales: se tiene

H(t) = (expp)*tv(tw))
férmula que prueba todas las afirmaciones pues p(0) = 0 y ademds

1(0) = lim p(t)/t=w.

t—0+

O

§ Eligiendo v = w en el teorema anterior, es claro que ¢y = tyy es el campo de Jacobi
a lo largo de la geodésica v, con o =0, Dn(0) =10 =v = v{.

7.3. Automorfismos de la geometria y campos de Killing

En esta seccién presentamos la nocién de campo de Killing junto con una serie de
equivalencias utiles para reconocerlos. Los campos de Killing son versiones globales
de los campos de Jacobi, y en general existen en variedades riemannianas que presen-
tan muchas simetrias (es decir, muchas isometrias para la métrica) como los espacios
homogéneos. Nuestra presentacién de automorfismos (llamados también transforma-
ciones afines de (M, V) donde V es la derivada covariante que proviene de un spray
dado en M) es ligeramente distinta de la clésica, ya que estudiaremos primero los
automorfimos que preservan la conexién (y puede haber distintas métricas con la
misma conexién), y luego presentamos en el capitulo de métricas riemannianas los
automorfismos métricos, que son un subconjunto de los primeros.

Observacién 7.3.1. Recordemos que para una funcién suave e inyectiva f: U — V
con U,V C M, dado un campo X € X(U) podemos definir un campo f.X € (V) como
f.X(f(p)) = Dfp(Xp), ¥y que este tiene la propiedad funtorial con el corchete de Lie
[f. X, f.Y] = £,.[X,Y] (Lema 2.6.4).

Definicién 7.3.2 (Automorfismos de la derivada covariante). Sea (M, F) variedad
diferenciable con spray, V la derivada covariante del spray. Sea p : U — V con
U,V C M abiertos y p difeomorfismo. Diremos que p es un automorfismo de la
conexion si para cualquier par de campos X,Y en M se verifica

VP*XP*Y = Px (VXY)

en el abierto V = p(U). Denotamos a los automorfismos de la conexién con
Aut(M, V).

Esta definicién se puede extender a mapas entre variedades con spray, conocidas
como transformaciones afines:

—p—
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Definicién 7.3.3 (Transformaciones afines). Sean M, M variedades con spray, sean
V,V las respectivas conexiones. Si p : M — M es difeomorfismo local, diremos
que p es una transformacién afin de las conexiones si para cada U C M donde
plu : U — p(U) es difeomorfismo, y todo par de campos X,Y € (U), se verifica

Vp*Xp*Y = p*(VXY)

Observacién 7.3.4 (Invariancia del transporte paralelo por automorfismos). Si f €
Aut(M, V), entonces transforma geodésicas de M en geodésicas de M. Ademads, si
YCM,p=rvy(a),y u(t) =P(y),v es el transporte paralelo de v € T,D a lo largo de
v, entonces

n=Dfyu

es el transporte paralelo de Df,v a lo largo de f o y. Estas observaciones surgen de

Vifoy)yM = Ve, fap =1 (Vyu) = £,0=0.

Observacién 7.3.5 (Invariancia de la curvatura por automorfismos). Como
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ—VxvZ,

por la Observacién 7.3.1 y la definicién de automorfismo, es claro que si f €
Aut(M, V) entonces
fR(X,Y)Z = R(f. X, f.Y)f Z.

De hecho, esta misma afirmacién es vélida para cualquier tensor en M, y también para
su derivada covariante (Definicién 7.1.1): si Q es tensor k-lineal en M y V € X(M),
entonces examinando la expresién en coordenadas locales de la derivada covariante
del tensor se tiene

£.VvQ(X1, - Xk) = VevQ(f. X1, FXk).

Sea X € X(M) un campo (todos los campos son dos veces diferenciables como
es habitual en este texto). Recordemos (Seccién 2.5) que el flujo de X, denotado
p(t,p) = pt(p) verifica p{(p) = X(p+(p)) para todo (t,p) en el dominio de definicién
del flujo (que es un entorno abierto de {0} x M en R x M), y ademids po(p) = p,
p(p) = X(p). También recordemos que el flujo es un grupo a un pardmetro,

Pers(P) = pe(ps(p)) = ps(pe(p))

donde estén definidos.

—p—
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Definicién 7.3.6 (Pull-back de campos). Sean U,V abiertos en M, sea f: U — V
difeomorfismo de clase C', sea X campo en U, definimos

*X(p) = Df, " X(f(p)),
que es un nuevo campo en V denotado f*X.

De la definicién es inmediato que g*f* = (fg)*. Un ejercicio de manipulacién de
los objetos nos permite reescribir la condicién de ser automorfismo de la conexién en
términos del pull-back, que resulta mas conveniente para otras consideraciones que
seguiran:

Teorema 7.3.7. Sea f: U — V difeomorfismo de clase C?, entonces (f~1)*Y =

f.Y en V para todo campo Y en U. Luego
Viv(fiZ) = Vi yey(f1)*Z

en V para todo par de campos en U. En particular f es automorfismo de la
conezién V de la variedad riemanniana (M, V) si y sdlo si f es difeomorfismo
local y para todo par de campos Y,Z en U se tiene

Vey(f°Z) = (VyZ).

Demostracion. Notemos primero que de la definicién f, Z(f(p)) = Df,(Z,) podemos
reescribir f.Z(q) = Df¢1(q)(Z¢1(q)) 81 g = f(p) € im(f). Por otro lado

(f71)*Z(q) = Dfpr(q)Z o £ (q) = Df g1 (q) Zs1(q)»

lo que muestra que vale la primera afirmacién. El resto de las afirmaciones es conse-
cuencia inmediata de esta. O

Asi como el transporte paralelo permite calcular la derivada covariante de un
campo (Lema 6.7.6), para calcular la derivada de Lie podemos usar el pull-back:

Lema 7.3.8 (El pull-back vs. el corchete de Lie). Si X,Y son campos en M, y @y
es el flujo de X, entonces para todo t en el dominto del flujo

1. X, Y] = & _etY
2. Loty =piX,Y]
3. X=X

4- ptIX, YT =[X, p1Y]
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Demostracién. Pasando a coordenadas locales, operaremos en el espacio de Banach
E que modela M. Como p_ = p,f], entonces D(p;1 Joi(p) = (Dppt)_l. Luego

PIY(p) = (Dppe) ™ Yo, (p) = At (p)Ve(p),

donde A¢(p) = (Dyp p¢)” ! es un operador lineal inversible de E en E, mientras que
vi(p) = Y, (p) €s un vector de E. Recordemos que la inversién es suave y que si T;
es una curva de operadores inversibles, entonces (T, = T IT{Tt_ 1. Notemos que
Ao = Idg ya que pp =idm ¥y que vop =Y. Entonces

d

A/ = —|{—
0= gglt=0

d d
(Dppe) ' = —Aoah:o(Dppt)Ao = _a|t:0Dppt-

Por otro lado, como py es el flujo de X, tenemos que p{(p) = X(p+(p)), luego

d d

aDth = Dpapt = Dp(XPt(P)) = DXpt(p)Dppt

y evaluendo en t = 0 vemos que Aj = —%\t:onpt = —DX,,, puesto que pp = idm.-
Ahora bien,

d
ah:OAt (pIve(p) = Ag(p)vo(p) + Ao(p)vo(p) = —DX,Yp + DY X, = [X, Yl(p),

puesto que p; es el flujo de X, y esto prueba la primera identidad enunciada. Para
probar la segunda identidad, usamos la propidedad del flujo pi+s = pt © ps para
reescribir

d .

d . d
aptY = dSLOpHSY =1 Dp_¢Dp_sYopsop¢

s=0

(4 . d R
=pt{ds|s_onsYoos}zptdsL_o LY = pi[X, Y]

donde en la ultima igualdad usamos lo probado anteriormente. La tercer identidad

se deduce tomando X = Y de manera que la derivada en el segundo item es nula.

Esto prueba que p;X debe ser constante y como pp = id tenemos la conclusién. Por
ultimo,

. d . d

pr X, Yl(p) = Dp—ta’S:OPSY(Pt(P)) = &’s:o

d
= < l=oDP-<PY(ps(p)) = X, pYI(p)

Dp_sDp_Yop¢ops(p)

donde en la tdltima igualdad usamos lo probado en la primer identidad, pero ahora
aplicado al campo p;Y. O

—p—
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Recordemos que si V denota la derivada covariante del spray F en la variedad
M, denotamos con I' el operador bilineal de la conexién, VxY = Y'X —T'(X,Y). Para
una funcién p : M — M, con D,p denotamos la diferencial de p en p € M y con
D%p denotaremos el Hessiano de dicha funcién p : R¢ — R¢ (su diferencial segunda);
ambas expresiones dadas en coordenadas locales.

Teorema 7.3.9 (Campos de Killing). Sea X € X(M), sea p; el flujo de X. Son
equivalentes:

1. py es automorfismo de la conezrién para todo t

2. Para para todo t y todop € M, ve T,M,
Fou(p) (Dppev) = D7 pc(v,v) + Dppi (Fp (v)). (7.4)

3. Para toda geodésica y C M, el campo X es Jacobi a lo largo de .

4. Para todo par de campos Y,Z se tiene

X, VyZ] = Vix,v1Z+ Vv IX, Z]. (7.5)

Un campo X que verifica estas condiciones es un campo de Killing en (M, g), y
denotamos Kill(M, V) al conjunto de todos los campos de Killing.

Demostracidn. Supongamos que p¢ es automorfismo de la conexién para todo t,
tomemos la geodésica y que pasa por p con velocidad inical v y consideremos v¢(s) =
d

pt(v(s)). Denotemos 3. =', luego v’ = (p¢).y'. Entonces si calculamos, con t fijo, la

derivada covariante a lo largo de vy, tenemos
DV’V, = v(pt)*y/(pt)*yl = (pt)*Dy’Y/ = (pt)*(o) =0

puesto que 7y es una geodésica y p; es un automorfismo de la conexién. Entonces v es
una geodésica para cada t fijo, y la identidad del segundo item se obtiene escribiendo
explicitamente la ecuacién de Euler de las derivadas v{ = F,, (v{) y evaluando luego
en s = 0. Si vale la segunda identidad, y v es una geodésica, tomamos de nuevo la
variacién v¢ = py oy y observamos que para cada s fijo,

dp

%\tzovt(s) = SJio(v(s)) = X((s)

ya que p es el flujo de X. Poniendo p = y(s), v =y’(s) en la identidad arribamos
a la ecuacién de Euler v{(s) = Fy, (s)(v{(s)). Esto prueba que v, es una goedésica
para todo t, y entonces X es un campo de Jacobi a lo largo de vy por el Teorema 7.2.2,

—p—
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lo que prueba que vale la tercer afirmacién. Supongamos ahora que X es campo de
Jacobi a lo largo de cualquier geodésica y. Entonces

D2, (Xovy) =R(Xovy,y')v,
que en términos de I' se escribe

(Xoy)" =Tuy xoy (Y, ¥) +2T((X0y) ', y")

por la ecuacién (7.3). Como (X o)’ = DX, (y’), derivando nuevamente tenemos
Xoy)" = Df,X(y’,y’) + DXy (y"”). Dado un campo Y tomamos y geodésica que
pasa por p y tal que y’(0) =Y, entonces notando que como y es geodésica se tiene
v" = F,(v'), la ecuacién de Jacobi se escribo (omitiendo el punto genérico p de
evaluacién)

D2X(Y,Y) + DX(F(Y)) = I'x(Y,Y) + 2I'(DX(Y), Y).

Estamos suponiendo que todas las funciones son de clase C? luego D?X es un operador
bilineal simétrico; cambiando Y por Y + Z polarizamos esta identidad para obtener

D?X(Y,Z) + DX(I'(Y,Z)) = Lix(Y, Z) + T(DX(Y), Z) + T(DX(Z),Y).  (7.6)
Por otro lado calculamos

[X,VyZ] = D(VyZ)(X) — DX(VyZ) = D?Z(X,Y) + DZ(DY(X)) + x (Y, Z)
—T(DY(X),Z) +T(Y,DZ(X)) — DX(DZ(Y)) + DX(I'(Y, Z))
=D?Z(X,Y) + DZ(DY(X)) + T(DY(X), Z) + T'(Y,DZ(X))
+ X(DZ(Y)) = T(DX(Y), Z) — T(DX(Z),Y) + D?X(Y, Z)

donde en la tltima igualdad utilizamos la identidad (7.6) que proviene de la hipétesis
de que X es Jacobi a lo largo de cualquier geodésica. Ahora calculamos

VvIX,Z] = D?Z(X,Y) — D?X(Y, Z) + DZ(DX(Y)) — DX(DZ(Y))
—T(Y,DZ(X)) +T(Y,DX(Z))

y también
Vix,viZ =DZ(DY(X)) — DZ(DX(Y)) +T'(Z,DX(Y)) = T'(Z,DY(X)).

Sumando estas dos tltimas obtenemos [X, VyZ] y esto prueba la igualdad de la cuarta
afirmacién del teorema. Ahora supongamos que vale esta tltima igualdad, fijamos
P €My sea

B(t) =DptVorvpiZ(p—t(p)) = pZ Wi(p) € TyM.

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 181 $

7.3. Automorfismos de la geometria y campos de Killing 181

donde W = V»yp;Z. Notamos que Wi, s(p) = Wi(p)+sWy (p)+o(s?) (Observacién
1.4.4), y entonces

d . . d .
= E‘s:op—t—swt+s(p) = p—t&L:op_SWH_S (p)

* d * *
= 0% oofPE W+ spZ Wi+ o(s*)}(p)
= 0" (=X, Wil + pgW/{ + 0}(p) = p* {—[X, Wil + W{l(p),

B'(t)

por la primera identidad del Lema 7.3.8. Para derivar W; notamos que como VyZ es
un operador R-bilineal en Y, Z, tenemos

W{ =V (o) Pt Z+ Vorv(piZ) = Vix, prv1Pt Z + Vrv[X, pr Z],

nuevamente por el Lema 7.3.8. Como estamos asumiendo la propiedad de derivacién
(4) del enunciado, tenemos

Wy = [X, W]
y con esto B’(t) = 0 lo que nos dice que debe ser constante e igual a $(0), es decir
p* Wi(p) = Wo(p) = VvZ(p). Como esto es cierto para todo p € M, tenemos
p_tW; = VyZ como campos y entonces

Vorv(piZ) = p1 (Vv Z).

Esto nos dice que p¢ es un automorfismo de V para todo t. O

Observacion 7.3.10 (Automorfismos del spray F). Si F : TM — TIM denota al
spray recordemos para una funcién suave p : M — M denotamos p, : TM — TM
a la diferencial global p.(p,v) = (p(p),Dpp(v)). Luego podemos definir p,, =
(p«)s : TTIM — TIM a su diferencial global, que estard dada por p..(p,v;p,v) =
(P« (P, V), D(ps) (p,v) (P,V)). Para calcular esta tltima expresién tomamos una curva
(pt,vt) C TM y encontramos que

d d
t ‘t:op*(PtNt) = a’tzo(p(Pt)»Dppt\’t)

D(p*)[p,v](d)\)) = di
= (Dppva D%P(f’)") + Dp‘p (V))
En particular

P (P, v, v, Fp (v)) = (p(p), Dppv, Dppv, Dpp? (v, V) + Dpp (Fp ().

Esto nos dice que la segunda condicién del teorema de campos de Xilling puede
reescribirse como
F((pt)*v) = (pt)**F(v)
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para todo t y todo V € TM. Por este motivo podemos decir también que un campo X
es de Killing para €l spray sz su flujo es un automorfismo del spray F, en el sentido
recién enunciado. Notemos que la prueba del teorema anterior nos dice que

Aut(M, F) = Aut(M, V)

si V es la derivada covariante del spray F (o viceversa). Notemos que polarizando la
identidad (7.4), si p € Aut(M, F) obtenemos

To(p) (Dppy, Dppw) = D?p, (v, w) + Dp, Ty (v, W) (7.7)

para todo v,w € T,M.

El siguiente lema de Neeb [72] extiende los resultados de Lang [59, Ch. XIII]:

Lema 7.3.11 (Los automorfismos estdn determinados a orden 1). Sea (M, F) coneza
y f,g: M — M dos automorfismos del spray F. St existe p € M tal que f(p) =
g(p), Df, = Dgp, entonces f =g en M.

Demostracién. De f,,F(V) = F(f,V) para todo V € TM es claro que f pre-
serva geodésicas y su dominio, luego f, preserva el dominio de la exponencial
exp : D € TM — M de la conexion. Ademés como (3(t) = f(exp,(tv)) es una
geodésica con B(0) = f(x) y B/(0) = Dfyv, es claro que f o exp = expof, en el
dominio de la exponencial. Esto dice que si U € TyM es un abierto tal que exp, |y
es un difeomorfismo con su imagen V = exp, (U), entonces si y = exp, (v) pode-
mos escribir f(y) = expy(,)(DfxV), lo que prueba que los valores de f en un entorno
de x estan univocamente determinados por f(x),Df,. Las mismas consideraciones
aplican para g, luego si f(x) = g(x) y Dfy = Dg, entonces f y g coinciden en
algin entorno de x. Ahora sea N C M el conjunto de puntos x tales que f y g
coinciden en un entorno de x, diferenciando obtenemos también Df, = Dgy. Luego
N ={x € M: f(x) = g(x), Dfy = Dgx}, vy esto muestra que N es cerrado. Como
p € N por hipétesis y M es conexa, debe ser N =M o sea f = g. U

Lema 7.3.12 (Los campos de Killing estdn determinados a orden 1). Sea (M,F)
coneza sean X,Y campos de Killing en M. Si existe p € M tal que X(p) = Y(p),
DX, = DY,,, entonces X =Y.

Demostracién. Si X es Killing su flujo p; es un automorfismo para todo t, en par-
ticular si z = exp,(v) estd en un entorno normal de q € M entonces pi(z) =
pt(expy(v)) = exp,, (q)((Dpt)qv). Escribimos exp(q,w) = exp,(w), derivando res-
pecto de t en t = 0 obtenemos

X(z) =04 €XP(q,v) X(q) + 02 €XP(q,v) DXqV
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Si T es el flujo de Y obtenemos de manera similar
Y(z) =01 exp(q,) Y(q) + 02 €xp(q ) DYqv.

Esto muestra que si X,Y y sus diferenciales coinciden en q entonces X,Y coinciden
en un entorno de q. En particular el conjunto N' C M de puntos q tales que X,Y
coinciden en un entorno ¢ es abierto. Ademds es claro que si Xq = Yq y DXy = DY
entonces X,Y coinciden en un entorno de ¢, y si X,Y coinciden en un entorno de q
entonces diferenciando también tenemos DX, = DY,;. Resumiendo, podemos afirmar
que

N={qgeM:Xq=Yq, DXq=DYy}

con lo cual N resulta también cerrado. Como es no vacié por hipétesis y M es conexa,
debe ser X =Y. O

Observacién 7.3.13 (Campos de Killing en términos del tensor de curvatura). La
condicién (4) del teorema anterior puede rescribirse usando el hecho de que la cone-
xién no tiene torsién, con lo cual VyW — Vy V = [V, W] para todo par de campos
V,W en M. Con esto la condicién de Killing para X es equivalente a

R(X,Y)Z =Vvy,zX—VyVzX
para todo par de campos Y, Z en M.

Teorema 7.3.14 (Campos de Killing como algebra de Lie). Los campos de Killing
Kill(M, V) forman una subdlgebra de Lie real del conjunto de todos los campos
X(M).

Demostracién. Supongamos que X, X son campos de Killing en M. De la condi-
cién (4) del teorema anterior es evidente que cualquier combinacién lineal de X, X
es también un campo de Killing. Para probar que es cerrado por el corchete de Lie,
calculamos usando la identidad de Jacobi

[[X) X}) VYZ] - [[X» VYZ]) X} + [X) [X) VYZ]]

Ahora usamos la identidad (4) para X y para X, luego de una nueva aplicacién de
Jacobi obtenemos

VixxwZ+ VyIX, X}, Z],

de donde concluimos nuevamente por la identidad (4) que [X, X] también es de Killing.
O
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Definicién 7.3.15. Dado p € M y X € X(M), denotamos VX(p) € B(T,M) al
endomorfismo VX(p)v = DX, (v) — I}, (X, v). Consideremos los subespacios

£, ={YeKillM):Y, =0} m, ={XeKill(M): VX(p) =0}
Notemos que si Y € X(M) entonces VX(p)Y, = DX, (Yp) = I (Xp, Yp ), luego
m, ={X € Kill(M) : VyX(p) =0 VY ex(M)}

Observacion 7.3.16. Si X € Kill(M), X, = 0, VX(p) = 0, entonces DX, (v) =
I (Xp,v) = 0 luego por el Lema 7.3.12 debe ser X = 0. Esto prueba que estos
subespacios estdn en suma directa. Por otro lado, podemos considerar la aplicacién
[: Kill(M) = TyM x B(T, M) dada por I(X) = (X, VX(p)); por lo recién observado,
esta aplicacién es inyectiva.

En particular si M tiene dimensién finita, tanto T,M como B(T,M) tienen di-
mensién finita y entonces el algebra de Lie Kill(M) es también de dimensién finita.

Proposicién 7.3.17 (El dlgebra de Cartan de los campos de Killing). Dado p € M,
tenemos

1. mp, @ &, C Kill(M) es subdlgebra de Lie, y ademds
2. [tp, 8] Ctp, [mp,mp] C &y, [y, mp] Cmy,
3. Para todo X,Y,Z € m,, se tiene

Demostracién. Que estan en suma directa lo sabemos por la observacién previa,
veamos que valen las relaciones del segundo item y en particular esta suma sera
subélgebra de Lie de Kill(M). Comencemos por X,Y € £, entonces de

[X> Y](P) = DXp (Yp) - DYp (Xp)
es inmediato que [X, Y](p) = 0 pues X, = Y, = 0. Ahora tomemos X, Y € m,,, entonces
[X»Y](P) = Dxp(Yp) - DYp(Xp) = rp(Xp»Yp) - r‘p(Yp)Xp) =0

luego [X,Y] € ¢, también. Por iltimo, si Y € m,, X € €, por la ecuacién (7.5), para
cualquier campo Z tenemos

VzIX, YI(p) = X, VZYl(p) = Vix,z1Y(p)

(DVZY)p(Xp) =Ty (Xp»VZY(P)) -0
=0—-0—-0=0
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y entonces [X,Y] € m,. Para probar la identidad del tensor R, notemos primero que
por la Observacién 7.3.13,

R(X,Y)Z(p) = Vv, zX(p) = V¥ VzX(p) = =VyVzX(p)
pues X € my,. Por otro lado, usando que V tiene torsién nula podemos escribir
Vy(VzX)(p) = Vv, xY(p) — Y, VzXl(p) = =Y, VzXI(p).
Por dltimos, usamos la identidad (7.5) para escribir

Y, VzXl(p) = Viv,x1Z(p) — [Z, [V, X]I(p) = —[Z, [V, X]I(p).

7.4. La curvatura y las transformacions afines

Dada una derivada covariante V sin torsién V en M (equivalentemente, un spray
cuadratico F en M), vimos que a partir de alli deducimos las nociones de transporte
paralelo y de curvatura. Reciprocamente, la derivada covariante permite recuperar la
conexién V como muestra el Lema 6.7.6. En esta seccién veremos cémo es posible, a
partir de informacién del tensor de curvatura R, recuperar en ciertos casos la conexién
V de la que proviene (y por ende el transporte paralelo). Esto serd especialmente ttil
cuando abordemos los espacios simétricos y localmente simétricos en la siguiente
seccién, donde la curvatura es invariante por el transporte paralelo.

Estos resultados que probaremos aqui se enmarcan en lo que se conoce como
Teorema de Ambrose-Cartan, y la presentaciéon que damos sigue los lineamientos
para espacios de Banach dados por Wilkins en [38]. Cabe mencionar que como en
nuestro texto nos enfocamos en las conexiones sin torsién, lo mismo ocurrira en esta
seccién, pero que sin embargo estos resultados se extienden a conexiones con torsién
como puede verse en el citado trabajo de Wilkins.

Empezaremos discutiendo el objeto local R* dado en un entorno normaldep € M
por el transporte paralelo del tensor de curvatura.

Definiciéon 7.4.1 (El tensor local R*). Sea (M,F) variedad con spray, sea p € M
y U C M entorno normal simético, U = expp(B) con B bola del tangente T, M.
Dado q € U existe un tnico z € T,M tal que q = exp, (z) y denotamos y4 a
la tnica geodésica que une p con (, esto es yq(t) = exp,(tz). Observemos que
P§(vq) : oM — T, M y en particular Pg) es un isomorfismo entre T,M y TM.
Consideremos la funcién R* : U — B(TP MZ;TPM) dada por

Rz q(x,y,z) = P?(Yq )Rq (P(1) ('Yq )X, P(1) (’Yq )y, P(1) ('Yq)l)

donde Ry es el tensor de curvatura de V y x,y,z € T, M.
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Ahora introducimos la notacién de dos clases de campos que utilizaremos en esta
seccién, asi como del operador lineal que los relaciona:

Definicién 7.4.2. Dado x € T,M, sea n* € X(U) dado por

n*(q) = |S:0 exp, (z + 5X) = (expp, )xzX

ds
para q = exp,(z) € U. Sea X : U x TM — TM dada por X(q,v) = Pi(vq)V, sea
XY € X(U) dado por XV(q) = X(q, V), denominamos a estos campos paralelos. Consi-
deramos el operador lineal inversible A4 : T,M — T,M dado por Aqx = P{(y4)n*(q);
esto es

Aq = P?(yq)exp* expy (q) -

Denotamos A : U — B(T,M) a la funcién suave que parametriza esta familia de
operadores lineales, notamos que son inversibles y que A}, = idt m.

Observacion 7.4.3. Algunas observaciones ttiles a partir de las definiciones: tenemos
DXy = 91X(q,v)(—,0) y los campos n¥, X" se vinculan por A via

n¥(q) = X(q,Aqv) = X™4V(q).

Fijado q, si y = v entonces A, x = P2 (vIn*(y+). Ademas m*,nY] = (exp,, )« [x,yl =
0 pues los campos X,y son constantes en T, M.

Lema 7.4.4 (R* caracteriza A). La funcion suave A : U — GL(T,M) dada por
Aqv = P?(yq)(expp)*zv (dondeyq(t) = exp,, (tz) ) estd univocamente determinada
por la funcién R* : U — B(T, M3;TpM) via la ecuacidon diferencial lineal

(tAy, V)" =R} (2,tA, v, 2).

Demostracién. Dado q € U sea v la geodésica que une p, q con velocidad inicial
z€Tp,M, y dadov € T,M sea V(t) = tn"(y) = 45| _, exp, (t(z + sv)), luego V es
campo de Jacobi a lo largo de y. Como P9(y)V(t) = tA,,v, entonces el Lema 6.7.6
nos dice que

PS(V)(tAy, V)" = DEV(t) = Ry, (v{, Vi)vi = PS(VIRS, (v, tAy V)VE,

y esto nos da la ecuacién diferencial enunciada. Sea x(t) = tA,, v, entonces xo =0y
Xy = Apv =V luego la solucién estd univocamente determinada por la funcién R*, y
los datos iniciales z,v. En particular evaluando en t = 1 obtenemos A ;v univocamente
determinado por R*, y los vectores v,z. Como q = expp(z), en realidad el unico dato
inicial es q y por ende A estd univocamente determinado por R*. O
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Veamos ahora cémo R* caracteriza la derivada covariante de los campos paralelos
XV, v € T,M definidos més arriba.

Definicién 7.4.5. Dados v,w € T,M sean X", X" € X(U), sea B : U —
B(T, MZ;TPM) dada por la forma bilineal

Bq(V>W) = P?('Yq)VXVXW(q))

Lema 7.4.6 (R* caracteriza B). Dadosv,w € T,M, si q =vy(1) = exp,(z) entonces

1
Bq(v,w) = L R} (z, tAytAg]v,w)dt,
en particular la funcion B estd univocamente determinada por R*.

Demostracién. Sea G € X(U) dado por G(r) =n"(r) = (exp,).uut si T = exp,(u),
notamos que G(v;(t)) = exp,, tu =ty (t). Por otro lado, dado v € T, M, tomamos
T € B(T,M) tal que v = Ty} (= Tz), y sea V € X(U) dado por V(r) = n'(r) =
exp,, Tu para T = exp,(u); notamos que V(yi) = (exp,)s«tztTz = tn”(y¢). Luego
P2(y)V(yt) = tAy,v. Como G,V estan exp,, relacionados con los campos id y Tid
de T, M respectivamente, y estos conmutan, entonces [G, V] = 0 en U. Por otro lado,

dado w € T,M
VeX"(r) = VeX™(v+(1)) = Vo X7 (vr(1)) = Py (yr) dt‘f PRV )XY (v (1))
d
= Po Yr dt‘t 1P0 (Yr)Po(yr)w = Po(yr)dt|t:1w =0,
es decir VX" = 0 en U. De la definicién de la curvatura R y las observaciones

previas obtenemos
R(G, V)X"(vt) = Ve VvX"(vt) = Vv Ve X" (vi) = Vig,vi X" () = Ve Vv X" (v).

Calculamos por separado ambos términos. Comenzamos por el lado derecho: tenemos
V(yi) = P§(v)tA, v = tX(yt, Ay, v = tX*aV(y). Como la derivada covariante VxY
sélo depende del valor de X en el punto, entonces

VX" (Y1) = tVxaqn X (y1) = tP5(Y)By, (Ay, v, W) = Pg(v)be
donde b = B, (tAy,v,w) por la misma definicién de B. Entonces
Ve VvX™(y) = tVy Po(y)be = tPo(v)by
por el Lema 6.7.6. Por otro lado, de la definicién de R* obtenemos.
R(G, V)X™(v¢) = Ry, (tP{(V)z, tP{(Y) Ay, v, P§(v)W) = tP§ (YIRS, (2, tAy, v, W),

y entonces by = R} (z,tA, v,w). Como by = 0, integrando en [0, 1] y reemplazando
Vv por A?v obtenemos el resultado enunciado. U

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 188 $

188

El tensor de curvatura y sus invariantes

En principio este tltimo resultado nos dice que R* caracteriza la derivada cova-
riante, pero sélo para los campos paralelos X*. Para extender esta caracterizacién a
todos los campos tenemos el siguiente lema:

Lema 7.4.7. Sean v € T,M, Y € X(U). Sea y : U — T,M dada por y(q) =
P?(yq)Yq. St wq = Dyq(X¥(q)) + Bq(v,y(q)) entonces

VxrY(q) = X(q,wq) = X"9(q) = P{(vq)Wq-

Demostracion. Observamos que Yq = P} (vq)y(q) = X(q,y(q)), luego para cada
u € T¢M tenemos

DYq(u) = DX(q,y(q)) (W, Dyq(u)) = DX(q,y(q)) (0, Dyq(w)) + DX(q,y(q)) (u,0)
d v
= a|t:OX(q,y(equ(tX (@))) + 01 X(q,y(qn (W)
=P} (vq)Dyq(X¥(q)) + (DX¥ L)) u

donde la tltima igualdad es por el Lema 6.7.6. En particular para u = XV(q) obtene-
mos

(Vx+Y)q =DYq(X"(q)) —Tq(y(q), X"(q))
(

Como anunciamos al principio de esta seccién podemos enunciar y probar ahora
un teorema local que permite vincular la curvatura con las transformaciones afines:

Teorema 7.4.8 (Teorema de Ambrose-Cartan local). Sean M, M wvariedades con
spray, sean V,V las respectivas conexiones. Sea L : M — Tfﬂ isomorfismo
lineal, y sea p : U — U el difeomorfismo definido en entornomos normales
convenientes como

olexp, (v)) = expy(Lv).

Notamos que Dpgq =L, denotamos = p(q), y R,P para la curvatura y el trans-
porte paralelo de V. Son equivalentes

1. IR} (x,y,2) = ﬁ*a(bc, Ly, Lz) para todo q € U.
2. p es transformacion afin: p.(VxY) =V, x(p.Y) para todo X,Y € X(U).

En tal caso Dpyq :ﬁ;(ya)DppPg (v)q para todo q € U.
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Demostracién. Supongamos que p es transformacién afin entre M y M, veamos que
la condicién sobre L = Dpy es necesaria. Abreviando P = Pg) (v) y similarmente P =
5:, (), sabemos que p, preserva las curvaturas y el transporte paralelo (Observaciones
7.3.5 y 7.3.4); en particular p,Px = popx = PLx. Entonces

* — 5 15
p+R} (%,Y,2) = p.P 'Rq(Px,Py,Pz) =P Rg(p.Px, p.Py, p.Pz)
= ﬁilﬁa(ﬁl_x, PLy,PLz) = E%(I_X, Ly, Lz).

Supongamos ahora que vale la hipétesis sobre L = Dpq, y veamos que p es trans-
formacién afin. Sea A : U :— B(Tgﬂ) el mapa que relaciona en M los campos 1
y X (Observacién 7.4.3 y la definicién anterior). Esto es, si X(q,v) = ﬁ; (vyqvy
77(q) = (expp)«12V (donde por la definicién de p, yg(t) = pyq(t) = expi(ﬂ_z) sl
Yq(t) = exp, (tz)), entonces

(@) = X" (q). (7.8)

v

Observamos que para todo v € T, M, los campos " y A estén p-relacionados por

la misma definicién de p:
quﬂv(q) = qu (expp)*zv = (expﬁ)*LzLV = ﬁLV(q) (79)
Por otro lado, por el Lema 7.4.4 del lado de M tenemos, fijando Lv € Tﬁm,
(tAy,Lv)" =Ry, (Lz,tA5 Ly, Lz) = LR}, (z,tL Ay, Lv,z)

donde usamos la hipétesis que vincula L y R. Multiplicando por L~ a la izquierda,
notamos que tL_lxyt Lv verifica la misma ecuacién diferencial que tA,,v (y con las
mismas condiciones iniciales), luego ambas funciones deben ser iguales. En particular
tomando t = 1 obtenemos Lqﬁal_ = Aq. Luego a partir de esto y de las ecuaciones
(7.8) y (7.9) obtenemos

<LAqV —KELV

X7 (@) =X"T(q) =10"Y(q) = Dpgn’(q) = DpgX™*¥(q).

SLA , . .
Esto es, los campos X e y X4V estédn p-relacionados; como Aq es un isomorfismo
. <L , .
deducimos que los campos XV y X ¥ estan p-relacionados para todo v € T,M. En

otros términos también tenemos

Lv

= _ —1
DpgPd(vq)v =DpgX"(q) =X " (q) = Py (vg)Lv,

luego ,
P1(yq)DpqPo(vq) = L. (7.10)

—p—
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Ahora afirmamos que LB4(v,w) = Bg(Lv, Lw) para todo v,w € T,M: para probarlo
sea como antes by (v, w) = tB, (v,w) y sea b¢(Lv, L,,) la correspondiente funcién del
lado de M. Por el Lema 7.4.6, la hipétesis y lo recién probado L' Agl = A4 tenemos

by (L, Lv) = Ro—(Lz, tA3;Lv, Lw) = LR%, (z,tL A5, Lv,w)
= LR}, (z,tAy v, W),

luego L~ "b(Lv, Lw) tiene la misma derivada que b (v, w); como ambas funciones son
nulas en t = 0, evaluando en t = 1 tenemos la afirmacién

Bg(Lv,Lw) = LB4 (v, w). (7.11)

En sintesis, A y B estdn univocamente determinadas por R* y la hipédtesis nos di-
ce cémo determinar sus correspondientes del lado de M, que son esencialmente los
mismos conjugando con L. Con esto podemos probar que p es automorfismo de la
conexién: basta probar que p.VxY = V,, xp.Y para un campo paralelo X = X", ya
que la derivada covariante sélo depende del valor de X en . Usando el lema anterior

y el hecho de que X7, XLZ estdn p-relacionados tenemos por un lado

(@), (7.12)

con wq = Dyq(X¥(q)) +Bgq(v,yq) segtin la notacién de ese lema (y(q) = P%(y4)Yq)-
Por otro lado, y por el mismo lema

<lwgq

P«(Vx+Y)(q) = qu(vaY)(q) = ququ =X

(Vo.x»p:Y)(p(q)) = (V5 Y)(@) = X7 (q), (7.13)
donde Y(q) = p.Y(q) = DpqYq. Luego

i > =0
y(q) = P, (YH)YE =P, (YH)quPg) (Vq)P%)(Yq)Yq =Ly(q)
por la ecuacién (7.10). Asi Dyg = LDyq, y entonces

DX (@) = DUgDpaX"(q) = LDy X" (q).

Si combinamos esto con la ecuacién (7.11) obtenemos
— . olv,_ = _ v
wg = Dyg(X" (q)) + Bg(Lv,Jg) = LDy4(X"(q)) + LBq(v,y(q)) = Lwg,

lo que prueba la igualdad de las ecuaciones (7.12) y (7.13), concluyendo la prueba de
que p es automorfismo de la conexién. La aseveracién final enunciada en el teorema
es inmediata de la ecuacién (7.10) que probamos maés arriba. O

Observacidn 7.4.9. Siambas variedades M, M son completas y simplemente conexas,
mediante el transporte paralelo a lo largo de geodésicas a trozos, puede probarse con
las hipétesis del Teorema 7.4.8 que el mapa afin p se extiende a un difeomorfismo
global afin. La prueba puede verse en [88, Teorema 2.2].
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Aplicando el teorema de Ambrose a la transformacién lineal L = id, obtenemos
un criterio para ver cuando dos conexiones coinciden en M:

Corolario 7.4.10. Si F,F son dos sprays en M, entonces R* = R en algun
entonrno normal de p € M si y sélo si F y F coinciden alld.

Observacion 7.4.11. Cabe destacar que si conocemos la curvatura R de M en un
entorno de p, y el transporte paralelo radial emanando desde p € M, entonces
conocemos R* en un entorno de p, y el teorema de Ambrose nos dice que podemos
recuperar la conexién V en todo este entorno. Por supuesto que si tuviéramos co-
nocimiento del transporte paralelo en todas las direcciones en un entorno de p,
podriamos recuperar la conexién sin recurrir a la curvatura.

7.5. Espacios simétricos

En esta seccién estudiamos los espacios simétricos segin Loos [61], aunque nuestra
presentacién le debe mucho a Neeb [72] y Lang [59].

Definicién 7.5.1 (Espacio simétrico). Sea M variedad, 1 : M x M — M suave,
denotamos p(x,y) = x -y = Sx(y). Decimos que (M, i) es un espacio simétrico si se
satisfacen los axiomas para todo x,y,z € M:

(S1) x-x=x

(52) x- =y

(S3) x- =(x-y) (x-z)

(S4) Para todo x € M existe un entorno U tal que para todoy € U,six-y =y

entonces x = y.

Observacion 7.5.2. Notemos que paracadap € M, S, : M — M es un difeomorfismo
por (S2), ya que es equivalente a S% = idm. El primer axioma nos dice que p es punto
fijo de S;, y el 1dltimo axioma nos dice que p es un punto fijo aislado de S,,. Estos
mapas S, se conocen como simetrias del espacio (M, p).

Definicién 7.5.3 (Automorfismos del espacio simétrico). Sea (M, u) espacio simétri-
co. Diremos que f : M — M difeomorfismo local es automorfismo de (M, ) si
flu(x), uly)) = u(f(x),f(y)) para todo x,y € M. Denotamos este conjunto como
Aut(M, u). Es inmediato del axioma (S3) que todas las simetrias S, (p € M) son
automorfismos del espacio simétrico.

Lema 7.5.4. Si (M, ) es un espacio stmétrico entonces para todo p € M se
tiene (Sp).p = —idT,m

—p—
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Demostracién. De la propiedad (S2) tenemos que S% = idpnm luego (Sp)i]D =1idr,m-
Componiendo con una carta (U, ¢) alrededor de p, con @(p) =0, ¢(U) =V C E con
E el espacio que modela M. Podemos suponer que S,(U) C U y que p es el tnico
punto fijo de S, en U. Consideramos f = @ oS, 0 ¢~ ' :V = E, que es una involucién
f2 = idy y ademas 0 es el tinico punto fijo de f en V. Sea T = Df,, entonces T? = idg,
luego E =E, ®E, donde E, =ker(T—1), E_ =ker(T+1). Afirmamos que E, ={0},
para probarlo consideramos g(x,y) = f(x,y)—(x,y) con respecto a la descomposicién
de E, y calculamos

2—3(0,0) =Tlg, —ide, =0, 2—3(0,0) =Tlg_ —idg_ = —2ide_.

Por el teorema de la funcién implicita existe un entorno W de 0 en E, y una funcién
suave P : W — E_ tal que g(x,P(x)) = 0 para todo x € W, y esto es equivalente
a f(x,P(x)) = (x,P(x)) o sea (x,P(x)) son todos puntos fijos de f. Esto nos dice
que debe ser W = E, = {0}. Entonces E = ker(T + 1) o equivalentemente T = —id.
Notando que T es la expresién local de (Sp)*p se tiene la conclusién. O

Lema 7.5.5. Sea (M, ) espacio simétrico. Para V,W € TM el producto V- W =
W« (V, W) define una estructura de espacio simétrico en TM, y s1 vyw € T,M
entonces V- W =2V —W. Ademds st f € Aut(M, i) entonces f, € Aut(M, ,).

Demostracién. La demostracién de las primeras tres propiedades (S1—3) es formal,
se deduce de las propiedades funtoriales de la diferencial, y queda como ejercio. Ahora
notamos que si m: TM — M es la proyeccién al punto base del fibrado entonces
mo W, = po (m x m), y en particular T,M-T,M C T,M. 8i V = (p,v), W = (p,w)
entonces en primer lugar de x - x = x escribimos p(p+,pt) = pt ¥ derivando respecto
de t, suponiendo que la velocidad es py = v, obtenemos 1, (p ) (v,v) = v. También
tenemos

el (0,9) = e 0Py Pu) = lecoSp(p) = (Sp)epy = —v
por el Lema 7.5.4. Entonces
K (p,p) (V,0) = Ha(p,p) WV V) — i (p,p) (0, V) =V — (—V) = 2v,
con lo cual
VW = Wpp) VW) = Wy(p,p) (Vy0) + Ha(p,p) (O, W) = 2v —w.

Con esto podemos también verificar (S4), para eso sea V = (p,v) € TM y tomamos
un entorno U de p tal que S, es el tinico punto fijo de S, en U; si W € m'uUcT™
verifica V- W = W entonces en particular S, (7(w)) = p(mn(v), t(w)) = nt(w). Por la
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unicidad debe ser 7t(w) = p, con lo cual también w = 2v — w y de aqui se concluye
que w = v luego V = W. Por dltimo, si f € Aut(M,F), de fu(p, q) = u(f(p), f(q)),
derivando obtenemos

fibte(p,q) (Py @) = Ba(r(p), () (DFpP, Dfpq)
y esto prueba que f, es automorfismo de (TM, ). O

Para V = (p,v) € T™M, sea Xy : TM — TM dada por Iy (W) = u.(V, W), maés
precisamente
Zipw) (@, W) = 1 p,q) (v, W).

Denotaremos con Z: M — TM la seccién nula, Z(q) = (q,0) para q € M.

Teorema 7.5.6 (La conexién de un espacio simétrico). Sea (M, 1) espacio stmétrico
conezo. StV =(p,v) € TM, ZyoZ:M - TM y (XyoZ),: TM — TIM. Entonces

1. F(V) = —(Zv/2 0 Z),V es un spray cuadrdtico en M.
2. Aut(M,F) = Aut(M, ).

3. F es el dnico spray cuadrdtico en M wnvariante por todas las simetrias S,
y de hecho T, (v) = %(Dzsp)p(v,v) para todo v € T,M.

Demostracién. La primera afirmacién queda a cargo del lector, hay que verificar que
F es cuadratico y que es una seccién tanto para 7ty como para (7tp ). Para probar
la segunda, supongamos primero que p € Aut(M, i), entonces p € Aut(TM, ) y en
particular para todo V = (p,v) € TM

p*ZV/Z oZ(q) = p*u*(p,q)(\)/z)o) = H*(p(p),p(q))(DppV/zao)
= Zp*V/Z oZo P(q)

Diferenciando respecto de q en (p,v), obtenemos p..(—F(V)) = —F(p.V), y esto
prueba que p € Aut(M,F) = Aut(M, V). En particular, todas las simétrias S,,
x € M, resultan automorfismos de V. Para probar la inclusién opuesta, dado p €
Aut(M,V), y p € M, consideremos f = p o S,, g = Sy() © p, que son entonces
ambos automorfismos de V. Notemos que f(p) = p(Sp(p)) = p(p) ¥y que g(p) =
Sop)(p(P)) = p(p) luego f y g coinciden en p. Por otro lado

Dfp = ngp(p)(DSp)p = —Dpp
por el Lema 7.5.4. Ahora calculamos

Dgp = (DSp(p))p(p)DPp = —Dpyp
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por el mismo lema. Como f, g coinciden a orden uno en el punto p € M, el Lema
7.3.11 nos dice que debe ser f = g en M. Luego para todo q € M,
p(r(p, q)) = p(Sp(q)) = f(q) = g(q) = Sy(pyp(q) = rlp(p), p(d)),

y esto prueba que p € Aut(M, p). Por lo recién probado, como S, son automorfismos
de u, es claro que F es invariante por todas las simetrias. Por otro lado, si F es un
spray invariante por las simetrias S,,, de la ecuacién (7.7) y el Lema 7.5.4 obtenemos

Fp (v) = FSP(p)((DSp)pV) = (Dzsp)p(")‘)) + (Dsp)pr (v)
= (Dzsp)p(\’»\’) —Fp (v).

Luego 2F, (v) = (DS%)]3 (v,v) asi que las simetrias determinan univocamente al spray.
O

Veamos que las simétrias del espacio son efecto simetrias geodésicas:

Lema 7.5.7 (Simetrias). Seay geodésica de (M, F). Entonces Sy oy(s) =v(2a—s)
en el dominto de vy, y ademds

(DSy, )y, =Py (v).

Demostracién. Como S, es automorfismo, § = S,, oy es geodésica de (M, F).
Tenemos B(a) = Sy,Ya = Ya ¥y ademds B'(a) = (DSy,)y.Y4 = —Y4, por el Lema
7.5.4. Como s — y(2a—s) también es godésica con las mismas condiciones iniciales en
s = a, se tienen la primer afirmacién del lema. Ahora bien, como S, , es automorfismo
de la conexién, manda transporte paralelo en transporte paralelo (Observacién 7.3.4),
en particular para todo w € T, /M tenemos

(DS'Ya)'YbPCbI(‘Y)W = PZ(S‘Yu OY)(DSya)qu = _PE(SYa OY)W'
Sea pu(s) = Pg(Sy. © v)w, notemos que p(a) =w y por otro lado

r'(s) =Ty 2a—s)(—Y'(2a =), u(s))
por la ecuacién de transporte paralelo. Sea n(x) = w(2a —x), entonces 1n(a) = p(a) =
w y ademas
n'(x) = —p'(2a —x) =Ty (v'(x),n(x)),
luego 1(x) = PX(y)n(a) = PX(y)w. Por consiguiente u(s) =n(2a —s) = P29=5(y)w
y con esto
(DSy)yve Pcbl(Y)W = _Pcbl(syu oy)w = —pu(b)
= P2 (y)w = PP (y) o PR (y)w

por propiedad del transporte paralelo. Como PY(y) es un isomorfismo, obtenemos la
conclusién. O
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Con estas herramientas a mano, podemos probar un teorema central de la geo-
metria de los espacios simétricos:

Teorema 7.5.8. Sea (M, ) espacio simétrico y F el spray cuadrdtico inducido.
Entonces

1. (M, F) es geodésicamente completa.

2. Siy es geodésica de M, entonces Ty = Sy(/2)0Sy, € Aut(M,F) es un grupo
a un pardmetro, que verifica T¢(Vs) = Yirs Y

(Dte)y, =P (v).

3. Para cada v € T,M sea XV el campo X" (p) = %‘t:OTt (p), esto es, Tt es el

flujo de XV. Entonces XV es Killing, X¥(p) =v y X¥ € m,,.

4. Fyado p € M la asignacion evaluar en p, Kill(M) > X — X(p) € T,M
produce una sucesién ezacta corta cuya seccion es el mapa v — XV del
item antertor

0 — &, — Kill(M) =&, ®m;, — T,M — 0.

5. VR =0. Esto es, para todo campo V en M, se tiene VyR =0 (Observacidn
7.1.2).

Demostracién. Tomemos geodésica por p, notemos que por el lema anterior se tiene
Spoy(t) = y(—t). En particular el dominio de y es simétrico alrededor de t = 0. Ahora
supongamos que Dom(y) = (—§,08) con & > 0, y tomando ¢ € (0,58), sea q = ..
Tomamos la geodésica A(s) = Sqoy(c—s) que a priori estd definida en (—0+c,c+9),
y verifica Ay = Sqvc = Sq(q) = Y. También Ay = (DSq)q(—ve) = v¢; por la
unicidad debe ser A(s) = y(c + s) o equivalentemente y(t) = A(t — c). Notemos que
si 0 <t < &+ 2c entonces t — ¢ € Dom(A), pero esto nos dice que y estd definida
en (al menos) [0,0+ 2c), una contradiccién con la maximalidad asumida del dominio
original. Luego debe ser Dom(y) = R y esto muestra que (M, F) es completa. Un
razonamiento muy parecido al anterior (de hecho, similar al del lema previo) usando
la unicidad de las geodésicas prueba que 1 (y(s)) = y(t+s). Para probar la afirmacién
sobre transporte paralelo usamos la regla de la cadena y el lema previo dos veces

(Dte)y, = (DSy(t/2))s,v. (DSp)y,
= (DSy(t/2))y_. (=P *(¥))
=P ) 0P (y)

—S

= PLS(y) o PSS (y) = PETS(y),
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donde la dltima igualdad es consecuencia de las propiedades del transporte paralelo.

Veamos ahora que T; es un grupo a un parametro; sean f = Tg4¢, g = Ts 0 Ty,
ambos son automorfismos de la conexién. Evaluando en p = 7y, obtenemos f(p) =
g(p) =v(s+t). Por otro lado

Dfy, = (DTs 1)y, = P§T(y)
por lo recién probado, y también
Dgp = (D1s)y, (DTi)y, = Pt (y) o (P§) = p(t)Jrsw)

por propiedades del transporte paralelo. Entonces, por el Lema 7.3.11, f = gen M
y esto prueba que T; es un grupo a un parametro de automorfismos. Si definimos
XY(p) = to(p), es inmediato que XV es Killing y que T es su flujo. Notemos que
como X, (vt) = Xy (Te(v0)) = Te(vo) = V4, en particular X, (p) = v, = v. Por otro
lado (Dt¢)pw = P{(y)Ww = 1y (t) para todo w € T,M también por el item previo,
luego derivando en t = 0 obtenemos

DX;W =Mw(0) = rp (V(/))T]w(o)) = rp (vyw),

esto es DX} = T}, (v, -). Esto prueba que VXV(p) = 0 luego X¥ € my. Que &, y m;,
estan en suma directa lo probamos en la Proposicién 7.3.17, veamos que todo campo
de Killing estd en esta suma directa. Para ello, dado Z € Kill(M), sea v = Z(p) y
sea XY € m el campo de Killing obtenido en la discusién previa. Entonces podemos
escribir Z = Z —X" +X", y como (Z—X")(p) = Z, — X}, =v—v =0, hemos probado
que Z € &, G mp.

Por dltimo, veamos la afirmacién sobre el paralelismo del tensor de curvatura.
Para abreviar, llamamos S = S, que es un automorfismo de la conexién. Por la
Observacién 7.3.5, como S(p) =p y Sip = —id, tenemos

—(VVvR)(X, Y, Z)(p) = S:p{(VVR)(X, Y, Z)(p)} = S.A(VVR)(X, Y, Z)}(S(p))
= Vs, vR(8.X,5.Y,S.Z)(p)
= (VS*VR)p(S*pX) S*PY»S*PZ)
= *(VS*VR)P(XWYP’ Zp)»
puesto que tanto R como VR son tensores y entonces su valor en p sélo depende de
los valores de los campos en p. Es mas, como observamos en la Definicién 7.1.1, la
derivada covariante en la direccién de S.V sélo depende del valor de S.V en p, esto

es S.V(S(p)) = S«pVp = —V,, ¥ esto nos dice que (Vs,vR), = —(VyR),. Luego
—VvR = VyR y esto prueba que VyR = 0 para todo V. O

En principio para obtener I' (la forma bilineal del operador cuadratico F) habria
que polarizar pero el siguiente lema nos muestra que su expresién es mas simple:
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Lema 7.5.9. St VW € TM entonces
1 1
I (VW) = _E(ZV © Z)*pW = _E(ZW © Z)*pv

es el operador bilineal del spray.

Demostracién. Dados V = (p,v) € TM, W = (p,w) € TM, sean X, Y los campos de
Killing tales que X, =v, Y, =w y sean pt, Ts sus respectivos flujos. Sea

f(s,t) = wlts(p)y pe(p)) = peulp—1Ts(P)y D)y

donde utilizamos que pt es automorfismo de p. Procederemos a calcular

iif‘ = iif’
dtds 't=s=0  dsdt 't=s=0’

la primera con la primer expresién de f y la segunda con la segunda expresién de f.
En primer lugar

%L:OH(TS(P), Pt(P)) = Ha(p,p.(p) (T0(P), 0) = (Zw © Z)(pe(p))

puesto que T)(p) = Yp = w. Derivando ahora respecto de t en t = 0 obtenemos
(f)(0,0) = (Zw 0 Z)4p Vs

puesto que po(p) = X, =v. Ahora derivamos la segunda expresién respecto de t en
t = 0 para obtener

f(O) S) = X(H(Ts(P))P)) — (s [p],p)(X(Ts (P))»O)
= X(u(ts(p)yp)) — Als). (7.14)

Mediante el Lema 7.3.8, escribimos 15 X(p) = X, + s[Y, X](p) + o(s?). Por otro lado,
como Ts es automorfismo de (M, u), por el Lema 7.5.5 (Ts), es automorfismo de
(TM, ). Esto nos permite escribir

A(S) = (Ts)*(Tfs)*A(S) = (Ts)*u*(p,'r,s(p))(T:X(p)»0)
(Ts)*{u*(p,T,S (p))(X(P)aO) + Sy (p,t_s (p))([Y) X] (P)» O) + O(SZ)}
= (Ts)*WS)

y de alli A’(0) = (T(/))*Wo + ToW'0 = DYPWO + Wé Como u*(p)Tis(p))(Xp,O) =
(Xyv o Z)(t—s(p)), observemos que

Wo = Ki(p,p)(Xp, 0) = 2X;,
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Yy que
W§ = —(Zv 0 Z)epW + tu(p.p (% XI(P),0) + 0 4 0 = —(Ey 0 Z) .y W+ 2[Y, XI (p).

En ambos célculos usamos la relacién i, (p )(z,0) = 2z obtenida en el Lema 7.5.5.
Luego, derivando (7.14) en s = 0 obtenemos

£(0,0) = DXp bu(p,p) (Yp, 0) — A'(0)
= 2DX,(Yp) — DY, Wy — W
= 2DX;(Yp) —2DY;(Xp) + (Zv 0 Z)p W — 2[Y, X] (p)
=2[Y, XI(p) + (Zv 0 Z).p W = 2[Y, X] (p)
= (ZvoZ),pW.
O

Con este lema podemos ver que, al igual que la conexién de una subvariedad de
un espacio vectorial con una familia de proyectores (Seccién 7.1.1), la expresién local
para la curvatura R de un espacio simétrico sélo tiene términos con I' (y no aparecen
sus derivadas):

Corolario 7.5.10 (La curvatura de un espacio simétrico). Sea (M, ) espacio
stmétrico, F el spray inducido y R el tensor de curvatura de la conezién. Enton-
ces en coordenadas locales

R(u,v)w = r(u> F(V)W)) - F(v, F(u,w)),

y en particular
—1
R(u,v) = T{(Zu 0Z)y(LvolZ)y —(ZvolZ)y(ZuoZ)

Demostracién. De la definicién de curvatura en coordenadas locales (7.1), lo que
afirmamos es que los términos con [, se cancelan, esto es I, (u,w) = I, (v, w). Para
verlo, notemos que como —2I3,(v,w) = (Zw o Z),pV por el lema previo, entonces
derivando en p = u tenemos

_zr*p,u(vyw) = DZ(ZW o Z)p(u)\)) = DZ(ZW © Z)p (V, LL)

pues todas las funciones son C2. Por otro lado, de la identidad —4T, (u,w) = (Zwo
Z),pU, derivando en p = v también obtenemos

_Zr*p‘v(u)w) = DZ(ZW o Z)p(v) 'LL)

y esto prueba la primer afirmacién. La segunda es simplemente reescribir la primera
utilizando la expresién de I" del lema previo. O
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Observacién 7.5.11. También sabemos, por el Teorema 7.5.8 y la Proposicién 7.3.17,
que dados x, Y,z € T, M existe inicos campos de Killing X,Y,Z € m,, tales que

Ry (x,y)z = —[[X, Y], Z](p).

7.5.1. Espacios localmente simétricos

La ultima afirmacién del Teorema 7.5.8 la resumimos denotando VR = 0. Esta
propiedad nos dice que en un espacio simétrico, el tensor de curvatura se comporta
bien con el transporte paralelo, como puede verse en el siguiente teorema:

Teorema 7.5.12 (El paralelismo del tensor de curvatura). Sea (M, F) variedad con
spray, sea R su tensor de curvatura. Son equivalentes:

1. VR=0.

2. Para toda curvay C M, si P=P2(y): T, .M — T, M denota el transporte
paralelo, entonces para todo x,y,z € T, M se tiene

PR(x,y,z) = R(Px, Py, Pz)

En ese caso diremos que (M,F) es un espacto localmente simétrico.

Demostracién. Tomamos [y (t) = PL(y)x y similarmente con y,z y consideramos
n(t) = Ry, (1x(t), uy(t), uz(t)) que verifica n(a) = R(x,y,z). Por la férmula (7.1.2)
tenemos

Din = (Vy/R) (1, Hy, tz) + R(Dy iy, Hy, i)
+ R(PLthFLy) iz) + Rpyx, Hy» Dip,)
= (Vy’R)(Hmuy» ).

Supngamos que VR = 0, entonces Dyn = 0 y 7 es el transporte paralelo de n(a), y
en particular (tomando t = b) se tiene la relacién enunciada en el lema. Reciproca-
mente, tomamos y tal que Yo = p,v) = V(p), tomamos x = X,,, etc. y definimos
1 como antes. Si vale la relacién del segundo item, tenemos Din = 0, y entonces
(VvR)(X,Y,Z)(p) =0, luego VR = 0. O

Observacion 7.5.13. Notemos que por el ultimo item del Teorema 7.5.8, todo espacio
simétrico es localmente simétrico. Ademds, es claro que fijado p € M y un entorno
normal U de p, en un espacio localmente simétrico el tensor local de curvatura R* es
constante e igual a R, (Definicién 7.4.1).
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Observacién 7.5.14. Veamos cémo se relaciona la definicién con las simetrias geodési-
cas. Dado p € M, tenemos una simétria geodésica S, definida en un entorno normal
de p, dada por

Sp(exp, (v) = exp, (~v).

Es claro que S,(p) = p y que S% = id. La idea es que en un espacio localmente
simétrico, estas simetrias le dan al entorno normal una estructura local de espacio
simétrico, en el sentido de que valen los axiomas (S1),(S2),(S4), mientras que el
axioma (S3) (que nos dice que las simetrias son automorfismos del espacio simétrico)
vale con las restricciones apropiadas del dominio de cada simetria. De hecho (con una
demostracién idéntica a la del Teorema 7.5.6) S, es automorfismo de la conexién si
y sélo si es automorfismo de la estructura simétrica definida en el entorno normal U
de p en M; esto es si y sélo si

Sp(sq(x)) = Spu(qyx) = H(Sp(q))sp(x)) = SSp(q)(Sp(X)) Vg, x € W.

A continuacién probaremos que al igual que en el Lema 7.5.7 de espacios simétri-
cos, en un espacio localmente simétrico la diferencial de las simetrias nos da el trans-
porte paralelo, y esto serad suficiente para probar que S, es un automofismo de la
conexion gracias al Teorema de Ambrose-Cartan. También recuperamos el spray a
partir de la diferencial segunda de la simetria, y esto nos dice que las simetrias
geodésicas caracterizan la conexién de un espacio localmente simétrico.

Teorema 7.5.15 (Las simetrias geodésicas como automorfismos). Sea (M, F) varie-
dad con spray. Entonces M es localmente stmétrico si y sélo si cada simetria
geodésica Sy, es automorfismo de la conezion. En ese caso si y(t) = exp,(tv),
entonces (DSp)y, = —P{*(v), y ademds (DZSp)p(V,W) = 2l (v,w) para todo
v,we T,M.

Demostracién. Supongamos que M es localmente simétrico, entonces por las ob-
servaciones anteriores el tensor local R* es constante e igual a R,. Fijado p € M y
un entorno normal de p, sea S, la simetria geodésica y L : T,M — T,M dada por
L = DS, = —id, es claro que R,(Lx,Ly,Lz) = LR, (x,y,z). Luego por el Teorema
de Ambrose (Teorema 7.4.8) S,, es transformacién afin entre (M, V) y ella misma, es
decir es un automorfismo de V. Reciprocamente si S, es automorfismo de la conexién
entonces razonando como en la prueba del tltimo ftem del Teorema 7.5.8 obtenemos
el paralelismo del tensor de curvatura R. Suponiendo entonces que M es localmen-
te simétrico, el mismo teorema recién citado nos dice que (DS,)q = —Pf1 (v) para
q = v(1) = exp,(v), y cambiando v por tv se tiene la afirmacién sobre DS;,. Por
ultimo,
DSy ¥(t) = =Py (t) = =y (—t).
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Derivando en t = 0 obtenemos

(Dzsp)p (vyv) + (Dsp)p:}.’(o) =¥(0),

luego (DS%)p(V,V) = 2¥(0) = F,(v). Polarizando se obtiene la afirmacién que rela-
ciona [}, con DZSP. O

Corolario 7.5.16 (Espacios localmente simétricos). Sea (M, F) vartedad con spray.
Entonces VR = 0 st y sélo st R es tnvartante por el transporte paralelo, st y
sélo s1 las simetrias geodésicas son automorfismos de la conezxion. En tal caso
Fp(v) = (D2Sp)p (v,v) para todo p € M, v € T,M.

Observacion 7.5.17. Esta caracterizacién puede globalizarse para espacios conexos,
completos y simplemente conexos: en tal caso si M es localmente simétrico la simetria
geodésica S, se extiende a un difeomorfismo de todo M que es automorfismo de la
conexién (unico por el Lema 7.3.11). La prueba es a partir del transporte paralelo a
lo largo de geodésicas a trozos, y puede verse en [388, Teorema 2.2].

Observacién 7.5.18 (Campos de Killing y curvatura en espacios localmente simétri-
cos). Como cada entorno normal de p € M tiene una estructura local de espacio
simétrico, valen todos los resultados del Teorema 7.5.8 con la misma demostracién,
con una excepcién: la completitud geodésica no estd garantizada por las simetrias
porque las simetrias sdlo estdn definidas localmente. Tenemos la descomposicién
Kill(M,V) = m, & £, y el isomorfismo s : T,M — mg dado por v — X" donde
X¥(q) = %|t:o'rt(q) (recordar que Ty =Sy, ,
ca que pasa por 0 € M con velocidad inicial v).

0S,, es el flujo de X" para la geodési-

En particular la transformacién de curvatura R, (v, w) estéd descripta por los cam-
pos de Killing, por la Proposicién 7.3.17

Ro (v, W)z = —adxv xw)X*(0)

Como la curvatura es invariante por transporte paralelo, en realidad esto nos da una
descripcién completa del tensor de curvatura R en M.

Notemos que en general [m,, m,] C £,; diremos que M es irreducible si Kill(M, V)
es un algebra de Lie semisimple y [m,, m,] = €, (ver la Observacién 7.5.26). En ese
caso todos los operadores de curvatura son de la forma adV con V € &,; como el
algebra es semisimple podemos identificar adf, con ¢,. Luego la curvatura de M esta
descripta esencialmente por la accién irreducible de ¢, en m,.
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7.5.2. Espacios simétricos de Cartan

Definicién 7.5.19. Dado un grupo de Lie G, con un automorfismo o0 : G — G,
decimos que (G, o) es un grupo de Lie simétrico si 0% =1idg. Sea

G” ={g e G:o(g) =g},

subgrupo cerrado de puntos fijos de ¢ en G. Dado K C G° subgrupo abierto, el
espacio M = G/K es un espacio simétrico de Cartan.

Denotamos q : G — M al mapa cociente, denotamos también o = q(1) y g-0o = gK
a los elementos del cociente, y

m(g,h-0) =Th.o(g) =Lg(h-0) =(gh)-o
a la accién de G en M.

Proposicion 7.5.20. Si o, : Lie(G) — Lie(G) denota la diferencial de o en la
identidad de G, entonces 02 =1, luego Lie(G) = m @ £ donde

m={x € Lie(G) : o.x = —x}, t={y € Lie(G): 0.y =y
Ademds

1. g=m®t es una descomposicion de Cartan, esto es

e,ece [Emlcm, [mm]cCet

2. K es subgrupo de Lie embebido de G, y Lie(K) =¢.

3. M tiene una estructura diferenciable que hace de q un mapa cociente suave,
g«1 :m — ToM es un isomorfismo y ker q.; = &. Una carta de M alrededor
de o estd dada por la inversa de Exp : m — M restringida a un entorno
adecuado de 0 € m.

Demostracion. La involucién 0., que es ademds morfismo de dlgebras de Lie, nos
da la suma directa enunciada Lie(G) = m & g junto con las propiedades de 4lgebra
de Cartan. Por otro lado es claro que G¢ es subgrupo cerrado de G, y del item
previo es inmediato que ¢ es subdlgebra de Lie de g. Tomando la carta exponencial y
restringiéndola a UN ¢, donde U es un entorno abierto de O € g donde la exponencial
es un difeomorfismo, tenemos exp(t N U) C G Nexp(U) de manera automdtica.
Reduciendo U, podemos suponer que o,(U) C U. Por otro lado, si g =e¥ € G° N
exp(U), en particular e¥ = g = o(g) = e°*¥ y entonces v = 0,v lo que nos dice
que v € ¢, luego G° Nexp(U) = exp(UNt) y esto prueba que G es subgrupo de Lie
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embebido de G, cuya algebra de Lie es ¢ (Teorema 3.2.4). Claramente esto mismo serd
véalido para cualquier subgrupo abierto K C K¢, que tendré la misma &lgebra de Lie.
Le damos el cociente la estructura de espacio topoldgico cociente por medio de q, y
apelamos al Teorema 3.5.6 para la estructura diferenciable, y la identidad ker q..; = ¢
se sigue del Lema 3.5.5 ya que G actia en el cociente M = G/K de manera suave, y
la isotropia de esta accidén es exactamente

{geG:g-q(1)=q(1)}={ge G:gK=K} =K.

La dltima afirmacién sobre la carta exponencial se deduce de que (x,y) — e*eY
cubre un entorno de 1 € G, y los detalles son similares a los de la prueba del Lema
3.5.10. O

Observacidn 7.5.21 (La estructura de espacio simétrico del cociente). En M = G/X,
definimos

u(g-o,h-0) =go(g) 'a(h)-o.

Es facil ver que p estd bien definida y que (M, 1) cumple los tres primeros axiomas de
espacio simétrico, dejamos esa verificacién para el lector; en particular por el axioma
(S3) tenemos que G actia en M por automorfismos de p:

eg nip,q) = H(Egp»egq)-

Para ver que todo p € M es punto fijo aislado de S, = u(p,-), veamos que esto es
cierto primero para p = o. Para ello tomamos (la mitad de) el entorno exponencial
de o dado por x — e* - 0 con x € m chico, y observamos que si So(q) = q=¢€*-0
entonces como o(e*) = e * tenemos

luego e?*-0 = o y por la inyectividad de la carta obtenemos 2x = 0 o equivalentemente
q = o. Bl caso general es inmediato de la accién transitiva de {4 por automorfismos.

Observacién 7.5.22 (Spray del espacio simétrico de Cartan). En lo que sigue dota-
mos a M del spray F compatible con la estructura p, segun el Teorema 7.5.6. De la
definicién de p, si tomamos x € m y v = q.q(gx) € Tg.oM entonces

vi=ge™o(g) 'o(h) -0 =ge™/?o(ge™?) o(h) -0 = pu(ge™? - 0,h-0).
Derivando en t = 0 tenemos

(ZV/Z © Z)(h O) = H—*(go,h-o)(v/Z)O) = Quxgo(g)! c(h)(gxo—(g)71 G(h))
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Ahora escribimos hy = ge®¥ con y € m, sea entonces w = q.4(gy) € Tgq.o M. Notemos
que o(hs) = o(g)e *Y; recordando la férmula de I' dada en (7.5.9) y usando las
relaciones de la accién (3.13), obtenemos

(Zy/20Z)(ge® - 0) = (Lge—sug—1)xg-0qxg(ge’ adyy).

Derivando en s = 0 tenemos

d
—Tg.o(v,w) = a]szo((&eﬂ/\dgg)*g.oq*g(gx) + q.q(gly, x]).

Pero como x,y € m entonces [y,x] € £ = kerq.; asi gly,x] € ker q.4. Obtenemos
entonces la férmula para el spray del espacio simétrico, en términos de las operaciones
del grupo de Lie:

d
_Fg.o(v,w) = E|S:O(£65Adgy),kg.o(\))
d
= (eg)*oa‘szo(ee*W)*o(q*lx)

= ggeeny (7.15)
dsdt|,_,_, ’ '

provided v = q.g(gx), W = q.g(gy).

Teorema 7.5.23 (Geodésicas, transporte paralelo y campos de Killing). Sea M =
G/K coneza con (G,0) grupo tnvolutivo y K C G° abterto. Sea (M,F) el spray
dado por la estructura stmétrica u de la observacion anterior. Entonces

1. 81 x € m entonces pi(q) = e™ - q es el flujo del dnico campo de Killing
X emy con X(0) = quix.

2. Dadop=g-0€ M yv=q.x € [,M con x € m. La unica geodésica y de
(M,F) con vo =P,V = (Lg)s1V = qugx estd dada por y(t) = ge™ - o.

3. Las traslaciones Ty a lo largo de vy estdn dadas por

tx —1

T (p) =ge g -p.

4. El transporte paralelo a lo largo de 'y estd dado por

PYIW = (DTe)yoW = (Coestgs )eg-om-

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 205 $

7.5. Espacios simétricos 205

Demostracion. Suopngamos primero que g = 1 luego p = 0, v = g.1x con x € m,
sea y dicha geodésica y Ty la traslacidon a lo largo de ella, notemos que de la definicién
es inmediato que y(t) = T¢(0). Por el Teorema 7.5.8, tenemos que T¢(p) es el flujo
del campo de Killing X = X,, dado por X(p) = %h:OTt (p), que verifica

d
Xo = a|t:0‘Yt =V =X =V

Ademids (Dty)ow = P{(y)w = nw(t) para todo w € T,M por el mismo teorema,
luego derivando en t = 0 obtenemos

DXow =nw(0) =T, (Y(/)anw(o)) =To (v, W),

esto es DX, = I, (v,-) (en otro términos, X € m, segun vimos en dicho teorema).
Ahora consideramos p¢(p) = e** - p que es un grupo a un parametro, luego es el
flujo de un campo vectorial Y(p) = %h:opt(P)- Se verifica facilmente que p; es un
automorfismo de p para todo t, esto es p(p+(p), p+(q)) = ptw(p, q)- Pero entonces y
por el mismo teorema recién citado, py € Aut(M,F) y esto nos dice que Y también
es un campo de Killing en M. Es claro que

d

d
Y, = a|t:()pt(0) = a\t:oq(e“) = X =V.

Por otro lado, si w = ¢,y con y € m, notamos que o(e'*) = ' = e~ (y lo
mismo con y). Podemos entonces escribir

ps(e® - 0) =ee' .0 =p(e™?- 0,67V - 0) = pu(q(e/?),q(e")).
Derivando respecto de s en s = 0 obtenemos
Y(q(e™)) =Y(e™¥ - 0) = ti(o,q(e—tv))(Ax1(x)/2,0) = Zv 2 0 Z(q(e™ ™))
donde V = (0,v) € TM. Luego derivando con respecto a t en t = 0 obtenemos
DYow = DY,q:1y = (Zv/2 0 Z)s0qu1(—Y) = —(Zvy2 0 Z)sow = T (v, W)

donde la dltima igualdad es debida al Lema 7.5.9. Pero entonces X,Y son campos de
Killing en X que coinciden a primer orden en el punto o, y deben ser idénticos por el
Lema 7.3.12. Esto nos dice que tienen exactamente el mismo flujo y en particular

tx

Y(t) =1e(o) = pe(0) =€ - 0.

Por la Observacién 7.5.21, {5 € Aut(M,u) = Aut(M,F) para todo g € G, luego
la afirmacién para la geodésica genérica se sigue aplicando este automorfismo a la
geodésica obtenida por o. Los items segundo y tercero del teorema son consecuencias
inmediatas del primero, y del Teorema 7.5.8. O
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Proposicién 7.5.24 (Curvatura). Dados x,y,z € m, 51 X = q.4(gx) € Tg.oM etc,
la curvatura en p =g-0 € M tiene la expresion

RP(X, Y)Z = _q*g(g[[x)y]»d) = _(eg)*oqﬂ ([[X)U]» z]).

Demostracion. Supongamos primero que p = o, luego X = q.1x € ToM, etc; sean
pi(q) = e -q, ps(q) = e®Y - q, p1(q) = e'*- q. Por el teorerma anterior estos son los
flujos de los respectivos campos de Killing U, V,; W € m, tales que U(o) = X, V(o) =
Y,W(o) = Z. Consideramos

f(S,t, l) = 5*lp7t[§spt51(o)-

Derivamos en s = 0 para obtener

f'(0,t,1) = Dp_1Dp_V(ptpi(o)) = pyp; V(o)

pues p) = V. Derivamos ahora respecto de t en t = 0 y mediante el Lema 7.3.8
obtenemos
f'(0,0,1) = p7[U, VI(o)

pues pj = U. Derivando en | = 0 entonces obtenemos
a’f f
dldtds '(0:0,0)

por la Observacién 7.5.11. Ahora bien, explicitamente

= W [U, V]](o) =Ro(X,Y)Z

f(s,t,1) = q(exp(setedze tadxy))

—ladz ,—tadx

luego derivando en s = O obtenemos (.(e e y). Derivando entonces en

t=0yen l=0 obtenemos
Ro (X)Y)Z = (1 (—adzo _adx(y)) = (qx1 ([Za [X)U]]) = —(x1 ([[X,y],l]).

Ahora supongamos que p = g-0 = e“-o0 con ¢ € m, y dados X,Y,Z € T,M son
de la forma X = q.g(gx) = ({g)«0q«1Xx para x € m, etc. Por lo recién probado,
el teorema anterior y la propiedad de invariancia de la curvatura por el transporte
paralelo (Teorema 7.5.12), si y(t) = e'® - 0 que conecta o con p, tenemos

—q*g(g[[X,yLZ]) (Eg)*oqﬂ([[ y],Z]) = (eec) Ro(qﬂxy Clﬂy)q*ﬂ
= p((eeLJ*oq*IX)( )*oq*1y)( ec)*oqﬂz)
(

= p X>Y)
Por dltimo, como M es conexa existen cj,...,cx € m tales que p =¢g7...gx -0 =
e’ ...ex . 0, y repitiendo el razonamiento anterior tenemos la conclusién. O
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Definicién 7.5.25 (Espacios simétricos euclideos). Un espacio simétrico es euclideo
si m es abeliana. Notamos que entonces la variedad M es plana, es decir tiene curvatu-
ra nula. Luego localmente hay un isomorfismo afin entre M y su espacio tangente via
la exponencial; si M es simplemente conexa, M es afinmente difeomorfa a su espacio
tangente en cualquier punto (Teorema 7.4.8 y observacién siguiente).

Definicién 7.5.26 (Espacios simétricos irreducibles). Decimos que M es irreducible
si Lie(G) = g = m & ¢t es irreducible como par de Cartan: esto es, g es semisimple y
ademas [m, m] = €. Todo espacio simétrico simplemente conexo y de dimensién finita
(riemanniano) puede descomponerse de manera tnica (salvo el orden de los factores)
en producto de espacios simétricos irreducibles, mediante la descomposicién de de
Rham (ver [82, Chapter IIL.6]).

En el caso no riemanniano, no hay un teorema de descomposicién en factores
irreducibles (espacios simétricos irreducibles), pero puede probarse que un espacio
irreducible es euclideo o bien g es semisimple, y M. Berger obtuvo una clasifcacién
completa de estos en [18]. Veremos en el capitulo de geometria riemanniana que
los espacios simétricos que no son euclideos se clasifican en dos grandes grupos, los
compactos y los no compactos, esencialmente separados por curvatura seccional no
negativa y no positiva respectivamente.

Definicién 7.5.27 (Rango de un espacio simétrico). Sea a C m una subdlgebra abe-
liana maximal. La dimensién de una tal subdlgebra es el rango del espacio simétrico
M = G/K. Notemos que exponenciando a y pasidndola al cociente obtenemos una
subvariedad de curvatura nula en M por la proposicién previa. Una tal subvariedad
es un toro mazimal en M. Cuando el rango es 1, los tnicos toros maximales son las
geodésicas, que estan generadas por grupos a un parametro.

Observacién 7.5.28 (Rango del espacio simétrico y rango del 4lgebra del Lie). Si el
espacio simétrico es irreducible, y si g es un &lgebra compleja, hay relaciones entre
las subalgebras abelianas maximales de m y las subalgebra de Cartan de g. En ese
contexto y para algebras de dimensién finita, todas las subdlgebras de Cartan son
conjugadas por un automorfismo adjunto, a’ = Adga para algin g € Ko (la com-
ponente conexa de la identidad de K), y m = Ugek,Adga para una subalgebra de
Cartan dada. Luego puede verse que todos los toros maximales son conjugados en
M, vy la dimensién de una subalgebra de Cartan esta relacionada entonces con rango
del espacio simétrico M = G/K. Por ejemplo, si el dlgebra g es compacta, entonces
un algebra de Cartan es lo mismo que un algebra abeliana maximal en g.
Considerando sélo dlgebras simples g, podemos primero clasificarlas en compactas
o no compactas, de acuerdo a si la forma de Killing es definida positiva o negativa.
Se dice entonces que el espacio simétrico M = G/K es compacto o no-compacto de

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 208 $

208

El tensor de curvatura y sus invariantes

acuerdo a esta clasificacién de su dlgebra de Lie (veremos luego que esto se corresponde
con tener curvatura seccional positiva o negativa).

7.5.2.1. De espacios simétricos a espacios de Cartan

Dado un espacio simétrico conexo (M, u), podemos considerar el grupo G =
Aut(M, ) con la topologia dada por los abiertos

C(K,U) ={f e G:f(K) c U}

para U abierto en M y K cerrado en el dominio de una carta (V, @) tal que @ (V) C Ees
un conjunto acotado (si M tiene dimensién finita K es compacto y esta es la topologia
compacto abierta en G). Fijado un punto o € M tenemos el morfismo 0 : G — G
dado por

o(g) =So0go0S,, (7.16)

que resulta automorfismo involutivo de G. Tenemos la accién A : G x M — M dada
por la evaluacién A(f,p) = f(p) y fijando o € M tenemos el mapa cociente q: G - M
dado por f +— f(0) que es sobreyectivo. Luego M ~ G/K.
Si g € kerq = K entonces 6(g)(0) = So(9S0(0)) = So(g(0)) = Sol0) = o, ¥
ademds como
o(g)(h) =S, 0goSs(h),

derivando en h = 0 obtenemos 0(g)+o = (So)+09x0(So)+o = gxo. Luego o(g) = g por
el Lema 7.3.11, esto es g € K°. Hemos probado que K C G, el subgrupo de puntos
fijos de 0. Por otra parte si g € Ky f € G esta cerca de g en la topologia compacto
abierta, entonces (o) estd cerca de g(o) = o pues la evaluacién es continua. Entonces
de o(f) = f evaluando en o obtenemos S,(f(0)) = f(o) y como los puntos fijos de
S, son aislados (axioma S4), resulta f(o) = o, esto es f € K. Esto nos dice que en
realidad, K C G es abierto (y cerrado).

Supongamos que G es localmente compacto con esta topologia, y actia en M
variedad diferenciable. Entonces un teorema de Montgormery y Zippin [67, pag. 208]
nos dice que G es un grupo de Lie y que la accién A : G x M — M es suave.

Proposicién 7.5.29. Sea (M, 1) espacio stmétrico conezo. Supongamos que G =
Auto (M, V) tiene estructrura de grupo de Lie que hace de la accion (g,p) = g(p)
un mapa suave, sea ¢ definido como en (7.16). Entonces

1. Lie(G) = Kill(M, V).
2. K° es subgrupo de Lie embebido con dlgebra de Lie

£={X € KillM, V) : XX = X} = {X € Kill(M, V) : X, = 0}.
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3. St K =kerq ={g € G: g(o) = o} entonces K C K% es subgrupo de Lie
abterto y M ~ G/K como espactos stmétricos.

Demostracion. La estructura de grupo de Lie estd determinada por la estructura de
la componente conexa de la identidad de G. Y usando el mapa exponenial de G es
sencillo ver que

Lie(G) =T1G={v=1p): p: 1 — G grupo a un pardmetro suave }.

Sip:I— Aute(M,V) es un grupo a un pardmetro de automorfismos, entonces p|
es un campo vectorial en M, y ademaés el Teorema 7.3.9 nos dice que es un campo de
Killing. Reciprocamente, todo campo de Killing induce un grupo a un pardmetro en
G que es su flujo. En sintesis si Aut(M, V) tiene estructura suave, entonces Lie(G) =
Kill(M, V). Observemos también que como la accién es suave el automorfismo o
definido mds arriba resulta suave. Con la misma demostracién que en la Proposicién
7.5.20, G° C G es subgrupo de Lie embebido, como ya observamos que K C G° es
abierto y cerrado, también K es grupo de Lie embebido, con la misma algebra de Lie.
Derivando o(p¢)(h) = p¢(h) en t = 0 obtenemos que el &lgebra de Lie de G es

= (X € KillM, V) : (So)us, (p)Xs. (p) = Xp¥P € M.

Es claro que si X € ¢ entonces evaluando en p = o debe ser X, = 0, pero por otro lado,
derivando q(pt) = pt-0 = 0 en t = 0 obtenemos ¢ C {X : X, = 0} = Lie(K); como K es
abierto en G estas algebras de Lie deben coincidir. En estas condiciones, el Teorema
7.5.8 nos dice que la descomposicién Kill(M) = ¢, & m, es la descomposicién de
Cartan del algebra de Lie del grupo de automorfismos, y entonces M es un espacio
simétrico de Cartan por la accién del par (Auto(M, V), o) donde o estd dada por
(7.16). Claramente M ~ G/K porque la accién es transitiva ya que M es conexa. Resta
ver que las estructuras simétricas coinciden en M. Para verlo, usamos la definicién
de la Observacién 7.5.21, y como g € Aut(M, ) calculamos

filg(o),h(0)) = fi(g- o,h-0) = go(g) 'o(h) -0
= gSog_1 SoSohSy(0) = gSog_1h(o)
= gu(o, g~ "h(0)) = u(g(o), h(o)). O

§ Si suponemos ademds que S, tiene sélo a o como punto fijo, y g € G entonces
Soog(h)=goS,(h) y evaluando en h = o obtenemos S,(g(0)) = g(o) y aqui debe
ser g(o) = o, esto es g € K. Luego en este caso especial

K={fe G:f(o)=o}=kerq={fe G:o(f) =f} = G°.
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7.6. Ejemplos de conexiones en variedades

En esta seccion estudiamos algunos ejemplos relevantes de grupos y espacios ho-
mogéneos de grupos lineales. En cada uno de ellos introducimos un spray y calculamos
todos los invariantes vinculados. Veremos que todos ellos son en realidad, ejemplos
de espacios simétricos.

7.6.1. Espacios lineales

Si M = E es un espacio de Banach, entonces TTE = E* y podemos poner el spray
trivial F = 0 (es decir, en la notacién de la Observacién 6.1.4, estamos eligiendo
f, = 0). Como mencionamos antes, fijados v € E =M, z € T,E = E, tenemos una
nica solucién al problema «”(t) =0, «(0) =v, &(0) = z, que es el segmento

a(t) =v+tz.

Observemos que estd definido en todo R. La derivada covariante es simplemente
VxY = Y’X. La conexién asociada es la conexién nula, y el transporte paralelo a
lo largo de una curva o C E se obtiene de la ecuacién (6.3), [t = O de donde se
desprende que para v € Ty(q)E = E, se tiene PY(a)v = v. Es decir que Pv se obtiene
de v moviéndolo en forma paralela a su estado inicial a lo largo de la curva «. Para
algunos, esto explica el nombre. Los formas de curvatura R, R son idénticamente
nulas.

7.6.2. La esfera de un espacio de Hilbert

SiM =S, conS={xe€H:|x|*=(xx) =1}, la esfera unitaria de un espacio de
Hilbert #, podemos tomar, parap € S, v € T,S = span(p)~ el spray

Fp(v) = Flp,v) = —|v]*p.
Esta es una forma cuadratica que proviene de la forma bilineal simétrica
I (v, w) = —Re(v, w)p.

Afirmamos que este spray es el que se obtiene al derivar y proyectar (Teorema 6.6.1)
usando los suplementos naturales de T,,S dados por el producto interno de #, es decir
la descomposicién

H=T,S @ span(p),

donde nos quedamos con la estructura de espacio con producto interno real de H.
Para verlo, notemos que para p € S, E, € B(#) dado por E,(w) = w—Re(w,p)p
es el proyector ortogonal sobre T,S. Tomando p; € S y derivando en t = 0 obtenemos

o (v,w) = E,p yw = —Re(w, v)p — Re(w, p)v (7.17)
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que para v = w € T,S = span(p)t coincide con el spray que introdujimos. Las

soluciones son las geodésicas usuales de la esfera, es decir, circulos maximos. Con
mayor precisién, sea p € S y tomemos cualquier q € S tal que q L p. Para k € R,
consideremos

v(t) = cos(kt)p + sen(kt)q, (7.18)

que es una curva suave en S con y(0) = p. Entonces
v(t) = [—sen(kt)p + cos(kt)qlk,
con lo cual ||y(t)|| = cte = [k|, y por otra parte
F(t) = [cos(kt)p + sen(kt)q](—k?) = —k*y(t),

con lo cual 7y verifica F, (y) = . Siv € T,S = span(p)*, poniendo q = v/|v| ¥
k = ||v||, la exponencial de la variedad exp, : TpS — S esta dada entonces por y(1),

es decir
sen(k)
v

k

exp, (v) = cos(k)p +
La derivada covariante de este spray es
VxY(p) = Y'X(p) + (Xp, Yp)p,
es decir en curvas 3 € Lev(«x),
DoB =B+ (B, &)

La conexién afin asociada estd dada por la forma bilineal I', y su rango es span(p)
que en efecto es un suplemento para T,S. El transporte paralelo a lo largo de o« C S
se construye con la ecuacién

p=—(&,ma  wO)=veTyoS. (7.19)

En general no es facil dar una expresién explicita del transporte paralelo. Sin embargo,
siy C S es una geodésica, dada por (7.18), entonces hay una manera geométrica
de presentarlo: el transporte a lo largo de vy estd dado por una rotacién del plano
IT = span(p, q) que fija el resto del espacio. Veamos los detalles: descomponemos el
espacio de Hilbert como

H = span(p) @ span(q) @ (span(p) & span(q))™ . (7.20)
Para v,w € H, denotamos v @ w € B(H) al tensor elemental dado por

v®w(z) = Re(w, z)v
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para z € H, que resulta un operador de rango uno. Observemos que
vaw(wez) =|w|*vez

para todo v,w,z € H. Sea P € P(B(H#)) el proyector al subespacio (span(p) &
span(q))*. Entonces P=(p@p+q®q)ty

PRP+q®q+P=1,

con cada proyector P, p®p, q®q disjunto respecto del otro (es decir que los productos
son nulos). Sea

Ui =cos(kt)(p@p+q®q) +sen(kt)(q@p—p®q)+P

Entonces es facil ver que U, € U(H), de hecho, en la representacién matricial corres-
pondiente a la descomposicién (7.20), se escribe asi:

cos(kt) —sen(kt) O
Uy = | sen(kt) cos(kt) O
0 0 1

y es en efecto una rotacién del plano IT = span(p, q) que fija el ortogonal. Si v €
TpS =T, (0)S, entonces

P§(v)v = Uyv = Re(v, q)(—sen(kt)p + cos(kt)q) + Pv

verifica la ecuacién diferencial (7.19).
De acuerdo a la ecuacién del proyector (7.17) y la ecuacién general de la curvatura
para subvariedades (7.2), obtenemos

R‘p (xylz= Re<y) Z>X - R€<X, Z>y

parap € S, x,y,z € T,S = span(p)*.

Para simplificar las cuentas, supongamos que la geodésica « estda parametrizada
por longitud de arco. Entonces es facil ver que el tinico campo de Jacobi 1 =1y, a
lo largo de o y tal que

n(0) =v,  Dgn(0) =n(0) + (&(0),n(0))p =w
con v,w € TS, esta dado por

n(t) =vcos(t) + (w— Re(v, q)p) sen(t).
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7.6.2.1. La esfera como espacio simétrico

Es claro que podemos presentar a la esfera como el cociente del grupo unitario I/
del espacio de Hilbert H, por la accién U -p = U(p) sobre un punto dado de la esfera
(que podemos suponer que es el polo norte en dimensién finita).

Como espacio simétrico es de tipo compacto ya que el grupo unitario tiene (en
dimensién finita) como &lgebra de Lie u,,, que es compacta porque su forma de Killing
es semidefinida negativa.

El grupo de isotropia K de la accién son los operadore que fijan p, que se represanta
como matrices unitarias por bloques como

<{(5 )}

donde u es unitaria y actda en H’ = {p}* (con la precaucién de que el ortogonal es
respecto de la estructura de espacio con producto interno real).
Para esta descomposicién en bloques, consideramos la involucién

(30)-(5 )

donde v, w son vectores fila/columna, mientras que z € C. Puede el lector verificar
que se trata de un morfismo de grupos o : U/ — U. El subgrupo de puntos fijos de o
es exactamente K, y asi la esfera se identifica con el cociente S ~ U//K, mediante la
biyeccién

j: UK — U(p).
La estructura de espacio simétrico estd dada por la férmula de la Observacién 7.5.21,

H(UK, WK) = Uo(U)"a(W) - K,

y podemos definir una estructura de espacio simétrico en la esfera S de manera na-
tural, haciendo que sea compatible con el mapa j:

j o u(UK, WK) = j(UK) - j(WK).
Puede el lector verificar que esta estructura en la esfera es la dada por
u(p,q) = Sp(q) = —q + 2Re(q, p)p,
que corresponde en las coordendas dadas por la descomposicién H’' ®{p} a la simetria
(v, 2) = (=, 2),

y dicha simetria invierte el sentido de los arcos méaximos (geodésicas) que pasan por
P.
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En la descomposicién por bloques del dlgebra de Lie de U, el espacio modelo de

nsem={( o))

ya que el dlgebra de Lie son los operadores anti-hermitianos. Ahora bien, si x,y €

la esfera es

m son matrices identificadas con los vectores v, w respectivamente, puede el lector
verificar muy facilmente que [x,y] =0 si y solo si

| |
» (=) = \|} (=) (7.21)

Un argumento usando induccién muestra que esto sélo es posible si v = Aw, y asi
x = Ay. Entonces el rango de la esfera como espacio simétrico es 1, porque un algebra
maximal abeliana en m tiene dimensién 1 (Definicién 7.5.27).

7.6.3. El grupo de inversibles de un algebra de Banach

Si B es un algebra de Banach (real o compleja), y G = Gpg es €l grupo de elementos
inversibles de 3, con su estructura de variedad como abierto en 3, podemos considerar
el spray candnico

F(gv) = gv?

parag € Gg, Vv € B, gv € TgG. Las geodésicas del spray son los grupos a un parametro

tv

Y(t) =ge

1

Si llamamos w = gv € TyG, entonces v = g~ 'w y este spray se describe como

Fgw) = wg~'w.

Observemos que engafiosa que es la notacién en coordenadas. Si elegimos la carta
local alrededor de g € G dada por ¢(h) = exp~'(g~'h) -definida en un entorno
conveniente de g-, entonces ¢ o y(t) = tv. Luego en coordenadas y'(t) = (tv,v) y
con esto vy ”(t) = (tv,v;Vv,0). Con lo cual el spray candnico en estas coordenadas es

F(x,v) = (x,v;v,0).

Observacién 7.6.1 (Grupos de Lie como espacios simétricos). Todo grupo de Lie
tiene una estructura de espacio simétrico canénica dada por u(g,h) = gh™'g. Si
consideremos H = G x G con el automorfismo involutivo del flip o(g1, g2) = (92, 91),
obtenemos un grupo simétrico (H, o) cuyo subgrupo de puntos fijos es la diagonal
K =H? =VG ={(g,9) : g € G}. Dejamos como ejercicio para el lector (Problema
7.11) probar que H/K se identifica naturalmente con G, y que la estructura simétrica
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obtenida en el cociente coincide con el p recién dado. También dejamos como ejercicio
para el lector probar que el spray de esta estructura simétrica (Teorema 7.5.6) es el
spray candnico mencionado mas arriba.

La conexién afin estd dada por

Tg(v,w) =14(vg~'w +wg~'v)
para g € G, v,w € TgG = gB. En particular

I (v,w) = 142(vw +wv).

La derivada covariante del spray esta dada por
VxY(g) = Y'X(g) = 2(Xgg "Yg + Ygg ' Xy). (7.22)

Es facil verificar que las geodésicas de esta conexidn son las curvas dadas por trasla-
ciones a izquierda de los grupos a un pardmetro, x(t) = ge'V. Para una tal geodésica,
si 3 es un campo a lo largo de ella, entonces se tiene

Do'B =B — 14[Bv +gvg ' Bl.

Teniendo en cuenta la Observacién 7.6.1, la simetria geodésica esta dada por S4(h) =
u(g,h) = gh~'g y es claro que

Sg(x(t)) = ga(t) 'g=ge Vg 'g=ge " = a(—t).

Si X,Y son los campos invariantes a izquierda X(g) = gv, Y(g) = gw para g € G,
v,w € g = B, entonces derivando Y(ge'’) = ge'Vw en t = 0 obtenemos

Y/X(Q) = Y*g(X(g)) = Y*g(gv) = gvw.

Luego
VxY(g) = gvw — 12(gvw + gwv) = 1/2glv,w] = 1/2[X, Y](g).

El transporte paralelo a lo largo de o« C Gp estd dado por la ecuacién
= 1/lpo &+ qac Tl

y si «a(t) = ge' es una geodésica del spray, entonces si R, L denotan los operadores
multiplicar a derecha e izquierda respectivamente,

= "a0w + gvg i = 2[Ry + Lgyg 1 In = Ap.
Luego u(t) = e** o, y como L, R conmutan entonces

W(t) = eRiv2elorva1/2p — e9tve™ /2y ™2,
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1

Operando con gg~' en pp, obtenemos

P9 (a)z = ge2g 'ze 2 € Tger G (7.23)
para z € TgG = gB. En particular, para g =1,
PS (x)z =e72ze"2 € TG

paraz € g=B.
Six,y,z € TyG, entonces el tensor de curvatura se calcula directamente usando
la forma bilineal ' y su expresién local (7.1), obteniéndose

1

g "Rg(x,u,2) = —Vullg"'x, 97 "yl, g "2l
llamando x = gxo, etc. para xo,Yo,zo € g = B, se tiene
9_1 Rg (x,y,z) = _]/4[[XO)UO]»ZO]- (724)

Ahora tomemos la geodésica x(t) = geff1 R expy(tv). Dados z,w € TyG, tomamos

B(s) = 9659717‘ = expy(sz) y consideramos el transporte paralelo

1

£(s) = PS(B)(v+sw) = ge??9 Zg(v+sw)eid 'z

De acuerdo a la construccién del Teorema 7.2.2, a partir de la variacién de « dada
por

xs(t) = expg ) (tE(s))
construimos el dnico campo de Jacobin a lo largo de « tal que 1(0) = z, D1 (0) = w.
Este es n(t) = %’5:0“5 (t), dado por

n(t) =ze' " tgexp, g1y (g7 W+ alg Vg z— g T zg V).

1

Si llamamos V = g~ 'v,W = g~ 'w, Z = gz, se tiene

g 'mt) = Ze+texp. (W+ 1AV, Z) (7.25)

= Ze'"V ttexp, (W) + exp,,y adtV(Z).
Si recordamos la férmula de la diferencial de la exponencial (Lema 3.1.14), como
F(A)JA =1 —e?, se simplifican los términos Ze'V. Llamando u = o~ '1 se obtiene la

expresién
w(t) =142+ e VZetV] + Flad tV) (tW).
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7.6.4. El grupo de operadores unitarios

Si A es un algebra C*, consideremos M = U el grupo de Lie-Banach real de
operadores unitarios en A, cuya &lgebra de Lie-Banach es el espacio de operadores
antihermitianos Agy. Este puede pensarse como la superficie de nivel (del punto
(0,0) € A, x Ay,) de la funcién g: A — Ay, x Ay, dada por

gv)=wv—1,w"—1).

Entonces, para u € U, y € A, Dgy(y) = 2(Re(u*y), uRe(u*y)u*). Por supuesto que
T.U = uTid = uAgn, pero derivando nuevamente esta expresién obtenemos

D?gu(x,y) = 2(Re(x*y), Re(xy*)).

Comparando con la Observacién 5.2.1, se deduce que, para u € U, x,y € T, U,
entonces
(u, %y, w) € TIM & Re(u"w) = —Re(y"x).

poniendo x = uxp, Yy = Uyp con xo, Yo € Aqn, debe ser Re(u*w) = Re(yoxo).
El spray candnico se reduce al subgrupo U C G4, pues podemos poner, para

VA TuZ/l = uAah,

Fu(z) = —uz*z = zu*z = zu™ 'z,

pues z = uzp, con lo cual Fy (uzp) = uz(z). Por supuesto que las geodésicas del spray
canénico son los grupos a un pardmetro y(t) = ue'” con v¢ = —v. La derivada
covariante, el transporte paralelo y el tensor de curvatura tienen entonces en I/ la
misma férmula que en el ejemplo anterior del grupo de inversibles.

Observacién 7.6.2 (El grupo unitario como espacio simétrico). Por la Observacién
7.6.1, este es el spray de la estructura simétrica de ¢/ como grupo de Lie,

Su(w) = plu,w) = uw*u.

La presentacién como cociente es U = UxU/A, donde A es la copia de I/ dada por
el subgrupo diagonal dentro de G = U/ x . Entonces en dimensién finita Lie(G) =
Un X Un, que es un algebra de Lie compacta (su forma de Killing es seminegativa) y
por ese motivo U como espacio simétrico es de tipo compacto (Observacién 7.5.28).

Como el espacio modelo es m = Agpn, un dlgebra maximal abeliana a C m es
un conjunto de matrices antihermitianas que conmutan; luego se pueden diagonalizar
simultdneamente y asi se puede identificar a la subalgebra diagonal de matrices reales
(o puramente imaginarias, para ser precisos). Esta tiene dimensién n en el caso que
A =M, (C), y asi U,,(C) tiene rango n como espacio simétrico.
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Observemos que para cada u € U, T, = uwAqyn tiene un suplemento natural en
A que es uAy. El tinico idempotente E,, : A — A tal que

ran(Ey) = udqn = Tuld, ker(Ey) = uAp

estd dado por E,(w) = %u[u*w — w*u]. Reemplazando u por u(t) = uet*'v y
derivando en t = 0 obtenemos

Euvw = =T20w u +uw™v.

Siw =v =uzy € T, con zj = —zp, entonces E,, 1, UzZ0 = uzé, y entonces el
Teorema 6.6.1 nos dice que el spray candénico (que es el spray como espacio simétrico
de U) coincide con el spray dado por los suplementos naturales y sus proyectores.

7.6.5. Operadores positivos e inversibles

Sea M = G7,, el espacio de elementos positivos invertibles de un &lgebra C*.

7.6.5.1. El spray trivial

Podemos tomar para a € G, v € Ap = TG} el spray trivial F = 0. Como
G, C Ay es un abierto convexo, las geodésicas son los segmentos usuales

y(t) =a+tv,

que en este caso no estdn definidas para todo t € R. En efecto, si a € Gj yveAn
entonces a+tv € Ay, pero ademés como los elementos inversibles forman un abierto,
Y C G} para t € (—t;,1t2), con t1,t; > 0 suficientemente pequeiios.

7.6.5.2. El spray candnico

También si M = G}, podemos tomar para a € G, v € A, = TG, el spray
Fa(v) =va~'v.
La conexién afin estd dada por

Ta(v,w) = 1/2(va™'w+wa V). (7.26)

Sabemos que las geodésicas del spray son las curvas a un pardmetro ae'?, pero este
tiene que ser un elemento positivo, y en general no es cierto que producto de positivos
sea positivo. Sin embargo, reescribiendo adecuadamente los grupos a un pardmetro
descubrimos que no hay contradiccién: sean a,b € G;, entonces a~'/?ba /2 € Gjt,
luego tiene un tnico logaritmo analitico autoadjunto,

v=In(a""?ba""?) € A.
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Por otra parte, por el Lema A.2.2
o(a™'b) =o(a "?a""?b) = o(a""?ba"""?) C (0,40)

pues ambos son inversibles. Entonces a~'b tambien tiene un logaritmo analitico (con
el mismo célculo funcional), sélo que en este caso no resulta autoadjunto. Considere-
mos el grupo a un parametro

Ya,b(t) = aetln(a” b)>

entonces vq,p €s una curva de inversibles que une a con b. Pero por otra parte,

Ya,b(t) = aza? expltln(a”"b)la"2 ar =az exp(tv)a%,
luego vqa,b C Gj[‘ es la geodésica del spray que une a con b en Gj‘. En particular:

= Las geodésicas que comienzan en a = 1 son los grupos a un parametro y(t) = etV
conv e Ay.

= Dados a,b € G} existe una tnica geodésica del spray que los une, que es la
curva Yo p-

» La exponencial exp, : An — Gj\ estd dada por

N|=

exp,(v) = az exp(a*%va*%)a .

La derivada covariante del spray estd dada por la expresién (7.22), para g = a € G;.
El transporte paralelo a lo largo de yq,, se calcula usando (7.23) y la reescritura de
b = geV, obteniéndose

[SE
o
N|—=

PY(Yab)Z = az (a*%ba*%)%af%Zaff(a*%ba*%)

para Z* = Z; en particular

N|=

P (Yab)Z =a?Za?.

El tensor de curvatura se calcula usando la expresién en coordendas usando T
(aunque también puede deducirse de la férmula de la Proposicién 7.5.24 ya que como
observaremos debajo, esta conexidn es la conexién de la Grassmanniana como espacio
simétrico de Cartan). La férmula es

1 1/2 1/2
Ra(x,y,z) = _Za [[XO)UOLZO]G ’
donde xo = a />xa /2 es el transporte paralelo de x a la identidad, y lo mismo

cabe para Yo, zo. Vemos que la curvatura es invariante por la accién del grupo de
inversibles, esto es, invariante por transporte paralelo.
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Los campos de Jacobin € Lev(yq,,) con una reescritura adecuada son los mismos
que los del grupo lineal. Explicitamente, a partir de la ecuacién (7.25), usando la
expresién de la diferencial de la exponencial en el espacio de operadores positivos
(Teorema 4.6.1) se tiene que el tinico campo de Jacobi a lo largo de yq,, conn(0) = v,
Dn(0) =w es

_1 senh(ad tV/2)

1 =cosh(adtV)Z + adtV)2 W,

)

1 1 1 1 1 1
donde en este caso Z=a " zba "2, V=a"2z2va 2, W=a Zwa 2.

7.6.5.3. Operadores positivos como espacio simetrico

Podemos presentar esta ultima conexién como la conexién de un espacio simétrico
de Cartan (Seccién 7.5.2).

Para ello consideramos G = G4 el grupo de inversibles del dlgebra y el automor-
fismo involutivo o(g) = (g*)~'. Vemos que el conjunto de puntos fijos de o es el
grupo unitario del algebra

K'=Uu,
cuya algebra de Lie son los operadores anti-hermitianos ¢ = {X* = —X : X € A}. Como
0.1(v) = —v, vemos que en efecto es el subespacio de puntos fijos de la diferencial de

o en la identidad.
Por otro lado, el espacio que modela el cociente es el autoespacio de autovalor —1
de 0.1, que no es otra cosa que

m={X"=X:Xe A},

los operadores hermitianos en A.

Con la accién concreta de G 4 en los operadores positivos dada por (g, a) — gag®,
notamos este espacio es la 6rbita de a = 1 por la accién, y vemos que el cociente abs-
tracto G/K se identifica naturalmente con el espacio de operadores positivos mediante
el mapa

j i gU — 997,
que es de hecho una biyeccién; notemos que se identifican o = (1) =U en G/K, con
1 € A mediante este mapa.

El mapa de accién simétrica p: G/K — G/K, de acuerdo a su definicién (Obser-

vacién 7.5.21), estd dado por

wlgUt, hd) = go(g)~'o(WU = gg*(h*) "',
pero entonces podemos pasar este producto simétrico a Gj‘ mediante

a-b=ab 'a.
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Esta operacién es la que hace de j una identifiacién natural entre las estructuras de
espacio simétrico del cociente abstracto y del espacio de operadores positivos, como
en los ejemplos anteriores, y con un pequefio abuso de notacién, podemos llamar
wa,b)=a-b=ab 'a.

Recordemos las férmulas

1
viW) = (VW) TVW) =—2(Zv o Z)uw, VW e TG ~ G & An

para el spray del espacio simétrico (Gj;l, u) (aqui Z era la seccién nula del fibrado
tangente, Z(a) = (a,0)). Entonces dados V = (a,v), W = (b,w) con v,w € Ay,
calculamos

Tv(W)=vb la+ab 'v—ab 'wb'a

derivando atbfl ay, con curvas tales que (ag, a) = (a,v) =V, y (bo,b) = (b,w) = W.

Luego

Ta+ ap’1v.

LvoZ(p)=vp_
Si tomamos una curva p; y derivamos, obtenemos

1 1

(ZvoZ).(p,p) =—vp 'pp la—ap 'pp V.

En particular si (po,p) = (a,w) = W vemos que
1
Fa(v,w) = r(\/) W) = _E(ZV o Z)*W
1 1
= _E(ZV 0Z),(a,w) = 3 {va-'wa 'a+aa 'wa v}
1
=3 {vaqw +wa v},

que no es otra cosa que la forma bilineal del spray candnico introducido en (7.26).
De aqui vemos que las expresiones para las geodésicas, el transporte paralelo y la
curvatura las podriamos deducir directamente de las féormulas que obtuvimos cuando
estudiamos espacios homogéneos de Cartan. En particular las geodésicas son de la
forma ge' -0 con v € m = Ay,. Aplicando el mapa j vemos que las geodésicas son en

efecto de la forma t — getVe!” g* = ge?tVg*, mientras que la simetria geodésica es

Sa(b) = u(a,b) = ab~'b,
la cual transforma yq,b(t) en yq,b(—t).

Respecto del rango de Gj\ como espacio simétrico (Definicién 7.5.27), una subélge-
bra de Lie conmutativa maximal

aC Ay ~m=T{G}
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es lo mismo que una subdlgebra conmutativa maximal asociativa de A, y todo
conjunto de operadores hermitianos que conmuta se puede diagonalizar en una misma
base. Entonces toda dlgebra conmutativa maximal a se asimila al dlgebra diagonal de
operadores (fijando una base).

En particular si A = M,,(C) (cuya dimensién real es 2n x 2n), la dimensién de
m es la mitad de este niimero: dim(Gj‘) = 2n?. Mientras que la dimensién real de
las matrices diagonales reales en una base (el dlgebra conmutativa maximal) es n:
entonces el rango del espacio simétrico GL} (C) es n.

7.6.6. La Grassmanniana

Tomemos M = Gr(p) C Ay, la Grassmanniana de un proyector p € P(A), en
una C*-algebra A. Consideramos g : A, — A}, dada por g(q) = q? — q, para pensar
a P(A) como superficie de nivel de g = 0. Tomando «(t) =p+txconp € P(A) y
x € Ay, descubrimos que

Dgp(x) = px +xp —x,

lo que nos dice que T,P(A) = {x = xp + px : x* = x} = A{. Tomando B(t) =p + ty
con y* =y descubrimos derivando en t = 0 la expresién Dgg(x), que
D%g, (%, y) = xy +yx.
Comparando con la Observacién 5.2.1 en la Seccidén 5.2, si w € A;, entonces
Py, w) eTIM & x,y € AL, pw+wp —w = —(xy + yx).

Si escribimos W = pwp + prwpL +pLtwp + pwpL, tenemos pw +wp —w = pwp —
prwpt y entonces

pwp = —plxy +yx)p,  prwpt =p(xy+yx)p=.

2

Observemos que x € A es equivalente a x = xp +px, y entonces x? = xpx+px?p

y también x?*p = px? = px?p con lo cual podemos considerar el spray
Fp(x) = —2epx? = —2px?p + 2xpx = —2px?p + 2p=x?p™,

que corresponde a tomar x =y en la construccién del w de arriba y suponer que w
es p-diagonal. La forma bilineal asociada es

Mo (x,y) = —eplxy +yx]

para x,y € T,P(A) = .A}E. Observemos que este es el spray natural proveniente del
suplemento que tiene .A}E en los operadores Hermitianos, que es el espacio AE . En
efecto, si ponemos, para w € Ay,

Ep (W) =wp +pw —2pwp
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entonces es fécil verificar que E,, es el inico idempotente E,, : A;, — A}, con
ran(E,) = Ay = T, P(A) v ker(E,) = AR.
Entonces, de acuerdo a la construccién del Teorema 6.6.1, calculamos

d
Epow = Fh Exiy(W) = wv+vw—2vwp — 2pwv (7.27)
t=0

= —lepwv+vwe,]

donde «(t) C Gr(p). En el caso en el que también w € T,P(A) = Af, operando
algebraicamente con esta expresién se obtiene

Ecpow = —lepwv +vwep] = —ep [wv +vw] =T, (v, w), (7.28)

luego nuestro spray coincide con E,p Vv, por lo tanto es el spray canénico dado por
el suplemento natural de los tangentes, y como veremos en la Seccién 10.1.1.1, se
trata del spray métrico de la Grassmanniana cuando a la misma le damos la métrica
de subespacio inducida por la norma Frobenius de los operadores, dada por ||x||2 =
Tr(x*x) 2.

Las geodésicas del spray deben verificar la ecuacién

& = —2e, &2,

y es facil ver que son las curvas

tz

v(t) = e*pe ¥ = m, o exp(tz) = Q(tz) (7.29)

para z € AS,. Recordando que todo x = xp + px € AS = T,P(A) se levanta
aun z € Agh como z = Xp — pX, la exponencial de la variedad estd dada por
exp,, : AfS — P(A) con la expresién

exp, (x) = e(xprX)pef(xvfpx)‘

la derivada covariante se deduce directamente de la expresién que dedujimos para I,
obteniéndose
Dap =+ eq(op + p&). (7.30)

para u € Lev(x) y « C P(A) de clase C2. En consecuencia, el transporte paralelo a
lo largo de o« C P(.A) estd dado por la ecuacién

B = —eo(tyt+ pa).
En particular, para una geodésica y como en (7.29), y un vector x € T,P(.A), se tiene

He = Pox = e'#xe %
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La verificacién es sencilla y requiere primero comprobar que €, = —2 §J €4l =
—MEq, lo que nos dice que p € ToP(A), y ademés permite calcular ficilmente

L=z —puz = —€x (G + H&).
El tensor de curvatura se obtiene iterando (7.27), usando la expresién local
Rp (%, y,2) = T'(x, Ty, 2)) = T'(y, T, 2))
y para x, Y,z € T,P(A) se tiene
Ry (x,y,2) = [[x,y], zl.

Los campos de Jacobi a lo largo de geodésicas se pueden calcular a partir de variacio-
nes usando el Teorema 7.2.2, como en el ejemplo del grupo lineal, y lo dejamos como
ejercicio.

Observacién 7.6.3. La variedad de involuciones €? = 1 en un espacio de Banach
complejo X fue estudiada por Z. Kovarik en [54]; los autores equipan a esta variedad de
una conexién afin como en (7.30) y caracterizan las geodésicas. Luego estudian el caso
particular en el que X es un espacio de Hilbert, restringiéndose a la parte autoadjunta
de la variedad de involuciones, es decir a la variedad de simetrias € = €* = €.
Recordando que la asignacién p — 2p — 1 es un isomorfismo entre las simetrias y la

Grassmanniana de B(#), eso nos remite al ejemplo recién estudiado.

7.6.6.1. La Grassmanniana como espacio simétrico

Podemos presentar esta conexién en la Grassmaniana como la conexién de un
espacio simétrico de Cartan. Para ello consideramos G = U el grupo unitario del
algebra, y fijado p = p? = p* consideramos la simetria asociada €p =2p—1yel
automorfismo involutivo en U/ dado por o(u) = epue,. Vemos que el conjunto de
puntos fijos de o es

Kp={uecll:ue, =epu}={uclf:up =puj

los operadores unitarios que conmutan con p, llamados p-diagonales en la Seccién
4.7.3.

La diferencial de 0 en u = 1 esta dada por 0,1V = €,Vve, y de aqui obtenemos
que el algebra de Lie de K, (el autoespacio de autovalor —1 de 0,7) es

AP = = —v:ivp =pv}
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los operadores antihermitianos p-diagonales. Mientras que el autoespacio de autovalor
—1 es
ASp ={wW* =—w:w=wp—pw},

los que anti-conmutan con p, que de acuerdo a lo discutido en la seccién sobre espa-
cios simétricos de Cartan (y antes de eso, en la Seccién 4.7.3 donde presentamos la
Grassmanniana), es el espacio que modela el cociente G/K =1/ /K.

Con la accién concreta de U en Gr(p) = O(p) C Ap dada por (u,q) — uqu*,
y como la Grassmaniana es exactamente la érbita de p por esta accién, tenemos la
identificacién

j 1uKp = upu”

entre el cociente abstracto ¢//K,, y la dérbita O(p). En esta identificacién o = q(1) €
G/K se identifica con p en la érbita.

El mapa de accién simétrica p: G/K — G/K, de acuerdo a su definicién (Obser-
vacién 7.5.21), estd dado por

w(gKy, hKy) = g(r(g)_1 o(h)K, = gepg*epephe Ky = gepg*hep Ky,

puesto que g* =g~ 'y €p =€, = e];].

Pero entonces podemos pasar este producto simétrico a la érbita mediante

qi1-q2 = €1€2€7,

donde €; = 2q; — 1 es la simetria asociada a q; € O(p).

Esta operacién es la que hace de j una identificacién natural entre las estructuras
de espacio simétrico del cociente abstracto y del espacio de operadores positivos, ya
que verifica:

jo H(ng»th) = j(ng) 'j(th)-
Es claro por la forma de la accién, que para esta presentacién resulta mas conveniente
pensar a la Grassmanniana como la érbita de la simetria €, por la accién coadjunta del
grupo unitario (ambas érbitas estdn relacionadas por el isomorfismo afin x — 2x—1).

Entonces llamemos (e, &) = e&e al producto de espacio simétricoen M = O(e,,),
y nuevamente recordemos las férmulas

TVW) = (GW) TOMW) = 2 (Sv o Zhay, YW € TGr(p)

para el spray del espacio simétrico, con Z la seccién nula del fibrado tangente.
Entonces dados V = (e,v), W = (§,w) con v,w € Ay, calculamos

Lv(W) = li(e,5)(v,w) =v&e + €&y + eve,

ahora derivando €€, con curvas tales que (€g, €) = (€,v) =V, y (&0, &) = (&, W) =
W. Luego
YvoZ(&) =v&e + €&y,
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asi que tomando una curva &; con &y = € y derivando, obtenemos
(Zyv 0 L) (€, W) = vwe + ewv.

De aqui deducimos que

Fe(v,w) =T(V,W) = —%(vwe + ewv)

que no es otra cosa que la forma bilineal del spray canénico introducido en (7.28).

Nuevamente, remarcamos que las expresiones para las geodésicas, €l transpor-
te paralelo y la curvatura las podriamos deducir directamente de las férmulas que
obtuvimos cuando estudiamos espacios homogéneos de Cartan.

En particular las geodésicas por o = (1) son de la forma eV -0 con v € m =
Agh. Aplicando el mapa j vemos que las geodésicas por p son en efecto de la forma
t — e™pe™ con v¥ = —v un operador p-codiagonal.

Como Gr(p) ~ U/K,, y en dimensién finita el dlgebra de Lie de U/ es un, que es
compacta (la forma de Killing es seminegativa), el espacio simétrico Gr(p) es de tipo
compacto.

Respecto del rango de Gr(p) como espacio simétrico (Definicién 7.5.27), notemos
primero que m = T;O(p) = AS,, v en particular si A = M, (C), podemos calcular su
dimensién, que dependerd de la dimensién (el rango) de p. Supongamos que rg(p) =
k, luego los operadores p-diagonales se escriben como una matriz por bloques donde el
primer bloque diagonal es de k x k, y el segundo es de tamafio (n—k) x (n—k). Eso nos
deja libre para elegir el bloque codiagonal de tamafio (n —k) x k en los codiagonales.
Como podemos poner cualquier numero complejo alli, esa es la dimensién compleja,
luego

dimg M, (C)f = 2k(n — k) = dim(Gr(p)),

donde k = rg(p).

Puede probarse, usando un argumento similar al que usamos para la esfera -
ecuacién (7.21)- que un &lgebra abeliana maximal a C m tiene dimensién min(k,n —
k), y entonces ese nimero es el rango de Gr(p) como espacio simétrico. En particular
el espacio proyectivo (que se obtiene considerando un proyector de rango k = 1) es
un espacio simétrico compacto de rango 1.

7.A. Problemas

7.1. Probar que, en coordenadas locales, se tiene la férmula

RX Y, Z)(p) =T (Xp, T (Ypy Zp)) = T (Y, T (X5 Zp))
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_r*‘p,Xp (Yp> Zp) + r>s<p,Yp (Xp» Zp))
para todo X;Y;Z: M — TM y todo p € M.

7.11. Sea G grupo de Lie, H = G x G y VG la diagonal de H. Sea o(g1,92) = (g2, 91)
el flip, que es automorfismo involutivo de H con puntos fijos K = H° = VG. Probar

1. H actda transitivamente en G mediante (gi,g92) - g = 919951, con isotropia
K = G?, luego H/K ~ G.

2. El automorfismo ¢ induce en G la estructura de espacio simétrico p(g,h) =
-1
gh'g.

3. El spray de dicho espacio simétrico es Fq(w) = vg~ .

7.111. Sea p € M = P(A), «(t) = e**pe '* una geodésica en M con z* = —z que es
p-codiagonal. Si v,w € T,P(A), hallar el inico campo de Jacobin a lo largo de « tal
que

n(0) =v, Dam(0) =w.
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Parte 11

Estructuras Métricas

N esta segunda parte del texto, estudiaremos las variedades diferenciables

provistas de una métrica dada en los tangentes que permita medir curvas.

Esto, es introduciremos una norma en cada espacio tangente de manera con-
tinua, y en los casos que la variedad tenga spray, intentaremos hacerlo de manera
que el transporte paralelo a lo largo de geodésicas sea un isometria. Como la mayoria
de los ejemplos que estudiaremos provienen de dlgebras de operadores, es bueno co-
nocer los fundamentos de la teoria de normas simétricas en algebras de operadores,
que optamos por incluir sobre el final del apéndice de dlgebras de operadores de este
texto.

En el caso Riemanniano, dada una métrica en una variedad M, siempre es posible
hallar un spray (conocido como spray métrico) compatible con la métrica, tnica-
mente determinado por cierta condicién adicional de compatibilidad, su derivada
covariante asociada se conoce como derivada de Levi-Civita. En el extremo opues-
to, ya que estudiaremos problemas de minimalidad de curvas, decidimos conveniente
comenzar con el estudio del problema de curvas continuas y rectificables que resulten
cortas o minimizantes en un espacio métrico (X,d) dado, ya que muchas de estas
ideas son mas claras sin la introduccién de objetos adicionales como los dados por la
estructura diferenciable.
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CapiTuLO 8

Espacios de Métrica Interior

Una geometria no puede ser més cierta
que otra; sélo puede ser més conveniente.

HENRI POINCARE

AS nociones elementales de espacios de métrica interior nos permitirdn en

este capitulo probar el Teorema de Hopf-Rinow en este contexto: dados dos

puntos, existe una curva continua y rectificable de longitud igual a la dis-
tancia entre los puntos, siempre que el espacio sea localmente compacto. Seguimos la
exposicién del libro de M. Gromov [42] con algunos pequefios desvios.

8.1. La distancia rectificable

Sea (X,d) un espacio métrico. Dada una curva continua vy : [a,b] — X, y una
particién mw:{a =ty <ty <--- <tpy1 = b} del intervalo, definimos

n
e(YﬂT) = Z d(Y(ti)»Y(ti+1 )))
i=0
y a partir de alli
{(y) = sup{L(y, ) : 7t particién finita}.

Diremos que y es rectificable si y es continua y {(y) < +oo. Algunas propiedades
relevantes:

1. Al refinar la particién, las sumas aumentan por la desigualdad triangular.

2. L(y) >0y £(y) =0siy sdlo siy es constante.
231
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3. Siy se obtiene mediante « seguida de 3, entonces £(y) = €(x) + £(p).

Observacién 8.1.1. Sif: [c,d] — [a,b] es un homeomorfismo que preserva la orienta-
cién, debe ser estrictamente mondtona y entonces £(y o f) = £(y), es decir la longitud
es invariante por reparametrizaciones. Y en realidad, la funcional ¢ estd definida en
las clases de equivalencia de curvas.

Denotemos con C([a, b], X) al conjunto de todas las curvas continuas definidas en
[a,b] a valores en X. La distancia uniforme entre dos curvas estd dada de manera
usual por

dist(e, p) = méx d(e(t), B(t)).
tela,b]

Es decir que le damos a C([a, b], X) la topologia compacto abierta. Denotaremos con
R([la,bl, X) al subconjunto de las curvas rectificables. Denotaremos

R =R([0,1],X).

Observacion 8.1.2. La distancia uniforme no detecta reparametrizaciones, es decir,
sl « es una reparametrizacién continua de {3, diremos que & = 3. Se le puede dar al
espacio de clases (que son las que llamamos curvas) la distancia

distr (x, ) = inf{dist(f,g) : f =&, g= B, f,g € R}.

De esta manera se obtiene un espacio métrico donde funciones con la misma imagen
se identifican a la misma curva.

Proposiciéon 8.1.3. Sean vyy,y € C([0,1],X) tales que yx — v. St yx € R y
ademds {(yx) < M para todo k € N, entonces y € R y

C(y) < iminf €(yy),

k—o0
es decir { es semi-continua inferiormente.
Demostracién. Primero supongamos que £(y) = +00. Dado R > 0 sea

m={0 =to,..ythp1 = 1}

una particién del [0, 1] tal que £(y,7t) > R. Si la particién tiene (n + 1) puntos, sea
o= ﬁ y tomemos ko (R) tal que k > ko implique d(yk,vy) < 6. Entonces, para
cada i =0..n, y cada k > ko,

dy(t),y(tier)) < dly(t), vi(ti)) + dlvi(ti), vx(tizr))
+d(vic(tig1), v(tis1))
< dlyi(ti), vi(tigr)) + 20.
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Sumando sobre i se tiene
R <Ly, m) < Llyk,7) +2(n+1)0 < L(yk) +R2 < M+ Rf.

Luego M > R/, para todo R > 0, lo que es absurdo y prueba que y € R. Repitiendo
el argumento anterior pero ahora tomando una particién 7t tal que

E(Y) 7-[) > E(y) - €/2a

yo= m, se obtiene, para k > ko(€e), £(y) < £(yk) + €, lo que prueba que { es
semi-continua inferiormente. O

Lema 8.1.4. Sean [a,b] CR y v € R(la,bl,X). Entonces

1. La aplicacion x : [a,b] — [0,£(y)] dada por x(t) = {(Y|(q,y)) es continua y
creciente. S1 y es localmente inyectiva, entonces x es estrictamente cre-
ciente.

2. Para cada x € [0,L(y)] existe t € [a,b] con {(ylj,y)) = x. El conjunto de
tales t es un intervalo cerrado de [a,b], y v es constante alli.

Demostracién. Veamos 1. Para a < s <t < b, tenemos
x(t) = x(s) = L(¥lia,6)) — ¥l[a,s1) = €(Vlis,00)s

entonces x es creciente y si y es localmente inyectiva, no puede ser x(t) = x(s), pues
acercando t a s y usando la particién trivial de [s, t] se tiene

d(y(s), y(t)) < €vls,u) = x(t) —x(s) =0,

una contradiccién. Resta ver que x es continua, sea t € [a,b] y € > 0. Existe, por la
continuidad uniforme de y, un 6 > 0 tal que

x —yl < 6= dy(x),v(y)) < el

Como vy es rectificable, existe un nimero positivo (que supondremos igual a 6 tomando
el minimo) de manera que si una particién 7t tiene todos sus puntos a distancia menor
que J, entonces {(y) < £(y,71) + ¢/2. Sea s € [a,b] tal que 0 < t —s < 6. Entonces,
tomando una particién

n={to=a,t1,...,8t...,th 1 = b}
de manera que todos los t; disten menos que 9, se tiene

x(t) =x(s) = ¥ls,e) =UY) = Vlia,s) — LVlie,01)
< Ay, )+ €2 —UVlia,s1) — LV, b)-
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Observando que £(Yl(q,s]) > €(Yl(a,s], ) ¥ lo mismo vale en el intervalo [t, b], se tiene

0 < x(t) —x(s)

IN

E(Y) 7-() =+ e/2 - e('ﬂ[a,s])ﬂ) - e(‘Y|[t,b]) 7[)
= UVl + 2 = dly(s),v(t)) + ¢/
< €¢h+4eh=¢.

Ahora veamos 2. Como la aplicacién x del item previo es continua, x(a) =0, x(b) =
£(y), por el teorema del valor intermedio existe el punto t tal que x(t) = {(vlj,¢) =
x; nuevamente por la continuidad de x, el conjunto de tales t es cerrado en [a, b].
Supongamos ahora que s,t verifican x(s) = x(t), con s < t. Entonces 0 = x(t) —
x(s) = £(vls,1)) luego vl(s,¢ s constante lo que prueba que estos puntos forman un
intervalo. O

Observacién 8.1.5. Gracias al lema previo, es posible reparametrizar las curvas rec-
tificables por longitud de arco. Esto es, la funcién x : [a, b] — [0, £(y)] es una funcién
continua. Definimos

V:10,8(v)] = X

como Y(x) = y(t) para cada x = x(t) € [0,€(y)] con t € [a,b]. Observemos que esta
definicién no depende del valor de t tal que x(t) = x, pues Y es constante en tales t.
Se tiene {(y) = €(¥) y ademas {(¥lix(t),x(s)1) = L(YIrt,s1) = x(t) —x(s)], es decir

e('w[x,y]) = ‘X _y|

para todo x,y € [0, £(y)]. En este caso diremos que ¥ estd parametrizada por longitud
de arco. Observemos que con esta parametrizacién, la aplicacién A — £(¥[jo,r]) es
estrictamente creciente.

Mas 1til ain es una reparametrizacién normal, es decir con un cambio de variable
lineal transformamos [0, £(y)] en el intervalo [0, 1] y podemos suponer que y € R y
ademas

LFls,1) = (t—s)ely).

Tomando la particién trivial de cualquier intervalo [s, t] C [0, 1] se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 8.1.6. S: vy € R es normal, entonces vy es Lipschitz con constante
{(y), es decir

d(y(t),v(s)) <Lyt —sl.

La pseudo-métrica asociada a la funcional { estd dada por

de(x,y) = inf{l(y) : v rectificable que une x con y}.
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Como siempre podemos suponer que las curvas estdn parametrizadas por longitud de
arco, usaremos que

de(x,y) =mnf{l(y) : v € R,y(0) =x,v(1) =y}

Observacion 8.1.7. Esta métrica d¢ induce una topologia en X que puede diferir
de la original, sin embargo tomando la particién trivial se ve que siempre se tiene
£(y) > d(x,y) para todo vy que una x con y, luego siempre vale

de > d.

Esto nos dice que, fijado € > 0, B(x) C B.(x) donde la segunda bola es con la
métrica d. Luego si A es abierto en d, resulta abierto en d,. Luego la topologia de
(X, d¢) es mas fina (tiene més abiertos) que la de (X, d).

Lema 8.1.8. Las topologias de (X,d), (X,d¢) coinciden si y sélo st para cada
x € X y cada € > 0 existe un d-abierto V alrededor de x de manera que todo
punto alli se puede unir con x con un arco rectificable de longitud menor que €.

Demostracién. Supongamos primero que las topologias coinciden, la afirmacién es
trivial pues V = B! (x) es abierto en ambas topologias y este sirve como d-abierto que
verifica las hipétesis. Reciprocamente, sea C C X un d¢-cerrado, y sea {x,} C C una
sucesién que tiende a x € X en la topologia inducida por d. Fijado € > 0, la condicién
nos dice que hay un entorno d-abierto V de x tal que todo punto alli dista en d,
menos que €. Luego si n > ng, x, € V y por lo tanto d¢(xn,x) < €. Esto prueba que
x estd en C pues C es d¢-cerrado, luego C es d-cerrado. O

8.1.1. Espacios de métrica interior

Una relacién aiin maés fuerte entre las métricas es que d = d;, es decir que la
distancia d entre dos puntos cualesquiera de X se realiza como infimo de curvas
continuas que los unen. En ese caso diremos que (X,d) es un espacio de métrica
interior.

Lema 8.1.9. Sea f: X — Y una funcidn entre espacios métricos que es Lipschaitz,
1.e. existe C > 0 tal que
d(f(x), f(y)) < Cd(x,y)

para todo x,y € X. Entonces f se extiende de manera dnica a las completaciones
de X,Y a una funcién que es Lipschitz con la misma constante.

Demostracién. Sean xo en la completacién de X, {x,} € X tal que x,, — X0, entonces
f(xn) es de Cauchy en Y luego tiene un limite yo en la completacién de Y. Definimos
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f(x0) = Yo, veamos que no depende de la sucesién x,. Si pn — Xo es otra sucesidn,
se tiene

d(f(pn), f(xn)) < Cd(pn,Xn) — 0

luego {f(pn)}, {f(xn)} estdn en la misma clase de equivalencia, y definen el mismo
elemento yo € Y. De hecho

d(f(xn), f(x0)) = m d(f(xn), f(xic)) < lim Cdxn, xi) = Cdxn, X0)

si xx — %o lo que prueba que f es continua. Por otra parte, si xp,x; estdn en la
completacién de X, tomemos x,;, — X, Pn — X1 CON X, Pn € X ¥ se tiene

d(f(XO)a f(X] )) < Cd(XO)Xn) + Cd(xrmpn) + Cd(pn)x1)

— Cd(xo,x1)
lo que prueba que la extensién de f es Lipschitz con la misma constante. U

Para x € (X, d) espacio métrico, denotaremos con B, (x) a la bola abierta de radio
1 alrededor de x, y con B, (x) a la bola cerrada. Para A, B C X, denotamos con d(A, B)
al infimo de las distancias entre A y B, es decir
d(A,B) = ae/l\I}lgeB d(a,b) = d(B,A).
Lema 8.1.10. Sea (X, d) un espacio métrico. St X es de métrica intertor, enton-
ces dados x,y € X, 71,12 >0 con r1 + 12 < d(x,y), se tiene

d(B+, (x), Br, (y)) < dlx,y) =11 — 120

Reciprocamente, st vale la condicién y (X, d) es completo, entonces es de métrica
interior.

Demostracién. Parala primera implicacién, tomamos un arco continuoy : [0, 1] — X
que une x con y de longitud £(y) < d(x,y) + €. Sea t; € [0, 1] el primer instante en
el que y(t1) € Sy, = 0B, (x), sea t; € [0,1] el primer instante, contando hacia atrés
desde t = 1, en el que y(t2) € S, = 0B, (y). Entonces considerando la particién
to =0,t1,t2,t3 =1, se tiene

d(gn (X))Brz (U)) < d(’Y(t”)‘Y(tZ))

2
= Z d t‘L yY t1+1)) d(X)Y(t1 )) - d(Uﬂ’(’Q))
Uy

IN

J—11—12<d(x,y)—T17 —T2 F €.
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Como € > 0 era arbitrario, se tiene la propiedad. Supongamos ahora que (X, d) es
un espacio métrico que verifica la propiedad. Entonces no es dificil ver que (Ejercicio
8.111), dados x,y € X y € > 0, existe z € X tal que

max{d(x, z),d(z,y)} < 12d(x,y) + €

Sean x,y € X, 6 = d(x,y). Buscamos curvas continuas que unan x con y tales que
{(y) < 8 + €. Dada una sucesién {e} de niimeros positivos, existe un punto 21, tal
que

max(d(x,z1,), d(z1,,y)} < Y2+ €152 = 32(1 + 1),

y puntos 21,23 tales que méx{d(x,z%), d(z%,m/z), d(z1/2,z%), d(z%,y)} €s menor o
igual que
15(3/2 4 €18/2) + €2/5(8/2 + €18/2) = /(1 + €1)(1 + €2),

y asi sucesivamente. Esto define una curva en los racionales diddicos, que verifica
6 o0
j/yn i+ 1)/pm) el
A7) 0+ D)) < g TT0 + )

paraj =0,...,2™ — 1, con y(0) = x,y(1) = y. Elegimos la sucesién €y de manera
que

oo
[T0+e0) <1+
k=1

De esta manera
. . d —
d (y(/20) y(G+ D/2m)) < 5o H (1+ ex) < 32 (1+ ¢/5) = /20 (8 + €).

Sity = vhn, t1 = KAon+r son diddicos, escribiendo tg = 727/on+v y aplicando la
desigualdad triangular 2Pk — r veces, se deduce que

2Pk — 1]

e (5+€) = ‘to —t]|(6+€).

d (v(to),v(t1)) <

Esto prueba que y es Lipschitz en los racionales diddicos, y por el lema previo se
extiende a la completacién (que es el intervalo [0,1]) a una funcién continua y a
valores en X (que estamos suponiendo que es completo) con la misma constante
Lipschitz. Entonces, dada cualquier particién 7t del intervalo [0, 1], se tiene

Zd tl ,’Yt1+1 <Z|t1_t1+1|(5+€)_6+€

Luego, {(y) <0+ €. U
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8.1.2. Geodésicas

Definicién 8.1.11. Diremos que una curva continua vy : [0, 1] — X en un espacio de
métrica interior (X, d) es una geodésica corta si

d(y(t),v(s)) = [t — sle(y)

para todo t,s € [0,1]. Una geodésica es una curva que es localmente una geodésica
corta. Diremos que un espacio (X,d) es geodésico si es de métrica interior y para
todo par de puntos existe una geodésica corta que los une.

Observacion 8.1.12. El tipico ejemplo de geodésica es una circunferencia maxima en
la esfera S2 C R3, sélo es minimizante para puntos en ella que disten menos que 7.

Observacién 8.1.13. Si vy une dos puntos X,y de un espacio métrico y es corta,
entonces también es corta restringida a cualquier subintervalo, por la siguiente razén.
De no ser asi (suponiendo que no es corta entre p =y(s) y g =y(t)), se tendria

dix,y) = v)=Lvlo,s1) +V¥lis,0) + Lvlie,1)
> d(x,p)+d(p,q) +dlq,y) > d(x,y)

lo que es absurdo.

8.2. El teorema de Hopf-Rinow métrico

Pasemos a estudiar los espacios geodésicos. Primero demos algunas definiciones y
resultados tutiles sobre funciones continuas que aplicaremos a nuestras curvas.

Definicién 8.2.1. Una familia F de funciones continuas f : K — X con K compacto
métrico y X métrico se dice equicontinua si dados t € K y € > 0, existe un entorno
abierto U; C K tal que

d(f(t), f(s)) < €

para todo s € Uy, para toda f € F. La familia F se dice puntualmente precompacta
si para todo t € K, el conjunto

{ft): fe Frc X
es precompacto.

Un espacio métrico (X, d) es localmente compacto si bolas cerradas suficiente-
mente pequefias son compactas. Por ejemplo R? — {0} es localmente compacto pero
las bolas cerradas cercanas a (pero no centradas en) x = 0 no pueden ser compactas
si tienen radio grande.
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8.2.1. El teorema de Ascoli

Recordemos el teorema de Ascoli para familias de funciones continuas. Lia demos-
tracién puede verse en el libro Topologia [69, Teorema 47.1], de J. Munkres.

Teorema 8.2.2 (Ascoli). Sean X un espacio métrico compacto, Y un espacto
métrico. Entonces un subconjunto F C C(X,Y) es precompacto en la topologia
compacto abierta st y sélo st es una familia equicontinua y puntualmente pre-
compacta.

8.2.2. El teorema de Hopf-Rinow métrico

Estamos en condiciones de probar el Teorema de Hopf-Rinow con toda genera-
lidad, este da un criterio para la existencia de curvas cortas. Aunque no formulado
con este nivel de generalidad, este resultado se suele atribuir a Cohn-Vossen, ya que
aborda el problema en un trabajo del aflo 1935 [27]. El resultado para superficies,
es ligeramente anterior (1931) y se debe a Hopf y Rinow [51] de ahi que se haya
generalizado el uso de la denominacién Hopf-Rinow para este tipo de teoremas de
existencia de curvas cortas.

Teorema 8.2.3 (Hopf-Rinow). Sea (X,d) un espacio de métrica interior, x € X.
Entonces

1. 51 X es completo, y B;(x) es compacta para todo 0 < T < p, entonces B,(x)
es compacta.

2. St ademds X es localmente compacto, entonces toda bola cerrada en X es
compacta, y X es geodésico.

Demostracién. Dado x € X, primero probaremos que si B,(x) es compacta para to-
do T € [0, p), entonces B,(x) es compacta. Sea x,, una sucesién de puntos en B,(x),
extraeremos una subsucesién convergente. Podemos suponer, pasando a una subsuce-
sién, que d(xn,x)  p pues sino usamos la compacidad de las bolas mas chicas. Dada
cualquier sucesién de nimeros positivos €y que tiende a cero, para cada k € N existe
n(k) € Ntal que d(x,xn) > p—ex para todon > n(k). Considerando el par x,y = x,,
en la propiedad del Lema 8.1.10, y tomando 11 = p—ey > 0,72 = d(x,xn)—p+€x >0
para n > n(k), se verifica r1 + 12 = d(x,y) con lo cual la distancia entre las bolas del
citado lema es nula. Luego existen, fijado n > n(k) y tomando &, = p—d(x,xn) > 0,
elementos yn (k) € By_e, (x), z € By, (xn) tales que d(yn(k),z) < 8,. De aqui se
deduce que
d(yn(k)yxn) < 8n +d(z,xn) < 8n + T2 = €x.
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Consideremos el conjunto compacto

C= H Ep—ek (X))

keN

y alli consideramos ({yn (k)}n>n(k))ken C C. Podemos extraer una subsucesién yy, (k)
convergente para todo k por la compacidad de C, esto es una subsucesién que converge
en cada una de las coordenadas k € N. A partir de

d(yn,- (k), Xn; ) < €k,

haciendo tender k — oo, descubrimos que la sucesién {xn, }jen es limite de yn, (k).
Luego

d(xn;yxn,) < d(xn;, Yn,; (k) + d(yn; (k) yn, (k) + d(yn, (k), xn,)

nos dice que {xn,}jen es una sucesién de Cauchy en X, convergente por la hipétesis
de completitud. Ahora veamos que si X es localmente compacto, las bolas cerradas de
cualquier radio son compactas. Dado x € X, si el supremo p para el cual B, (x) es com-
pacta fuera finito, consideramos el conjunto compacto S, = 9B, (x) y lo cubrimos con
bolas abiertas de clausura compacta. Por compacidad, extraemos un subcubrimiento
finito B; y consideramos
Bo(x) Ui By

que es un conjunto compacto, que contiene una bola cerrada centrada en x de radio
p’ > p, que resulta compacta por ser cerrada en un compacto lo cual es una contra-
diccién. Ahora veamos que X es geodésico. Tomemos x,y € X y sea & = d(x,y). Para
cada n € N existe una curva y,, — X que une x con y tal que

tlyn) <8+ n.

Como podemos suponer que las v, estan todas parametrizadas por longitud de arco,
reparametrizando el [0, {(y,)] podemos suponer que todas las curvas estdn parame-
trizadas en el intervalo [0, 1], es decir es una familia de funciones {y,} C C([0, 1], X)
que verifica

Uynlis,) = s = tie(yn).
No es dificil ver que gracias a esta condicién la familia {y,} C C([0,1],X) es una
familia equicontinua de funciones:

d(yn(t))yn(s)) < e(Yn|[s,t}) =]s _tw(Yn) <Is—tl(d+ 1).

Tomando s suficientemente cercano a t, se deduce que vy, (t) estd a menos de € de
Yn(s) para todo n € N. Por otra parte, podemos suponer que todas las curvas estan
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contenidas en la bola cerrada B 1(x) puesto que en caso contrario {(y,) > & + 1,
luego para t € [0, 1]
{yn(t):n € N} C Bs11(x)

que es compacto por el item previo. Es decir la familia {y,} C C([0,1],X) es pun-
tualmente precompacta. Por el Teorema de Ascoli, existe una subsucesién y,, uni-
formemente convergente a una curva continua 7y : [0,1] — X. Como la longitud es
semicontinua inferiormente,

d < {(y) <lim inf L(yn,) =29
k—oo

lo que prueba que y es una geodésica corta que une x con y.
O

Observacién 8.2.4. Si (X,d) es un espacio métrico tal que toda bola cerrada es
compacta, entonces es completo. En efecto, si {x,} C X es de Cauchy, el conjunto
{xn} es acotado y por ende vive en una bola compacta, luego tiene una subsucesién
convergente a un punto x € X, y es facil ver que x,, — x.

Sin embargo, atin asumiendo que (X, d) es localmente compacto, es falso que ser
geodésico implique ser completo. Un ejemplo sencillo se obtiene a partir del intervalo
(0,1) C R. Este espacio es localmente compacto y geodésico, pero no es completo?.

8.A. Problemas

8.I1. Siy: [a,b] — X es continua, probar que {(y) = 0 implica que y es constante.
8.I1. Probar que { es invariante por reparametrizaciones.

8.III. Sea (X,d) un espacio métrico tal que, para todo x,y € X, r;,12 > 0 con
1 4+ 12 < d(x,y), se tiene

d(gﬁ (X))grz (UJ) < d(xay) —T1 — T2,
Probar que para todo x,y € Xy € > 0, existe z € X tal que

mé-x{d(x> Z)) d(Z)y)} < 1/2d(X,y) + €.

8.IV. * Probar que vale el enunciado reciproco del ejercicio previo.

1Debo esta aclaracién a Marcos Cossarini.
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CapiTuLO g

Variedades de Finsler

La geometria de Finsler es simplemente
geometria Riemanniana sin la restriccién
cuadratica.

SHIING-SHEN CHERN

OMBINAREMOS en este capitulo la nocién de variedad diferenciable con la

de espacio métrico, dando en cada espacio tangente una norma que varie

de manera continua con el punto base. Estudiaremos variedades con spray
donde las normas sean compatibles con el transporte paralelo, en el sentido que este
sea una isometria de la variedad. La frase que abre el capitulo puede tomarse de
manera irdénica, ya que no dispondremos en general de las herramientas habituales
del célculo de variaciones de las que dispone Chern para su comentario (ya que la
geometria de Finsler cldsica que él estudié asume que las normas son de clase C? con
Hessiano definido positivo).

9.1. Meétricas de Finsler

Dada una variedad M modelada por un espacio de Banach E, consideramos una
norma en cada espacio tangente T,M, p € M, mediante una funcién continua b :
TM — [0, +00) con las propiedades usuales de una norma, es decir, denotando V =
(p,v) € TM y b(V) = ||v||, se tiene para v,w € T,M y t € R,

1. B(tV) = [t/b(V),
2. b(V+W) <b(V)+b(W),
3. b6(V)>0yb(V)=0siiV=0.

La norma se suele denominar métric%‘ge Finsler en la variedad M.
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9.1.1. Funcionales longitud y energia

Una métrica de Finsler nos permite introducir la funcional longitud de curvas
«: [a,b] - M dada por

b b
Ly(ax) = J b(a/(t))dt = J [l 6c(t)]] o) At,

donde estamos suponiendo que o es continua y C' a trozos. Observemos que esta
cantidad no depende, por el teorema de cambio de variable en R y la propiedad

dt, dt

%) = b (ts))

blo(t(s))

de la parametrizacién de «, sélo de su imagen. Claramente Ly(x) = O si y sélo si
o es constante, ademads si afif3 denota la curva « : [a,b] — M seguida de la curva
B :[c,d] — M, donde suponemos que x(b) = (c), entonces

Lo(xfB) = Lo(ax) 4+ Lo (B)- (9.1)
También se suele definir la funcional energia como
b
Eula) =% | 1&(0)]Z 0 d.
a
Definimos dy : M x M — [0, +00) como
dp(x,y) =inf{Le(y) : Y C M es C' a trozos, y(0) = x, y(1) =y}.

Supondremos que M es arcoconexa con lo cual dy es finita. Tomando vy = x la
curva constante, se deduce que dy(x,x) = 0 para todo x € M. Reemplazando y por
¥(t) = v(1—1t) para cada curva y que une x con y, se deduce que dp(x,y) = dp(y, x)-
La igualdad (9.1) nos dice que

de(x,y) < dp(x,2) + ds(z,y)

para todo x,y,z € M. Es decir d; es una pseudo-distancia en M. En ciertos casos es
evidente pero en otros hay que verificar que dy(x,y) = 0 implica x =y.

Observacion 9.1.1. Por los mismos motivos que en el caso de arcos continuos y rec-
tificables, en general podemos suponer que 7y es inyectiva y en particular vy # 0 salvo
tal vez finitos puntos o un conjunto de medida nula en el intervalo. De esta manera
podemos pensar a las curvas C' a trozos parametrizadas con velocidad constante en
el intervalo [0, 1] (ver la Observacién 8.1.5). En ese caso diremos que vy estd adaptada
a M y se tiene ||y|y = cte = Ly (v).
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9.1.1.1. Las variedades de Finsler

Proposicién 9.1.2. Para toda curva C' a trozos wale {(y) < Ly(y) y el espacio
(pseudo)-métrico (M, dp) es un espacio de métrica interior.

Demostracion. La desigualdad d; > dp vale siempre tomando la particién trivial
(Observacién 8.1.7). Por otra parte, si y es una curva C' a trozos que une x,y € M,
entonces

de(x,y) < €(y) = sup{(y,n).
7T
Pero para cada particién 7t del intervalo [a, b], se tiene

de(v(ti), Y(tiv1)) < LoVl e 01)

luego
0y, < Y LeWligeinn) = Lo(y),
es decir
de(x,y) < €(y) < Le(v),

y tomando infimo sobre las curvas y que son C' a trozos que unen x con Yy se tiene
la otra desigualdad d; < dp- U

9.1.2. Normas acotadas y compatibles

Recordemos que, fijada la norma || - ||¢ del espacio de Banach E, consideramos,
para cada p € M, al espacio vectorial T, M como un espacio de Banach con la misma
norma via la identificacién natural T,M ~ E.

Definiciéon 9.1.3. Dada una norma de Finsler b : TM — R, sobre M variedad
diferenciable modelada por el espacio de Banach E, diremos que b es acotada supe-
riormente si para cada punto p € M existe una carta (U, @) alrededor de p y una
constante m, > 0 de manera que

mp [v]lx < [l@avie

para todo x € U, para todo v € TyM. Diremos que b es acotada inferiormente
si para cada punto p € M existe una carta (U, @) alrededor de p y una constante
My, > 0 de manera que

[@xvile < Mplv]x

para todo x € U, para todo v € T,U. Diremos que b es acotada, si es acotada
superiormente e inferiormente, es decir para cada p € M existe una carta (U, @)
alrededor de p de manera que

My [[V[[x < [|@axV|le < Mp |V«

para todo x € U, para todo v € T, U.
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Observacion 9.1.4. Si bien la terminologia recién introducida es clara y en algin
sentido clésica, en trabajos recientes se ha impuesto la siguiente denominacién alter-
nativa, por la que optaremos en lo que sigue. Si b : TM — R, es una métrica de
Finsler, diremos que M es una variedad de Finsler, mientras que si b es acotada
superiormente diremos que M es una vartedad de Finsler débil, y si b es acotada
diremos que M es una variedad de Finsler fuerte.

Teorema 9.1.5. St M es una variedad diferenciable de dimension finita y b :
T™M — R, es una métrica de Finsler, entonces M es una variedad de Finsler
fuerte, es decir b es acotada.

Demostracién. Dado p € M, tomemos una carta (U, ¢) alrededor de p, con @(p) =
0 € E. Achicando U podemos suponer que existe r > 0 tal que B,(0) C ¢(U). Sea
T = (@, @) la carta que trivializa TU ~ @(U) X E. SiS={x € E: ||x][g =1} es la
esfera unitaria, consideremos el conjunto compacto

C=Te 'B,(0) xS c TM.

La funcién b : C — R alcanza méximo y minimo por ser continua, es decir existen
puntos x,y € @ 'B,(0) C U y vectores v € T,M, w € TyM tales que [|@.V|[e =1,
[@wywlle =Ty

b(x,v) < b(q,z) < bly,w)
para todo (q,z) € C. Como v,w son enviados a la esfera, son no nulos. Ponemos
m=b(x,v) = |[v[|x >0, M =b(y,w) = ||w||y >0y entonces si z # 0,

z

"= Mozl =M
con lo cual
m |l @.qzlle < lzflq < M|l@xqzle
para todo q € U= ¢ 'B,(0) y todo z € TqM. O

Estudiemos qué implican estas condiciones de acotacién. En primer lugar, hay
que tener en cuenta que si vale la condicién para alguna carta, entonces vale para
cualquier otra (en el mismo entorno), pues los mapas de transicién son difeomorfismos
y por ende acotados en un entorno de p. Achicando y trasladando, supondremos que
©(p)=0€ Eyque o(U) =B,(0) CE.Sean x,y € U, y sea «: [a,b] — M una curva
suave a trozos que los une, « C U. Seal’' = po«x: [a,b] = @(U) C E lalevantada a la
bola en E. Entonces las tres condiciones de acotacién quieren decir respectivamente,
integrando en [a, b], que

mL () < L(T),
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L(T) < MLy (), (9.2)
mLp (o) < L(I') < MLp(x),
donde L(T") denota la longitud usual de " en el espacio de Banach E dada por

b
L) = [ e
a
Recordemos que en un espacio normado, el segmento es una curva corta que une
los extremos (ver la Observacién 6.1.1), aunque eso no impide que pueda haber otros
caminos cortos.
Si consideramos el segmento I'(t) = @(x) + t(@(y) — @(x)) € B;(0), se deduce en
el primer caso que, como dp(x,y) < Lp(a) para cada o« C U que une x con y, se tiene

mds (%, y) < [lo(x) — @(y)]lE. (9.3)

Mientras que en el segundo caso como ||@(x) — @(y)||[e < L(I') para toda I' también
se tiene

lo(x) —@(y)le < MLs(x). (9.4)

Finalmente, si b es acotada juntando las dos condiciones de arriba obtenemos.

mdp(x,y) < [lo(x) — @(y)|[e < MLp(x), (9.5)

En el primer caso diremos que la métrica d, estd acotada superiormente, o
que M es una vartedad de Finsler débil. Una condicién suficiente para ello es la
siguiente.

Lema 9.1.6. Supongamos que b: TM — R es localmente Lipschitz. Entonces la
métrica dy estd acotada superiormente.

Demostracién. La condicién nos dice que, dados V = (p,v) € TM, W = (q,w) € TM
suficientemente cerca, entonces existe una constante K > 0 que depende del entorno
de V tal que, en una carta (U, @) alli, se tiene

(W) —b(V)| < K[lo(q) — @p)]le + K||@iqW — @ipV|le.

Achicando, suponemos que @ () es una bola centrada en €l origen de E. Sean x,y € U,
sea S(t) = @(x) + t(e(x) — @(y)) el segmento que los une en la bola, t € [0,1].
Pongamos x =P, q = «(t) = @ 'S(t) que es una curva suave en U que une x con y.
Tomemos w = & € T¢M, v =0 € T,M. Entonces nos queda @,qw = S, luego

[&lla — OF < Kt[jo(x) — @(y)|le + K[[@(x) — @(y)|le.

Integrando respecto de t en [0, 1] se obtiene Ly(ax) < 3LK|@o(y) — @ (x)]e, lo que

prueba (9.3) con m = 3%( O
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Volviendo a las otras condiciones (b acotada inferiormente y b acotada), uno es-
tarfa tentado de tomar infimo sobre las curvas o a la derecha de (9.4) y de (9.5)
para obtener alli también dg(x,y). Pero las curvas o que estamos considerando son
especiales en el sentido que o« C U es una restriccién.

Observacién 9.1.7. Denotemos con S, = 0B, (0) la esfera de radio r en E. Afirmamos
que d = dist(S,,Sr;,) = 72. Supongamos que d < 7/, entonces existen x € Srj,
y € S, tales que ||x —y|| < 7/2. Pero

2=r="2 =yl =X < lly =x|l <72

es una contradiccidén, luego d > 7. La otra desigualdad es trivial.

El siguiente resultado estd adaptado del libro de H. Upmeier [86].
Lema 9.1.8. St b es acotada inferiormente (9.4), entonces todo abierto de M es
un abierto de (M, d). Ademds para x,y suficientemente cerca existe una carta

(U, @) tal que
lo(x) —@(y)l[e < Mds(x,y).

En particular dy es una distancta en M, es decir dy(x,y) =0 tmplica x =y.

Demostracién. Tomamos una carta (U, ¢) alrededor de x donde b es acotada infe-
riormente, y de manera que ¢(U) = B,(0) C E. Achicando U podemos suponer que
@ esté definida en un entorno un poco mas grande de U. Sean « : [0,1] — M una
curva suave a trozos tal que «(0) = x, ] C [0, 1] la componente conexa de oc~' (U) que
contiene a t = 0. Entonces si b es acotada inferiormente (9.4),

S;EF]’ lo(x) — @(x(t))][e < MLp(aly) < MLp(ex). (9.6)

Afirmamos que si to < 1/mdist(@(x),S;) (la distancia en el espacio de Banach E),
entonces By, (x) C U. Tomemos z € By, (x), supongamos que z ¢ U, entonces tomando
una curva & que une x con z, se tiene

sttélla lo(x) — @((t))][e > dist(e(x),S:)

pues @ o « se sale de B;-(0) en E. Si du(z,x) < to, existe una curva o« C M que une x
con z tal que
Lo(x) < to = 1/mdist(e(x), Sr).

Juntando estas desigualdades se tiene la contradiccién

dist(¢@(x),S;) < Stlé? lo(x) —@(x(t))|le < MLp(ax) < dist(e(x),Sy).
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Estamos suponiendo que U = ¢~ 'B,(0). Tomemos V = (p_1Br/2(O) y la restriccién
de @ al abierto V C M. Afirmamos que

[o(x) —@(y)lle < Mds(x,y).

para x,y € V. Supongamos que no es asi, entonces existen x,y € V tales que ||p(x) —
©(y)lle > Mdp(x,y), luego existe una curva y C M suave a trozos con y(0) = x,
v(1) =y y ademas

ML (v) < [[o(x) —@(y)lle <.

Luego, por (9.6), se tiene
sup le(x) —e(y(t)le < llex) — @yl
Si fuera y C U, entonces se tendria ] = [0, 1] lo que nos lleva a la contradiccién
le(x) —e(y)lle < sup lo(x) — @(a(t)le < [[o(x) — @(y)][e.

Luego 7y se sale de U, o equivalentemente @ovy se sale de B, (0), es decir (@oy)NS, # 0.
Entonces también ¢ o7y toca Sr/, al menos dos veces (una vez al ir y otra al volver).
Luego

Lleoy)2"2+72=T,

con lo cual MLy(y) > L(@oy) > 1, v esto es una contradiccién. Por iltimo, veamos
que dp es una métrica. Sean x,y € M con dy(x,y) =0, (U, @) carta de M alrededor
de x, con @(x) = 0 donde vale la desigualdad del enunciado,

eyl < Mde(x,y).
Siy ¢ U, existe v > 0 tal que y ¢ By (x) luego dp(x,y) > r lo cual es absurdo. Luego
y € U, y entonces 0 = dp(x,y) implica @(y) =0, luego x =y. O

Corolario 9.1.9. St vale (9.5), es decir si b es acotada, para x,y € U se tiene

mde(%,y) < [lo(x) — e(y)[[e < Mdp(x,y),

y las topologias de M como variedad sobre E y de (M, d) como espacio métrico
son equivalentes.

Es decir, las variedades de Finsler fuertes son extensiones buenas de las variedades
de Finsler de dimensién finita.
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9.1.2.1. Hopf-Rinow en variedades de Finsler

De acuerdo a la terminologia de espacios de métrica interior, diremos que una
curva continua 7y : [a,b] — (M, dg) es una geodésica corta si su longitud coincide con
la distancia entre los puntos que une.

Es conveniente comparar el siguiente resultado con los resultados y ejemplos de
la Seccién 10.4 del contexto Riemanniano.

Corolario 9.1.10 (Hopf-Rinow). S: el espacio de Banach que modela M es de
dimension finita y (M, dy) es completo, entonces dados x,y en M eziste una
geodésica corta (continua) que los une.

Demostracién. El espacio métrico (M, dp) es localmente compacto pues E lo es, y
al ser (M, dp) de métrica interior, se tiene el corolario por el Teorema 8.2.3. O

Observacion 9.1.11. Si localmente se puede reemplazar curvas cortas y por curvas
u; de clase C', que resulten cortas, entonces todo par de puntos x,y € M se puede
unir con una curva C' a trozos tal que Ly(B) = dp(x,y). Esto es porque si 7 es una
particién del intervalo [0, 1] de manera que, en la curva corta continua y del corolario
previo, los puntos y(t;),y(ti;1) estdn suficientemente cerca, entonces reemplazando
vy en ese intervalo por ; y definiendo

B=wmt...tun

como la concatenacién de las curvas py, se tiene
S LB =Y Ayt vt = 3 i)
i i i

ty) = do(x,y).

Lo (B)

9.2. Variedades de Finsler con spray

Una variedad M sobre un espacio de Banach E, provista de una norma b: TM —
[0, +00) como en la seccién anterior, que defina una pseudo-distancia dp : M x M —
[0, 4+0c0), la denominaremos una variedad de Banach-Finsler o directamente una
variedad Finsleriana y denotaremos con (M, dy) al espacio métrico inducido. Dire-
mos que M es métricamente completa para b si (M, dy) resulta un espacio métrico
completo. Si b es acotada superiormente, diremos que M es una variedad de Finsler
débil, mientras que si b es acotada, diremos que M es una variedad de Finsler fuerte.

En el caso de que M tenga un spray dado F : TM — TIM, diremos que M es
una variedad Finsleriana con spray si M es Finsleriana y la métrica b es invariante
por el transporte paralelo del spray a lo largo de geodésicas. Es decir si para toda
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geodésica del spray @« C M, y para todo z € Ty ()M, para todo s,t € Dom(«), se
verifica

IPs(@)zllec(t) = Izl ecs)-

Como el transporte paralelo de &(s) es simplemente &(t), se tiene
[&(t) () = cte =[v]lp

si a(t) = exp,, (tv). Es decir, las geodésicas tienen velocidad constante.
El siguiente resultado se relaciona con el Teorema de Hopf-Rinow del contexto
Riemanniano (Teorema 10.4.3).

Proposicion 9.2.1. St M es una variedad de Finsler fuerte con spray, entonces
cada una de las sigutentes afirmaciones implica la que le sigue:

1. El espacio (M, d,) es completo.

2. Todas las geodésicas de M estdn definidas en todo R.
3. M es geodésicamente completa, es decir D(exp) = TM.
4. Eziste p € M tal que Dom(exp,) = T, M.

Demostracién. La unica afirmacién que hay que probar es 1 = 2, las demds son
triviales. Para verlo, sea o = exp,(tv) una geodésica, supongamos que Dom/(a) =
(a,b) con 0 < b < co. Sea {t,} C (a,b) una sucesién que crece hasta b. Entonces es
una sucesién de Cauchy, pero para m > n se tiene

t"l
dp(x(tn), ot(tm)) < Le(etpe,,t,01) = J [&(t) |ty dt = (tm — ta)[[VIp,
th
lo que nos dice que {x(tn)} C M es de Cauchy y por hipdtesis converge a un punto
g € M. Tomemos un entorno normal W de q € M como en el Teorema 6.2.3, con la
exponencial definida en B, (0) para todoy € W. Como la métrica es acotada, podemos
tomar ko € N tal que x(tx) € Wy tx > b — 1 para todo k > kq. Consideremos

H(s) = expy ) (sa(tic))

definida por lo menos en (—r,r). Esta resulta una geodésica del spray, que coincide
con «(tx) en s = 0 y tiene la misma velocidad inicial alli. Luego por unicidad p
coincide con «, es decir x(s + tx) = w(s). Pero s + t, > b si s estd suficientemente
cerca de 1, lo que contradice que « estaba definida sélo en (a, b). O
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9.3. Meétricas de Finsler via operadores acotados

Supongamos que en una carta (U, @) de M fijamos una norma en E, no nece-
sariamente compatible con la topologia de E. Supongamos que tenemos una seccién
continua p — A, con A, € GL(E) para todo p € U. Esto nos permite introducir una
norma en cada espacio tangente de la siguiente manera

Vllp = [Ap@upvll,

para todo v € T, M, para todo p € U. Con nuestra identificacién habitual de T,M
con E, podemos denotar esto como |[v||, = ||A,V|| sin posibilidad de confusién. Esto
nos define una métrica de Finsler b : TU — R de manera obvia,

b(V) =b(p,v) = [vp-

Observemos que |||, < A, [Vl ¥ [Vl < [[A; ][], luego usando la continui-
dad de p — A, las normas || - || y || - ||, son localmente equivalentes y en particular
si || - || daba la topologia de E, entonces b : TU — R es una norma acotada.

Si podemos hacer esto en un cubrimiento por cartas de M, de manera que en las
intersecciones las secciones A coincidan (por ejemplo si M admite particiones de la
unidad), entonces podemos definir asi una métrica de Finsler b : TM — R en M.
La condicién de compatibilidad que se debe cumplir en la interseccién U NV para
obtener alli la misma norma es la siguiente: si (V,\) es otra carta con una asignacién
q — B4 € GL(E), necesitamos que

[Ap@pV] = [IBpbspv||

para todo p € UNV, para todo v € T,M.

Observacion 9.3.1. En particular, si M tiene dimensidén finita, toda norma asi defi-
nida es acotada y por ende (M, dp) es una variedad de Finsler fuerte.

Observacién 9.3.2. Si || - || es alguna norma en E (no necesariamente equivalente
a la norma original del espacio de Banach E) entonces una construccién similar a
la recién introducida nos permite definir una métrica de Finsler en M que no es
necesariamente acotada. Y es evidente que esta métrica serd acotada superiormente
si la norma introducida es continua, es decir si existe C > 0 de manera que

VIl < C|[v||e para todo v € E,

donde || - ||¢ denota aqui la norma de E que lo hace espacio de Banach.
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9.4. Métricas invariantes

Un caso particular de la discusién de la seccién previa es el siguiente. Sea G un
grupo de Lie-Banach, g = T1G su &lgebra de Lie-Banach. Como TyG = L4T1G y
TG ~ G x g via los difeomorfismos Ly : v — gv, dada una norma fija || - ||; en g,
podemos definir, para w € TG,

[wllg == ||Lg*‘WH;3'

En este caso se obtiene una norma b : TG — R, que es acotada puesto que, para g €
G, si consideramos la carta alrededor de g dada por ¢~ ' = Lyexp: B C g— G con
B entorno de cero suficientemente pequeiio como para que exp sea un difeomorfismo
con su imagen, si h = @(x) € U= ¢ '(B) y v € T,U, entonces

QxhV = (I—g exp):}IV = (eXp*x)71 Lg*1v)

luego
Lpv=Ly-14(exp, )@y = Anv,

con Ay = Ly 14(exp,,)@«nh que es claramente un operador lineal inversible que
depende suavemente de h € U. Esta métrica se denomina métrica tnvariante a
1zquierda en G, pues verifica

ILawllng = [[Wllg

para todo h,g € G, para todo w € TyG. De hecho, es ficil ver que toda métrica
invariante a izquierda en G se construye de esta manera.

9.4.1. Meétricas invariantes y el spray candnico

Recordemos que el spray canénonico F: TG — TTG est& dado por F(w) = wg~'w

para g € Gy w € TyG, y que el nombre se debe a que las geodésicas del spray
candnico son las curvas a un pardmetro x(t) = ge'v donde e* denota la exponencial
del grupo como grupo de Lie-Banach, en el caso concreto del grupo de inversibles de
un algebra de Banach, estd dada por la serie de potencias usual. Recordemos (Ejemplo
7.6.3 en la Seccién 7.6) que el transporte paralelo a lo largo de las geodésicas estd
dado por

P(x)}z = ge%"g*]ze%"

para z € TgG. Veamos en qué casos esta métrica invariante a izquierda es compatible
con el spray. Deberia ocurrir que

! 1

le"2Vg™ !

1 1 1 _
ze?V||g =[lgezVg ' ze?V|ger = lzllg = g™ 2]},

—p—
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1

es decir, llamando w =g~ 'v € g, que

—1 1
le” 2 we="[|g = [[wlg

para todo v,w € g. Equivalentemente, e’ = Ad.v : g — g debe ser una isometria
para la norma dada, para todo v € g. En general, esto es falso por supuesto. Pero en
el caso del grupo de isometrias de un dlgebra de Banach, es evidentemente cierto si la
norma es la original del dlgebra (en particular para el grupo de unitarios de un élgebra
C* con la norma uniforme). También dada cualquier norma || - ||z unitariamente
invariante en el 4lgebra A, se observa que la métrica es compatible con el spray
candnico.

9.4.2. Espacios homogéneos y métricas cocientes

Dado un espacio homogéneo O = G - xo = G/K de un grupo de Lie-Banach G, si
el grupo tiene una métrica de Finsler b: TG — R, bi-invariante, podemos considerar
el espacio (pseudo)-métrico (G, dp). Si el subgrupo K es cerrado para esta métrica, es
relativemente sencillo probar que

d(gK,hK) = K ,il?zfeK dp(gkt, gk2)
es una distancia en el cociente O. Esto es, se toma la distancia entre las fibras gK, hK C
G que son conjuntos cerrados disjuntos, y esto define una distancia entre clases en el
cociente.

Por otra parte, podemos considerar en O que es una variedad diferenciable bajo
ciertas hipétesis de regularidad del mapa cociente, la métrica coctente by : O — R,
Esta se define de la siguiente manera: si ¢ es el dlgebra de Lie-Banach del grupo de
isotropia K, y m = 7y, : G — O es la proyeccién n(h) = h - xo, entonces para
x=g-x0 € Oy W] =mw e T,O ponemos

0wl = fnf 1w — gkl

Esta definicién no depende del w € TyG que define la clase (W] € Ty, O, y tampoco
del g € G tal que g-xo = x. Definimos dp como la distancia inducida por la métrica
de Finsler cociente en O.

Sean g,h € G, k1,kz € K, sea ' C G que une gk con gk,. Entonces si y = mol" C
O se tiene que y une g - xp con h - xo. Ademas

o
¥lly = ot IIF = Tkl < [P,

luego
Lo(y) < Le(T).

—p—
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Entonces
do(g-xo,h-x0) < Le(T),

y tomando infimo sobre todas las curvas I' de estas caracteristicas se tiene
do(g - xo,h-x0) < dp(gki, hka).
Tomando ahora infimo sobre ki, k; € K, descubrimos que siempre vale la desigualdad
do < d.

Respecto de la otra desigualdad, en general para obtenerla es necesario tener suple-
mentos en G que provean de curvas cortas en el cociente, o al menos aproximaciones
de las mismas. Ejemplos de esto en espacios homogéneos del grupo unitario de un
algebra de operadores pueden hallarse en los trabajos [5, 8, 35, 36] de Andruchow,
Durdn, Chiumiento, Larotonda, Mata-Lorenzo y Recht.

9.4.3. Operadores positivos con métricas simétricas

Dada una C*-algebra .4, recordemos que denotamos con Gj‘ al cono de operadores
positivos e inversibles de A. Segun vimos (Ejemplo 7.6.5.2), se puede reducir el spray
candnico del grupo total de inversibles a este cono, para obtener las geodésicas

t
Yap(t) = aexp(tlog(a 'b)) = a2 (a~2ba2) a2

que une a,b € Gj. El transporte paralelo a lo largo de vq,b estd dado por
P(y)z = a2(a”2ba~72)2a= 220~ 2 (q V20~ "2) 12412

para z = z* € T,G’, = Ay. Sea || - ||z una norma simétrica en A (Apéndice D.2),
entonces definimos : :
Vil = lla™ 2va™ 7|z

para a € Z, v € 7y,. El espacio
Gh={aeGi:a—-1€T}

es un espacio homogéneo del grupo de inversibles
Ga={geGa:g—1€Gu}

por la accién a — gag*. Esta accién es transitiva y su grupo de isotropia en a =1
es el grupo de operadores unitarios

Ur={ueld:u—-1¢c1}

—p—
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Esta métrica tiene la siguiente propiedad: es invariante por la accién mencionada. La
prueba es elemental,

ey 1 1
lgva*llgag- = l(gag™)” gvg*(gag”)” |z
1 1 _1 _1 1) 4 _1
= |l(gag")” ”2ga’?-a” Zva~ 2-a’2g*(gag*)” “|z.
Llamando u = (gag*)J/ZQQV2 se tiene que u € U y entonces
_1 _1 1 1
lgvg*llgag- = lua™ 2va™ 2u*|z = [la” 2va™ 2||z = |[v]a. (9.7)

En particular, el transporte paralelo a lo largo de geodésicas es una isometria (basta
inspeccionar la expresién arriba mencionada de P) y entonces la métrica es compatible
con el spray. A partir de esta propiedad es facil ver que

1,
Lz(Yap) = || In(a™ 2ba™ 72)||7

(Ejercicio 9.111). Esta métrica tiene una propiedad adicional, que enunciamos como
un lema a continuacién. Esta propiedad estd fuertemente vinculada al teorema de
Cartan que abordamos en la préxima seccién. Recordemos que la expresién de la
exponencial de este spray estd dada por

1 1 1 1
exp,(z) = a 2 exp(a” 2za” "2)a 2.
Se trata de un difeomorfismo global, por lo observado en el Teorema 4.6.1.

Lema 9.4.1. Para todo a € G, v,w € Iy, y toda norma unitariamente inva-
riante || - ||z en A se verifica

||(eXPa)*vW||expa(V) > [[wla-

Demostraciéon. Llamemos x = aJ/ZvaJ/z, y = a"2wa='"2. A partir de la expre-
sién de la exponencial en a € G¥;, considerando una curva z = z(t) C Gj‘ tal que
z(0) = v, z(0) = w, obtenemos

1 1
(exp, )W = a 2 lexp,, yla 2

donde ahora exp denota la exponencial usual del dlgebra y exp,, denota la diferencial
de la exponencial en x € A. Por otra parte exp,(v) = (11/26"(11/2, luego

1/ZH ]

1
H(ex.pa)*vw”expa(v) = H(l /2 [exp*x yla a2exa

o

1 P . .
Tomando g =a /2, b=¢eX,v= €xp,, Y, ¥y usando que la métrica es invariante por la
accién b — gbg*, se tiene

I(expg)cwWllexp, (v) = | €xPuy Yllex = lle” % lexp,, yle 3|z

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 257 $

9.4. Meétricas invariantes 257

Invocamos la férmula de la diferencial de la exponencial (Teorema 4.6.1)

2
e Texp,(yle T =]] (1 — 42137:2) w =11 (1 —i;kd;) (y)-
nenN k#£0
Ahora bien, consideremos el espacio de Banach 7 que se obtiene al completar A con
la norma || - ||z. Consideremos a su vez el dlgebra de Banach B = B(Z) de todos los
operadores acotados en 7. Sea ¢ = 51— € A, k € Z # 0. Como c* = c, se tiene que
et c U, y entonces para todo z € A, y todo t € R,

itadc itc

let*edez|z = [|e**ze™"|Iz = ||zl

pues la norma es unitariamente invariante. Por densidad, se deduce que el elemento
et@dc ¢ B = B(T) es una isometria, luego adc € Herm(B) es decir adc es elemento
Hermitiano del algebra (ver la Seccién 4.5). Luego, por la Proposicién 4.5.5, se tiene

ad

“)(y)lz = 10 —iade)yllz > [[yllz-

H“ —1m

Entonces se tiene la desigualdad

d
ITIO 5% ) > fylr = fla= " 2wa"21lz = fwla
para cualquier producto finito, y tomando limite se tiene la desigualdad deseada

||(eXPa)*vW||expa(V) > [[wla-

O

Observacién 9.4.2. Recordemos que una norma de un espacio normado E se dice
estrictamente conveza o rotunda si la esfera de E no contiene segmentos, o equiva-
lentemente

I +yll < X[ + vl

excepto en el caso particular en el que x,y estén alineados. No es dificil ver que en
un espacio normado con norma estrictamente convexa, la dnica curva corta que une
dos vectores v,w € E es el segmento usual (Ejercicio 9.1v).

Como consecuencia de las observaciones previas, se tiene el siguiente teorema que
caracteriza las curvas minimales.

Teorema 9.4.3. Con las hipdtesis del lema previo, Y4, es una geodésica corta
que une a,b € G, que resulta Unica si la norma |- ||z es estrictamente conveza.
En particular,

dz(a,b) = Lz(va) = | In(a™ 2ba~"2)]|z.

—p—
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Demostracién. Sea o« C G suave a trozos, sea I' = Iny el tnico logaritmo autoad-
junto de vy, que también es suave a trozos pues ln es una funcién analitica. Afirmamos
que

Lz(a) > L(T), (9.8)

donde la dltima longitud es la longitud de arco usual en el espacio lineal 7 dada por
L=/ [Tllz. Y de aqui se sigue que

dz(y(1),v(0)) = [ITF(1) = T(0)[|z (9.9)

Para probar (9.8), observemos que como y = exp(I'), entonces vy = exp*rf’ con lo
cual

. _1 ©
Vlly = Iy~ 72 exp.r Ty~ 72|z
y este tltimo término es por el lema previo mayor o igual que ||I|z. Integrando se
obtiene la afirmacién. Supongamos ahora que « C G es una curva suave a trozos
tal que «(0) = a, (1) = b, y consideremos 3 = a~20a="2. Por la invariancia de
la métrica (tomando g = a2 en la ecuacién (9.7)), se obtiene

L2(B) = | 18l = [ o~ 2aa "2 1, 1, = (1800 = Lz(e,

y por otra parte, como B(0) =1, p(1) = a"2pba'2 = eV, se tiene, invocando (9.9)
que
Lz(B) > dz(1,€") > |[[v—0[lz = Lz(va,b)-

Es decir Lz(x) > Lz(Ya,p), ¥ tomando infimo sobre todas las curvas « se obtiene
la tesis. Supongamos ahora que la norma del ideal 7 es estrictamente convexa, si se
llegara a tener que « es corta entonces

L{n(B)) < Lz(B) = Lz(e) = Lz(va,p) = [Vllz

esto querria decir que In 3 es una curva corta que une 0 con v y por la unicidad
debiera ser In 3(t) = tv, luego B(t) = eV con lo cual

1 1
x(t) = a’2e¥a 2 =y, p(t).

O

Antecedentes de este resultado para la norma uniforme de un algebra de opera-

dores pueden hallarse en los trabajos [28, 29] de A. Maestripieri, G. Corach y D.
Stojanoff.
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9.5. El teorema de Cartan

En esta seccién probamos el teorema de Cartan para variedades de Finsler con
spray que verifican una condicién denominada como curvatura semi-negativa. La
versién para superficies del teorema se debe a J. Hadamard [43] y se remonta al
afio 1896. Posteriormente (1946) Elié Cartan demostrd el teorema para variedades
Riemannianas abstractas [23]. En el afio 1965, J. McAlpin extiende en su tesis doctoral
[64] este resultado a variedades de Riemann-Hilbert, y recientemente, en 2002, K.-H.
Neeb extiende el resultado a variedades de Finsler con spray [72], esta dltima es la
versién que presentamos aqui.

Definicién 9.5.1. Sea f: M — N una aplicacién C' entre variedades diferenciables.
Diremos que

1. f tiene la propiedad de levantadas unicas de curvas si para todoy = f(p) € N
y toda curvay C N que sea C' a trozos y comience en y, existe una tinica curva
I'C M que es C' a trozos que comienza en p y es una levantada de v, es decir
y="~forl.

2. f es un revestimiento si f es sobreyectiva y para todo y € N existe un entorno
abierto U, C N de manera que f“(uy) es una unién disjunta Uic1V; de
abiertos en M, y flv, : Vi — Uy es un difeomorfismo para todo i € I.

Teorema 9.5.2. Sean (M,by;) una variedad de Finsler fuerte completa y
(N, bn, FN) una variedad de Finsler fuerte, con spray y coneza. Sea f: M — N
dos veces diferenciable y un difeomorfismo local tal que existe C > 0 de manera
que

[f-Vlen = ClIVIen
para todo V € TM.. Entonces f tiene la propiedad de levantadas inicas de curvas,

es un revestimiento y (N,d) es completa.

Demostracién. Sean y = f(p) € N, z € N. Como N es conexa, existe una curva
v :[0,1] — N adaptada a N de manera que y(0) =y, y(1) = z. Sea

L ={t € [0,1] : yljo,) tiene una levantada tinica I' C M con I'(0) = p}.

El conjunto L es no vacio pues 0 € L, y ademas es abierto pues f es un difeomorfismo
local de clase C'. Est4 claro que si to € L entonces [0,ty] € L pues se toma la
restriccién de la levantada para cada s € [0,tp]. Es decir, L es un intervalo de la
pinta [0,s) con s < 1. Sea I': [0,s) — M una levantada de y| 5). Tomemos t, s,
entonces

CdM(r(tn)a Mtm)) < CI—bM(”[tn,tm]) < LbN (Y‘[tn,tm))
= |tn - tm“—bN (Y)»

—p—
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lo que prueba que I'(t,,) es de Cauchy en M y por ende converge a un punto q. Por
la continuidad de f debe ser y(t,,) — f(q) luego f(q) = y(s). Entonces

Cdm(T(t),q) < Loy (Yle,s1) = It = sLpy (v)

lo que prueba que tlimﬁ I'(t) = q. Si s =1, ya terminamos. Si no es asi, usando que
f es un difeomorﬁsm_c;slocal, podemos extender I' més alld de s levantando vy, lo cual
es absurdo. HEsto prueba que f tiene la propiedad de levantadas tnicas y ademas que
f es sobreyectiva.

Ahora vamos a reducir el problema al caso en el que f es una isometria local, es
decir que ||f. V|| = ||V|| para todo V € TM. Para ello, consideramos la métrica b}, en
M dada por

Iv)

or, = [If<Vion

para V € TM. Como f es un difeomorfismo local, esta métrica es acotada, es decir
induce una métrica dp+ localmente equivalente con la original de M y por ende con
la misma topologia. Es mads, se tiene

Vlloz, = [If«Vllon = ClIVIon

globalmente luego dp:, > Cdy,, lo que nos dice que (M, dp+) es un espacio métrico
completo pues si {x,, } es de Cauchy, entonces es de Cauchy en (M, dp) luego converge
a un punto x € M y como la métrica es compatible, la convergencia también ocurre
en (M, dm~).

Como f es un difeomorfismo local, existen abiertos U C M, V C N tales que
f, : TU — TV es un difeomorfismo. Luego la diferencial de f., que denotaremos
T2fy : TvTM — T,y TN, es una aplicacién inversible en cada V € TM. Ahora llevamos
el spray de N para atras, definiendo F: TM — TIM como

F(V) = (T?f) " Fn (£ V).

En una carta, se tiene
T2 Tm(V, W) = In (£, . W) (9.10)

para VW € TM. Afirmamos que (M, by +, F) es una variedad de Finsler con spray, es
decir que la métrica es invariante por transporte paralelo del spray. Sea « C M una
geodésica tomemos 3 = fo o C N. Se tiene

Fn(B') = Fn(faa) = T*fFp (o) = T = B”
luego 3 es una geodésica de N. En particular

exp™ of, = foexp™. (9.11)
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Para z € Ty o)M y & = &, el transporte paralelo a lo largo de « determinado en
forma tnica por la ecuacién diferencial

£=Tm(& &)
E0)=z.

Seamn € TN, n € Lev(f o «) dada por n = f, o &. Entonces 1(0) = f.z y por (9.10)
M = T2& = T (&, &) = In(F.&, f.&) = Tn(n, (o «)).

Esto prueba que f,Pyp = P, es decir f, transforma el tranporte paralelo en M en el
transporte paralelo en N. Luego

IPm()Vey. = [[fsPm(@)V]ey = [[Pn(fo ). V]oy
= [fVllex = VIlom--

Luego el spray Fy es compatible con la métrica bpg«-

Ahora por la Proposicién 9.2.1, la exponencial de M esta definida en todo TM, y
por (9.11), se tiene D(exp™) O f.TM = TN pues f es sobreyectiva y un difeomorfismo
local, luego (N, Fn) también es geodésicamente completa.

Ahora veamos que (N, dn) es métricamente completa, sea {y,} de Cauchy en
N, pasando a una subsucesién podemos suponer que dn(Yn,Yn+1) < 1/2™. Por la
propiedad de levantada tinica, podemos hallar una sucesién {x,,} de Cauchy en M
tal que f(xn) = yn pero ademds dm+ (Xn,Xn+1) < 1/2™: dados y1,y,, tomamos una
curva y C N que los une tal que Ly (y) < 1/2, la levantamos y usamos que f es una
isometria para definir x7,x, con la propiedad deseada. Ahora tomamos una curva
en N del longitud < 1/22 que une y, con y3, la levantamos a M y usando que f
es una isometria obtenemos x3 tal que d(x3,x2) < 1/22, y asi sucesivamente. Como
(M, dm~) es completo, existe x € M tal que x,, — x. Si y = f(x), se tiene

dn(Yn,y) = dm-(xn,x) = 0

luego yn — y.

Por dltimo, dado y € N, tomamos una bola abierta B centrada en el origen de
TyN de manera que exp,, [s : B — V = exp,(B) C N sea un difeomorfismo. Vamos a
probar que f es un revestimiento sobre V. Para cada x € f~'(y), definimos

B, =f.)(B) Cc M, Vi =exp, (By) CM.

Observemos que f(Vy) = f(exp,(Bx)) = expy(f*XBx) = expy(B) =V por (9.11). Es
mas, como fly, oexp, |g, : Bx — V coincide con exp,, |g o f.x, entonces exp, |g, es
inyectiva, pero ademas

expy |5, = fly! o exp, g o fux

—p—
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luego exp, |g, — Vx es un difeomorfismo y en particular V, C M es abierto. Afirma-
mos que f~'(V) = Ux/f(x)—y Vx ¥ Que los Vi son disjuntos, lo que probaria que f es
un revestimiento. Como f(V,) = V para todo x tal que f(x) =y, hay que probar la
otra inclusién. Sea z € f~1(V), luego f(z) = exp, (v) para algin v € B, y la geodésica
B(t) = expy(ﬂ — t)v) se levanta en forma tinica a una geodésica «x € M tal que
foo=f3 y ademds «(0) = z. Sea x = &(1) € M, entonces f(x) =fox(1) =p(1) =y.
Como v € B, de la relacién
faxi(1) = B(1) = —v

se deduce que w = —&(1) = f;! (v) € By, y ademds z = exp, (W) € V, pues z es el
otro extremo de la geodésica «.

Ahora sean p # q € f~'(y), veamos que Vp NVq = 0. Consideremos z € V, NV
dado por

z = exp, (v) = expq (W)

conv € By, w € By. Aplicando f y usando (9.11) se obtiene
expy (fupV) = expy (fiqw),
usando que exp,, | es inyectiva tenemos que f,,v = f,qw. Las dos geodésicas
o (t) = exp, (tv), oa(t) =expq(tw)

terminan en z, componiendo con f y usando nuevamente (9.11) se deduce que las dos
son levantadas de

B(t) = exp, (tfepv) = exp,, (tfiqw).

Por la unicidad de las levantadas, debe ser p = o1 (0) = a2(0) = q. O

Un difeomorfismo local f: M — N es isometria local entre variedades de Finsler
si ||f.V] = ||V|| para todo V € TM (ver la Seccién 10.6). Entonces obtenemos el
corolario siguiente:

Corolario 9.5.3. Sea f: M — N isometria local C? entre variedades de Finsler
fuertes, con M completa y N coneza. Entonces (N,dn) es completa y f es un
revestimiento.

Definicién 9.5.4. Sea (M, b, F) una variedad de Finsler con spray. Diremos que M
tiene curvatura semi-negativa si para cada punto p € M, y para v € Dom(expp),
el operador (expp)*v oM — Texpp(\,)M es expansivo e invertible. Es decir, si es
invertible y para todo w € T, M se verifica

H (expp)*vWHexpp (v) > ||W||P

—p—
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La razén del nombre se debe a que en el contexto Riemanniano (ver Seccién 10.7),
esta condicién es equivalente a que M tenga curvatura seccional semi-negativa (< 0)
para todo p € M (Teorema 10.9.5).

Teorema 9.5.5 (Cartan-Hadamard-Grossmann-McAlpin-Neeb). Sea (M, b,F) va-
riedad de Finsler fuerte con spray, coneza, de curvatura semi-negativa y geodési-
camente completa. Entonces para cada p € M la exponencial exp, : [pM = M
es un revestimiento y (M, d) es completa.

Demostracién. Aplicamos el teorema anterior a la aplicacién exp, : T,M — M,
donde le damos a T,M la estructura de variedad de Finsler usual como espacio de
Banach. O

Corolario 9.5.6. Sea (M, b,F) una variedad de Finsler fuerte con spray coneza,
completa y de curvatura semi-negativa. Sea p € M, entonces

1. M tiene la propiedad EMI local (ezponential metric increasing): para todo
v,w € T,M suficientemente pequerios,

dwi (exp, (v), exp, (W) = [[v — W),

2. Dados x,y € M suficientemente cercanos, existe una geodésica del spray
que es corta y los une.

3. St M es simplemente coneza, entonces exp, : [,M — M es un difeomor-
fismo, hay una unica geodésica corta para cada par de puntos en M y M
tiene la propiedad EMI global.

Demostracion. Sea B (0) C T,M un entorno del origen donde exp,, es un difeomor-
fismo, sea Y C M una curva adaptada a M que une x = exp,, (v) con y = exp,, (w).
Levantamos v a una curva ' € T,M tal que I'(0) = v. Sea w’ = T'(1); como
Y(1) = exp, w’) = exp, (W) y exp, es un revestimiento, si r es suficientemente
pequefio debe ser ||[v —w| < ||[v —w’||. Como y = exp,, oI, se tiene

[lly = ll(exp)urTlly = [Tl

Luego
1 1
FM%SJ\mbﬁSLWL

IW—WMSHWH—Hm%:HJ 0

0
Tomando infimo sobre las curvas 'y que unen x con y se tiene la EMI.
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Siy € M estd suficientemente cerca de x, escribiendo y = exp, (v) como en el
argumento previo, y considerando y(t) = exp, (tv), se tiene

v —0[lx < d(exp,(v),exp,(0)) = d(y,x) < L(y) = [[v]lx,

luego L(a) = d(x,y).

Si M es simplemente conexa, entonces exp,, tiene que ser inyectiva, porque en caso
contrario, dados v,w € T,M con x = exp, (v) = exp,(w), el segmento S C T,M que
une v con w va a parar a un lazo £ C M con £(0) = £(1) = x que no se puede retraer.
Explicitamente, sabemos que exp,, es localmente inyectiva por ser un revestimiento.
Luego v,w deben estar en secciones disjuntas de exp, T(x), es decir tomando un
entorno V de x donde las fibras son abiertos disjuntos, v,w deben estar en dos de
estos abiertos U,,U,, de T,M distintos. Pero como el lazo { C M se puede retraer,
a partir de un momento tendremos un lazo que cae en el entorno V de x, y este se
levanta de forma tnica a una curva I' C U, que comienza en v. Pero exp,, lu, es
inyectiva lo que contradice que exp,, ol es un lazo cerrado en x.

Dados x,y € M, sea v € TyM el tnico tal que exp, (v) = y. Sea x(t) = exp, (tv),
entonces

[v—0llx < d(exp, (v),x) = d(y,x) < L(«) = [[V]lx,

Luego L(«) = d(x,y). La unicidad de las geodésicas cortas y la globalidad de la EMI
se siguen trivialmente de la inyectividad de exp,,. O

Las variedades de curvatura semi-negativa completas, conexas y simplemente co-
nexas se denominan variedades de Cartan-Hadamard. En particular, de acuerdo al
ejemplo trabajado en la seccién anterior, el cono positivo de un dlgebra C* con una
norma unitariamente invariante que hace de 7 un espacio de Banach, es una variedad
de Cartan-Hadamard, y se recupera el Teorema 9.4.3, siempre y cuando la norma sea
equivalente con la norma uniforme. Sin embargo, en el caso en el que el ideal no es
completo, la prueba ad-hoc de la seccién previa funciona pero la prueba general del
teorema de Cartan de esta seccién se desmorona ya que para probar la existencia y
unicidad de levantadas se utiliza la completitud. En el caso en el que (M, bp) no
es completa se obtiene (copiando la prueba del Teorema 9.4.3) el siguiente resultado
cuya demostracién dejamos como ejercicio (Ejercicio 9.v).

Teorema 9.5.7. Sea (N, bn,Fn) variedad de Finsler con spray coneza de cur-
vatura semi-negativa, donde no se asume que los tangentes de N son completos
con la norma b. Supongamos que existe x € N tal que exp,, es inyectiva. Enton-
ces dado y = exp, (v) € N, la geodésica y(t) = exp, (tv) es una curva corta que
une x con y.
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9.A. Problemas

9.I1. Si O = G/K con K C G subgrupo del grupo métrico (G, d), probar que en caso
de que d sea bi-invariante,

d(gK,hK) = . inf d(gks,hka)

1,k2€K

define una pseudo-distancia en (), y que esta es una distancia cuando K es cerrado
en (G, d).

9.I1. Si G, K son grupos de Lie-Banach y O tiene una estructura diferenciable, sea
b: TG — R, una métrica de Finsler. Probar que, parax =g-xo € Oy [w] € T,O =
TlgW,
= inf [[w — gk
6wl = fuf [hw — gkl

no depende de w € T4G ni de g € G.

9.III. Sea A un algebra C* y sea || - ||z una norma unitariamente invariante en .A.
Probar que si

1 1 1,5\t 1
Yau(t) =a’2 (a, 2ba— /z) a2,

entonces {7(Ya,b) = |/ 1n (a—]/zbaJ/z) Iz

9.1V. Sea (E, || - ||) un espacio normado con una norma estrictamente convexa. Probar,
dados v,w € E, el segmento s(t) = tw + (1 — t)v es la tinica curva suave a trozos en
E cuya longitud coincide con d(v,w) = ||[v —w||.

9.V. Probar el Teorema 9.5.7 imitando la prueba del Teorema 9.4.3.
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CapriTULO ]. O

Variedades Riemannianas y
pseudo-Riemannianas

Las ecuaciones son la parte aburrida de la
matemadtica. Yo intento ver las cosas en
términos de la geometria.

STEPHEN HAwWKING

UPONGAMOS que E, el espacio de Banach que modela M, admite una forma

bilineal simétrica y continua (, ) : E x E — C tal que (z,z) € R para todo

z € E. Supongamos ademas que E = E, ®E_ y que la forma es estrictamente
definida positiva en E, y estrictamente definida negativa en E_, y estos subespacios
resultan ortogonales para la forma bilineal. Fijada una carta (U, ¢) de M, si tenemos
una seccién continua A : U — GL(E, @ E_) (en el sentido que el operador A,, tiene
como subespacios invariantes a E,,E_) definimos

(v, W>P = <Ap @ipVy Ap (P*pw>

parap € Uy vyw € T,U. Una vez més identificamos T, U con E y denotamos esta
expresién como
WVyw)p = (Apv, Apw).

Diremos que esta es una métrica Riemanniana cuando E_ = 0, es decir si (z,z) > 0
para todo z € E, lo que implica por supuesto que

<V>V>p = <Apv> ApV> >0

para todo p € U, para todo v € T, M. En este caso, definimos una métrica de Finsler-
Riemann como

Vijp =1/ (V,V)p.
Mlp =y v
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Llamemos # a la completacién de E con la forma bilineal ( , ). Entonces la
extensién de A, a H (que seguiremos llamando A,) es un operador inversible en
B(H) y por ende g, = g(p) = Aj A, € B(H) es positivo e inversible. Entonces

(vyw)p = (Apv, Apw) = (g(p)v,w) = (v, g(p)w).

Bajo ciertas condiciones de pegado al cambiar de carta para tener compatibilidad so-
bre las que no discurriremos, este producto escalar y su métrica asociada se extienden
a todo M.

Se tiene entonces una seccién g : M — Bil(TM) que se denomina métrica Rie-
manniana en M de manera tal que

g(p)(v,w) = (v, w)p = (v, gpw) = (gpVv, W)

para todo v,w € T,M. También es habitual denotar (v,w)4 cuando el punto base
estd claro del contexto, y diremos que (M, g) es una variedad Riemanniana.

En caso de que el espacio de Banach E fuese un espacio de Hilbert y (, ) su
producto interno (o uno equivalente a este), es facil ver que la métrica que intro-
dujimos es compatible con la original (en el sentido de que la métrica b dada por
b(p,v)? = (v,Vv), es acotada, ver la Seccién 9.1.2).

En el caso pseudo-Riemanniano se procede en forma andloga, pero teniendo pre-
sente que el operador g(p) = ALAp es autoadjunto, tiene espectro real y no nulo,
y se puede descomponer en dos operadores positivos e inversibles g4 : B4 — E4,
g_ : E_ — E_ de manera que

glp) =g+(p) —g-(p).

Como g : U +— GL(E), su diferencial g,, en cada p € U es un operador de E en
B(E), es decir g.p : E +— B(E). Luego fijado z € E, se verifica g,p , : E — E es lineal
y acotado, y denotaremos g.p, .w a la accién de este sobre w € E.

De la simetria (v, gyw) = (gpV,W), si p = pt es una curva en U con po =p y
Po = z, se tiene

<V> g*p,zw> = <9*p,zV»W>~

10.1. La derivada de Levi-Civita

En general, dada una variedad con spray (M, F), puede haber muchas métricas
en M que hagan de esta una variedad de Finsler con spray, en el sentido que el
transporte paralelo sea isométrico. El problema reciproco es aiin mas dificil, es decir,
no es sencillo hallar, para una variedad de Finsler, un spray que sea compatible con
la métrica. Sin embargo, en el caso Riemanniano y pseudo-Riemanniano, gracias a la

—p—
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linealidad o suavidad de las métricas involucradas este problema tiene solucién tinica
en un sentido que precisamos a continuacién. Salvo que se indique lo contrario,
no necesitamos suponer que la norma de Finsler inducida por la métrica g es
acotada.

Teorema 10.1.1. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. Entonces existe
un spray F en M compatible con la métrica que verifica

(PS(a)v, PE )W) g = (v, W)

para toda curva o« C M de clase C? y todo v,w € Ta(0)M. El spray F es dnico en
los siguientes sentidos equivalentes:

1. Dados tres campos X,Y,Z en M, st V denota la derivada covariante del
spray, se verifica

X((Y,Z)g) = (VxY,Z)g + (Y, VxZ),. (10.1)

2. Sio:] — M es una curva de clase C?, D, denota la derivada covariante
respecto de « y las curvas n,u € Lev(a), entonces

%m, g = (Dmyw)g + (M, De)g. (10.2)

Este spray se denomina spray candnico o spray métrico y la derivada covariante
se denomina derivada métrica o derivada de Levi-Civita. En una carta, el spray
estd dado por

<FP (v),g(plz) = _<9*P»VV) z) + 1/2<9*pyzv>v>' (10.3)

Demostracién. La existencia estd dada localmente por la dltima expresién. La forma
bilineal inducida se recupera polarizando,

2<rp (v,w),g(plz) = <9*p,zw>v> - <9*p,wz>v> - <9*p,vZ»W>> (10.4)

y de aqui se obtienen las expresiones para campos y derivadas covariantes.

Veamos que el spray es compatible con la métrica: si w,, W, son los transportes
paralelos de v,w € Ty (0)M a lo largo de una curva o € M, entonces de la propiedad
de la derivada covariante, derivando

g(t) = (P5(a)v, Py (a)w)g

respecto de t se deduce que la derivada es nula, luego esta expresion es constante y
debe coincidir con su valor en t = 0 que es justamente (v,w)y. Poniendo v = w se
deduce que el spray es compatible con la métrica.

La unicidad del spray y la prueba de que se extiende adecuadamente a todo M
pegando las expresiones locales puede verse en el libro de Lang, [58, Capitulo VIII,
§4, Teorema 4.1]. O
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De aqui en mas toda variedad (M, g) pseudo-Riemanniana la pensaremos con su
spray candnico.

10.1.1. La derivada de Levi-Civita de una subvariedad

Un caso elemental que nos permite aplicar los resultados del teorema previo, es
cuando M C H es una subvariedad de un espacio de Banach provisto de un producto
interno (#, (-, -)). En ese caso, dados p € M, v,w € T, M, identificando T,M con un
subespacio de H, podemos darle a T,M el producto interno

(v wp = (v, w).

Diremos que (M, g) tiene la métrica inducida o la métrica de subespacio.

En esta seccién supondremos que la métrica es acotada superiormente, lo cual
equivale a decir que la forma bilineal 3(v,w) = (v,w) es continua, y en particular
es licito usar la regla de deriwvacién del producto. Es decir, estamos en el contexto
de variedades Riemannianas débiles.

Sea £, € B(H) el tnico proyector ortogonal (E, = E% = E}) con rango T, M.
Afirmamos que el spray métrico de M coincide con el spray dado por derivar y
proyectar al tangente, de acuerdo a los resultados de la Seccién 6.6. Es decir,

Lema 10.1.2. Sea M C H con la métrica inductda y el spray métrico. Dada
xCM yucelev(a), se tiene
Dip=Eqp
y en particular dado n € Lev(x)
d . .
FrRUNDARUNDRRUNTE

Demostracién. Sabemos que esta férmula define, por el Teorema 6.6.1, un spray en
la variedad M, para probar que es el spray métrico, por la unicidad del mismo, basta
probar la condicién de compatibilidad (10.2). Pero

<Dtn> H) = <Ecxﬁ> FL> = <ﬁ)Ecxu> = <T1) H>)

pues E, es un operador autoadjunto y similarmente (1, D¢p) = (1, |1), y como vale

la regla

d . .

=0+ )
puesto que la métrica es acotada superiormente, se tiene la condicién de compatibi-
lidad. O

Antes de seguir desarrollando la teoria riemanniana, veamos algunos ejemplos que
ya visitamos, a la luz de las nuevas definiciones:
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10.1.1.1. La Grassmanniana en los autoadjuntos

Para la Grassmanniana de un &lgebra de operadores (Ejemplo 7.6.6), dado un
proyector p = p* = p? se tenia el spray

Fp(x) = —Zepxz,

con €, = 2p — 1 la simetria asociada a p y x = xp + px € A = T, P(A). Equivalen-
temente, €,x = —x€p. Definimos la métrica Riemanniana

[Ixllp = [1x[[2,

con |x||3 = Tr(x*x), y Tr denota la traza del 4lgebra. Afirmamos que el spray antes

introducido es el spray métrico de esta métrica. En particular la métrica Riemanniana
no es otra que la de la Grassmanniana como subvariedad del espacio de Hilbert Ay,
con la norma Frobenius (Lema 10.1.2).

Proposicién 10.1.3. Sea p € P(A), x,y € A = T,P(A) y consideremos a la
Grassmanniana con la métrica Riemanniana

<X)y>g = TT(XH)

Entonces el spray métrico de (P(A),g) estd dado por Fy,(v) = —Zepvz. En parti-
cular si « C P(A) es de clase C2 y1 € Lev(x) se tiene que

D =1+ ex(M& + am)
es la dertvada de Levi-Civita de la variedad.

Demostracién. Basta chequear la condicién de compatibilidad a lo largo de una
curva « C M,

d
7<n) u->9 = <Dtn) H>g + <T]) Dtu>g

paran,u € Lev(x). El laddotizquierdo es simplemente
Tr(qu) + Tr(np), (10.5)
mientras que
(D, g = Tr(ul + ex(néc+ am)])
= Tr(pn) + Tr(peand) + Tr(pneqcn)
y
(M, Der)g = Tr(nli+ eolpae+ aq)])

= Tr(n) + Tr(nequd) + Tr(neqdp).

Pero €41 = —Mey y lo mismo se aplica a W, puesto que w,n € TP (A), y casi todos
los términos se cancelan usando la propiedad ciclica de la traza, salvo el concerniente
a la ecuacién (10.5), probando asi la compatibilidad. O
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10.1.2. Sprays métricos en espacios homogéneos

En esta seccién, H es un espacio de Hilbert complejo y separable, B(#) denota
los operadores acotados en 7 mientras que 5B(#)°, K(#) denotan respectivamente
los operadores de rango finito y los compactos. Seguimos la notacién del Apéndice D
de normas simétricas en sucesiones e ideales de operadores compactos.

Consideremos a los operadores de Hilbert-Schmidt 3, () con el producto interno

(a,b) = ReTr(ab*),

donde ahora Tr denota la traza infinita dada por Tr(x) = } <, (xen,en) y{€nin>1 €s
cualquier base ortornormal del espacio de Hilbert H (ver el la Seccién D.1.3 para maés
detalles), y le agregamos unidad de manera natural, considerando A = B;(H)®Cy

la norma
[k +All2 = VIIklz2 + A2

Si se prefiere, se puede considerar al dlgebra de matrices A = M, (C) con la norma
Frobenius :
lall2 = Tr(lal?) /2.

Observemos que estas son normas simétricas, por ende unitariamente invariante. In-
troducimos la métrica invariante a izquierda en los operadores inversibles, de acuerdo
a lo discutido en la Seccién 9.4

Vllg =llg~ V]2
Esta proviene del producto interno
(vywhg = (g~ 'v,g"'w) =ReTr(g” 'vw*(g") ") = ReTr((gg*)'vw")

para v, w cualesquiera y g inversible.

10.1.2.1. El spray métrico del grupo de inversibles

Procedemos a calcular el spray métrico para nuestros ejemplos de grupos inversi-
bles y sus espacios homogéneos. Esta cuenta es especialmente relevante ya que, como
vimos en la Seccién 9.4, esta métrica invariante a izquierda no es compatible con el
spray canonico del grupo de inversibles.

A partir de la expresién de la métrica se deduce que g,v = (pp*)~'v. Consideran-
do una curva de inversibles x(t) tal que x(0) = p, x(0) = z, obtenemos la expresién

Gup,2v = —(pp*) ' (zp* +pz")(pp*) 'V = —gp(zp* + Pz*)gpV.

Luego, de la expresién local del spray canénico (10.3) deducimos que (multiplicando
por 2 para trabajar con el doble de la parte real de la traza)

2(gpFp(v),z) = ReTr(gpFp(v)z* + Fp(v)*gpz).
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Por otro lado, el término de la derecha en (10.3), después de ciertas manipulaciones
usando la ciclicidad de la traza, es igual a

ReTr([gpwW gpp — gpVp gpVv — gpPV gpviz™+

+P*gpwWigp —VigpvpTgp —Vigppvigplz).

Como esto tiene que valer para todo z, se deduce (usando que p*g, =p~') que

Fp(v) :vp_1v+pv*gpv—vv*(p*)_1. (10.6)

1

Si tomamos w = p~ 'v, es decir llevamos la velocidad v al origen del grupo, se obtiene

p ' Fp(pw) = w? +wrw — ww.

10.1.2.2. Geodésicas

La ecuacién de las geodésicas se calcula como es usual a partir de o’ = F(a'),

obteniéndose
& = &+ o (oo) T & — &t (o)
esto es

1 1 1 1 1

o &= (aTa)? + (o &) o e — T ) (10.7)

Llamando B = o' &, la ecuacién de Euler se convierte en

p=I[B"Bl

Después de algunas experimentaciones, surge que la tnica geodésica del spray con
a(0) =g € Guy «0) = gv = g(x + 1y) (donde x,y € Ay, son la parte real e
imaginaria de v respectivamente), es la curva

a(t) = getx )2ty (10.8)

Una manera de probar que o verifica la ecuacién del spray es llamando w =
e 2tWxe?tV_ Entonces

& = o(w—1iy) + a2y = a(w + 1y),

con lo cual

o T =w+ 1y,

y €l lado derecho de la ecuacién (10.7) se convierte en

(w —I—iy)z +w—lyw+iy) — w+iy)(w—1iy) = w? —gz + 13wy —yw).
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Por otro lado, como & = &(w + iy) + aw, y W = 2i(wy — yw), entonces también se
verifica

1

o & = (w+ iy)? + 2i(wy —yw) = w? —y? +iBwy —yw).

Notemos que estas curvas pueden reescribirse como
a(t) = getV etV (10.9)

Observacién 10.1.4. La métrica invariante a izquierda del grupo general lineal, se
presenta de manera natural al estudiar el problema del cuerpo rigido generalizado
desde el punto de vista de la mecénica cldsica. Recomendamos al lector interesado el
excelente Apéndice 2 del libro de mecénica de V. I. Arnol’d [13]. El estudio del grupo
lineal con esta conexién, pero reemplazando la norma 2 por las normas p dadas por la
traza, puede encontrarse en el trabajo [9] del afio 2011, y es para destacar que el caso
no Riemanniano es mucho mas complejo y se desconoce una férmula general para las
geodésicas.

Observacién 10.1.5. Restringiendo el spray al grupo unitario, si consideramos p =
uelU,v=uv € Tul, con vj = —vg € Agn, la ecuacién del spray se reduce de la
siguiente manera

Fu(v) = Fy(uvg) =vu* v+ uv'v —wru = uv(z) — uvé + uv(z)
wd = vurv =vu v,

que no es otra cosa que el spray candnico del grupo. En particular la derivada de Levi-
Civita en campos invariantes a izquierda es VxY = 1/4[X,Y]. No es casual entonces
que las geodésicas (10.8) se reduzcan a los grupos a un pardmetro cuando la velocidad
inicial es anti Hermitiana (x = 0), es decir

CX(t) _ get(Ofiy)eZtig _ getiy

€s un grupo a un parametro.

Volviendo al caso general, a partir de la ecuacién del spray (10.6), polarizando
obtenemos la expresién de la forma bilineal I', que es, parag € Gy v =gx,w =gy €
T4G,

297 'Ty(gx, gy) = xy + yx + X"y + y*x —xy* —yx*.

Sean Xy = gV, Yq = gW campos invariantes a izquierda, con V, W € A. Definimos los
campos adjuntos como Xg = gV*, Yg = gW*. Entonces un simple calculo, usando que
la conexién del spray estd dada por VxY = Y'X —T'(X,Y), nos devuelve la conexién
de Levi-Civita del grupo de inversibles con la métrica invariante a izquierda dada por
la norma Frobenius

VxY = 12X Y+ [X, Y] + [V, X*]}, (10.10)
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donde [X,Y] = LxY denota como siempre el corchete de Lie de los campos dado
por [X, Y]y = g[V, W], etc. Atencién que esta expresién sélo es valida para campos
invariantes a izquierda; en el caso finito dimensional se extiende por linealidad a todos
los campos de manera usual usando que los campos en las direcciones de una base
del tangente, forman una base del espacio de todos los campos como mddulo sobre
C®(M).

La derivada covariante del spray es Dy = (1—T'(p, &). Para xc C M y 1 € Lev(«),
ponemos

p=ola, p= o .

Entonces un simple calculo nos devuelve la siguiente férmula concreta para la derivada
covariante:

o 'Dn = fu+ V2 {[B, 1l + [By w1 + [, BT} (10.11)

10.2. Calculo de variaciones

Estudiaremos en esta seccidn la geometria clasica de variedades Riemannianas
y pseudo Riemannianas con sus herramientas distintivas: el calculo de variaciones,
las coordenadas polares, el Lema de Gauss, la curvatura seccional. En esta parte
estudiamos la relacién entre curvas cortas y geodésicas del spray mediante el cadlculo
de variaciones. Nuevamente supondremos en esta seccién que la métrica es acotada
superiormente, es decir que (M, g) es una variedad Riemanniana débil.

Diremos que una curva v : [0,1] — M es admisible si es C' y con derivada no
nula a trozos, es decir existe m ={0 =1tp < - - < tnq1 = 1} de manera que v/
es C! y con derivada no nula, y ademés existen los limites

istie1)

lim y(t) =V(t), lm y(t) = V(1))

t—t t—t;
1 1

paratodoi=1,..,m.

Observacion 10.2.1. Sean : [0,1] — TM una curva C' y con velocidad no nula. Si
(M, g) es Riemanniana, entonces

d d
2 . el . _ = . 2 :2 . D- .
I Ml = 2 Imll (M, D) g
por (10.2). Luego
d,. 1 . .
—Inll = 757, Dan)g-
dt” || HT]H< y ~'n >9

Dada una curva admisible vy : [0, 1] — M, si ] = (—¢, €) es un intervalo, definimos
una variacién como una funcién continua v : Jx [0, 1] de manera que v(0,t) = y(t), vs

—p—
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es admisible para cada s fijo y la restriccién de v a los rectdngulos (—e, €) X (ti, tir1)
es dos veces diferenciable.
Diremos que la variacién es con un eztremo fijo si v¢(0) = y(0) para todo s €
(—e, €), y diremos que la variacién es propza si tiene los dos extremos fijos.
Denotaremos con ' a la derivada de v respecto de s y con "~ a la derivada de v
respecto de t. Denotaremos con Dy a la derivada covariante a lo largo de v (con t
fijo) y con D a la derivada covariante a lo largo v (con s fijo).

Lema 10.2.2. Sea (M, g) pseudo-Riemanniana. Entonces

1. Si v es una vartacidén de vy, entonces Dsv = DyVv’, es decir
D,/ V(s,t) = Dy, v'(s,t)
para (s,t) € ] x [0,1].

2. Sea y C M admisible con velocidad constante, sea n € Lev(y) suave a
trozos. Exziste € >0 tal que st ] = (—e,e) y v:] x [0,1] = M estd dada por

V(s,t) = exp, () (su(t)),

entonces v es una variacién de y con v'(0,t) = u(t). La variacién v es
propia st y sélo st u(0) = u(1) =0.

Demostracion. La prueba del primer item es trivial: los dos lados son iguales a
v/ —T,(v,v'), puesto que I' es simétrica y (v') =v'.

Respecto del segundo item, podemos suponer, refinando la particién, que los in-
tervalos donde v y u son suaves, son los mismos. Cubrimos también y con entornos
uniformemente normales (Seccién 6.2.1) y nos quedamos con un cubrimiendo finito;
trabajamos en cada intervalo de y que cae dentro de uno de estos entornos, para
poder tomar, en cada caso, s suficientemente pequefio como para que su(t) € T, (M
esté en el entorno del origen donde exp,, ;) es un difeomorfismo con su imagen. Se
sigue que Vv es suave en los rectangulos donde v lo era y ademds cada v es admisible
puesto que

Vs it expy () (sp(t)).

Como vy (t) = exp, )(Op(t)) = y(t), se trata de una variacién de y. Por otra parte,

d
v'(0,t) = s v = (€XPy (1)) wspu(t) 1(1) = p(t).
S1(0,1) s=0

Por 1ltimo, como

Vs(0) = expy (0)(sp(0)) ¥ vs(1) = exp, (1) (su(1)),

para todo s € ], se deduce que v es propia si y sélo si u(0) = p(1) =0. O

—p—
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10.2.1. Foérmulas variacionales

A continuacién presentamos la primera férmula de variacién para variedades rie-
mannianas y pseudo-riemannianas:

Teorema 10.2.3. Sean (M, g) Riemanniana, vy C M admisible con veloctdad
constante, u € Lev(y) suave a trozos. Tomemos

V(s,t) = exp,, () (su(t)),
la variacién propia de y del lema previo. Entonces

d

]_ —
(v) as| .,

1 n
L(vs) :AﬁJDmea+§3wmwun—wﬁ»g
i=1
(R, 7)) g — (1(0), Y10 ).

Demostracién. En primer lugar, como el integrando es continuo esta justificado de-
rivar debajo del signo integral. Ahora calculamos, usando la Observacién 10.2.1 y el
primer item del lema previo

d

. 1 . . 1 .
EHVHV = m(%DsW = —(¥,Dyv')

vl

con t € (ti,tiy1) fijo pues alli v # 0. Evaluando en s = 0, como vo(t) = y(t) vy
v (t) = u(t), obtenemos

4
ds

1
Vllv = =7 (7, Dew).
o v

Por otra parte,

L) = (Do + (1, Do)

Reemplazando esta expresion en la inmediata anterior, recordando que ||y|| = k = cte,
obtenemos

¥y = S 5, ) — (Do, 1)

d
k —
ds|_, dt

Integrando respecto de t en [ti, t; 1], se tiene

ti d
K J a
¢, ds

Sumando sobre i = 0,...,n tenemos la férmula del enunciado agrupando convenien-

ti
nwvzw»mm—j (De¥, w)dt.

i
ty

s=0

temente. O

—p—
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Corolario 10.2.4. Sean (M, g) Riemanniana débil y y:[0,1] — M.

1. Sty es una geodésica del spray, entonces es un punto critico de L para
toda variacion propia.

2. Siy es C' y punto critico de L (en particular minimal), entonces es una
geodésica del spray.

3. Sty es adaptada y punto critico de L (en particular minimal), entonces y

es una reparametrizacion de una geodésica del spray, en particular suave
en [0,1].

Demostracidn. Siy es una geodésica, es suave y €l término de la suma en el teorema
previo no estd presente. Ademds la integral es nula pues el integrando lo es.

Siy es C', el término de la suma no esta presente en el teorema previo. Si y es
minimal, en particular es un extremo de la funcional L para cualquier variacién, en
particular © = D¢y, y entonces debe ser Dyy = 0, es decir y es una geodésica del
spray.

Siy es suave a trozos y minimal, en particular es minimal en cada tramo donde
es suave (Observacién 8.1.13), luego es una geodésica alli. Luego

d n
0=L(y)==| Llve) =D (u(t),y(t;) —v(t{))g-

i=0

Para cada i = 1,..,n, elegimos f : [0, 1] — [0, 1] suave de manera que f = 0 excepto
en (t; —e,ty+€) y f(t;) = 1. Definimos = 0 en [0, 1] exceptuando en (t; — €, t; + €)
donde lo definimos como el transporte paralelo de

vi =y(ty) = V()
a un lado y al otro de t; (que estd bien definido pues a cada lado vy es suave),
multiplicado por la funcién f. Entonces u € Lev(y) es suave y todos los términos de

la suma se desvanecen salvo el i-ésimo, donde se obtiene
0= (u(te), ¥ty ) =¥t ) g = [¥(t) —v(t)|%

Se deduce que cada salto de y no es tal, y como y resulta suave por la unicidad debe
ser una geodésica del spray. U
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10.2.1.1. La variacién de la energia

Recordemos que la funcional energia se calcula, para curvas admisibles vy :
[0,1] — M, como

1
E(y) = /2 L 7|2 dt.

Esta no es invariante por reparametrizaciones, dejamos los teoremas analogos a los
de la funcional longitud como ejercicio para el lector (Ejercicio 10.v1).

Teorema 10.2.5. Sean (M, g) Riemanniana débil, y C M admaisible, n € Lev(y)
y v la variacién del teorema previo. Entonces st u(0) = u(1) =0, se tiene

d

ds

1 n
E(v,) = —JO (Dt gt + 3 (lty), ¥(6) — ¥(E ).
s=0 i=1

Corolario 10.2.6. Sean (M, g) Riemanniana y vy :1[0,1] — M.

1. Sty es una geodésica del spray, entonces es un punto critico de E para
toda variacion propia.

2. Siy es C' y minimal para la energia, entonces es una geodésica del spray.

3. Sty es una suave a trozos (adaptada) y minimal para la energia entonces
Y es una geodésica del spray, en particular suave en [0, 1].

10.3. Las geodésicas son localmente minimizantes

En esta seccién probamos resultados en algin sentido reciprocos de los de la
seccién anterior: alli vimos que toda curva minimal debe ser una geodésica (pero no
sabemos si dados dos puntos hay una curva minimal que los une), y que todas las
geodésicas son extremales (pero no necesariamente minimales). Comenzamos con un
lema técnico sobre el tensor de curvatura.

Lema 10.3.1. Sean (M, g) pseudo-Riemanniana, p € M, x,y,z € T,M. Entonces
1. <RP(X>U)Z»Z>9 =0,
2. (Rp(%,Y)x,2)g = (Rp(x,2)%,Y)g.

Demostracién. Para la primera identidad, probaremos que

(R(X,Y)Z,Z)q =0

—p—
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para toda terna de campos X, Y, Z en M, de donde se deduce la propiedad pues R sélo
depende del valor de los campos en el punto p. A partir de la propiedad (10.1), se
deduce que X(Z,Z) = 2(VxZ,Z). Luego

Y(X<Z, Z>) = Z(VnyZ, Z> + 2<sz, Vyz>.
Intercambiando X con Y y restando se deduce que
Y, XI(Z,Z) = 2((VyVx — VxVv)Z,Z).
Pero aplicando nuevamente la propiedad (10.1) al lado izquierdo se deduce que
Y, XI(Z, Z) = 2(Vivx1Z, Z).

Comparando los lados derechos de las tltimas ecuaciones, se tiene la propiedad al
revisar la definicién de R. Respecto de la segunda identidad, tiene una prueba andloga
que omitimos. O

10.3.1. El lema de Gauss

Teorema 10.3.2 (Lema de Gauss). Sea (M, g) pseudo-Riemanniana débil. Con-
sideramos vy : ] — M, y(t) = exp, (tz) una geodésica de M, con z € T,M.

1. Dados vyw € T,M sean € Lev(y) el dnico campo de Jacobi con n(0) =v,
Dn(0) = w. Entonces

LMY g = (2, + tw)p.
2. Para todo w € T,M y todo t € ] se tiene
((exp,, )stzZ, (6XD, )wtzW) g = (2, W)p.
3. Stv=0yw.Llz entoncesy L n para todo t € J.

Demostracion. Sea f(t) = (y(t),n(t))q. Se tiene %f(t) = (y,Dn) pues Dyy = 0.
Derivando nuevamente respecto de t se tiene

2
S0 = (1, D3 = (7, R, m)7) =0

para todo t € | por el lema previo. Luego f(t) = f(0) +tf’(0), lo que prueba el primer
item. La segunda férmula es un caso particular (v = 0) combinado con la expresién

T](t) = (eXPp)*tth

del Teorema 7.2.3, la tercera férmula es evidente a partir de la segunda. O

—p—
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10.3.2. Coordenadas polares

Observacién 10.3.3. Sean p € M, R > 0 de manera que
exp,, Br(0p) C T,M — Ug(p) = expp(BR(Op))

es un difeomorfismo. Si « : [a,b] — Ug(p) — {p} es admisible, consideremos I' =
exp]j1 oo : [a,b] = T,M. Sea r: [a,b] — (0,R) dada por r(t) = ||[I'(t)||p. Como I" # 0,
se deduce que T es suave a trozos y no nula. Seau: [0,1] = S={v:[v|, =1} Cc T,M
dada por

Entonces u también es suave a trozos, y ademds I' = ru. Como se verifica que «(t) =
exp, (r(t)u(t)), diremos que estas son las coordenadas polares de y.

10.3.3. Minimalidad de las geodésicas

Probamos primero una version clésica del teorema de minimalidad, asumiendo que
la métrica Riemanniana es acotada, es decir que la distancia inducida da la topologia
de la variedad M.

Teorema 10.3.4 (Minimalidad local de las geodésicas, (M, g) Riemanniana fuerte).
Sean p € M y R > 0 como en la observacién previa. Dado q € Ug(p), sea vp q
la geodésica del spray que une p,q, Yp,q(t) = exp,(tv) con v € Br(0p) C T,M.
Entonces

1. Sea 0 < ¢ < R. Entonces L(«) > ¢ para toda curva «: [0,1] - M admasible
que comienza en p, y se salga de U.(p) = expp(Bc(O)).

2. L(x) > L(vp,q) para toda curva o : [0,1] = M admuisible que una p con q, y
en particular d(p,q) = L(vp,q) = |[V[/p-

8. Vale la igualdad st y sélo si o es una reparametrizacién de vy q-

Demostracién. Sabemos que vy q(t) = exp,(tv) para algin v € T,M con |||, =
L(vp,q) <R.8eal C [0,1] la componente conexa del cero de o "U¢(p), entonces I =
[0, s) si « se sale de U, (p), con 7(s) := t1_1'2171‘(‘[) =cobien I =[0,1] si « C U.(p). En
cualquier caso, para 0 < 0 < s sea & la restriccién de « al intervalo IN{t > §}. Como
podemos suponer que « no vuelve a pasar por p (estamos acotando inferiormente su
longitud) podemos escribir as(t) = exp,(I'(t)) y con la descomposicién polar de I’
obtenemos o (t) = exp,, (r(t)u(t)). Luego

as(t) = (exp‘p Jeru (TU+TU) = f(expp )urult + T‘(eXPp )srult.

—p—
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Ahora bien, |[u|? = 1 luego derivando se tiene u | 1 para todo t. Por el segundo
item del Lema de Gauss, se deduce que

((expy ) srutty (€XPp)srult) g = (U, Wy = 0.
Entonces
”0(5“)”2 = ||1'”(expp)*mu||2 + ||T(epr)*ru1:LH2 2 f2||(expp)*mu\|2, (10'12)

es decir
[ois ()] = m”(expp)*ruu” = |7,

puesto que (exp, ).yt = ﬁ exp, (Tu) (con 7, u variables independientes), y €l trans-
porte paralelo es isométrico. Supongamos primero que « se sale de U, (p). Integrando
en [, s], obtenemos

S S
o= v(O)] = Ir(s) —r(0)] < | 1< | Jeis(0)] < Liots) < L),
Como 1(0) = r5(0), haciendo tender 6 — 07 se tiene L(x) > c.

Supongamos ahora que « : [0,1] — M une p con q. Como L(vp q) = [[v[[p <R,
tomando ¢ = R en el item previo, se sigue que si « se sale de Ug(p) entonces L(«x) >
R > L(yp,q). Supongamos ahora que « no se sale de Ug(p), entonces (1) =y =
exp, (1v) luego I'(1) =v, con lo cual r(1) = |[T'(1)[|, = [[v|][, y entonces

Ivilp —7s(0)] < L(as)

y haciendo tender § — 0* nuevamente obtenemos L(x) > ||v||,. Esto prueba que
Yp,q € minimal, y entonces d(p, q) = |[v||p = L(yp,q)-

Si L(e) = L(vp,q) = d(p,q), entonces « C Ur(p). Como « también es minimal,
es una geodésica del spray por el tercer item del Corolario 10.2.4, y como « C Ug(p),
debe ser una reparametrizacién de v, . Alternativamente, se puede argumentar que
si vale la igualdad, de (10.12) se deduce que debe ser

T ”(expp)*ruu” =0

para todo t, como r # 0 (salvo para t = 0) se deduce que (expp)*mu = 0. La
exponencial es un difeomorfimo, luego debe ser t = 0 o equivalentemente u(t) =
cte = u, y esto nos dice que x(t) = exp,(r(t)u), luego « es una reparametrizacién
de exp,, (tv) = vp,q(1). O

Se tiene la siguiente consecuencia del resultado local de minimalidad de las
geodésicas.

—p—
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Proposicién 10.3.5. Sean (M, g) Riemanniana fuerte y p € M. Existe ¢, > 0
tal que para todo 0 <1 < cp se tiene

expp(Br(Op)) = B.(p),

eXPp(Sr(Op)) =S5:(p).

Ademds exp,, es un difeomorfismo entre variedades en ambos casos.
El Lema de Gauss (Teorema 10.3.2) nos dice que los rayos geodésicos que
emanan de p son ortogonales a las esferas S.(p).

Demostracién. Tomando ¢, para que la exponencial esté definida y sea un difeomor-
fismo en B¢, (0,), se tiene que B+ (0), S;(0) son subvariedades de T, M, y exp,, |g, (0,)s
exp,, |sr(0p) son difeomorfismos con su imagen, siempre que 0 < r < cp. Si vemos
que exp,, es una biyeccién en cada caso, resultard difeomorfismo. Si vllp <7< cyp,
entonces tomando y(t) = exp, (tv), ¢ = exp, (v) se verifica que v es minimizante por
el Teorema de minimalidad local (Teorema 10.3.4) y

d(q,p) =Lly) =|vlp <,

luego exp, (B+(0,)) C B:(p). Reciprocamente, si d(p,q) < r entonces q € U,(p)
porque cualquier curva que se sale de U, (p) tiene longitud > v por el teorema de
minimalidad local. Existe entonces una unica geodésica y C U,(p) con velocidad
inicial en B,(0,) tal que q = exp,(v), y [[vl, = d(p,q) < T, luego vale la otra
inclusién.

La segunda afirmacién para S;(p) tiene una prueba idéntica.

Respecto del Lema de Gauss, sean y(t) = expp(tv) y q =exp,(v),cond(p,q) =7
y w € T4S:(p). Tomemos 3 C S,(p) tal que B(0) = w, entonces se tiene f(s) =
dg(ﬁ(s),p)2 = 12 en un entorno de cero, y tomando para cada s el vector v(s) =
exp];1 B(s), se verifica ||v(s)||, = 7, v(0) = v. Derivando f en s = 0 se obtiene
0 = 2(v,v'(0))p-. Pero B(s) = exp, v(s), luego w = B'(0) = (exp,).,v'(0), ¥ por el
segundo item del Lema de Gauss,

v(1),w) = <(expp)*vvv (expp)*vv’(0)> = (v,v'(0)) = 0.

10.3.3.1. Variedades Riemannianas débiles

Si consideramos una métrica Riemanniana en la variedad M que sélo sea acotada
superiormente, perdemos la minimalidad de las geodésicas.

—p—
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Observacién 10.3.6. Usamos || - || para denotar la norma del espacio de Banach E
que modela M, y en este caso denotamos

Br(0p) ={ve T,M:|v]| <R}

a la bola abierta con la topologia de E, con R suficientemente pequeflo como para
que Ugr(p) = expp(BR(Op)) sea un entorno normal de p en M. Consideramos las
coordenadas polares de « como en la Observacién 10.3.3, donde v = ||I'||,, denota
ahora la norma de I" con la métrica Riemanniana de M.

Se tiene el siguiente resultado de minimalidad respecto de curvas que no salen

del entorno normal.

Teorema 10.3.7 (Minimalidad local de las geodésicas, (M, g) Riemanniana débil).
Sean p € M, R > 0 como en la observacién previa, Yp q la geodésica del spray
que une p, (. Entonces

1. L(«) > L(vyp,q) para toda curva o :[0,1] — Ug(p) admisible que una p con

qg.
2. Vale la igualdad en el item previo st y sélo st « es una reparametrizacion
de ’Ypyq .
Demostracion. Sea I’ = exp];1 o, entonces I'(1) = v, con lo cual v(1) = ||v||,. Razo-

nando como en el Teorema 10.3.4, se tiene

L(vp,q) = [Vllp = Ir(1) = r(0)] < L(x).

Si L(et) = L(vp,q) = d(p,q), como o también es minimal, es una geodésica del
spray por el tercer item del Corolario 10.2.4, y como « C Ug(p), debe ser una
reparametrizacién de yp 4. Alternativamente, se puede argumentar que si vale la
igualdad, de (10.12) se deduce que debe ser

T ”(expp)*ruu” =0

para todo t, como r # 0 (salvo para t = 0) se deduce que (expp)*mu = 0. La
exponencial es un difeomorfimo, luego debe ser t = 0 o equivalentemente u(t) =
cte = u, y esto nos dice que x(t) = exp,(r(t)u), luego « es una reparametrizacién

de exp,, (tv) = vp,q(1). O
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10.3.4. Las curvas continuas minimales

En general, sabemos que una curva suave a trozos que es minimal debe ser una
geodésica. Pero este resultado se puede extender a curvas rectificables, lo cual resulta
util para comparar estos resultados con el Teorema de Hopf-Rinow métrico (Teorema
8.2.3).

Proposiciéon 10.3.8. Sea (M,g) Riemanniana fuerte. Supongamos que 7y :
0,1 - M es una curva continua rectificable tal que {(y) es minimal, es de-
cir, realiza la distancia Riemanniana entre los extremos. Entonces Yy es una
reparametrizacion de una geodésica corta del spray.

Demostracién. Como todo punto py = y(t) tiene un entorno normal de manera
que en un entorno de él la exponencial estd definida por lo menos en la bola B,
del tangente, tomando un cubrimiento de la imagen de vy por entornos normales y
extrayendo un subcubrimiento finito, resulta que existe R > 0 de manera que, pa-
ra todo t € [0, 1], exp, (1 estd definida en Bg(0) C T,, M. Tomamos una particién
7t = {ti} del [0,1] de manera que d(y(ti),y(ti+1)) < R. Basta probar que y es una
reparametrizacién de una geodésica minimal en el intervalo [ti,ti, 1], ya que en ese
caso se obtiene una geodésica a trozos que es minimal, y por el tercer item del Co-
rolario 10.2.4, y es una geodésica del spray. Sean p = y(ti), q = y(ti4+1) y notemos
que y restringida a este intervalo sigue siendo minimal. Como d(p, q) < R, existe
geodésica minimal que los une. Supongamos que existe x € y entre p, q tal que x ¢ 3.
Como d(p,x) = €(vp,x) < lvp,q) < R, existe una geodésica corta |11 que comienza
en p y termina en x. Anédlogamente, como d(x, q) = £(vx,q) < €(vp,q) < R, existe una
geodésica corta que comienza en q y termina en 1, llamaremos p, a esta geodésica
pero revertida, es decir, a la geodésica corta que comienza en x y termina en q. Sea
i = p2 § 11 que es una curva admisible que une p con . Entonces

LW = L) +Lk2) = dlp,x) +d(x, q) = Uvlp,x) + vlx,q)
= e(v|p,q) = d(P» q)a
lo que prueba que p es corta. Entonces es una reparametrizacién de {3, luego x € 3,
y esto es absurdo. O

10.3.5. La esfera, grupos unitarios y la Grassmanniana

En algunos casos es posible estimar directamente el radio R de minimalidad del
Teorema 10.3.4.
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10.3.5.1. La esfera de un espacio de Hilbert

Ejemplo 10.3.9. Un ejemplo importante donde se pueden calcular los radios de in-
yectividad de la exponencial, es la esfera S de un espacio de Hilbert H. Dado p € S,
sea p’ € M su opuesto. Afirmamos que Br(p) = S — {p’} es un entorno normal de
p con las propiedades deseadas, para R = 7. En primer lugar, la exponencial esta
definida en todo el tangente T, M, para todo p € S. En segundo lugar, a partir de la
expresién explicita de la exponencial que obtuvimos en la Seccién 7.6,

k
exp, (v) = cos(k)p + Se?{( )v
parav € T,§ = span(p)t y k = ||v||, no es dificil ver que esta es inyectiva para

k < , pues p,Vv son linealmente independientes, de hecho ortogonales. Denotando

g(k) = Senk(k], h(k) = M

enw € T,M = span(p)~ es

, un calculo sencillo nos dice que su diferencial

(expp)*vw = —g(k) (v, w)p + h(k){v,w)v + g(k)w.

Este es un operador acotado, entre los espacios de Hilbert de la misma dimensién
Ho = span(p)t y Hi = span(expp(v))L. Si fuera (exp,).ww = 0, haciendo el
producto escalar contra p se obtendria

—g(k)(v,w) = 0.

Como g(k) # 0, se deduce que w = 0. Por otra parte, dado z € Texpp ()3 ={cos(k)p+

g(k)v}*, entonces tomando 1 = #(k)(v, z) -que estd bien determinado siempre que

k < 7- aseveramos que

1
g(k)

verifica w € T,S y exp,, w = z (Ejercicio 10.1x). Esto prueba que esta aplicacién

w (z+ g(k)rp — h(k)rv)

diferencial es un epimorfismo, y en consecuencia, un isomorfismo.

Ahora, dado q € S —{p’}, existe una tnica geodésica y del spray que une p,q, y
esta geodésica verifica y C S —{p’}. Se deduce de aqui que si q € S —{p’}, la tnica
geodésica del spray

sen(|(wl|t
Youa(t) = exp (tw) = cos([[wi[t)p + W

que une p con ( (que es un circulo méximo que pasa por p,q) es la tnica curva
minimal que une p con q y en particular

d(p,q) = L(vp,q) = W]l <.

—p—
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Por otra parte, a partir del hecho de que vy, (1) = g, un simple despeje nos muestra
que
d(p, q) = [[w]| = arccos((p, q)).

Como S se obtiene como la clausura de S —{p’}, se deduce que d(p,p’) = 7, y por
otra parte cualquier circulo maximo que una p con q tiene longitud 7, lo que muestra
que hay infinitas geodésicas minimales que unen p,p’ en S (exceptuando el caso
dim# = 2, donde sélo hay dos de ellas).

10.3.5.2. El grupo de operadores unitarios

Recordemos que para la métrica invariante a izquierda dada por la norma Frobe-
nius en el grupo unitario, el spray métrico es exactamente el spray candnico, luego
las geodésicas son grupos a un parametro. Recordemos también que dados u,v € U,
si lu—v| < 2 existe un dnico z € g = Aqn con |z|| < Ty v = ue* (aqui y en
este ejemplo || - || denota la norma uniforme del dlgebra). Por ultimo, recordemos que
si A es un algebra de von Neumann (por ejemplo si A = M,,(C)), entonces incluso
cuando ||lu—v| = 2 existe z € Aqn de manera que ||z|| = Ty v = ue®. En todo caso el
conjunto de los v a los que se puede llegar con los grupos a un parametro que parten
de v y tienen como exponente elementos de norma uniforme menor que 7, forman un
abierto denso en U.

De acuerdo a la caracterizacién de la diferencial de la exponencial (Lema 3.1.14),
si v,w € A se tiene
1

exp,,(w) = exp(v +tw) = J el vypetvat
0

t
= e"Fladv)w = [G(adv)w] e
con F, G : C — C las funciones enteras dadas por

1—e e —1
F(A) = — G(A) = y

De la dltima férmula se deduce que la diferencial es inversible si y sélo si
o(adv) N{2kmi: k € Zyo} = 0.

En particular, si ||z|| < 7, entonces ||adz|| < 2||z|| < 27t con lo cual r(adz) < 27y se
tiene que la diferencial es inversible. Luego en el abierto denso {||lu— V|| < 2} C U la
exponencial en u dada por exp,, (z) = ue* es un difeomorfismo y podemos aplicar el
teorema Riemanniano de minimalidad local.

Sea §(t) = ue'® con u,v,z como antes (||z|| < 7). Notemos que, como & = §z,
entonces L,(8) = ||z||2, mientras que que para la métrica de Finsler b = || - | (dada
por la norma uniforme del dlgebra) se tiene Ly (8) = ||z]|.

—p—
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Observemos que para x € M,,(C), se verifica

x|| = max Ay < /A2 4 +A2 = (Trx*x) 7 = [|x||2

con A; los autovalores de |[x| = vx*x. En el caso de traza infinita, si A = B,(H)
denota los operadores de Hilbert-Schmidt (ver el Apéndice D.1.3), consideramos el
grupo unitario cldsico de Lie-Banach dado por

Uys :{LLGUZLL—] 682(7‘[)}

cuyo espacio tangente en la identidad se identifica con los operadores de Hilbert-
Schmidt antihermitianos. Se recomienda ver el libro de Pierre de La Harpe [44] donde
se estudian anélogos en B(H) (con H infinito dimensional) de los grupos de Lie clasicos
introducidos en la Seccién 4.2. Evidentemente, también se tiene

oo 1/2
1
x||= max < A2 =Tr(x*x) 2 = ||x
Il = méx < (;1 ) ()2 =[xl

donde A; es el espectro (discreto) de |x|, que se acumula unicamente en el cero por
ser todo operador de Hilbert-Schmidt un operador compacto en B(H). Luego su-
pondremos asimilado el caso de matrices como caso particular de los operadores de
Hilbert-Schmidt, aunque haya otros aspectos fundamentales de la teoria donde hay
notables diferencias, para los propésitos del préximo teorema serd correcto razonar
de esta forma. La propiedad esencial en ambos casos es que la métrica Riemanniana
introducida es acotada.

Por otra parte, para un &dlgebra C* infinito dimensional pero con traza finita
7 (ver el Apéndice D.2.1), supondremos que la misma estd normalizada, es decir
que T(1) = 1. Como una traza es en particular un estado del &lgebra, se verifica
|Itll = T(1) =1, con lo cual se tiene en este caso la desigualdad inversa

1
X[l = T(x"x)Z <[

Observemos que en este caso la métrica es sélo acotada superiormente.

El siguiente teorema reune los resultados concernientes a geodésicas minimales
en este contexto, conocido como dlgebras de operadores con traza. Estos resultados
estan adaptados de los trabajos [4, 7] de E. Andruchow y G. Larotonda.

Teorema 10.3.10. Sea U el grupo unitario de un dlgebra de operadores con traza
con la métrica invariante a izquierda g, dada por

W) g, = (Wv,u"w), = Tr(uv(uw)*) = =Tr(vowo)

para v =uvo, W = uwp € UWAqsn = Tyl (o bien T en lugar de Tr en el caso de un
dlgebra C* con traza finita). Entonces

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 289 $

10.3. Las geodésicas son localmente minimizantes 289

1. El spray candénico Fy (v) = vu*v cowncide con el spray métrico.

2. Stu,v el y||lu—v| < 2, existe un dnico z = log(u*v) € Aqn tal que v = ue?,
y el grupo a un pardmetro §(t) = ue'* es la unica geodésica minimal del
spray que une v,u. En particular

d2(u,v) = [z]|2 = [[log(w™V) |2

3. St el dlgebra es de von Neumann finita y ||lu— V| = 2, existe z € Aqn tal
que ||z|| = 7 de manera que la curva a un pardmetro con velocidad z es
una geodésica corta que une u,v. Esta geodésica no es unica.

4. St el dlgebra es finita, entonces el didmetro geodésico de la variedad Rie-
manniana (U, g2) es ezactamente .

5 St A= By(H) (los operadores de Hulbert-Schmidt) entonces el didmetro
geodésico de (Uns,g2) es infinito, y st |[lu— V|| = 2 siempre eziste alguna
geodésica corta que los une. FEsta geodésica corta no es unica: la cantidad
Tw,v de exponentes z que se pueden hallar que conecten u,v depende de la
multiplicidad de —2 como valor espectral de w—v, siendo n,, , =2 cuando
la multiplicidad es 1, y ny,, = oo cuando la multiplicidad es > 1.

Demostracién. Que el spray candnico coincide con el spray métrico es la Observacién
10.1.5. Si Ju — V|| < 2, u*v tiene un unico logaritmo analitico antihermitiano z, y
como —1 € o(u —v), se tiene ||z|| < 7. La curva 5(t) = ue'® es una geodésica del
spray que une u con v = ue®, y exp,(z) = ue* es un difeomorfismo para ||z| <
7. La prueba de que § es corta (y en particular ||z|]|; = da(u,V) es cierto) puede
hallarse para operadores de Hilbert-Schmidt en el trabajo [7] de E. Andruchow y G.
Larotonda, mientras que la prueba para algebras finitas puede hallarse en el trabajo
[4] de Andruchow.

Si el algebra es de von Neumann, u*v tiene logaritmos Borelianos z (ciertamente
no dnicos), y si |[u—v|| = 2 se pueden elegir de norma ||z|| = 7 (ver la Seccién 4.5.1.1).
Como d,(u,v) = ||z||2 < ||z|| < 7 para todo u,V, se sigue que el didmetro geodésico es
exactamente 7t si consideramos uw = 1, v = —1, con z = 7, pues ||z|; = Tr(z*z)z = m.

SiUd = Uys, dado M > 0 consideramos cualquier sucesién de nimeros reales
{xn} C  que verifique sup|x,| < my Y |xn|? = M?. Fijada una b.o.n. {e,} del
espacio de Hilbert separable H, sea u =1,

z= Z ixn{en,-)ex-

Entonces z es un operador compacto antihermitiano que verifica ||z|| < 7. Pero ademas
llzll2 = V2 Ixnl*> = M, en particular z es un operador de Hilbert-Schmidt. Sea

—p—
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v = e* € Uys. Entonces d(1,v) = ||z||2 = M lo que prueba que el didmetro del grupo
es infinito.

Siu, v € Uys verifican |[lu—v|| = 2, podemos suponer que u = 1 por la invariancia
de la métrica. Sea x operador de Hilbert-Schmidt tal que v =1+ x. Entonces v—u =
v —1 = x es un operador de Hilbert-Schmidt con ||x|| = 2. Como |[v—1|| = 2
es equivalente a —1 € o(v), esto a su vez es equivalente a —2 € o(v—1) = o(x) (y
2ett ¢ o(x) parat # 7 pues o(v) C S'). Como el espectro de x sélo se puede acumular
en cero, —2 es un punto aislado de o(x) (de hecho, un autovalor con multiplicidad
geométrica finita). Sea po el proyector asociado al autoespacio del autovalor —2, este
debe ser un proyector de rango finito. Entonces, como 1 4+ x = v es unitario, y x es
compacto, debe ser

x =—2po + Z(eiek — px
k>1
donde py son proyectores disjuntos asociados a los autoespacios de autovalor e*fx
(16x| < 7r) del operador v, y ademds {pj};>o son disjuntos y suman la identidad, es
decir Z]. p;& = & para todo & € H. También se tiene

v = x+1 :1—2po+Z(eiek—1)pk
Kk>1

= —2po+ ) (e —Dpi+) py=—po+ ) epr.

k>1 j k>1

Como x es Hilbert-Schmidt, debe ser

00> Y [e¥ =12 =) 2(1 —cos(6y)).
k k
Definimos
z=2z9+zi = mipo + Z 10k px.
k
Entonces z es un operador compacto y autoadjunto, con e* = v, de hecho ||z|| = m,
213 = Z 101|* + 2.

Como 0y — 0 (pues el espectro de x se acumula en cero) entonces existe una constante

C > 0 tal que 1 — cos(0y) > C|0x|* para k > ko, probando que ||z|, < oo, es decir
que z es un operador de Hilbert-Schmidt. Luego 5(t) = e'* es una geodésica corta de

mientras que

Uys. La multiplicidad de los posibles z tales que e* = v se sigue del siguiente hecho:
elegimos una base {e;i}i—1..n del rango de po, y escribimos

n n
Po=) ei®ei =) (e")e
i=1

i=1

—p—
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Entonces la componente zy = mipo de z puede cambiarse por

n
zh = niZ(—])“iei ® e
i=1
H . / .
donde o; = +1. Como eT¢i®ei — _e; @ ey, se tiene e?0 = —po para cualquier base

del rango de po, para cualquier eleccién de los «;, lo que nos dice que hay infinitas
elecciones de z posibles, luego hay infinitas curvas cortas que unen 1 con v en Uys.
La tinica excepcidén es cuando n = 1, en ese caso hay sélo dos posibles elecciones de
z} que son +ej ® e, luego hay sélo dos posibles elecciones de z. O

Observacién 10.3.11. Hay un detalle importante para remarcar del teorema previo.
En el caso de métricas acotadas (matrices y operadores Hilbert-Schmidt), el teorema
de minimalidad local (Teorema 10.3.4) nos dice que en el entorno de la identidad
dado por

B={e":Vv'=—v, |V]2<7}

las curvas cortas que unen u € B con la identidad son geodésicas (grupos a un
pardmetro de la exponencial), puesto que ||v|| < ||v||2 < 7 garantiza que la exponencial
es un difeomorfismo; ademas este entorno es éptimo desde el punto de vista del
Teorema 10.3.4, pues si admitimos que ||v||2 = 7, podemos hallar v tal que exp,, no
es inversible (basta tomar v =7me ® e con e € H de norma unitaria). Sin embargo el
teorema previo asegura el resultado para el abierto denso

W={e":w'=—w, |w|<m={ueld:|u-1| <2}

y cabe notar que la inclusién B C W es estricta.

10.3.5.3. El grupo de unitarios con la norma uniforme

Ahora estamos interesados en la curvas cortas del grupo unitario pero para la
métrica de Finsler b inducida por la norma uniforme, que no es una métrica
Riemanniana. Afirmamos que se trata nuevamente de los grupos a un pardmetro.
Aqui U denota el grupo unitario de un espacio de Hilbert de dimensién finita o
infinita.

Teorema 10.3.12. Si §(t) = ue'® con ||z|| < 7 y u,v € U, entonces

1
Lo(8) = 12l < Lo(a) = J &t
0

para toda curva @« C U admisible que una u con v, y en particular

do (1, v) = [Iz].

—p—
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Demostracién. Observemos en primer lugar que —z? > 0 por ser z* = —z. En el

caso finito dimensional, tomamos el autovector de —z?

correspondiente al autovalor
|1z2|| = ||z||?, ¥ lo normalizamos para obtener & € H unitario tal que —z?¢& = ||z||&.

En el caso infinito dimensional, se puede hallar un autovector normizante y uni-
tario de la siguiente manera: tomando un estado p € S(A) tal que p(—z?) = ||2?| =
|z||?, construimos la representacién GNS del algebra inducida por p y considera-
mos & = [1] € H. Como muestra el Lema B.3.17 del Apéndice, se verifica también
—2z2 . & = ||z||*E. Seay = & - &, entonces como 5(t) es unitario para todo t, se tiene
v C S, la esfera del espacio de Hilbert . Observemos que y(t) = uze'® - &, luego si

usamos || - ||¢ para denotar la norma del espacio de Hilbert
VOl3 = —(2%e' - £ et &) = —(z* - &, &) = |l2]* | &]1F, = ||z]1%,
con lo cual Lg(y) = ||z|| < 7. Derivando nuevamente y se tiene
V(1) = uez? - £ = —z|*y = —Ls(v)*y,

luego v es una geodésica de la esfera con longitud menor o igual a 7w y por ende
minimal. Si « era cualquier otra curva uniendo u,v € U, y consideramos p(t) = «- &,
se tiene que 3 debe ser por lo menos tan larga como vy, y entonces

1

1
2]l = Ly(6) = Ls(5- £) < Ls(a- &) = L léc- Ell < L 1] = Lo (o).

O

Este resultado se debe a C. J. Atkin [14, 15], donde el autor prueba el mismo junto
con otros resultados similares para el grupo ortogonal y los grupos unitario y orto-
gonal simplécticos, usando técnicas introducidas por Putnam y Wintner en [76, 77]
sobre logaritmos de operadores ortogonales en B(#). Cabe mencionar que la prueba
que presentamos es una variacién de la de Atkin, introducida por Porta y Recht en el
contexto de la Grassmanniana [75]; en ese contexto, en forma independiente, N. Sali-
nas obtiene el mismo resultado y da una estimacién de la relacién entre la distancia
geodésica y la distancia lineal [83].

10.3.5.4. El grupo de unitarios con normas simétricas

Un caso que contiene al de la seccién previa y al de los operadores de Hilbert-
Schmidt, es el siguiente. Dada una norma simétrica || - ||z en B(#H) (seguimos aqui la
notacién del Apéndice D.1.2) podemos considerar la métrica en el dlgebra de Lie del
grupo de operadores unitarios dada por

VIl = [u™vlz = |[vllz

—p—
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para v € T, U. Se considera en el caso infinito dimensional el grupo unitario
Ur={ueld:u—-1¢c1}

y este resulta grupo de Lie-Banach cuya &lgebra de Lie-Banach son los operadores
antihermitianos de 7.

Al igual que en los casos anteriores, es clave considerar la bola de radio 7t en la
norma uniforme, puesto que alli la exponencial es un difeomorfismo. Por ser la norma
unitariamente invariante, el spray candnico del grupo F,, (v) = vu*v es compatible con
la métrica y las geodésicas son nuevamente los grupos a un pardmetro. Se tiene el
siguiente teorema, cuya prueba puede hallarse en un trabajo de J. Antezana, G.
Larotonda y A. Varela [11].

Teorema 10.3.13. St u,v = ue* € U con z € Z, consideramos la geodésica
5(t) =uet®. Entonces

1. Si|z|]| <7, la geodésica es minimal entre sus extremos.
2. Dados u,v € Ur existe z € T tal que ||z|| <7y v =ue=.

3. St la norma simétrica es estrictamente convera (Observacién 9.4.2), para
llz|| < 7 (equivalentemente, para ||u—v| < 2) esta geodésica es unica.

4. La multiplicidad de geodésicas uniendo w,v con ||[u—v| = 2 se computa
como en el dltimo item del Teorema 10.3.10.

Este resultado es excepcional porque seglin veremos en la Seccién 10.4, es usual
que en dimensién infinita no existan geodésicas minimales que unan puntos suficien-
temente lejanos.

10.3.5.5. La Grassmanniana

Dado un proyector autoadjunto, y un ideal simétricamente normado Z C B(H)
podemos considerar la Grassmanniana dada por la érbita

Oz(p) = {upu* :u € Uz}

En el caso en que 7 son los operadores de Hilbert-Schmidt, esta se conoce como
Grassmanniana de Sato o Grassmanniana reducida. En ese caso, la variedad fue
estudiada por Z. Kovarik en [54], y los autores prueban alli que si [[lupu* —vpv*| < 2,
entonces la tinica geodésica que une estos puntos (ver 7.6.6) es minimal para la norma
de Hilbert-Schmidt. En un trabajo reciente, Andruchow y Larotonda [7] extienden
este resultado a toda la Grassmanniana de Sato, probando que si la distancia uniforme
lineal es exactamente 2, existen infinitas geodésicas cortas que unen upu* con vpv*

—p—
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(comparar con el Teorema 10.3.10). Se prueba también en [7] un resultado andlogo
para las normas p de Schatten, con p > 2. A partir del resultado enunciado en el
Teorema 10.3.13, no es dificil deducir un resultado anélogo para la Grassmanniana,
el cual dejamos como ejercicio (10.1v).

Teorema 10.3.14. Sea z* = —z € Z, p un proyector autoadjunto de B(H), d(t) =
et*pe~'*. Entonces

1. Si||z|]| £ m, la geodésica es minimal entre sus extremos cuando se la mide
con la norma || - ||z.

2. Dados u € Uz, existe z € T tal que ||z]| < y u=e*, y por ende dados dos
puntos p,q en Orz(p) existe siempre una geodésica corta que los une. Esta
es dnica st ||q —pll <1 y la norma simétrica es rotunda.

3. La multiplicidad de geodésicas uniendo p,q con ||p —q|| = 1 se computa
como en el dltimo item del Teorema 10.3.10.

10.4. Existencia global de geodésicas cortas

En esta seccién probamos que, en dimensién finita, existen geodésicas cortas siem-
pre que la variedad sea completa, reforzando asi el teorema de Hopf-Rinow métrico.
El primer resultado en esa direccién es el siguiente teorema, de interés independiente,
con una prueba adaptada del libro de Lang [58].

Teorema 10.4.1. Sea (M, g) Riemanniana, coneza y de dimension finita. Su-
pongamos que existe p € M tal que D(expp) = T,M. Entonces para todo q € M
eriste una geodésica del spray corta que une g con p.

Demostracién. Tomamos c suficientemente pequefio como para garantizar las condi-
ciones de la Proposicién 10.3.5. Sea q € M, si q € B.(p) el resultado queda probado
por esa proposicién. Supongamos entonces que q ¢ B.(p), es decir d(q,p) > c. Como
M tiene dimensién finita y exp, (Sc(0p)) = Sc(p), este Gltimo es compacto y por ende
existe al menos un punto r € S.(p) tal que

d(q>T) = d(q) Sc(p))»

es decir un punto que minimiza la distancia de q a la esfera S.(p). Sea v € T,M,
[vl[p =1 tal que exp,(cv) = r. Afirmamos que y(t) = exp(tv) es una geodésica corta
que una p con (, para to = d(p, q). Es decir, estamos usando la estrategia de apuntar
en la direccidén correcta y luego probar que la flecha alcanza su objetivo. En primer
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lugar observemos que, para cualquier curva & que una p con (, esta debe atravesar
Sc(p) al menos una vez, digamos en un instante t;, luego

L(v) =L(vio,;) + Ly, , 1) = ¢+ d(Sc(p), q) = dlp, ) + d(r, q).

Entonces d(p, q) > d(p,r)+d(r, q), y como la otra desigualdad siempre vale, se tiene
d(p,q) = d(p,r) + d(r,q). Sea ] C [0, d(p, q)] €l conjunto de los t tales que

d(p, q) = t + d(y(t), q). (10.13)

Como 0 € ] y d es continua, ] es cerrado y no vacio. Sea m = méx J, si vemos que
m = d(p, q) = to entonces el resultado estaria probado pues d(y(to), q) = 0 implica
v(to) = q. Supongamos que no es asi, es decir 0 < m < d(p,q). Sea x = y(m) y
tomemos & > 0 pequefio para que Ss(x) sea difeomorfa con la esfera del tangente
en x, y tal que q ¢ Bs(x). Veremos que m + & € J lo cual es absurdo y prueba que
m = d(p, q) concluyendo asi la prueba del teorema. Para ver que m+96 € J, repetimos
el argumendo precedente. Existe y € S;(x) tal que

d(x,q) = d(x,y) +d(y,q) = 8+ d(y,q).
Reemplazando m en la ecuacién (10.13), tenemos que
d(p,q) =m+d(x,q) =m+5+d(y,q)

Afirmamos que y = y(m+0), y usando la tltima ecuacién esto probaria que (10.13)
vale para m + 8. Se tiene

d(P)H) > d(P» q) - d(y»Q) = m+6)

mientras que si consideramos los segmentos geodésicos del spray que unen p con x
y x con y tienen longitud m y 6 respectivamente, luego este camino dado por dos
geodésicas una a continuacién de la otra da la distancia entre p e y, y por el tercer
item del Corolario 10.2.4 se trata de una geodésica del spray. Como coincide en el
primer tramo con vy, debe tratarse de y todo a lo largo de [0, m + 8], probando que
y=vy(m+35). O

Antes de proseguir presentamos un ejemplo para ilustrar cémo puede fallar el
resultado previo en dimensién infinita, extraido de la Tesis Doctoral de J. McAlpin

[64].

Ejemplo 10.4.2. Sea 7{ un espacio de Hilbert de dimensién infinita, {en}n>0 una base
ortonormal de H. Sea A € B(H) el operador autoadjunto dado por

A(Z Xnen) = Z AnXn€n

n>0

—p—
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donde ap=Tya, =1+ 2% para n € N. Entonces es facil ver que A es inversible, de
hecho ||v|| < ||Av|| para todo v € H, y ademas ||Av|| = ||v|| si y sélo si v € span(eop).
Sea S C H la esfera unitariay sea M = A(S). Entonces M C H es subvariedad regular,
a la que le damos la métrica Riemanniana como subespacio de H. Observemos que
A fija ep,—ep € S, es decir ep,—ep € M. Afirmamos que no existe curva corta que
una estos puntos en M. Sea § C M que une estos puntos, sea x = A~ ' que es una
curva en S que une ey, —ep. Entonces B = A& y si reparametrizamos « para que
tenga velociadad constante se tiene

1B = |A&t)]| > &(t)] = L(x) >,

con lo cual dp(eg, —eg) > 7. Por otra parte, se tiene la igualdad L () = 7t dnicamente
si [|Ac(t)]| = ||&(t)|| para todo t € [0, 1], puesto que de ser estrictamente mayor en un
to el término de la izquierda, por continuidad seria mayor en un intervalo y entonces
L(B) > . Pero la igualdad sélo es posible si o(t) = A(t)eg con A : [0,1] — R una
funcién C' a trozos, con lo cual B = Ax no podria unir ey, —ey en M. En resumen,
cualquier curva en M que una estos puntos tiene longitud estrictamente mayor que
7t. Veamos que dp(eo, —eo) = 7t para concluir que no hay ninguna curva corta que
los una. Ya tenemos una desigualdad, probemos la otra. Sea

o (t) = cos(7tt)eo + sen(7t)en,

que es una geodésica corta que une ey, —ep en S. Tomemos 3, = Ax,,. Entonces 3,
une ep, —ep en M y ademas

1B (t)]|> = 72 [sen?(mrt) + cos®(mt)(1 + zln)z

Luego L(B) — m, v se deduce que dp (e, —€p) < 7, luego dm (e, —€0) = 7t

En dimensién finita, sin embargo, se tiene el siguiente resultado que se deduce del
Teorema de Hopf-Rinow métrico y el Teorema previo.

Corolario 10.4.3 (Hopf-Rinow en variedades Riemannianas). Sea (M, g) Rieman-
niana, coneza y de dimension finita. Son equivalentes:

1. (M, dg) es un espacio métrico completo.

2. M es geodésicamente completa.

3. Eziste p € M tal que D(exp,) = T,M.

4. Todo conjunto cerrado y acotado de (M, dy) es compacto.

En cualquiera de estos casos, para todo x,y € M ezxiste una geodésica corta del
spray que los une.

—p—
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Demostracién. Las implicaciones 1 = 2 = 3 las probamos en la Proposicién 9.2.1,
para variedades de Finsler sin restricciones de dimensién. Supongamos que vale 3.
para algin p € M, sea C C M un conjunto cerrado y acotado. Existe r > 0 tal que
C C By (p). Por el Teorema 10.4.1, para cada punto x € C hay una geodésica corta
Yx(t) = exp, (tvx) que comienza en p y termina en x, es decir

> d(x,p) = Llyx) = [[vx|lp-

Entonces C C exp, (B+(0p)) y como M tiene dimensién finita B,(0,) C T,M es
compacto con lo cual C es un cerrado dentro de un compacto y en consecuencia
compacto.

Ahora supongamos que vale 4. y sea {x,} C M de Cauchy. Entonces estd en un
conjunto acotado y cerrado de M, digamos en B, (xn,). Luego la sucesién {x,} tiene
un punto de acumulacién, que puede verse facilmente que es el limite de la sucesién.
Esto concluye la prueba de las equivalencias.

Si vale cualquiera de las hipétesis equivalentes, en particular (M, dg) es de métri-
ca interior, localmente compacto y completo. Por el Teorema de Hopf-Rinow métrico
8.2.3, sabemos que existe una curva y continua que une x con y, que es corta para la
métrica dy, es decir {(y) = dy(x,y). Por la Proposicién 10.3.8, una simple reparame-
trizacién de y nos da la geodésica del spray corta que une x con y. También se puede
argumentar notando que como M es geodésicamente completa, se puede aplicar el
Teorema 10.4.1. O

10.5. Convexidad local

En esta seccién refinamos el resultado de los entornos normales, para probar que
dado p € M, para c suficientemente pequeflo, en una variedad Riemanniana (M, g),
la bola B.(p) es convexa. Las pruebas que daremos de estos resultados se remiten a
la Tesis de McAlpin del aflo 1965 [64], aunque los resultados son anteriores.

Tomamos como siempre un entorno normal de p € M de la forma (U, W) de
manera que G(U x Br(0)) D W x W con lo cual W C U, W C Ug(p) para todo
p € W. Seguimos mayormente la exposicién del libro de Lang [58, VIII, §5].

En un espacio de Hilbert (de hecho, en un espacio normado estrictamente conve-
x0), las rectas tangentes a una esfera permanecen del lado externo de esta esfera. Este
resultado tiene su andlogo en variedades Riemannianas, en la siguiente proposicién.
Supondremos en esta seccién que la métrica g es acotada.

Proposicién 10.5.1. Sea p € (M, g) Riemanniana fuerte. Existe co > 0 tal que
st 0 <1 < cp, yy es una geodésica tangente a S.(p) en t = to, entonces y
permanece fuera de S;(p) para t en un entorno de to.

—p—
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Demostracion. Elegimos ¢ como en la Proposicién 10.3.5 para que la exponencial
en p sea un difeomorfismo exp,, : B;(0) — B (p) para 0 < r < c. Reparametrizando
asumiremos que to = 0, y podemos escribir vq,u(s) = expq(su) con q € S:(p),
u # 0 € TyM. Para s cerca de cero, y estd dentro de B.(p) luego podemos calcular

Wq,u(s) = exp;1 (Vq,u(s)) € TpM-
2

Sea fq)u(s) = ”Wq,u(S)Hp:
s cerca de cero, si r es suficientemente pequefio. Calculamos

entonces f(0) = r? y afirmamos que es mayor que T para

1af g u(s) = (Wquls),wg . (s))p,

af i W(8) = [wi W ()13 + (wa uls),wy o (s))p.

Seah(q,u) = 1/21‘(’1’#(0), definida en TU para U entorno de p suficientemente pequeilo,
y resulta una funcién continua (usando que la variedad es por lo menos de clase C?).

Tomando r = 0, es decir q = p, la curva y comienza en p luego wp, ,,(s) = su, con
lo cual fp, (s) = sz||u|\]2) lo que nos dice que h(p,u) = ||1J,||123 > 0 asi que h, = h(p,")
es definida positiva en T,M. Por la continuidad de h en TM, existe un entorno de
{p} x T,M donde hq es definida positiva, es decir h(q,u) > 0 siu # 0 € T4M.
Tomemos co > 0 tal que B¢, (p) esté dentro de ese entorno. Fijado r < ¢cp y q €
S:(p) = expp(ST(Op)), llamemos ws = Wq . (s) ¥y como 7y es tangente a S, (p) en q,
se tiene que w es tangente a S,(0,) en wy. Luego

127(0) = (wo, wg)p = 0.
Como 1/4f"(0) = h(qg,u) > 0, se tiene que
d(p,v(s))* = f(s) > £(0) =12
para s suficientemente pequeiio. U

Como corolario, se obtiene la convexidad de las bolas para radios suficientemente
chicos.

Teorema 10.5.2. Sean p € (M, g) y (U, W) entorno normal de p. Sea v > 0 tal
que B (p) C U. Existe ¢y >0 tal que ss 0 <r<cy y B C U es la geodésica corta
que une ¢,q’ € B,(p), entonces B C B.(p) y en particular B.(p) C M es conveza.

Demostracién. Sea  C U, que une ¢q,q’ € B.(p), B(t) = expq(tz) y lzllq =
d(q,q’). Tomemos ¢ pequefio tal que exp,, (B¢ (0p)) = Bc(p) como en la Proposicién
10.3.5, sea ¢; = ¢/2. Afirmamos que si 0 < v < c1, entonces 3 C U.(p) = Bc(p). De

—p—
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no ser asi, existe to € (0,1) tal que d(B(to),p) > c. Sean yq, v geodésicas cortas
que emanan de p tales que

Lyq) =d(q,p) <7, Llyq)=d(q’,p)<r.

Si 3* denota la curva 3 revertida, es decir *(t) = (1 —t), sean

Y1 ="Bloto1 Yay Y2 =B"l0,1-to) § Yq's
que resultan dos curvas admisibles que emanan de p y salen de B (p). Por el teorema

de minimalidad local (10.3.4), L(yi) > c. Entonces

¢ < L(Blpo,to1) + Llvq) < L(Blio,to)) +7

y también
¢ < L(Bl,to1) + Llvgr) < LBl o)) + 1.

Sumando estas dos desigualdades se tiene que
2¢ <L(B)+2r <L(B)+2c1 =L(B) +c,

es decir ¢ < L(f3). Pero esto es absurdo pues L(B) = d(q,q’) < d(q,p) + d(p,q’) <
2r < 2¢y = c. Como 3 C B¢(p), podemos considerar w : [0,1] — T,M dada por la
expresiéon wg = exp;l (s). Observemos que para cada s,

Uc(p) 3 B(s) = expp(]ws)

¥ [[ws|l < ¢ <R, luego vs(t) = exp, (tws) es la tnica geodésica corta que une p con
B(s), con lo cual

f(s) = d(p, B(5))? = L(vs)? = Vs (D2, () = [wsll3.

Afirmamos que f(s) < r? para todo s € [0, 1], lo que concluiria la prueba del teorema.
De no ser asi, existe so € (0, 1) donde f alcanza su maximo absoluto, f(sg) = & > r2.
Debe ser entonces f/(so) = 0, y derivando la tiltima ecuacién en s = sy deducimos que
(WsqyWs,) =0, es decir 3 es tangente a la esfera Ss(p) en s = so. Por la proposicién
previa, 3 estd estrictamente fuera de S;(p) para s cerca de sp, contradiciendo la
maximalidad de sg. U

10.6. Isometrias

Definicién 10.6.1 (Isometrias locales e isometrias). Diremos que f : (M,bm) —
(N,bn) es una isometria local entre variedades de Finsler si ||f.V|n = [|[VIm
para todo V € TM y f es un difeomorfismo local, y que f es una isometria si
dn (f(x), f(y)) = dm(x,y) para todo x,y € M.

—p—
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Proposicién 10.6.2. Sea f: (M,bm) — (N,bn) una aplicacién de clase C' entre
variedades de Finsler. Entonces:

1. St f es una isometria local, entonces para todo x,y € M se tiene

d(f(x), f(y)) < d(x,y),
maentras que st X,y estdn suficientemente cerca se tiene la igualdad.

2. Sean M, N Riemannianas fuertes. Si f es una isometria también es una
isometria local.

Demostraciéon. Supongamos que f es isometria local. Sean x,y € M, tomemos una
curva y C M tal que L(y) < d(x,y) + €. Sea 3 = f oy, que une f(x) con f(y) en M.
Entonces

d(f(x), f(y)) < L(B) = L(v) < d(x,y) +e.

Luego d(f(x),f(y)) < d(x,y). Como f es un difeomorfismo local podemos revertir el
argumento para probar que

d(x,y) = d(f 'f(x),f'f(y)) < d(f(x),f(y))

si x,y estan suficientemente cerca. Supongamos ahora que f es una isometria, sea
V = (p,v) € TM, sea &« C M una geodésica tal que o’(0) = V. Entonces para t
pequeiio en el dominio de « se tiene

L 1(F o 0 llromdt > d(F(x(t)), £(p)) = d(a(t), p)

= L) = th(w) = tv]lp.

Luego [[v|l, < %f; |(f o &)/||fondt, ¥ haciendo tender t — 0" se tiene |[v[,

IIA

[f+pVll¢(p). Ahora revertimos el argumento, sea § C N una geodésica tal que 3’(0)
fipv, sea o = f~1B. Entonces

vV

jncx’uadt > d(alt),p) = d(B(), f(p))

0
L})(B) = ﬂ—(ﬁ) = t”f*pVHf(p])

y nuevamente dividiendo por t y haciendo tender t a cero se tiene la desigualdad
opuesta. O
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10.6.1. Invariancia de la derivada de Levi-Civita por isometrias

Recordemos que dado X campo en D, y una funcién suave e inyectiva f : D — M,
el campo f,X en F(M) C D se define como f,X(f(p)) = Df,(X;).

Teorema 10.6.3 (Invariancia de la conexién por isometrias). Si f: (D, g) — (M, §)
es una tsometria global, y . X,f,Y son campos en M, entonces las derivadas
covartantes estdn f- relacionadas: para todo p € M,

VI Y(f(p)) = D, (VX Y(p)).

Demostracion. Estd claro que todo par de campos en M es de la forma f. X, f,Y para
campos X,Y en D (Seccién 2.5.2). También es claro que el operador

ViexfY = Df(VRY)

es R-bilineal y h-lineal en la variable f, X, para toda h : M — R suave. Es claro que es
una derivacién en la segunda variable, y es facil ver que no tiene torsién. Por ultimo,
para todo campo Z en D se tiene

FZIFX, F.Y)(F(p)) = %

donde @ es el flujo de f,.Z, que por el mismo lema, es fo d con ¢ el flujo de Z. Luego

d
f.Z(£.X,£.Y)(f(p)) = aL:OO‘*XU‘Od>(t)),f*Y(fod>(t))>foq>(t)
d
= 7t:O<Df¢(t)(X¢(t))»Df¢>(t)(Y¢>(t])>fod)(t)

(f. X(@(1)), . Y(O (1)) o (1)

t=0

a‘t:0< ot Yo(n)ow = ZX,Y)(p)
= <VEX(p)»YD>P + (Xp,VEY(pr
= (Dfp(VZX(p)),Dfp (Y v
+Dfp (Xp), Dfp ( ( ) tp)
= (V¢ zf.X(f(p)), f P
+(f. X(f(p)), Vf zfs Y( PN
= (Ve.zf X, fY)¢p) + <f*X)vf*Zf*Y>f(‘p)a

lo que prueba que V asi definido en M es compatible con la métrica. Por la unicidad
de la derivada de Levi-Civita, queda probado el teorema. U

En particular el teorema nos dice que si y es una curva en D y 1 es un campo a
lo largo de y, entonces Df, L es un campo a lo largo de foy y

V(foy)e (nyu) vanyfyH = ny(vi/}i)-

—p—
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Corolario 10.6.4 (Invariancia del transporte paralelo por isometrias). S:f: D — M
es una tsometria riemanniana, transforma geodésicas de D en geodésicas de M.
Ademds, siy C M, p=vy(a), y u(t) = P(y)Lv es el transporte paralelo dev € T,D
a lo largo de y, entonces

n=Dfyu

es el transporte paralelo de Df,v a lo largo de foy.

Teorema 10.6.5 (Invariancia de la curvatura por isometrias). St f : N — M es
una tsometria local riemanniana, entonces Df preserva las curvaturas. Ezplici-
tamente, para todo p € N, x,y,z € T,D se tiene

DfpRY (x,y)z = R}, (Dfpx, Dfpy)Dfpz.
Demostracién. Se deduce de la definicién del tensor de curvatura y el Teorema

10.6.3. 0

10.6.2. Campos de Killing métricos

En la Seccién 7.3 estudiamos los campos de Killing de un spray; veremos en esta
seccién una subclase de campos de Killing que son los de la geometria riemanniana.

Definicién 10.6.6. Decimos que el campo X en la variedad riemanniana (M, g) es
un campo de Killing métrico si el flujo p; de X es una isometria para todo t, esto es

Dpevllo, (p) = [IV]l» para todo p € M, v € T,M.

Denotamos Kill(M, g) al conjujnto de todos los campos de Killing de la métrica g.

Observacién 10.6.7. El Teorema 10.6.3 nos dice que toda isometria es automorfismo
de la conexién. Luego todo campo de Killing métrico es un campo de Killing de la
conexion, esto es Kill(M, g) C Kill(M, V) (Definicién 7.3.9).

Teorema 10.6.8. Sea X campo en M, sea py su flujo. Son equivalentes:
1. X € Kill(M, g).

2. Para todo par de campos Y,Z en M, y todo t en el dominio del flujo, se
tiene

(PrY,prZ) = (Y, Z) o py

como funciones en M.

—p—
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3. Para todo par de campos Y,Z en M

<VYX> Z> = *<VZX) Y>'

4. Para todo campo Y en M, (VyX,Y) =0.
Demostracién. De la definicién, cambiando t por —t y polarizando sabemos que
(Dp—tv, Dpiw)p_ (p) = W)y
para todo p € M, para todo v,w € T,M. Tomamos v = Y,, W = Z, y tomando

p = pt(q) deducimos que

(Dp—tYp,(q), DP—tZp, (q)) = (Vo (a)y Zoi(a)) o (q)
que se reescribe como
(Pt Y, 0:Z)(q) = (Y, Z)(pe(q)).

Esto prueba que vale la segunda afirmacién; claramente podemos deshacer el razona-
miento y en realidad las dos primeras afirmaciones son equivalentes. Ahora derivamos
ambos lados de la segunda identidad respecto de t. Por el Lema 7.3.8 y la compati-
bilidad de la métrica con la conexién obtenemos

d * * * * * *
—(ptY, ptz>q = (X, p1Y], ptz>q + (Pt Y, [X, ptz]>q = XY Z>)|pt(q)

at
=(VxY,Z)p,(q) T (s VxZ)p,(q)-

Ahora recordemos que la conexidn tiene torsién nula para escribir VxY = VyX+[X, Y]
y similarmente VxZ = VzX + [X, Z]. Entonces

<[X) piY]a ptz>q + <pj:Y) [X) ptZDq = <VYX) Z>pt(q) + <[X) Y])Z>pt(q)
+ M VzX)o (@) + MIX ZDo, (q)-

Podemos entonces aplicar la identidad (2) que estamos asumiendo para los campos
Y = [X, Y], Z en el segundo producto interno a la derecha de la igualdad, e Y, Z = [X, Z]
en el cuarto producto interno. Combinando con el Lema 7.3.8 obtenemos

+ (M VzX)o () + (Pt Y5 [X, 01 Z]) g

Cancelando los términos iguales obtenemos

<VYX» Z>pt(q) = _<VZX» Y>pt(q)>

—p—
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y evaluando en t = 0 se deduce la tercer afirmacién. La tercera afirmacién es equi-
valente a la cuarta, polarizando. Acabamos de probar que en general (sin ninguna
hipétesis sobre X) vale

d
EW’ Z)(p+(q)) = (VvX,Z)p, (q) + (X, p1Y], p1Z) g
+(Y, vZX>pt(q) + (Pt Vs X, ptZ]) q-

Supongamos que vale entonces la tercera afirmacidn, entonces tenemos

d * *
*<ptYa ptZ>q

d
S0 2)eu@) = o

dt

y esto dice que ambas funciones difieren en una constante. Evaluando en t = 0 vemos
que en realidad son iguales, y esto prueba que la tercer afirmacién implica la segunda.
Esto concluye la prueba de las equivalencias. O

Ya observamos al comienzo de esta seccidn que los campos de Killing métricos
forman un subespacio del algebra de Lie de campos de Killing de la conexién, y
también sabemos que los campos de Killing de la conexién forman un algebra de Lie
(Teorema 7.3.14). Dejamos como ejercicio para el lector probar el siguiente resultado:

Proposicién 10.6.9. Kill(M, g) es subdlgebra de Lie de Kill(M, V).

10.7. Curvatura seccional

En esta seccién estudiamos la relacidén entre el tensor de curvatura y la métrica,
que nos define la curvatura seccional de la variedad. Veremos como esta controla la
diferencial de la exponencial y los campos de Jacobi.

Dada (M, g) Riemanniana, p € M y un plano bi-dimensional 7 C T, M, queremos
definir una cantidad que sélo depende del plano, que puede pensarse, ya que la ex-
ponencial en p es un difemorfismo local exp, : B — Uy, como la curvatura seccional
de la superficie bi-dimensional

My = exp,(BNm) C M.

Siv,w € m, el drea del paralelogramo generado por v, w estd dada por

ALy w) = /]2 w2 = (v, w)3.

Esta cantidad es positiva y no nula si v,w son linealmente independientes por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz. Definimos

R, :{mr C T,M con 7 un 2-plano} — R

—p—
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de la siguiente manera. Sean v, w € 7t linealmente independientes. Entonces

<R‘p (V, W)V) W>‘P

Kol =R e

Lema 10.7.1. La cantidad R,(7) no depende de la base de m que elijamos. En
particular podemos suponer que v,w son ortonormales y en ese caso

Rp () = _<Rp (V) W)V) W>]3 .

Demostracion. Sivy, vy € 7t son linealmente independientes y x,y € 7 también son
linealmente independientes, entonces existen a;, az, by, b, € R tales que

X =ajvy + azva, y =bivy + byv,.
Identificamos (7, (-, -)) con R? con el producto interno usual. Entonces

Ax,y) = [[(ar1vi +azv2) x (byvi +bavy)||

= Ja1b2 —brazl|[vi x v2|| =la1bz —braz|A(vi,v2).

Por otra parte,

2

ROGYGY) = D aiaibybi(R(vi, v5)vi, vi).
i,j,k,1=1

Por el Lema 10.3.1, la dltima expresién se anula si k = 1, luego debe ser k # 1. Por
otra parte, como R(w,z) = —R(z,w), también se anula si i = j, luego debe ser i # j.
Por dltimo, la identidad de Bianchi nos permite deshacernos de los términos ciclicos
y es un ejercicio (Ejercicio 10.vIiI) ver que

(R(x,y)x,y) =|aiby — by a2|2<R(v,w)v, w).
O

En consecuencia usaremos la notacién sec(7t) para denotar la curvatura seccional
de la subvariedad generada por el plano 7 C T, M.

Observacién 10.7.2 (Invariancia de la curvatura seccional por isometrias). Del Teo-
rema 10.6.5 deducimos que si f : N — M es una isometria local riemanniana, y

7’ = Dfp(7) con 7t C T, N un 2-plano, entonces sec™ (1) = sec™ (7).
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10.7.1. Variedades planas

Una variedad Riemanniana se dice plana cuando SR’™ = 0. En ese caso es local-
mente isométrica a un espacio de Hilbert, como muestra el siguiente resultado.

Teorema 10.7.3. Sea (M, g) Riemanniana y completa. Supongamos que R = 0.
Entonces localmente la diferencial de la exponencial es el transporte paralelo
y por ende una isometria, y exp, : [,M — M es un difeomorfismo isométrico
local para todo p € M. St M es simplemente coneza entonces es isométricamente
isomorfa a su espacto tangente.

Demostracién. Seay C B, (p) una geodésica (r pequefio) con y(0) = x, y(0) =v. Si
R = 0, entonces el inico campo de Jacobin € Lev(y) a lo largo de y tal que n1(0) =0,
D, m(0) =w € TyM estd dado por n(t) = tP(y){w puesto que

D =P(y)gw +0

y entonces Dn = D(P(y){w = 0 = R(v,n)y. Por otra parte, por el Teorema 7.2.3,
se tiene que N(t) = (exp,).tvtw luego la diferencial de la exponencial coincide con
el transporte paralelo y resulta asi una isometria local. Si M es simplemente conexa,
entonces podemos aplicar el Teorema de Cartan-Hadamard (Corolario 9.5.6) para
concluir que exp, : TyM — M es un difeomorfismo, y por el primer item de la
proposicién previa resulta una isometria global. U

10.7.2. Curvatura de grupos lineales y espacios homogéneos

En esta seccién calculamos la curvatura seccional de los ejemplos que desarrolla-
mos en la Seccién 7.6 y en la Seccién 10.1.2.

10.7.2.1. La esfera de un espacio de Hilbert

Comenzamos con la esfera S de un espacio de Hilbert H. Se tiene para todo
XY,z € T,S = span(p)+

Rp (%, y)z = (Y, 2)x = (x, 2)y.

Luego si 7 = span(x,y) C T,,S, y suponiendo sin pérdida de generalidad que x 1 y,
se tiene

secr = — (Y, )x = (% X)Y,y) = (%, )(y,y) = 1.
Es decir, la esfera tiene curvatura seccional constante = 1. No es dificil ver que si
tomamos la esfera Sg C H de radio R > 0, su estructura es similar con la diferencia
de que su curvatura seccional es exactamente 1/R.
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10.7.2.2. El spray métrico del grupo de inversibles

El spray obtenido en (10.6) nos permite calcular la curvatura, apelando a la férmu-
la (10.10), obteniéndose la siguiente expresién para el tensor en g = 1 (hemos usado
reiteradas veces la identidad de Jacobi para simplificar la expresién):

4R (4y,2) = [z, Gyl + [z, Ky T + 25 Ik, Yl (10.14)
+z*, Iyl + [z, b, y ™1 + [z, X7, Yl
= y*, zll — [y, [z, x"]].
En cuanto a la curvatura seccional, no aporta en principio mayor informacién, al
ser una expresién que es posible reescribir de muchas formas gracias a la ciclicidad
de la traza. ;Es posible identificar subvariedades de curvatura seccional con signo

constante? Como veremos en las préximas secciones, el grupo unitario tiene curvatura
positiva mientras que los operadores positivos tienen curvatura negativa.

10.7.2.3. El grupo unitario

Si nos restringimos al grupo unitario o a los operadores positivos e inversibles, el
spray métrico coincide con el spray canénico F(v) =vg~'v (g € G,v € A un algebra
C*). Entonces el tensor de curvatura se reduce por los calculos del capitulo previo a

1

9 "R (x,y,2) = —ullg™ "%, 97 "yl, g7 2.

BEs facil ver que, por ser la métrica invariante a izquierda, la curvatura es la misma
en cualquier punto del espacio homogéneo, luego podemos suponer que g = 1, y se
tiene

Ry (X»H)Z = —]/4[[7(»14]»1]-

Esta expresién también puede obtenerse apelando a (10.14), usando que x,y,z son
antihermitianos y apelando a la identidad de Jacobi.
Si x,y son ortonormales, y 7T = span(x,y), se tiene

seCrx = —<R1(X»9)Xay>z:1/4<[[X»H]»X]»U>z (10'15)
= VaTr(llx,yl,xly").

Como x,y € Agn, se tiene
sec; = —1/4Tr([[x,yl,xly) = 1L2Tr(—xyxy + xzyz).

Pero
Trixyxy) = Trixy(yx)™) = (xy,yx)2 < |Ixyl2llyx|2,

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y por otra parte es facil ver que

lyx[13 = Ixyll3 = Tr(x*y?),
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se tiene nuevamente por C-3
2secy = Tr(—xyxy +x*y?) = —(xy,yx) + [lxy|3 > 0.

Esto nos dice que la curvatura del grupo unitario es no negativa, y de hecho es facil ver
que para que sea nula debe ser xy = yx, pues debe valer la igualdad en la desigualdad
de Cauchy-Schwarz. Liuego tenemos subvariedades planas (conocidas como flats) para
cada familia de operadors que conmutan, y por ejemplo si estamos en dimensién finita
y U es el grupo unitario de las matrices n x n, la dimensién maximal de los flats es
n, que corresponde a considerar el dlgebra abeliana maximal dada por las matrices
unitarias diagonales respecto de una base ortonormal fija. En el lenguaje de espacios
simétricos, esta cantidad se conoce como el rango del espacio. Es decir rango(U) =n
donde n = dim H. Una referencia fundamental en este contexto de espacios simétricos
es el libro de S. Helgason [46].

10.7.2.4. Operadores positivos inversibles

Supongamos ahora que estamos en el espacio de operadores positivos e inversibles
M = G7. Cabe aqui distinguir dos casos sutilmente distintos. El primero compete a
la discusién de las dos secciones previas, y es cuando pensamos a este espacio como
subvariedad del grupo de inversibles, con el spray métrico. En ese caso, dados x,y,z
Hermitianos, el tensor de curvatura en g =1 se computa de (10.14) obteniéndose

R1(x,y)z = —7/allx,yl, zl.

Luego, con una cuenta similar a la efectuada en (10.15), recordando que con nuestra
convencidén sec difiere de R en un signo, obtenemos

.
2rsec” = Tr(xyxy —x2y?) = (xy,yx) — [xy||3 <0

para todo t C T{G{ = Ay. Esta curvatura es nula si y sélo si xy = yx.
El otro caso, corresponde a considerar a la variedad de operadores positivos e
inversibles con la métrica dada por

2

Vlla = lla”"2va™12|l3,

segun lo discutimos en la Seccién 9.4.3. Aqui usamos la norma Frobenius (o la nor-
ma de Hilbert-Schmidt, ver la Seccién 10.3.5.2) para computar la norma del vector
trasladado; a € G}, v € T,G7, al igual que antes. Esto es,

(V,W)a = (gaV, W)2
donde ahora g,v = a~'va~'. Apelando a la ecuacién (10.3), es facil ver que en este

caso el spray coincide con el spray canénico Fq(v) = va~'v que introdujimos en
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la Seccién 7.6.5.2. Luego se aplican las consideraciones alli hechas, y en particular
tenemos la expresién para la curvatura dada por

Ry (X»U)Z = —1/4[["»9]) z]

y con una cuenta idéntica a la recién hecha deducimos que en este caso también la
curvatura es no positiva. Veremos (Teorema 10.9.5) que esta condicién es en general
equivalente a la condicién de curvatura semi-negativa en el contexto de variedades de
Finsler con spray.

Observemos que si bien en ambos casos la curvatura es no positiva, las geometrias
no coinciden ya que, en el segundo caso las geodésicas son los grupos a un parametro,
luego se describen como (t) = ae'V, asi que la dnica geodésica que une a,b € G;
estd dada por

B(t) = aexp(tln(a 'b)) = a'/?(a”?ba " /?)ta!/2.

Notar que esta curva estad integramente contenida en Gj (lo cual es esperable pues
es la geodésica de una conexién métrica definida allf). La geometria de este caso hace
que la posicién relativa de Gj\ en G4 sea buena.

No ocurre lo mismo en el primer caso: de acuerdo a la ecuacién (10.9), las geodési-
cas que pasan por a € Gj‘ se describen como «(t) = aet¥ et™V"""), Notemos que por
el teorema de Hopf-Rinow, como las geodésicas estan definidas para todo t € R, dado
b e G; existe una de estas que una a,b en el grupo G 4. Para que esta curva sea
un grupo a un parametro ae'?, debe ocurrir que z = v (esto se deduce derivando
en t = 0). Pero e™e'V = et(**V) sélo es posible si x,y conmutan, lo cual equivale
a que v sea normal; entonces v = In(a~'b) es normal o equivalentemente a~'b es
normal y a su vez esto equivale a que b conmuta con a (Ejercicio 10.x11). Dejamos
también como ejercicio (10.x111) verificar que o* = o solamente en el caso especial
recién mencionado, luego esta curva en general no permanece dentro de Gj\, es decir
G7; no es geodésicamente conveza en G 4 si dotamos a este tltimo del spray métrico
que viene de la métrica invariante a izquierda.

10.7.2.5. La Grassmanniana

Como vimos en la Seccién 10.1.1.1, el spray que introdujimos en la Grassman-
niana no es otra cosa que el spray métrico inducido por la inclusién Gr(p) C A,
donde consideramos a este tltimo como espacio de Hilbert con la norma Frobenius.
Recordemos entonces que (Ejemplo 7.6.6 en la Seccién 7.6), dado un proyector p se
tenfa la férmula del tensor de curvatura

S)L{P (X>y)z) = [[X»y],l]-
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A partir de este, calculamos, para x L y € T,P(A), la curvatura seccional sec(x,y)
dada por

sec(x,y) = —(Rp(x,Y)x,Y)p = —2Tr(xyxy) + 2Tr(x*y?)
= —2(xy,yx) +2|xyll5 > 0,

de manera similar al caso de los operadores unitarios y el espacio de operadores
positivos invertibles, obteniéndose sec(x,y) = 0 si y sélo si xy = yx.

10.8. Espacios simétricos riemannianos

Vamos a especializar aqui resultados obtenidos para conexiones que provienen de
sprays (obtenidos en las Secciones 7.5 y 7.5.1) al caso particular de (M, V) donde V
es la derivada de Levi-Civita de una métrica riemanniana g en M.

Definicién 10.8.1. Sea (M, g) riemanniana y conexa, diremos que M es un espacio
simétrico si para cada p € M existe una isometria S, : M — M tal que S, (p) = p,
(DSp)p = —id7,m.-

Teorema 10.8.2. Con la estructura w(p,q) = Sy(q) el par (M, ) es un espacio
simétrico (Definicidon 7.5.1).

Demostracién. El primer axioma se cumple por definicién de punto fijo. Si y es
la geodésica por p con vy = v entonces 3 = S,y es geodésica por p porque S, es
isometria, y como By = (DS,)pv = —v debe ser S,y(t) = y(—t). Entonces S% =1id
en un entorno de p y por el Lema 7.3.11 debe ser S]Z3 = idm. Esto nos dice que se
cumple el segundo axioma. Veamos que vale el tercer axioma: como S, es isometria
entonces (S;). es automorfismo de la conexién de Levi-Civita (Teorema 10.6.3), y
esto nos dice que S, es automorfismo de la estructura simétrica (demostracién del
Teorema 7.5.6). Por tltimo, si S,(q) = q y q estd cerca de p entonces q = exp, (V) ¥
por lo recién observado debe ser

exp, (V) = 4 = Sp(q) = exp, (—V)

y por la inyectividad local de la exponencial debe ser v = 0, o equivalentemente
q = p. Esto prueba que p es punto fijo aislado de S, y valel cuarto axioma de
espacios simétricos. O

Razonando como en la prueba del dltimo item del Teorema 7.5.8, deducimos
que VR = 0 en un espacio simétrico riemanniano. Veamos ahora la categoria de los
espacios localmente simétricos.
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Teorema 10.8.3 (Espacios localmente simétricos). Sea (M, g) riemanniana, son
equivalentes

1. VR=0

2. PRy(X,Y,Z) = R, (PX,PY,PZ) para toda curva vy y todo X,Y,Z € X(M)
(aqui P = P(y) denota el transporte paralelo a lo largo de y)

3. Para todo p € M la simetria geodésica Sy,(exp,(v)) = exp,(—Vv) es una
isometria en un entorno normal de p.

Demostracién. La equivalencia entre los dos primeros items tiene la misma prueba
que en el Teorema 7.5.12 y la omitimos. También la implicacién (2) = (3) tiene la
misma demostracién, de hecho (DS,),, = —P; ‘(y) y como el transporte paralelo es
una isometria, entonces S, es isometria local (Teorema 10.6.2), que verifica S, (p) = p,
(DSp)p = —idt,m- Suponiendo que este es el caso, tenemos una estructura de espacio
riemanniano simétrico en un entorno normal de p por el teorema anterior, y entonces
por la observacién previa a este teorema VR = 0 (que es una condicién local). O

Apelando a la versién global del Teorema de Ambrose (observacién que le sigue
al Teorema 7.4.8), se obtiene lo siguiente:

Teorema 10.8.4. St (M, g) es localmente simétrica, completa y simplemente co-
neza, entonces las simetrias geodésicas son tsometrias globales de M, y entonces
M es un espacio simétrico.

10.8.1. Espacios simétricos de Cartan (caso Finsler y

riemanniano)

Para seguir especializando los resultados obtenidos para conexiones de un spray
al caso métrico y en especial al caso riemanniano, discutimos aqui los espacios de
Cartan M = G/K con (G, 0) un grupo involutivo, o automorfismo del grupo de Lie
G con 02 =id y K = G el conjunto de puntos fijos de ¢ (Seccién 7.5.2).

Tenemos la estructura diferenciable q.; : Lie(G) ¥t @m — ToM conq: G — M

el mapa cociente y o = q(1) € M; recordemos que ¢ = Lie(K) = ker q.1 y que q«1lm
es un isomorfismo con T, M.
Observacidn 10.8.5 (Métricas de Finsler via normas Adg-invariantes). Si pretende-
mos dotar a M de una métrica de Finsler, podemos comenzar por darle a Lie(G)
una norma, pero notemos que si pretendemos que el trasnporte paralelo en M sea
una isometria es necesario y suficiente que la norma sea Ady invariante. En efecto:
si V = q.1v con v € m entonces definimos ||V||, = ||v|| y en general

Vg0 = IVl
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si V = qug(gv) = ({g)x0q«1V, con v € m. Notemos que V = q.n(hw) sélo es posible
sigo'lh=uecKy (€g)s0q+1V = (fn)x0gs1W. Esto sdlo es posible si v = Ad,w
(ejercicio usando la ecuacién (3.13)). Luego

Wil = [IAduwl| = [jv]]

y esto muestra la buena definicién. Por otro lado, como el transporte paralelo estd
dado por los mapas ({y). (Teorema 7.5.23), para ver que la métrica de Finsler es
invariante por transporte paralelo basta observar que

H(eh)*v|‘h~(g<o) = ||(Eh)*(€g)*q*1v‘|(hg-o = H(ehg)*qﬂvH
= |Vl = [[(tg)«qs1vllg-o = IVlg-0-

Observacién 10.8.6 (Funcién exponencial). Dado que las geodésicas del spray son
de la forma t — ge'™ - 0 con x € m, la funcién exponencial €XPg. : ToM — M estd
dada por exp,.,(V) = ge¥-o para V = ({g).0q«1V = qug(gv) € Tg.oM, ¥ no es dificil
ver usando la férmula de la diferencial de la exponencial que

sinh(adv)

(Dexpg-o)\/w: (eg)*oq*l( ad\)

w)

cuando V = (£g)s0q«1v, W = ({g)s0qs1W € Tg.oM (aqui como antes v,w € m). Como
esta funcién es un difeomorfismo local alrededor de V = 0, la norma es equivalente a
la norma original del espacio de Banach m.

Observacién 10.8.7 (De espacios simétricos a espacios de Cartan). Si M tiene di-
mensién finita, puede probarse que el grupo de isometrias Iso(M, g) para la métrica
riemanniana g, munido de la topologia compacto abierta, es un grupo localmente com-
pacto (ver [53, Capitulo 1, Teorema 4.7]). Entonces de acuerdo a lo discutido en la
Seccidén 7.5.2.1, Iso(M, g) tiene estructura de grupo de Lie y la acciéon A: GXxM — M
dada por la evaluacién A(f,p) = f(p) es suave. Fijando o € tenemos el mapa cociente
g : G — M dado por f — f(0) que es sobreyectivo. Luego M ~ G/K y ademds
podemos considerar el automorfismo involutivo

o(g) =So0goS,.

Como S, tiene sélo a o como punto fijo, de acuerdo a lo discutido en dicha seccidn,
obtenemos

K={feG:f(o) =o}=kerq={f € G:o(f) =} =K°.

Ademas es claro que
Lie(Iso(M, g) = Kill(M, g),
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y la descomposicién Kill(M, g) = £, & m, es la descomposicién de Cartan del alge-
bra de Lie del grupo de isometrias. Entonces M es un espacio simétrico de Cartan
(riemanniano) por la accién del par (Iso(M, g), o).

En sintesis, si (M, p) es espacio simétrico riemanniano de dimensién finita entonces
M es espacio simétrico de Cartan para la accién del grupo de isometrias dada por
evaluar y la involucién recién mencionada. Notemos por ultimo que el rango del
espacio simétrico es la dimensién de cualquier variedad plana maximal, ya que la
curvatura estd dada por los conmutadores.

Observacion 10.8.8 (Clasificacién de espacios simétricos). Podemos separar los es-
pacios simétricos riemannianos en reducibles e irreducibles, siendo los primeros los
que se pueden escribir como un producto directo de espacios simétricos riemannianos.
El teorema de descomposicién de de Rham muestra que todo espacio admite via su
revestimiento riemanniano universal una descomposicién en factores simétricos irre-
ducibles [82, Teorema 6.9]; un factor irreducible tiene algebra de Lie g semisimple y
ademads [m, m] = £. Los factores irreducibles a su vez se clasifican en tres tipos: los eu-
clideos, donde m es abeliana (y entonces M es plana), y luego en dos clases llamadas
de tipo compacto (con curvatura seccional no negativa) y de tipo no compacto (con
curvatura seccional no positiva). Los espacios simétricos riemannianos simplemente
conexos en dimensién finita fueron completamente clasificados por Cartan, en 7 clases
infinitas por un lado y 12 espacios excepcionales por el otro [24, 25].

Ejemplos de espacios simétricos de tipo compacto son la esfera S de un espacio
de Hilbert, la Grassmanniana Gr(p) y los grupos unitario y ortogonal I/ (Seccién
10.7.2). El espacio de operadores positivos inversibles GL™ discutido en esa seccién en
cambio, es un ejemplo de tipo no compacto con una propiedad universal: todo espacio
simétrico M de tipo no compacto admite una sumersién cerrada i : M — GL* que
preserva la métrica en el siguiente sentido: el pull-back por i de la métrica de GL™
a M es un multiplo constante de la métrica de M, en cada factor irreducible de de
Rham [38].

10.9. El teorema de Cartan

En esta seccién probamos la equivalencia entre curvatura seccional no positiva,
y la propiedad curvatura semi-negativa de la diferencial de la exponencial (Seccién
9.5), obteniendo como corolario el teorema clasico de Cartan para variedades Rie-
mannianas.
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10.9.1. Campos de Jacobi versus curvatura

En esta proposicién se hace explicita la relacién entre los campos de Jacobi a lo
largo de geodésicas y la curvatura seccional de una variedad Riemanniana (M, g), a
través de las derivadas de la norma del campo.

Proposiciéon 10.9.1. Sean (M,g) Riemanniana débil, oc(t) = exp,(tv) una
geodésica de M yn € Lev(a) un campo de Jacobi. Sea f(t) = ||n||. Entonces:

1. Para aquellos t tales que n(t) #0, se tiene

1
f/(t) = —(Dem,m),

1 1
T(IIDmIIZIIHIIZ%Dm,m I ||< &,m)é, M),

f”(t) _
ul

f”(t) > — ” Hsecﬂ OC,Tl)A(fX»ﬂ)-

2. 8in(0) =0 yn(0) =w € T,M, entonces f es derivable tres veces en el
origen, siendo

1
HW”P

f'(0) = [[wllp, f"(0)=0, f"(0)= (Rp (v, w)v,w)p.

Demostracién. Las expresiones de f’, f” son inmediatas de la compatibilidad de
la métrica y la definicién de campo de Jacobi. La desigualdad para f” se obtiene
utilizando la definicién de curvatura seccional y la desigualdad Cauchy-Schwarz:

IDm|lIml > KD, )l

Las derivadas en el origen se calculan recordando que en una carta, n(t) = tw +
o(t?). O

Definicién 10.9.2. Sea (M, g) Riemanniana. Diremos que M tiene curvatura sec-
cional no positiva (sec™ < 0) si sec, < 0 para todo 7t que sea un 2-plano en oM,
para todo p € M.

Corolario 10.9.3. Si (M, g) es Riemanniana débil, y sec™ < 0, entonces para
todo p € M, para todo v € Dom(exp,,) y para todo w € T,M, se verifica

[ (expp)*vwnexpp v = [wllp

y ademds (exp,).tvtw no se anula en (0,1].
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Demostracidn. Sea o(t) = exp,(tv), tomamos 1 el tinico campo de Jacobi a lo largo
de o tal que n1(0) = 0, D¢n(0) = w. Por el Teorema 7.2.3 que da la identificacién entre
n(t)/t y la diferencial de la exponencial, tenemos que probar que |[n(t)|| > t|jw], y
que 1(t) # 0 para todo t € (0,1]. De no ser asi, supongamos que n se anula en
tn € (0,1] con t,, — 0. Entonces

w=mn(0) = imn(tn)/tn =0

lo cual es absurdo. La otra posibilidad es que exista tp > 0 que es el minimo de los
t € (0, 1] donde n se anula. Como la curvatura de M es no positiva, por la proposicién
previa se tiene que en el intervalo (0, to) la funcidn f es convexa, es decir " > 0. Por
otra parte, como f'(0) = [lw||, > 0, se deduce que f es creciente en [0,to) y como
f(0) = 0 se tiene un absurdo pues f no se anulaba en (0, ty).

Sea h(t) = |[n(t)|| — t|jw|| para t € [0,1]. Entonces aplicando la férmula de la
Proposicién 10.9.1 en el intervalo [0,1] tenemos que h'(t) = f'(t) — |w|, h/(t) =
f”(t) > 0. Como h'(0) = f'(0) — ||[w|, = 0, h también es creciente y se tiene la
conclusién. U

10.9.2. La adjunta de la diferencial de exp

En esta seccién supondremos que (M, g) es Riemanniana débil.

Lema 10.9.4. Sea (M, g) pseudo-Riemanniana, p € M y «(t) = expp(tv) con
v € Dom(exp,) y q = «(1). Sea P el transporte paralelo a lo largo de o y sea
v/ = —Pv e TqyM. Entonces siw € T,M, z € TqM, se verifica

<(epr)*\,W, Z>q = <Wa (equ)*v’z>p)
y st P* indica el transporte paralelo desde 1 hasta 0, entonces
<P*(expp)*vwv Pz)p = (w, (equ)*v’PP*Z>P)
luego el operador adjunto de P*(exp, ).y es (expq).v/P.

Demostracién. Sea 1 el unico campo de Jacobi a lo largo de « tal que n(0) = 0,
1(0) = w, y sea & el tnico campo de Jacobi a lo largo de « tal que &(1) =0y &(1) = z.
Derivando

g(t) = (D, &) — (n, D)

se deduce que

gl(t) = <R(0¢>H)CX’ £> + <Dtn) Dt‘(-,> - <Dtn>Dt£> - <11) R((X, E,)OC> =0

—p—
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por el Lema 10.3.1. Entonces g(t) = C = cte, luego g(1) = g(0), y se tiene

9(0) = (w, £(0)) — (n(0), D+£(0)) = (w, £(0))y.

puesto que 1(0) = 0. Por otra parte, considerando la curva revertida oc*(t) = (1—1),
el campo £*(t) = &(1—t) es el tinico campo de Jacobi a lo largo de o* tal que £*(0) =0,
EX(0) = —D&(1) = —z, luego

£(0) = &7(1) = (expg)uv 2,

y como
g(1) =0—(n(1),D&(1)) = ((expy )svW, 2) g,

se tiene el resultado. O

10.9.3. Curvatura no positiva

Recordemos que en el contexto de variedades de Banach-Finsler (Seccién 9.5)
definimos curvatura semi-negativa via la diferencial de la exponencial (Definicién
9.5.4). Probamos aqui la equivalencia en el contexto Riemanniano de esa nocién con
la de curvatura seccional no positiva. Nuevamente supondremos que g es acotada
superiormente, es decir que (M, g) es Riemanniana débil.

Teorema 10.9.5. Sea (M, g) Riemanniana débil. Entonces M tiene curvatura
seccional no positiva st y sélo si es una variedad de curvatura semi-negativa.
Es decir sec™ < 0 si y sélo si para todo p € M, para todo v € Dom(expp) Yy para
todow € T, M, el operador (expp)*v oM — Texpp (v)M es invertible y se verifica

I(expy ) Wllexp, (v) = [[Wllp-

Demostracién. Supongamos primero que M tiene curvatura seminegativa. Sea p €
M, v,w € T,M. Si «(t) = exp, (tv) y 1 es el tinico campo de Jacobi a lo largo de o
tal que n(0) =0, n(0) = w, se tiene por hipdtesis

f(t) = N wie) = tIwllp

donde f es la funcién de la Proposicién 10.9.1. Sea h(t) = f(t) — t|w||,, entonces
h(t) > 0 en [0,1], y por la misma proposicién se tiene h(0) = h/(0) = h//(0) = 0,
mientras que

" ]
h (O) = m(Rp (V)W)V)W>P'

Si fuese sec(v,w) > 0, se tendria h'’(0) < 0, lo cual diria que h es estrictamente
decreciente en un entorno de cero, y esto es absurdo. Luego sec(v,w) < 0, lo que
prueba que sec™ < 0.

—p—
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Ahora supongamos que sec™ < 0. Sea 1 como antes, por el Corolario 10.9.3 se
tiene la desigualdad de la curvatura seminegativa, resta ver que (expp )4y €s invertible
para v € Dom(exp,,). Componiendo con el transporte paralelo P a lo largo de o* (t) =
a(1—t), se tiene que T = P(exp,, )., € B(H) donde H = T,,M es un operador acotado,
inyectivo y de rango cerrado por la desigualdad ||Tw|| > ||w|| para todo w € H. Resta
ver que Ran(T) = H, o equivalentemente, como el rango es cerrado, que ker(T*) = {0}.
Pero por el Lema previo, T* es otra diferencial de la exponencial que por hipétesis es
expansiva y por ende inyectiva. O

Tenemos el siguiente corolario, consecuencia de los resultados de la seccién 9.5,
que nos dice que la exponencial es un revestimiento y vale propiedad EMI (Teorema
9.5.5 y Corolario 9.5.6).

Corolario 10.9.6 (Teorema de Cartan-Hadamard). S: (M, g) es Riemanniana
fuerte, de curvatura secctonal no positiva y geodésicamente completa, enton-
ces la ezponencial exp, : TyM — M es un revestimiento para todo p € M. St
ademds M es simplemente coneza exp,, resulta un difeomorfismo.

10.A. Problemas

10.1. Si T es la forma bilineal asociada al spray métrico de una variedad Riemanniana
(M, g), probar la propiedad de compatibilidad de la derivada covariante de campos
(10.1) y la propiedad de compatibilidad de la derivada covariante de curvas levantadas
(10.2) a partir de la identidad (10.4) que define localmente T".

10.1I. Probar que si (M, g) es de dimensién n < oo, €l espacio de campos suaves sobre
M tiene dimensién n como médulo sobre C*°(M).

10.111. Probar la férmula de la derivada covariante para curvas levantadas (10.11) del
grupo de inversibles con su spray candnico.

10.1V. Probar el Teorema 10.3.14 sobre curvas cortas en la Grassmanniana con la
métrica dada por una norma simétrica. Sugerencia: considerar el isomorfismo p —
2p — 1 entre proyecciones y simetrias, el Teorema 10.3.13 y la Observacién 4.7.1.

10.V. Probar que la funcional energia E(y) = 1/ f:) ||y||f,dt no es independiente de la
parametrizacién de vy.

10.VI1. Probar el Teorema 10.2.5 y el Corolario 10.2.6.
10.VIIL. Probar la segunda identidad del Lema 10.3.1,

(R‘p (X> y)’% Z>9 = <Rp (X) Z)X) g>9

para todo x,y,z € T,M, para todo p € M.

—p—
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10.VIIL. Dado p € M Riemanniana, sean ai, b; € R, v; € m C T, M. Probar que, si
X = ajvy + azva, y = byvy + byvy, entonces

(R(x,y)x,y) =|a;bay — by a2|2<R(v,w)v,w>.

10.IX. Probar que si S es la esfera de un espacio de Hilbert con la métrica ambiente
y la conexién de Levi-Civita, entonces la diferencial de la aplicacién exponencial es
un difeomorfismo (Ejemplo 10.3.9), en cada entorno {v € T,,S : ||v| < .

10.X. Sea R > 0 y H un espacio de Hilbert. Sea Sg = {v € H : ||v| = R}. Calcular
el spray métrico de Sg, sus geodésicas y probar que la curvatura seccional de Sy es
exactamente 1/R.

10.XI. Probar la expresién de PRy para el grupo de inversibles de un élgebra C* dada
en la Seccién 10.7.2.2.

10.XII. Probar que si x,y € A un &lgebra de Banach y e™*e'y = et(**Y) en algtn
entorno de t = 0, entonces x conmuta con y. Probar que si a,b € A es un élgebra C*
son positivos e inversibles, y a~'b es normal, entonces a conmuta con b. Sugerencia:
probar que ab es normal y luego su espectro es real.

10.XIIL. Probar que si «(t) = aet™ et™ V") es una curva en A un &lgebra C* con
a,b = «(1) positivos e inversibles, entonces «(t) = x(t)* si y sélo si a conmuta con
b.

10.XIV. Calcular las derivadas primera, segunda y tercera de la funcién f(t) = |n||,
en la notacién de la Proposicién 10.9.1 (con las hipétesis del segundo item). ;Existe
la derivada cuarta en el origen?
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Parte 111

Apéndices: Algebras de Operadores

N estos apéndices, vamos a presentar los resultados del calculo funcional en
algebras de operadores (sin restricciones de dimensién) que utilizamos a lo
largo del texto, asi como resultados sobre funcionales continuas y normas en
algebras de operadores, para poder estudiar los ejemplos relevantes de estructuras
geomeétricas en espacios homogéneos del grupo de operadores inversibles.
Esencialmente, hay dos clases de dlgebras que nos interesan por encima de las
demads, que son las dlgebras C* y de von Neumann. Una es una subclase de la otra,
ambas son 4lgebras de Banach. Sea H un espacio de Hilbert complejo, usemos B(H)
para denotar el conjunto de todos los operadores lineales acotados en . Si (, ) denota
el producto escalar de H, y a € B(H), entonces denotamos con a* € B(#H) al dnico
operador acotado tal que

(a",m) = (P, an)
para todo P, n € H. Esta es la tnvolucién usual de B(H). Tiene la siguiente propiedad

fundamental: si || - || denota la norma supremo de operadores acotados en H, entonces
2
la*all = fla
para todo a € B(#H). En particular se deduce de aqui que * es isométrico, ||x*|| = |||

Observemos que como
(ab)* =b*a*

no se trata de un automorfismo sino de un antiautomorfismo.

La topologia fuerte en B(H) se define de la siguiente manera: dados a,, a € B(H),
decimos que a,, — a SOT (por Strong Operator Topology) si an& — af para todo
& € H -como vectores de H con la norma del espacio de Hilbert-. Es decir, es la
topologia de convergencia puntual.

La topologia débil en B(H) se define de la siguiente manera: dados an, a € B(H),
decimos que a,, — a WOT (por Weak Operator Topology) si (an&,n) — (a&,n) para
todo &,n € H.

Estas topologias son una mas débil que la otra, en el sentido siguiente:

(an — a uniformemente ) = (a, > a SOT) = (ap —a WOT).
321
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En efecto, dados &,m € H, entonces

[{(an =)&)l < [lan& — a&llx|nlln < llan — allllE]l2 (]l

En el caso dim’H = +oo estas topologias no coinciden. Una subdlgebra involutiva
A C B(H) es una subédlgebra sobre C tal que a* € A cada vez que a € A. Diremos
que una subdlgebra involutiva A es

» Un digebra C* cuando A es cerrada para la topologia de la norma uniforme.

s Un digebra W* o dlgebra de von Neumann si A es cerrada para la topologia
fuerte.

Se deduce que toda algebra de von Neumann es un algebra C*. En la definicién
de algebra de von Neumann, se puede reemplazar la topologia fuerte por la débil.

Supongamos que H es infinito dimensional y separable. El primer ejemplo de
algebra C* que no es de von Neumann es el dlgebra X(H) de operadores compactos en
‘H, donde por un operador compacto t : H — H entendemos un operador acotado tal
que la imagen de todo conjunto acotado tiene clausura compacta. Equivalentemente,
se consigue () como la clausura en norma uniforme de todos los operadores de
rango finito. De hecho, si {e;} es una b.o.n. de H y pi = e; ® e; son los proyectores
unidimensionales asociados, poniendo

n
Th = Z Pi
i=1

tenemos que cada T,, € K(#) (de hecho, tiene rango finito). Pero si x = } , xie;,
Yy =) ;Yie; son dos vectores cualesquiera de 7, entonces

(Tax,y) = ingj - ingj =(xY)
i=1

i>1

lo que prueba que T,, tiende débilmente a la identidad de H, que no es un operador
compacto.

Se pueden definir las dlgebras C* y de von Neumann de manera abstracta (que
resulta ser equivalente a la definicién como operadores en 7). En el primer apéndice
introducimos las nociones necesarias para este enfoque.
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EA A un 4lgebra asociativa con identidad 1 sobre C, provista de una norma

| -1 que la hace un dlgebra de Banach, es decir A es un espacio de Banach y

el producto no sélo es una funcién conjuntamente continua, sino que ademas
se verifica la desigualdad siguiente:

[Ixyll < [Ix[[[[yl]-

En general supondremos que la identidad del dlgebra tiene norma unitaria, es decir
=1
A.1. Algebras con involucién
Sea * : A — A una involucidn es decir, para todo a € A, se tiene
(a")* = a.

Notemos que * es una biyeccién. Supongamos que es también antiautomorfismo
antilineal, es decir para todo a,b € A, A € C, se tiene

(Aa)* = Aa*
(a+b)*=a"+b"
(ab)* =b*a*.

Usualmente se dice que A es un algebra de Banach con involucién. Diremos que A
es un algebra C* si la involucidn verifica

|a*a| = ||a||* para todo a € A.

323
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En esta presentacién abstracta, un dlgebra de von Neumann es una 4lgebra C* que tie-
ne predual (como espacio de Banach). En ese caso, el predual es (salvo isomorfismos)
unico. Este resultado se debe a S. Sakai, la prueba puede encontrarse en [31].

Observacion A.1.1. Las dlgebras de von Neumann se suelen considerar con 1, en todo
caso siempre se puede adjuntar una identidad a un &lgebra C* de manera estdndar:
tomamos la suma directa A" = A & C, que resulta ser un algebra con identidad
I=(0,1), con el producto

((l,?\) : (b) P-) = ((lb +pa+ Ab)}\u)
Se le da la norma

(e, = sup [ab +Abl]l.
bed, bl

Entonces A" es un 4lgebra C* y ademds A C A" es un ideal maximal (en particular
cerrado).

A.2. CA&lculo funcional analitico

En un 4lgebra de Banach B, el espectro o(a) del elemento a € BB se define de la
manera habitual como el conjunto de los A € C tales que a — A no es inversible en B.
El complemento de o(a) es el conjunto resolvente de a, denotado p(a).

A.2.1. Propiedades del espectro
Observacién A.2.1. Si p € C, entonces para todo a € B se tiene
o(l —pa) ={1—pA:A e o(a)
Para p = 0 la afirmacién es trivial. Supondremos p # 0. Si A € o(a) entonces
T—pa—(1—pA)=pA—a)

lo que prueba que 1 — pA € o(1 — pa). Reciprocamente, si x € o(1 — pa), tomamos
Ay = 1% y se tiene
a—Ax = ul(1 —pa) — x|

lo que prueba que A\, € o(a) y x =1 — pA,.
Lema A.2.2. Para todo a,b € B,

= 1 — ab tiene tnversa a izquierda (resp. derecha) si y sélo si 1 —ba tiene
tnversa a izquierda (resp. derecha).

—p—


http://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=23206

Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 325 $

A.2. Calculo funcional analitico 325

= o(ab) U{0} = o(ba) U{0}.

Demostracion. El segundo resultado es consecuencia méas o menos inmediata del pri-
mero y de la observacién previa, y queda como ejercicio. Para ver el primer resultado,
supongamos que ¢ € B es la inversa a derecha de 1 — ab, es decir

(1—ab)e=1.
Esto se puede reescribir como abc = c¢—1. Se tiene que 1+ bca es la inversa a derecha
de 1 —ba:
(1—ba)(1+bca) = 1—ba+bca—babca
= 1—ba+bca—b(c—1)a
= T—ba+bca—bca+ba=1.
Para la inversa a izquierda se razona de forma analoga. O

A.2.1.1. Radio espectral

El radio espectral de a € B es
r(a) = max{A| : A € o(a)}.

Observemos que 1 puede anularse sobre elementos no nulos. Por ejemplo, si H = C?

y
(01
“\o o)

entonces o(a) = {0}, con lo cual r = 0, pero a # 0. En general, €l radio espectral de
cualquier nilpotente (a* = 0 para algtin k € N) es nulo. La férmula

x = Z(] —x)"

n>0

si ||T —x]|| < 1 tiene la misma prueba que en el caso de matrices. Si b es inversible y
[o—c| < |[b~ "', como

T=o""e|=[b~"(b—c) < [Ib~"[flo—c| <1,

se sigue que b~ 'c es inversible y en consecuencia, c es inversible. Luego el conjunto
de inversibles es un grupo abierto en B, que denotaremos con Gg. Observemos que
si Al > |la|| entonces ||{|| < 1 con lo cual 1 — § es inversible o equivalentemente
A — a es inversible lo que nos dice que A ¢ o(a). Luego o(a) es un conjunto acotado,

r(a) < ||a|| para todo a € B.

—p—
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Consideremos g(A) = a — A, que resulta ser una funcién continua g : C — B. El
conjunto
g '(Gg) ={A € C: a— A es inversible}

coincide con el complemento del espectro de a, es decir p(a) = g~ ' (Gg), lo que prueba
que la resolvente es abierta, y en consecuencia o(a) es cerrado; como es acotado resulta
ser compacto. Veremos que es siempre no vacio. Previamente, probamos un lema que
establece que el espectro o : B — 2 es una funcién semicontinua inferiormente en el
siguiente sentido:

Lema A.2.3. Sea a € B tal que o(a) C Q con Q C C abterto. Entonces eziste
€(Q) tal que ||x — a|| < € 1mplica o(x) C Q.

Demostracion. Si A ¢ o(a), entonces f(A) = |[(a —A)~'|| es una funcién continua,
que verifica f(A) — 0 cuando A — oo pues para A suficientemente grande ||a/A|| < 1
y entonces

1

1 1
A= ]’

1y _

10—a/A) <~ 5 A =
Al g

En consecuencia, existe M > 0 tal que f(A) < M para todo A € C—Q. Sea e =1/M,
entonces si x € B verifica ||[x —al| < e y u € Q, probaremos que p ¢ o(x). Se tiene
que | — a es inversible y ademas

Ik =a) T (x—a)|| < flWx—af <1,
con lo cual 1 — (i —a)~'(x — a) es inversible y entonces
p—x=p-a)[1-(p—a) ' (x—a)]

también es inversible por ser producto de inversibles. O

A.2.2. El grupo de inversibles

Observacion A.2.4. Observemos que el producto m: Gz x Gg — Gp
m(x,y) = xy
es una funcién continua en cada variable, pues
[(x+h)y —xy| = [[hy[ < [[Rflly].

Por ser una forma bilineal, resulta continua, por ende diferenciable y de hecho analiti-
ca. Se sigue que la inversién también es analitica.

—p—
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Es sencillo ver que, como g = T1G = B, por ser el grupo un abierto en el dlgebra,
entonces el corchete de Lie esta dado por el conmutador usual, es decir siv,w € g = B,
entonces

v, w] = vw —wv.

Observemos que aqui los grupos a un pardmetro e'” estdn de hecho dados por la serie
de potencias usual de la exponencial, la prueba es que verifican la ecuacién diferencial
correspondiente al campo invariante a izquierda

Xv(g) = gv.
Luego exp : B — Gp estd dada por
1
v e = Z mv”,
n>0

y la serie converge uniformemente en conjuntos acotados de B. Sea
log:U={keGp:|k—T1||<1}—= B

la funcién analitica dada por la serie de potencias

(_])n+1

log(k) = ) — k=1

n>0

Es facil ver que e°8(X) = k para todo k tal que ||k — 1| < 1, y que log(e?) = z para
todo z € B tal que ||z|| < log(2). Restringida a U, la exponencial es un isomorfismo
con su imagen, y para cada g € G ponemos

9g =log(g k),

definida en el abierto gU C Gp. Entonces (gl, ¢4) es una carta en Gg alrededor de
g € G, y si g,h estan suficientemente cercanos entonces los mapas transicién estan
dados por

@no @g1(z) =log(h 'ge?),

lo que prueba que G es un grupo de Lie-Banach de clase C®.

A.2.3. Calculo funcional de Cauchy
Ahora introducimos el célculo funcional con una identidad fundamental:

Lema A.2.5. Sea vy una curva stmple alrededor del espectro de a, orientada de
forma positiva. Para todo n € Ny, se tiene
1

a™ = —% wh(w —a)"Tdw.
2mi [,

—p—
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Demostracion. En la resolvente de a, que como dijimos es un conjunto abierto en
el plano complejo, definimos f: p(a) — B como

fA) =(A—a),

que es una funcién continua -de hecho, analitica-. Sea ¢ € B’ una funcional continua,
consideramos la composicién g = @ of : p(a) — C, que es una funcién genuinamente
analitica y por ende holomorfa en p(a). Supongamos que |A| > ||al|: entonces por la
férmula de la serie de Neumann,

g\ =e(A—a) ) =) A1 Fe(d").
k>0

Tomando una circunferencia g C C centrada en el origen y de radio R > ||a|| nos
aseguramos que g C p(a) y que o(a) C Int(Tr). Podemos entonces calcular, para
cualquier n € Ny, la integral

1 1

_ n - n—k—1 ky — n
zmﬂgrf g\ ijgméf dho(a¥) = p(a™),

donde el tnico término que sobrevive es el correspondiente a k = n pues todos los
demads tienen primitiva (estamos usando la férmula de los residuos). Reemplazando
la curva Iz por una curva cualquiera y simplemente orientada que tenga al espectro
de a en su interior, tenemos que

1 n n
= y7\ g(A)dA = @(a™).

pues A™g(A) es analitica en el interior de la regién encerrada por vy y k. Como esto
vale para cualquier ¢ en el dual, se tiene

1
a = —j@ ATE(A)dA.
27 v

Corolario A.2.6. St a € B, entonces
m El espectro o(a) es un compacto no vacio en el plano complejo.

» FEl radio espectral satisface

r(x) = lim x| = fnf [|x"] "
n—oo n>1

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 329 $

A.2. Calculo funcional analitico 329

Demostracién. Ya probamos que o(a) es un conjunto compacto. Si fuera vacio,
entonces todas las integrales del lema previo serian nulas (basta componer con una
@ del dual y observar que A™@((a —A)~') es una funcién entera). Esto es absurdo,
por ejemplo paran =00 n = 1. Si z € o(a), entonces

z" —a" =(z—a)q(za)

n”l/n, con

nos dice que z" € o(a™), luego |z™| < ||a™||, de donde deducimos |z| < ||a

lo cual

2] <lim inf |a™||'/™
n—oo

y tomando supremo sobre z € o(a) se tiene

r(a) <lUm fnf |a™|'/™.
n—oo

Por otra parte, si ponemos M(r) = mg’lx”f(reie)ﬂ para r > r(a), con f la funcién

f(A) = (a —A)~! del lema anterior, tenemos por la férmula integral que
la™ (| <™ TM (),

con lo cual lim sup ||a™||'"/™ < v, de manera que
n—oo

lim sup ||a™||"/™ < r(a).
n—oo

Ahora
r(a) <lUm fnf ||a™|"/™ <lim sup [a™|"/™ < r(a),
n—oo n—oo

con lo cual el limite existe y coincide con T(a). Por tltimo, de |z| < ||a™||"/™ también
se deduce que

r(a) < inf [[a™)|"™ < lim |a™||"/™ =7(a).
n—oo n—oo

Esta funcién analitica que tuvo gran protagonismo
A (a—A)""

se conoce como resolvente de a, y se suele denotar f(A) = Rq(A).
Consideremos, para a € B, el conjunto

H(o(a)) ={f: existe un abierto Q O o(a) tal que f es analitica en Q}.
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Notemos que el abierto QO C C depende de f. Dada f € H(o(a)), consideremos una
curva simple cerrada vy : [0,1] — Q alrededor del espectro de a, orientada de forma
positiva, y notamos que

te fly(t)(a—yt) 'y (t) eB

es una funcién continua. La integral

fla) = ;mif(w)(w—a)ﬁw
_ ] ]f =Ty (t)d Al
= 3= | ey Ty (A1)

estd bien definida como integral de una curva continua a valores en el espacio de
Banach B, y ademas no depende de la curva y. Para convencernos, componemos
con una @ € B’, y si ¥ es otra curva con las mismas caracteristicas, entonces la
diferencia de las integrales -que son ahora integrales de funciones a valores en C- se
puede reescribir -como es habitual- como suma de integrales de curvas cerradas, y en
este caso los integrandos quedan analiticos en los interiores, con lo cual la diferencia
es nula. Esta férmula se conoce como la formula de Cauchy del cdlculo funcional
analitico. Tomemos un polinomio

p(z) = anz™ + -+ o1z + oo
donde los «; son niimeros reales o complejos. Entonces tiene sentido calcular
pla)=ana™+ -+ axja+ xg

para cualquier a € B. Como es habitual, evaluar g en el elemento a € A lo pensamos
como el elemento xpl € A, donde 1 denota a la identidad del algebra .A. También
seguimos la costumbre de denotar «1 directamente como .

Claramente, siy es cualquier curva simple orientada de manera positiva alrededor
de o(a), se tiene

1

pla) = i

§ powiiw— )t aw
3

por el Lema A.2.5. Por otra parte, los limites de polinomios dan funciones analiticas.
Un resultado que necesitamos para seguir adelante es el teorema de Runge que re-
cordamos a continuacién (la prueba puede encontrarse en cualquier libro de variable
compleja):

Teorema A.2.7 (Teorema de Runge). Sea Q C C un abierto contenido en un
compacto K. St f: K — C es continua y analitica en Q, existe una sucesion de
funciones racionales T, = pn/qn en K tales que m,, — f uniformemente sobre K.

S1 C — K es conezxo, existe una sucesion de polinomios pn, = pn(z) tales que
Pn — T uniformemente sobre K.
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En nuestro caso, tomamos f € H(o(a)) y una curva simple y que contiene al
espectro de a, contenida en algiin entorno abierto del mismo, y consideramos K =

Int(y), Q = Int(y). Si o(a) es conexo, podemos suponer que () y por ende K es
conexo, y se sigue del teorema de Runge que existe una sucesién de polinomios que
aproxima a f en K, en particular en y. Luego

1

Il —pu(@)] < g [ 170 —patwllov =)y

< cte.méx [f(w) —pn(w)| — 0. (A.2)
wey

Esto prueba que la definicién de la férmula de Cauchy es natural para toda f €
H(o(a)). Si o(a) no es conexo, el argumento es valido en cada componente conexa K;
de o(a), para funciones analiticas definidas en un abierto que contiene a alguna de
las componentes. Terminamos esta seccién con un resultado conocido como teorema
espectral para funciones analiticas. El caso general queda como ejercicio, se deduce
del caso para polinomios que probamos a continuacién.

Proposicion A.2.8. Sip es un polinomio y a € BB, entonces
o(p(a)) =p(ala)) ={p(A) : A € o(a)}.
Demostracién. Supongamos primero que « € o(p(a)). Escribimos
plz) —a=cn H(Z — M)
con A; € C las n raices del polinomio p — . Como
pla) —a=co [Jla=A0)

y p(a) — « no es inversible, al menos uno de los factores -digamos a — A;- es no
inversible, es decir A7 € o(a). Ahora observemos que p(A;) — o« = 0, luego o = p(A1)
con Ay € o(a) lo que prueba que « € p(o(a)). Para ver la otra inclusién, tomamos
p(A) € p(o(a)) con A € o(a). Escribimos

p(z) =cnz™ +---+c1z+ co,
luego

pla)=p(A) = cala™=A")+ - +ci(a—A)
- (a_)\)q(a))\):q(a)A)(a_}\)

Como a — A no es inversible, concluimos que p(a) — p(A) no es inversible puesto que
de serlo, si c es su inversa entonces cq(a, A) resultaria la inversa de a — A. O
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Observacién A.2.9. Si r(z) = p(z)/q(z) es una funcién racional en o(a), entonces
q(z) no se anula en o(a), con lo cual q(a) es inversible lo que prueba que la definicién

de
r(a) = pla)q(a) !

es natural usando las operaciones del dlgebra de Banach (incluyendo la inversién).
Luego el teorema de Runge nos dice que si f es analitica en un entorno de o(a),
existe una sucesién 1,, de funciones racionales que lo aproxima, y como tiene sentido
calcular 1, (a) para todo n € N, se sigue de la férmula integral de Cauchy que

[f(a) = rn(a)]| =0
cuando n — oo.
La prueba del siguiente teorema queda para el lector (Ejercicio A.v).

Teorema A.2.10. Dado a € B, y H holomorfa en un entorno del espectro de a,
se tiene

1. El mapa V¥ : H(o(a)) —» B dado por f — f(a) es un monomorfismo de
dlgebras, continuo st en H(o(a)) consideramos la topologia de convergencia
uniforme sobre compactos.

2. o(f(a)) =f(o(a)) para toda f € H(o(a)).

A.3. Rango y radio numérico

En este apéndice estudiamos propiedades del rango y radio numérico de un elemen-
to de un algebra de Banach, y su relacién con el espectro. Una referencia fundamental
sobre este tema es el libro de Bonsall y Duncan [19]. Para a no nulo en un espacio
de Banach E, definimos

D(a) ={e e E':[l@| =1, @(a) = [lall}.

Observemos que por el teorema de Hahn-Banach, este conjunto es siempre no vacio.
De hecho, como

(te + (1 —thp)(a) = te(a) + (T —thp(a)

el conjunto D(a) es un convexo. Con un argumento similar, vemos que es cerrado en
la topologia w* de E’. Luego es un compacto convexo no vacio.
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Observaciéon A.3.1. Notar que si E es un espacio de Hilbert, entonces para x # 0 en

<X) >

[l

E la funcional

x =

es un elemento de D(x), y por la convexidad estricta de la bola de E, resulta tinico.

Si ahora B es un dlgebra de Banach con identidad 1, los elementos de D(1) se
denominan estados del algebra.

Observacién A.3.2. Si B = M, (C) es el dlgebra de matrices con la norma uniforme,
podemos considerar, para A € B la descomposicién polar dada por A = UJA| con U
matriz unitaria y |[A| = VA*A (ver la Seccién B.4 para mas detalles). Entonces, si
x es un autovector unitario correspondiente al méximo autovalor de |A|, como este
autovalor coincide con |||A] || = ||A]|, definimos

Qa(T) = (Ux, Tx)

que resulta un elemento de D(A). Notar que si la multiplicidad de ||A|| como autovalor
de |A| no es simple, entonces D(A) tiene més de un elemento (de hecho infinitos). En
este contexto es facil ver entonces que

{ox = (%) 1 x € C%, x[ =13 < D(1),
dejamos como ejercicio (A.vI) probar que en realidad
D(1) ={er =Tr(T-): Tr(T) =1 =[T|y = T[T}
y por el Lema B.3.12, se tiene
D(1)={e7r=Tr(T-): T>0, Tr(T) =1}

Volviendo al caso general, sea S C B la esfera unitaria de un algebra de Banach,
es decir
S={xeB:|x| =1}

Dados a € B, definimos para x € S
V(a,x) ={@(ax): ¢ € D(x)} c C.

Es un conjunto no vacio, y observemos que si A € V(a,x) entonces [A| < ||a]|.
Se define el rango numérico de a € B como

V(a) = UyxesV(a,x) C C.
Claramente V(a) C B(0, ||a||). El radio numérico de a € B es

v(a) = sup{]Al: A € V(a)} < [al-
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Observemos que V(a,1) C V(a) es obvio pero ademas si A € V(a) entonces existen
x € S, @ € D(x) tal que A = @(ax). Definimos &(z) = @(zx) (z € B). Entonces
¢ € B’ pero ademds ¢(1) = @(x) =17y ||d| =1; es decir ¢ € D(1). Como

A= o@lax) = ¢(a),
se deduce que A € V(a, 1). En resumen, para todo a € B, V(a,1) = V(a).

Definicién A.3.3. Dado un espacio de Banach E, podemos definir, para T: E — E
lineal y acotado, el rango numérico espactal como

VE(T) ={&(Tx) : x € E, ||x]| = 1,& € D(x)}.

Dado A € Vg(T), A = &(Tx), podemos considerar @(A) = &(Ax). Claramente ¢ €
B(E)’, pero ademés es facil ver que @ € D(T). Como @(T) = &(Tx) = A, se tiene la
inclusién Vg (T) C V(T) para todo T € B(E). Puede probarse [19, p. 83] que

coVe(T) = V(T),

y por otro lado cuando E es un espacio de Hilbert el Teorema de Toeplitz-Hausdorff
[33] nos dice que Ve (T) es un conjunto convexo, luego para todo operador T en un
espacio de Hilbert H se tiene la igualdad entre rango numérico y rango numeérico
espacial.

Observacién A.3.4. ;Qué es el rango numérico de una matriz A € M, (C)? Por la
Observacién A.3.2), se trata del conjunto compacto y convexo del plano complejo

dado por
VA)={Tr(TA): T >0, Tr(T) = 1},

y por lo comentado en el ultimo parrafo, también se tiene la igualdad
V(A) = {{Ax,x), [Ix]| = 1}

Si A es una matriz de 2x 2, entonces V(A) es una elipse cuyos focos son los autovalores
de A [70] (cabe observar que esta elipse degenera a una linea en el plano cuyos
extremos son los dos autovalores de A cuando A es normal, ver la préxima seccién y
los ejercicios).

Lema A.3.5. St a € B un dlgebra de Banach, entonces
1. V(a) es un conjunto compacto, convezo y no vacio de C.

2. o(a) € V(a) y (@) < v(a) < [al.

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 335 $

A.3. Rango y radio numérico 335

Demostracién. Sea S’ la esfera unitaria de B’ con la topologia w* y ev:S’ — C la
evaluacién ev(@) = @(a). Esta es una funcién lineal y continua. Como D(1) C S’ es
compacto convexo y no vacio, lo mismo vale para

V(a) =V(a,1) =ev(D(1)).

Veamos 2. Si A € o(a), entonces a—A no tiene inversa a izquierda o no tiene inversa
a derecha. Supongamos que no tiene inversa a izquierda, entonces ] = B(a—A) es un
ideal propio (a izquierda) de B. Se tiene ||1 — x|| > 1 para todo x € ] pues la bola
unitaria alrededor del uno consta de elementos inversibles. Luego | estd dentro de un
hiperplano cerrado que no contiene al 1 € B. Por el teorema de Hahn-Banach, existe
@ € B’ tal que (1) =1=||1|| y ] C ker ¢. Es decir ¢ € D(1) y como @(a—2A) =0,
@(a) = A lo que nos dice que A € V(a). Si a—A no tiene inversa a derecha, la prueba
es idéntica. La desigualdad r(a) < v(a) es ahora evidente, y ya mencionamos que
v(a) < |la]. O

A.3.1. El rango numérico y los grupos a un parametro

En este teorema damos relaciones mas finas entre espectro y rango numérico.
Teorema A.3.6. St a € B un dlgebra de Banach, entonces
1. max{Re A: A € o(a)} = inf Llog|le™®| = limsup ! log|le*?||.
neN ™ t—+o0
2. max{ImA: A € o(a)} = inf Llog|e "¢ = limsup { log [le~'t¢|.
nen t—+o00
3. méx{Re A: A € V(a)} =sup 1 log [|e'?| = lim { log|et?|
t>0 t—0+
¢ 1 _ 14 1
= Inf ¢([|T+taf —=1) = Um ¢([]1+taf —T).
4. max{ImA: A € V(a)} =sup 1 loglle ™| = lim {log|le ™|
t>0 t—0+
— taf 1 _3 _ — 1l{im 1 i _
= Inf ¢(||T —ita| —1) = lim (|1 —ita] —1).
Demostracién. Veamos 1. Como o(e®) = exp(o(a)), se tiene
{lul:peole®)} ={ef*: A € o(a)}
luego log r(e®) = méax{ReA : A € o(a)}. Por otro lado

1
logr(e®) =log inf [|(e®)"||'/™ = inf —log|le™].
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Sea f(t) = log|le*®|, f : R — R. Esta es una funcién continua pero ademds es
subaditiva pues

f(t+s) = log [e*“e*® | < log]le*[[|e*®| = f(t) + f(s).

Ciertamente

1 1 1
[ = inf —f(n) < sup —f(n) < limsup —f(t) = S.
neNn neN T t—4o00

Para terminar la demostracién del primer item, veamos que S = I. Tomemos & > 1 y
elijamos n € N tal que 1;f(n) < . Sea

m =sup{f(r) :n <r <2n} < co.
Dado k € N, tomemos t € [(k+ 1)n, (k+ 2)n] y por la subaditividad de f,
f(t) < f(kn) 4+ f(t — kn) < kf(n) + m,

luego
kffn) m kn m
fi) < — 4+ — < —a+ —.
fef(t) < t + T T + T
Si hacemos tender k — oo, dejando que t permanezca en el intervalo dado, se tiene
an <1, y deducimos que

limsup /4 f(t) < «

t—+o0

lo que prueba la desigualdad que faltaba, S < I. El segundo item se deduce del
primero, notando que o(—ia) = —ic(a) y entonces

max{Re A: A € o(—ia)} = max{ReA:A € —io(a)}
= méx{Imu:peola)l

Para probar el item 3., sea 1 = méx{Re A: A € V(a)}. Tomemos t > 0, y para x € S,
@ € D(x) entonces

e((1 —ta)x) = @(x) —te(ax) =1 —tA
con A € V(a). Entonces
(T —=ta)x[| > lo((T —ta)x)] > Re((1 —ta)x) > 1 — tp. (A.3)

Si a = 0 la afirmacién es trivial. Si tomamos 0 < t < |la||”', se tiene 1 — tp >

1 —ofla|| > 0, y aplicando la desigualdad (A.3) a x = H}-titgl\’ obtenemos

(=t (0 +t2a?]) > (1—tw) "1 —t2a®|| > ||T + ta].
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Entonces S S
1t%||a t t4||a
Mt 1< I el
1—tu 1—tp
Luego

Lt

1 1
i = fnf — (|1 1)< (| -1
t=inf ([T +tal=1) < ([T +taf =1) < g

para 0 < t < ||a||~'. Basta probar que p < i para obtener, tomando limite, la primera
identidad

a , ]
w=inf ([T +taf —1) = lim —([T+taf 1) (A.4)
Pero si @ € D(1) entonces @(a) = 1/4(@(1 + ta) — 1) para todo t > 0, con lo cual
Re @(a) = TA(Re (1 +ta) = 1) < Ville(1 +ta)l —1) < TA([]T + ta| — 1),

de donde se deduce que p < i. Ahora vamos a probar la identidad
1 1
lim —log||e*®|| = sup - log ||e*®|| = n. A5
Jim - log fle™| Sup ¢ oglle™| =n (A.5)
Tomemos t > 0, e iteramos la ecuacién (A.3) para obtener
11 —ta)™x[| = (1 —tu)"™[|x]]

para todo x € B, para todo n € N. Dividiendo por n! y sumando sobre n, se deduce
que
exp(1 — ta)x]| > ¢!~ x].

Cancelando los términos exp(1) = e de ambos lados y tomando x = e'® se tiene
et > ||e'?|| para todo t > 0 con lo cual
1
sup — log [le"*|| < p.
t>o t
Ahora, como [[e'¢| = ||T+ta+o(t?)|| > ||1+tal| —o(t?), y usando que v~ ' (r—1) <
log(r) para todo v > 0, tenemos

1

HIM+ta]| —1}—o(t) 1

t < 71
IT+tal]| —o(t?) ~ t oglle

ta”

para todo t > 0. Luego

1 +ta]| =1} —o(t) 1 1
L < L log llet?] < sup - log let?] < 1.
Tt —o() = ¢ loellell = supsloglle <u

para todo t > 0, y haciendo tender t — 0" en el término de la izquierda y usando
(A.4), obtenemos (A.5). El cuarto item se deduce del tercero, de la misma manera
que el segundo se dedujo del primero. O
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A.3.2. La relacién entre rango numérico y espectro

Dado X C C, denotamos con co(X) a la cédpsula convexa de X,
coX)={zeC:z=tpu+(1—t)A, ApneX tel0,1]}.

Como V(a) es convexo (Lema A.3.5), se deduce que co(o(a)) C V(a).
Recordemos que x € B es Hermitiano si e''* tiene norma unitaria para todo
t € R (Observacién 4.5.3).

Teorema A.3.7. Sea a € Herm(B). Entonces:
1. |la|| = r(a).

= minV(a) y maxV(a) = méx o(a). En particular r(a) = v(a) y

Demostracién. Para probar el primer {tem, usamos el desarrollo en serie de potencias
de la funcién arcsen : [—1,1] — [—7/2, 7]

arcsen(x) = Z apx®.

n>0

Los ay son reales y positivos. No es dificil probar que la serie converge uniformemente
en |x| < 1, y que para x = 1 es convergente y

arcsen(1) = Z ax = g

n>0

Sea b € Herm(B) tal que r(b) < 7t/2. Entonces r(sen(b)) = sen(r(b)) < 1, y por el
célculo funcional analitico,

b = arcsen(sen(b E ay sen(b

elhieflb

Como sen(b) = o

y b es Hermitiano, resulta || sen(b)|| < 1, con lo cual

bl < > axlsen®)|*< Y ax=

n>0 n>0

N\?—l

Para a € Herm(B), si r(a) = 0, tomamos t > 0 y entonces por lo que acabamos de
probar, como r(ta) = r(a)t = 0, se tiene Ht(1|| < 71/2; haciendo tender t — 400 se
tiene un absurdo. Sea entonces 0 < t < 57—. Entonces r(ta) = r(a)t < 7/2, con
lo cual t||a|| < 7/2. Haciendo tender t — mf, se tiene 37 |lall < 7/2, luego
lla|l < r(a) y la otra desigualdad vale siempre.
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Para probar 2, usamos el {tem previo y el item 3 del Teorema A.3.6: tomamos
t>0tal que o(a+t) C V(a+t) C[0,+00) y calculamos

a+t o|la+t]|

1 1
méxV(ia+1t) = sup—logHe“( )|| < sup —loge
a>0 & a>0 &
= Jla+t]|=r(a+1t).
Como o(a +1t) C [0,+00), se tiene r(a + t) = max o(a + t), luego
maxV(a+t) <mixo(a+t).
Como la otra desigualdad vale siempre en realidad tenemos
max V(a+t) = méxo(a + t).
Entonces de V(a)+t=V(a+1t) y o(a+1t) = o(a) +t deducimos que
méx V(a) = méx o(a).
Ahora usamos que
minV(a) = minV(—(—a)) = min—V(—a)) = —mix V(—a)
= —méxo(—a) =min—o(—a) = min o(a).
Luego
min o(a) = min V(a) < méx V(a) = méx o(a),

y como V(a) es convexo se tiene la conclusién V(a) = co(o(a)). O

A.4. Problemas

AL Probar las afirmaciones de la Observacién A.1.1: la unitizacién A" de un 4lgebra
C* es a su vez un 4lgebra C* y ademds A C A" es un ideal maximal.

AL Probar que todo ideal maximal en un algebra C* es cerrado.

A.IIL Si a,b € B un algebra de Banach, probar que o(ab) U{0} = o(ba) U{0} (ver el
Lema A.2.2).

A.IV. Si B es un &lgebra de Banach y Gp es el grupo de inversibles, dados
v,w € B sean X,, X,, los correspondientes campos invariantes a izquierda. Si [v,w] =
Lx,Xw(1) indica el corchete de Lie usual del grupo, probar que [v,w] = vw —wv.
Probar ademas que la exponencial abstracta del grupo de Lie coincide con la serie de
potencias de la exponencial usual del algebra.

A.V. Probar el Teorema A.2.10 del célculo funcional analitico.

A V1. Sea B =M, (C) el dlgebra de matrices con la norma uniforme.
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1. Probar que toda funcional ¢ del dual de B esté realizad por la traza, es decir
existe T € M,,(C) tal que @(A) = Tr(AT).

2. Probar que ||o|| = ||T|ls = T|TI.

3. Probar que D(1) ={Tr(T-) : Tr(T) =1 = Tr|T|}.

A.VIL * Sea B un algebra de Banach.

1. Probar que si A C B es una subdlgebra que contiene a la identidad, entonces
el rango numérico no depende del 4lgebra que se mire. Es decir Vg(a) = V4(a)
para todo a € A.

2. Un elemento n € B es normal si existen h,k € Herm(5) tales que n = h + ik
y hk = kh. Probar que si n es normal, entonces co(o(n)) = V(n). Sugerencia:
aplicar la teorfa de Gelfand (Lema B.3.1 y Corolario B.3.2) al doble conmutante
del dlgebra conmutativa generada por 1, h, k.
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ONSIDERAREMOS en este apéndice el cdlculo funcional en el caso particular

de un &lgebra C*. Un elemento a € A es autoadjunto o Hermitiano si

a* = a. Un elemento n € A es normal si n*n = nn*. Todo elemento
autoadjunto es normal. Comenzamos con las propiedades del radio espectral para
elementos normales.

B.1. El radio espectral de un operador normal

Proposiciéon B.1.1. Sea a € A un elemento normal en un dlgebra C*. Entonces
la?|| = llaa*(| = [la*al| = [|a]/?
y ademds
r(a) = [|a]|.
Demostracidn. Observemos primero que, si x* = x, entonces
el = x| = [Ix*]].
Ahora notemos que x = aa* = a*a es Hermitiano, y también que (aa)* = a*a*.
Luego
laa*(|* = laa*aa*|| = [aaa*a*|| = [la*(a*)?| = [la*(a®)*|| = ||a?|*.
Esto nos dice que ||a?|| = |jaa*|| = |la*a|| = ||a||>. Iterando, obtenemos ||a® | =
|la||*" para todo n € N. Luego

2m (1
[a®" | 72" = |

y tomando limite se tiene el resultado, mediante la férmula del radio espectral r(a) =

limy [|a¥||/¥. " O

—p—
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B.2. Calculo funcional continuo

Combinando resultados previos, se deduce que si a* = a y f es analitica en
un entorno de o(a), entonces el elemento f(a) es normal, y autoadjunto si ademads
f(R) C R. Luego

[f(a)]| = max{If(A)

: A e o(a)} = [[flles,0(a)-

Por el Teorema de Runge (Teorema A.2.7) existe una sucesién de funciones racionales
Tr(z) que convergen uniformemente sobre o(a) a la funcién f. Observemos que f(a),
en este contexto de dlgebras C* puede calcularse (o incluso definirse) como

f(a) = 11’Trlnrn(a) € A,

donde la convergencia es en el sentido de la norma del 4lgebra A. Observemos que el
limite existe pues

HTn((l) *Tm(a)H = ”(rn *Tm)(a)” = ”rn *TmHoo,G(a))

con lo cual la sucesién 1,,(a) € A es de Cauchy y A es un espacio de Banach. De
hecho, si f tiene una expansién analitica

fz) = ¥ owlz—z0)",

k>0

entonces
fla)= Y ala—zo)
k>0
donde la convergencia de la serie es con la norma de .A. Ahora supongamos que f es una
funcién inicamente continua en el compacto o(a). Enunciamos un caso particular del
teorema de Stone-Weierstrass que serd de extrema utilidad. La demostracién puede
verse en el libro de Reed-Simon, [79, pag. 103].

Teorema B.2.1 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea K C C compacto. St C(K)
denota el dlgebra de Banach de funciones continuas a valores complejos sobre
K, con la topologia de convergencia uniforme, entonces los polinomios en dos
vartables p = p(z,Z) son densos en C(K).

Observacién B.2.2. Si adoptamos la convencién de que evaluando Z en z = a obte-
nemos a*, tiene sentido calcular p(a, a*) para un polinomio p = p(z,z). Por ejemplo,
si
p(z,Z) = 22% + 32+ 2%z + 23,
entonces
pla,a*) =2a% +3a+ (a*)?a+ (a*)3.

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 343 $

B.2. Calculo funcional continuo 343

Supongamos que a € A es normal, entonces p(a) es normal también, y el dlgebra
generada por a,a* y la identidad se identifica con los polinomios en dos variables
evaluados en a, a*, donde zZ(a) = a*.

Si a = a*, en realidad se tiene que p(z,z)|a = q(a) donde q = ((z) es otro
polinomio tnicamente en la variable z. Luego si p,, — f, entonces

[pn(a) =pm(@)l] = [gn,m(@)[ = [[dn,mllsc,0(a) = [IPn = Pmllo,0(a) = 0,

con lo cual podemos definir como antes f(a) = lim pn(a).
n—oo

Al &lgebra C*(a) c A de todas las funciones continuas f € C(o(a)), evaluadas
en a, la llamamos dlgebra C* generada por a. Observemos que es un algebra C*
conmutativa, que de hecho por definicién coincide con la clausura del dlgebra generada
por las potencias de a y la identidad de A.

Lema B.2.3. Sean a =a* € A, f,g € C(o(a)). Entonces:
» fg(a) =f(a)g(a) = g(a)f(a), f(a) = f(a)".
||f((1)H = ”f”oo,a(a)'

= f(a) es tnversible st y solo st f(A) # 0 para todo A € o(a).

= o(f(a)) = f(o(a)).

Demostracién. Las afirmaciones del primer item son obvias para polinomios, y se
sigue que valen tomando limite. Lo mismo se puede decir del segundo item.

Para ver el tercer item, supongamos primero que f no se anula en el espectro
de a. Entonces g = 1/f es una funcién continua en o(a). Como fg = 1, obtenemos
f(a)g(a) = g(a)f(a) =1, lo que prueba que f(a) es inversible.

Reciprocamente, sea A € o(a) tal que f(A) = 0. Sip, es una sucesién de polinomios
que aproxima a f uniformemente en o(a), sea n(k) tal que

[Pro (A < 1/k.
Tomamos la sucesién de polinomios qy dada por
qr(x) = Pr) (x) = Pra (A).

Como ||f — qklloo < [[f —Pn(x)lleo + 1/k, esta sucesién también tiende uniformemente
a f en o(a). Como qx(A) = 0 para todo k € N, se deduce que

0 € qk(o(a)) = o(qk(a)).

Luego ninguno de los qi(a) es inversible. Se deduce que f(a) no puede ser inversible,
pues los inversibles forman un conjunto abierto de A.

—p—
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Para probar el iltimo item, sea p € C. Observemos que f(a) — 3 es inversible si
y sélo si B ¢ o(f(a)), lo cual ocurre por el item previo si y sélo si f(A) — f # 0 para
todo A € o(a), o equivalentemente si y sélo si p ¢ f(o(a)). O

Observacién B.2.4. Si f € C(o(a)) y g € C(f(o(a))), entonces go f € C(o(a)), y
ademas

(gof)a) = g(f(a)).

Esta afirmacién es obvia si f,g son polinomios, y luego se deduce el caso general
pasando al limite.

B.3. Teorema de Gelfand y la representacion GNS

Observemos primero que el espacio C(X) de funciones continuas a valores en C
sobre un espacio topoldgico compacto X, es un algebra C* abeliana, si lo munimos de
la norma supremo y la involucién dada por la conjugacién. El teorema del isomorfismo
de Gelfand nos da la reciproca de este resultado.

Sea a € Anormal, y f € C(o(a)). Por el Teorema de Stone-Weierstrass, existe una
sucesién de polinomios pn(z,Z), tales que p,, — f en el compacto o(a). Intentamos
definir

fla) =limpn(a,a”) € A,

donde la convergencia es en el sentido de la norma del 4lgebra A, que debiera ser un
operador normal. Pero hay un obstaculo: no podemos probar directamente que este
limite existe, pues no tenemos la férmula del espectro

para elementos que no sean autoadjuntos. Sin embargo, la féormula es correcta asi
como propiedades idénticas a las del Lema B.2.3. En lo que resta de esta seccién
veremos como se prueba esto, pasando por un teorema de Gelfand para algebras
conmutativas que tiene interés independiente.

B.3.1. El espacio de caracteres

Dada un &lgebra de Banach abeliana .4, podemos considerar homomorfismos
h € A’, es decir h(ab) = h(a)h(b), h(1) = 1, también conocidos como caracteres.
No es dificil probar (ver por ejemplo la Seccién 4.4 del primer tomo del libro de
Kadison-Ringrose [52]) que todo homomorfismo a valores en C es continuo. Ponemos

¥ ={h € A’ : h es un homomorfismo},

conocido como €l espacto mazimal o espacio de caracteres de A. Le damos la topo-
logia de subespacio de A’, y en A’ consideramos la topologia w*, que es la topologia

—p—
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de convergencia puntual. Recordemos que por el Teorema de Banach-Alaoglu (ver
[79, IV.21]), la bola unitaria en 4’ es w*-compacta.

Lema B.3.1. Sea A un dlgebra de Banach abeliana. Entonces:
1. ¥ es w*-compacto.
2. Siac€ A, entonces o(a) ={h(a):h e X}.

Demostracién. Como la topologia es la de convergencia puntual, es facil ver que un
punto limite de elementos en ¥ es un homomorfismo, con lo cual X es cerrado y por
ende compacto. Si b € A es inversible, y h € Z, entonces 1 = h(bb~') = h(b)h(b~ 1),
con lo cual b ¢ ker h. En particular, sia € Ay h € L, entonces a—h(a) € kerh, con
lo cual h(a) € o(a). Reciprocamente, dado A € o(a), entonces (a — A)A es un ideal
propio en A, contenido en algin ideal maximal Aj,. Si tomamos h: A — A/ Ay ~C
la proyeccién al cociente, es facil ver que h € L. Por construccién h((a —A)) =0 con
lo cual h(a) =A. O

Corolario B.3.2. Sea B un dlgebra de Banach arbitraria y sean x,y € B que
conmutan (xy =yx). Entonces

o(x+y) Co(x) +o(y) Y olxy) C o(x)oly).
Demostracién. Observemos que si x e y conmutan, entonces x™y = x™ 'xy =
x"lyx = --- = yx™ para todo n € N. Con un razonamiento andlogo, x"y* =
xMyy*T! = yx"ykT! = yxtyy*—2 = ... = y*x™. Luego x,y generan un &lgebra de

Banach conmutativa que llamaremos A. Sean
A’ ={z € B:zw = wz para todo w € A},

A" =(A") ={a € B:az =za para todo z ¢ A’}

Tautolégicamente, A C A", y ademés como A es conmutativa, A C A’. Luego si
a € A”, entonces en particular a conmuta con todos los elementos de A, con lo cual
a€ A’, es decir A” C A’. Resumiendo A C A” C A’. Si a,b € A", en particular
b € A’ y por definicién de A" = (A’)’ se deduce que a y b conmutan, es decir A"
es un algebra de Banach conmutativa. Afirmamos que

o4 (a) =og(a)

para todo a € A. Ciertamente 0.4 (a) D og(a) pues A" C By una inversa en A" de
a — A sirve de inversa en 3. Reciprocamente, si b € A” y b~! € B, es su inversa, se
tiene bw = wb para todo w € A’, con lo cual wb~! = b~ "w nos dice que b~ € A".

—p—
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Por tltimo, si X es el espacio de caracteres de A", el item 2 del Lema previo nos dice
que
O'_A//(a + b) = {h(a) + h(b) :he Z} C O'_A//(Cl) + O'_A//(b),

(T_A//(ab) = {h(a)h(b) :he Z} C O'A//(G)G_AH (b)

B.3.2. La transformada de Gelfand en C*-algebras

La transformada de Gelfand de a € A es la asignacién a — a, donde a : 4 —
C(X) est4d dada por a(h) = h(a), que es de hecho un homomorfismo. En el caso en
que A es un dlgebra C*, la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico.
Para probarlo necesitamos algunas herramientas especificas que condensamos en los
siguientes dos resultados que tienen interés per se.

Lema B.3.3. Si A es un dlgebra C* abeliana, y h € L, entonces
1. h(a) R sz a* = a.
2. h(a*) = h(a) para todo a € A.
8. h(a*a) > 0 para todo a € A.

4. [h(uw)] =1 st u es unitario (Lu* =u*u=1).

Demostracién. Todos los items se deducen trivialmente del primero. Para probarlo,
podemos suponer que ||h| = 1. Ponemos h(a) = x + iy con x,y € R y observemos
que para todo t € R se tiene

tflal? > o+ =(a+it) (a+it)]| = [a+it]?
> [h(a+it)]> =x* +y% + 2yt + 2.
Siy # 0 se tiene una contradiccidn. O

B.3.2.1. Invariancia del espectro

Lema B.3.4. S: B C A es una inclusion de C*-dlgebras, entonces para todo
a € B se tiene
os(a) =oala).

Demostracién. Ciertamente si a — A tiene inversa en B tendrd inversa (el mismo
elemento) en A. Luego o(a) D o4(a). Para ver la otra inclusién, basta probar que
si b € B tiene una inversa b~ € A, en realidad b~' € B. Supongamos primero que
b = b*. Dada f(t) =t~ ', tiene sentido entonces el calculo funcional f(b) efectuado

—p—
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en la C*-3lgebra A. Por el teorema espectral para autoadjuntos, en realidad debe ser
f(b) € B (por ejemplo porque es limite uniforme de polinomios en b). En el caso
general, dado b € B, supongamos que ¢ € A es su inversa. Entonces c* € A es la
inversa de b* € B. Hs facil ver que cc* es inversible, y ademds

bb*c*c =1 =c*cbb*,

con lo cual c*c es la inversa de bb* € B. Como bb* es Hermitiano, se sigue por el
caso anterior que c*c € B. Luego ¢ = (¢*c)b* € B. O

B.3.3. El Teorema de Gelfand

Teorema B.3.5 (Teorema del isomorfismo de Gelfand). Sea A un dlgebra C* abe-
liana, y L su espacto de caracteres. Entonces la transformada de Gelfand es un
*-isomorfismo isométrico entre A y C(X).

Demostracién. Ciertamente a : A — C(X) es un morfismo, resulta *-morfismo por
el segundo item del Lema B.3.3. Como o(a) ={h(a) : h € I}, tenemos

a p— 3 h pr— pr—
[l 0o glggl (@) =r(a) = |a,

pues todo elemento de A es normal. Luego la transformada de Gelfand es un iso-
morfismo isométrico con su rango, que resulta cerrado en C(X). Para ver que es
sobreyectiva, basta ver que la imagen es densa; esto dltimo es una aplicacién trivial
del teorema de Stone-Weierstrass. U

Podemos tomar entonces, dado a € A un elemento normal en un &lgebra C*
arbitraria, el dlgebra abeliana generada por a, a* y 1, que denotamos C*(a). Es decir,
clausuramos en la norma de A a los polinomios en 1,a,a*. Para esta 4lgebra C*
abeliana especializamos el Teorema de Gelfand. Observemos que el espectro de a
como elemento de A coincide con el espectro de a como elemento de C*(a), y en
particular

o(a) ={h(a): h es un caracter de C*(a)}.

Lema B.3.6. S: L es el espacio de caracteres de C*(a) con a € A normal,
entonces la aplicacién h +— h(a) es un homeomorfismo entre espactos topoldgicos
compactos, X ~ o(a).

Demostracién. Que la aplicacién es sobreyectiva se deduce de la observacién previa.
Que es continua es evidente pues la topologia de X es la de convergencia puntual,
luego si h;, — h en X, entonces h,(a) — h(a) in C. Por tltimo, para cualquier

—p—
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elemento b € C*(a), se tiene b = lim,, pn(a,a*) con p,, = pn(z,z) polinomios, luego
si hy,hy € X entonces

ha(b) = lim h1 (pn(a, @) = limpy (ha (@), ha(a)),

lo que prueba que hy = h; si hy(a) = hy(a). O

Observemos que si
p: C*(a) = C(o(a)) = C(%)

es el homomorfismo dado por
w(b)(A) = h(b) para h € X tal que h(a) =A € o(a),

este no es otra cosa que la transformada de Gelfand compuesta con el isomorfis-
mo entre o(a) y X. Hemos probado el siguiente teorema, los detalles quedan como
ejercicio:

Teorema B.3.7. Sea a € A un elemento normal en un dlgebra C*. La aplicacion
¢ : C(o(a)) = A dada por ¢(f) = f(a) es un somorfismo isométrico entre
C(o(a)) y C*(a), que preserva la tnvolucion en el sentido que

Ademds se tiene
= o(f(a)) = o(d(f)) = f(c(a)) para toda f € C(o(a)).
. (1) =1.
= Siid:o(a) — o(a) denota la funcién identidad, id(z) = z, entonces ¢(id) =

a.

B.3.4. Propiedades del calculo funcional continuo

Observemos que todo elemento a* = a € A tiene su espectro real. En efecto,
d(id) = a = a* = ¢(id),

lo que prueba que id = id, y esto sélo es posible si o(a) C R. Asimismo, si u € A es
unitario (es decir u*u = uu* = 1) entonces

d(1) =1=o(id)dp(id)" = d(id-id) = d(lid?),

lo que prueba que |z|> = 1 sobre o(u), con lo cual o(u) C S'.

—p—
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B.3.4.1. Elementos positivos

Un elemento a € A en un &lgebra C* es positivo si a* = a y o(a) C [0, +o0), lo
denotamos a > 0.

Lema B.3.8. Sean a,b € A. Entonces

m a>0 sita=Db*b para algin b € A.

~Jla] < a < a] para a = a*.
= 510 <a<b entonces ||a|]| <|b].

» St a >0 entonces xax* > 0 para todo x € A.

m S1a <b entonces xax* < xbx* para todo x € A.

Demostracién. Ciertamente, si b € A entonces b*b es claramente autoadjunto y
ademas

o(b*b) = o(d(id)p(id)) = o(d(id - id)) = o(([id]*)) = [id|*(o(a)).

Pero f(z) = |z|? toma s6lo valores reales no negativos en cualquier subconjunto de C,
lo que prueba que o(b*b) C [0,+00). Reciprocamente, si a > 0 podemos considerar
s(x) = y/x definida y continua en o(a), y tomar b = f(a) € A. Entonces b* = b (de
hecho, b > 0) y ademas como s* = id se tiene

b*b = b? = (s(a))? = a.

Para ver el segundo item, observemos primero que ||a|| — a es autoadjunto. Por otro
lado, o(a) C [—|lal|, ||al|], luego

ofllal —a) ={llall =A: A € ola)} C [0,2]|al]l.

Esto nos dice que ||a|]| —a > 0, o equivalentemente que a < ||a||. La otra desigualdad
es similar. Para ver el tercer item, si 0 < a < b entonces por el item anterior 0 < a <
b < ||b]|. Pero esto nos dice que o(a) C [0, ||b]|], de donde se deduce que ||a| < ||b].

1/2

Para ver el cuarto item, denotamos a'/“ a la raiz cuadrada positiva de a. Entonces

xax* = xa'/? (xal/z) > 0.

El 1dltimo item es una consecuencia trivial del anterior. O

—p—
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B.3.4.2. Funciones monétonas y convexas

Una funcién f : I — R (con I un intervalo de R) se denomina mondtona de
operadores si dados a,b positivos con espectro contenido en I, tales que a < b, se
verifica f(a) < f(b). Una funcién g se denomina conveza de operadores si para a,b
con espectro contenido en I, se verifica

g (Y2a+12b) < 1/29(a) + 29(b).

No toda funcién monétona en el sentido usual es mondtona de operadores (Ejercicio
B.1v). Tal vez el ejemplo mas relevante de funcién mondtona de operadores es f(t) = t*
para s € [0, 1].

Teorema B.3.9 (Léwner). Sea I C R un intervalo y a,b € A tales que
o(a),o(b) CI. S:0 < a <b, entonces para todo s € [0,1] se verifica

a® < bs.

Demostracién. Usando un argumento con los numeros diddicos, basta probar el
resultado para s = 1/2 (Ejercicio B.v). Supongamos primero que b es inversible.
Entonces a < b implica

b '/2ab /% <1,

con lo cual |[b~"/2ab~1/2|| < 1, y entonces

b71/4a1/2b71/4 < ||b71/4a1/2b71/4|| < ||a1/2b71/2H
||(a1/bel/Z)*(al/bel/Z)H]/Z
||b71/2(1b71/2||1/2 <1

donde en la segunda desigualdad usamos que si xy es autoadjunto entonces

Ixyll = p(xy) = p(yx) < [lyx||

aplicado a x = b~"/4, y = a'/2b~ /4, Esto prueba que b~ '/4a'/?b"1/4 < 1 0o
equivalentemente a'/? < b'/2. Si b no es inversible, dado € > 0 tenemos b’ =
b+ € >b > ay aplicando el resultado previo a b’ se deduce que

(b+e)/?>al/?

haciendo tender € a cero se tiene la conclusidn. O

—p—
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B.3.4.3. Los *-morfismos

Un x-morfismo entre dlgebras C* es un morfismo de 4lgebras m: A — B que
preserva la estrella, es decir
(x*) = m(x)*

donde por supuesto la estrella de la izquierda es la de A, y estrella de la derecha es
la de B.

Lema B.3.10. Todo *-morfismo m: A — B entre dlgebras C*
m Preserva el orden, es decir t(a*a) > 0 para todo a € A.
= Fs contractivo |1t(x)|| < ||x||, en particular continuo.

Demostracién. Observemos que

n(a*a) = t(a®)n(a) = t(a)*nt(a) > 0.

Ahora como x*x < ||x*x|| = ||x||* para todo x € A, luego 7(||x||* —x*x) > 0, es decir
0 < m(x*x) < ||x||*7e(1) = ||x||*. Luego

1) |12 = () () | = [Ielx* )| < 111,

que es lo que queriamos probar. O

B.3.5. La representacion GNS

Que toda dlgebra C* abstracta admite alguna representacién como una subalgebra
uniformemente cerrada de B(H) para algiin espacio de Hilbert H es consecuencia
de la construccién de Gelfand-Naimark-Segal (GNS), que describimos brevemente a
continuacién porque la usaremos en reiteradas ocasiones.

B.3.5.1. Funcionales positivas y estados

Una funcional p € A’ es positivasi p(a*a) > 0 para todo a € A. A las funcionales
positivas de norma unitaria se les suele decir estados de A y a este conjunto se lo
denota S(A). Este es un conjunto convexo, a los extremales se los denomina estados
puros de A. Si A es una subélgebra de B(?), entonces fijado n € H, la funcional

a— p(a) = (an,n)

es positiva pues

p(a*a) = (a*an,n) = (an, an) = [|an||* > 0.

—p—
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Por otra parte,
lp(a)] = [{an, )| < [|al|[n]|>

mientras que p(1) = |n||* lo que nos dice que ||p|| = |n||?, luego p tiene norma
unitaria si y sélo si ||| = 1. De una manera que precisamos a continuacién (ver
la representacién GNS), todos los estados son de esta forma para algin espacio de
Hilbert H.

Observacién B.3.11. Si p € A’ es positiva, entonces p es Hermitiana, es decir
p(a) eR
para todo a = a*. Para verlo basta notar que
pla) =12[p(llal +a) —p([la] — a)]
y cada término es positivo pues —||al| < a < ||a]|. Se sigue que
pla) = p(a”)
tomando partes real e imaginaria, es decir si a = x+1y con x,y Hermitianos, entonces
p(x +1iy) = p(x) —ip(y) = p(a”).

Lema B.3.12. Una funcional p : A — C es positiva st y sélo st es acotada y
p(1) =lell-

Demostracién. Supongamos primero que p es positiva, sea a € Ay e'® € S! tal que
ep(a) =lp(a)l > 0, sea

h=Re(e?a) = T(ea+e a*).
Entonces h = h* y por ende h < |h|| < |/a]|, con lo cual
lallp(1) —p(h) = p([la]| = h) > 0.

Pero de aqui se sigue que

lp(a)l = p(e®a) = p(ei®a) = p(e *?a*) = p(h) < p(1)]|a].

Luego ||p|]| < p(1) y p es acotada. La otra desigualdad vale siempre.

Supongamos ahora que p es acotada y que p(1) = ||p||; claramente para ver si p es
positiva podemos suponer que ||p|| = 1. Tomemos a > 0, pongamos p(a) = a«+if y
veamos que « > 0y B = 0. Para s € R positivo y suficientemente pequeiio, tenemos
que

o(l—sa)={1—st:teo(a)}C[0,1]

—p—
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pues o(a) C R>p. Como 1 — sa es autoadjunto, ||T —sa|| = r(1 —sa) < 1, de donde
se sigue que

0<T—sa<[1—sa—isp|=Ip(1—sa)l <||T—sa|]| <1

lo que nos dice que « > 0. Por otra parte, si definimos B;, = a — a + inf3, para cada
n € N se tiene

Bl = [[B;Bull = (@ — a)? +1?B%|| < la— af|* +n?p2.
Luego, si 3 # 0 se tiene una contradiccién pues

M2+ 2+ 1)B? = [in + 1)BI* = p(Bn)I* < |la— of|* + n?B2.

Corolario B.3.13. Si A es C*-dlgebra, entonces
S(A)={pec A :p(1) =1=]pll}
Ademds si a = a* y p(a) > 0 para todo p € S(A), entonces a > 0.

Demostracién. Por el lema previo, se tiene la caracterizacién del espacio de estados.
Por otra parte,
{pe A’ :p(1) =1=pl} =D(1),

es decir el espacio de estados coincide con las funcionales normizantes de x =1 € A
(ver la Seccién A.3). Luego si a* = a y p(a) > 0 para todo estado p, entonces
V(a) C [0,+00), asi que o(a) C [0, +oo) por el Lema A.3.5. O

B.3.5.2. Estados normizantes

Lema B.3.14. Dado a € A normal, existe ¢ € S(A) que es normizante para a,
es decir

lp(a)l = |lal|.

Demostracidn. Si a es normal, ||a|| = r(a), luego existe A € o(a) tal que [A| = ||a]|.
Tomamos hy € L -con X el espacio de caracteres del dlgebra conmutativa C*(a)
generada por 1,a, a*- tal que ho(a) = A, y lo extendemos por Hahn-Banach a una
funcional ¢ en todo A, de norma ||¢@|| = 1. Ciertamente

lp(a)l =Tho(a)l =IAl = [la]|.

Por otra parte, @(1) =ho(1) =1 =||@||, y por el lema previo ¢ es un estado. O

—p—
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B.3.6. La construccién de Gelfand, Naimark y Segal

Dado a € A no nulo, tomamos un estado ¢ tal que @(a*a) > 0. Consideremos la
forma bilineal (, )¢ : A x A — C dada por

Yo = @y

para x,y € A. Pongamos ||x||, = 1/(X,X),. Como ¢ es positiva, este es un niimero
real positivo, y ademds la forma sesquilineal es definida positiva. En particular vale
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, con la misma demostracién que se da en R™,

106 Yol < lixllolylle-

Un detalle importante que usaremos en un momento es el siguiente: si tenemos una
forma bilineal simétrica 3, definida positiva, entonces

1Byl = [Ix][gllullp

s6lo puede ocurrir si x = Ay, con A € C. Consideremos el espacio
Ne={xeA:|x||lo =0} C A

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, si x € N, entonces yx,xy € N, para todo
y € A, es decir, N, es un ideal bilatero (propio pues a ¢ N, ). Luego, si A, = A/N,
es el espacio cociente, la forma bilineal (,),, : Ay X Ay — C es no degenerada.
El espacio A, es un espacio vectorial con producto interno, si llamamos H, a su
completacién con respecto a la norma || - ||, se deduce que H, es un espacio de
Hilbert.

Observemos que la aplicacién g : A — B(H ) dada por x — Ly, donde L -n = xn
paran € H,, es una representacion del algebra A. Es decir

na(x+y) :ﬂa(x)+ﬂa(y)& ﬂa(xy) Zﬂa(X)ﬂa(H)

para todo x,y € A. Ademds es una * representacion, en el sentido que

o (X") = (7a (x))"

para todo x € A. Esta tltima propiedad no es tan evidente pero se deduce asi
(Ma (XN, &) = @(£"x™M) = @((xE)™) = (N, X&) = M, Ma (X)E) -

Por ser my un x-morfismo, se tiene ||7tq(x)|| < ||x|| para todo x € A, y ademas
mq(a) = Ly verifica
ILa - 1)1* = (a*a) >0

con lo cual la representacion es fiel.

—p—
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Supongamos ahora que @ es normizante para a*a. Como

lalle = vVelara) =/lla]|? = [|a]l

la representacién preserva la norma de a como vector de H,,. Pero ademads, si pen-
samos en el operador Ly = mq(a) € B(H), entonces

ILa - 1[I* = @(a*a) = [|a|%,

con lo cual ||Lq]| = ||af.

Observacion B.3.15. Si elegimos al estado ¢ puro, la representacién 7y, es irredu-
cible. Siempre se puede encontrar un estado puro normizante para a € A normal.

Observacién B.3.16. Como para cada a € A se puede producir un espacio de Hilbert
‘H y una representacién 7t : A — B(H) que preserva la norma de a, podemos considerar
la suma directa de las representaciones

BacATq : A — B(BacaMa)

que resulta ser fiel. De esta manera 4 se representa como un &lgebra de operadores
en un espacio de Hilbert.

B.3.6.1. Vectores normizantes

Si a > 0, podemos tomar un estado tal que ¢(a) = ||a||. Repitiendo la construc-
cién de arriba, tenemos que

Lema B.3.17. St a >0, existe & € H, de norma unitaria tal que Lq - & = ||a|&.

Demostracion. Tomamos como ¢ la clase de 1 en H, que resulta ser un vector de
norma unitaria en #H, pues ||1||, = @(1) = 1. Para cualquier vector & de norma
unitaria se tiene, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que

(La & &) < |[Lall = [Ima(a)]| < [a].
Pero para esta eleccién particular de & se tiene

(La & &) = @(E7al) = @(a) = af.
Al valer la igualdad en C-S, debe ser L& = A&, luego

MEI® = (A&, &) = (La - & &) = |all

lo que prueba que A = ||a]|. O

—p—
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B.4. Descomposicién polar

Nuevamente A es un algebra C*. Representando el algebra A en un espacio de
Hilbert H, recordemos que ker(b) = ran(b*)* y que ran(b*) = ker(b)* para todo
b € B(H). Dado a € A, podemos considerar el célculo funcional

al:=va*a
lal := Va*a,

que tiene sentido siempre pues a*a > 0. Luego |a|] > 0, adem3s |a| = 0 implica que
a = 0 pues la rafz cuadrada es inyectiva en positivos y a*a = 0 implica que o(a) =0
y como a*a es autoadjunto, ||a|| = r(a) = 0. Sin embargo,

la+ bl < lal+ [b]

es falso (ver el Ejercicio B.1x).
Tomemos v € H. Entonces

|av|* = (av, av) = (a*av,v) = (la]*v,v) = (lalv,|alv) = || |alv||?,
de donde se deduce que ker(a) = ker(|a|). Definimos u : ran(jal) — ran(a) como
ulaln := an

para |ajn € ran|al. Esta es una buena definicién pues si |ajn = |alé entonces 1 — & €
ker(|a|) = ker(a). Extendemos a u como cero en ran(|a|)* = ker(|al), luego u € B(H).
Se tiene

[ulam||? = [lan||* = (an, an) = (a*an,n)
= (a’n,m) = (lal - lam,n) = |[lam]|]?

pues |a| es autoadjunto. Luego ||u| = ||&|| para & € ran|al, mientras que u =0 en el
complemento ortogonal. Extendemos a u para que sea una isometria de las clausuras
de los respectivos rangos,

ran(|al) — ran(a)

para obtener un operador acotado en H = ker|a| & ran|al. Un operador con estas
propiedades se conoce como isometria parcial. Equivalentemente, uu*u = u, o bien
uu* es un proyector, o bien u*u es un proyector (en ese caso el otro también lo es).
Algunas propiedades:

= Todo proyector es una isometria parcial.
= u*u se denomina proyector inicial de .

= uu* se denomina proyector final de u.

—p—
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B.4.1. Descomposiciéon polar

Observemos que, escribiendo cualquier v € ‘H como v = & + 1\ € ran|a| ® ker|al,
se tiene
ulalv = ulalé + ulap = ulalé, = aé = aé + ap = av.

Es decir, a = u|a|. Esta férmula se conoce como descomposicién polar de a. Dado
un subespacio S C H, la notacién Ps indica el dnico proyector ortogonal a (la clausura
de) el subespacio S. Dejamos como ejercicio (B.x) algunos hechos de demostracién
sencilla.

B.5. Problemas

B.I. Probar la afirmacién de la Observacién B.2.4.
B.II. Probar que todo homomorfismo es automdaticamente continuo.
B.III. Probar todos los detalles del Teorema B.3.7 sobre cédlculo funcional continuo.

B.IV. Probar mediante un ejemplo en M,(R) que f(t) = t> no es mondtona de
operadores.

B.V. Probar que f(t) = t® es monétona de operadores para s € [0, 1]. Sugerencia: use
que g(t) = v/t es monétona de operadores y un argumento con los numeros diddicos.

B.VI. Si ¢ € S(A) es un estado, probar la desigualdad de Cauchy-Schwarz

lp(a*b)l < @(a*a)?(b*)'/?  Va,be A

B.VIL Probar que si el estado ¢ es puro, entonces la representacién GNS inducida
por @ es irreducible.

B.VIIL * Probar que para todo a € A, existe un estado puro normizante para a.

B.IX. Consideramos A = M;(C), y las matrices

20 -1 1
a=<0 o)’ bz( 1 )
Probar que |a + b| no es < que |a| + |b].
B.X. Sea a € A una C*-3lgebra. Si a = u|al es la descomposicién polar de a, entonces
= uU = Prgp|q mientras que uu* = Prgn(q)-

= HEn general |alu # ulal.

= Empezando con a* se tiene a = |a*[v donde v es otra isometria parcial.

—p—
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Si a es normal, entonces |a| = |a*|, u =V y |a|] conmuta con u.

Podemos siempre extender u a un operador unitario sin perder la propiedad
a =ulal.

» Si a = a*, ademds se tiene que u* = u, es decir que u es una simetria.
Observemos que o(u) C {—1,1}L

= Si a = —a*, se tiene que u* = —u, con lo cual o(u) C {—i,i}.
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XTENDEMOS en esta seccién el calculo funcional para operadores en B(H),
considerando funciones Borelianas en la recta. Recordemos que un &algebra

de von Neumann es un algebra C* que es ademas cerrada en la topologia
fuerte (convergencia puntual) de B(H).

C.1. Calculo funcional Boreliano

Dado a € B(H), sea W*(a) el 4lgebra de von Neumann generada por a y a*, que
es la clausura fuerte del algebra C* generada por a. Resulta un algebra abeliana si a
es normal.

En este capitulo, denotaremos con Sor(X) a las funciones Borelianas y acotadas
en el espacio X.

C.1.1. Teorema espectral

Si a es normal, dado & € H, y una funcién f € C(o(a)), podemos tomar la
funcional lineal

f o (fla)&, &)

que resulta ser un elemento del dual de C(o(a)). Por el teorema de Riesz-Markov (ver
por ejemplo [79, Teorema IV.14]), existe una tnica medida pg en o(a) tal que

(&, f(a)e) =J PRI

Esta medida se llama medida espectral asocitada al vector &. Dada una funcién
g € Bor(C), ponemos

Q&) :J g(t)due (1)



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 360 $

360

Algebras de von Neumann

Supongamos que f,,,f € Bor(C), y que f(x) — f(x) puntualmente y ||fy|loo €5 un
conjunto acotado. Entonces

Qe (E) — Q) = (&, [fn(a) — fla)]E) = j MACEOLRORY

por convergencia dominada. Supongamos que las f,, € C(o(a)), entonces acabamos
de probar que

Q¢(8) = lm(E, fa (a)2).

Luego Qf : H — C es una forma cuadratica, y es facil ver que proviene de una forma
bilineal continua 3¢ : H X H — C por polarizacién. Por el Teorema de Riesz, proviene
de un operador acotado que llamaremos f(a), que verifica

(& fla)n) = lim(&, fn(a)n)

para todo &,m € H, lo que nos dice que f,,(a) — f(a) en la topologia fuerte de B(H).
Si f € C(o(a)) inicialmente, entonces ciertamente f(a) coincide con la definicién
anterior. Se deduce de aqui, aproximando puntualmente cualquier funcién Boreliana
acotada f por funciones continuas f,, en o(a), que f(a) € W*(a). Reciprocamente, si
b € W*(a) entonces existe una sucesién de elementos a, € C*(a) tales que a,, — b
en la topologia fuerte. Por el teorema de Gelfand, hay una sucesién de funciones
fn € C(o(a)) tales que a, = 1 (a). Esta sucesién tiende puntualmente a una funcién
f € Bor(o(a)), la cual extendemos por cero fuera. Se tiene por el resultado previo
que f(a) € W*(a), pero ademés por la unicidad del limite en cada & € H, debe ser
b = f(a). No es dificil chequear que la asignacién f — f(a) para f Boreliana y acotada,
es en efecto un *-morfismo. Hemos probado el siguiente teorema.

Teorema C.1.1. Sea a € B(H) normal. Ezxiste un unico x-tsomorfismo @ :
Bor(o(a)) —» W*(a) de manera que si id : C — C denota la funcién identidad,
entonces ®(id) = a. Ademds

= [[ O] < [[flloo-
= S ab = ba entonces ®(f)b = bdD(f).
m Sif >0, entonces O(f) > 0.

Los tres items se deducen del calculo funcional para funciones continuas, aproxi-
mando puntualmente a la funcion Boreliana acotada f.
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C.1.2. Medida espectral

Dado a normal, consideramos el conjunto x de funciones caracteristicas de con-
juntos medibles acotados en R. Tenemos una asignacién

e:x — W*(a)

dada por ¢(x1) = x1(a). Como ¥ tiene su imagen en el {0, 1}, p; = €(x1) > 0. Como
X% = X1, entonces p% = pi1. Luego la funcién ¢ toma valores en los proyectores del
dlgebra. Con la convencién de que ¢(0)) = 0, se tiene que

= Si IN]J tiene medida nula, entonces pr = €(x1) ¥ p; = €(xj) son disjuntos en el
sentido que pip; = p; = p1 = 0; en general pinj = P1PJ-
= Si o(a) C I entonces p; = 1.

s Sil=UnlhelkNlj = (), entonces pr = anln donde la convergencia es en la
topologia fuerte.

Una asignacién de este tipo se conoce como medida espectral, o medida a valores
proyectores. En este caso se trata de la medida espectral de a. Es usual también
denotar ¢(A) en vez de ¢(xa) para A C R acotado.

C.1.3. Descomposicién polar en W*-algebras

Si a =ula| es la descomposicién polar de a € B(H), aunque |a| estd en el dlgebra
C*(a) generada por a -por ser un calculo funcional continuo-, no es cierto que la iso-
metria parcial u € C*(a). Sin embargo, tomemos para x > 0 la sucesién de funciones

fn(x)—{ 1/x x>1/n

n x<1/n

continuas

Observemos que f,, converge puntualmente a x~'. Sea ¢ la medida espectral de |al,
pongamos

pn=¢0,1/nl,  qn =¢ll/n,||al]

que son dos proyectores disjuntos tales que pr. — Pierjal, 9n — Pran|q €0 la topologia
fuerte. Ademaés, conmutan entre si y conmutan con |al.

Escribimos |al,— = pnlal, laln+ = gnlal que son positivos que conmutan con |a|
y disjuntos entre si, luego

lal = (pn + gn)lal = laln— + lalng.

En esta expresién, es sencillo calcular f,|al, se tiene

1 _
fulal = Epn + |a|nl-

—p—
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Multiplicamos por |a| para obtener |a|f.|a| = %|a|n, + Qgn, ahora multiplicamos por
u para obtener afnlal = %ulaIn, + uqn. Esta expresidén converge en la topologia
fuerte a 0 + uPyqn|q = u. Luego u es limite fuerte de funciones Borelianas en a, con
lo cual u € W*(a), el élgebra de von Neumann generada por a. Con un argumento
similar se prueba que P.gnjq| ¥ Pkerla] = Pkera €stdn en W*(a).

Observacién C.1.2. Notemos que si a es inversible, entonces |a| es inversible con lo
cual de a = u|a| se deduce que

u=ala~' € C*(a)N GA),
luego uw € U N C*(a) pues

w* = dlalMa'a* = dla/?a* = ala*a) Ta* =aa ' (a*) Tat =1

y u*u=la|""a*ala]”" =|a| "|al*la]"" = 1.
C.2. Problemas

C.I. Probar el Teorema C.1.1 sobre calculo funcional Boreliano.

C.II. Probar que si a € M un &lgebra de von Neumann, entonces Prqnja| ¥ Pkerja] =
Prera estdn en W*(a).
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ISCUTIREMOS en este ultimo apéndice nociones elementales de normas

simétricas en dlgebras de operadores. Comenzamos con el caso discreto,

que se corresponde con los operadores compactos en un espacio de Hilbert.
Obtendremos generalizaciones a operadores de las cldsicas desigualdades de Holder y
Young, basadas en el calculo de la traza de operadores compactos.

D.1. Ideales en B(H)

A lo largo de esta seccién H denotard un espacio de Hilbert complejo separable,
de dimensién n donde n € N én = oo.

D.1.1. Descomposicién en valores singulares

Dado un operador a € B(#), consideramos su descomposicién polar a = ulq]
donde |a| = v/a*a. Supongamos que b es un operador compacto (lo cual ocurre
siempre si n # 00). Si ademdas b* = b, entonces b es diagonalizable, en el siguiente
sentido: existe una base ortonormal {ey} de H y una sucesién de numeros reales Ay (b)
(que puede acumularse uinicamente en z = 0) de manera que

b=) Ac(b)lex, ex
K

donde la suma es finita si n # oo e infinita y convergente en la topologia uniforme
de B(H) en el caso n = co. Una prueba de esto puede encontrarse en el libro de
Reed-Simon [79, Teorema VI.17]. Los nimeros Ay son el espectro no nulo de b, y
cada uno de ellos es un autovalor de b con multiplicidad geométrica finita. De hecho,
de la expresién de arriba se deduce que

bek = Ak (b)ek.
363

—p—
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La sucesién se acumula en cero si y sélo si es infinita si y sélo si ran(b) = co si y
sélo si ran(b) no es cerrado.

Observacién D.1.1. Los operadores compactos /C(#H) forman una C*-algebra, por
ser la clausura en norma unifome de los operadores de rango finito. Luego si a es
compacto, entonces también |a| = v a*a es compacto.

Aplicando el resultado de expansién al operador b = |a|, como o(|a|) C [0, +00),
podemos ordenar los autovalores de forma decreciente y escribir la expresién

lal = > Allal)(ex, -)ex. (D.1)
k
Los numeros positivos py(a) = Ax(|al) (ordenados de forma decreciente) se denomi-
nan valores singulares del operador a. Siendo que el espacio se descompone como
H =ker |a|* @ ker |a| = ran|a| & ker(a),

es conveniente pensar a la base {ey} ordenada en dos partes {ey} U {e;} donde los

{ex} son una base de ranl|a| (y son los que efectivamente aparecen en la suma) y los
{ei} son una base de ker|a| = ker(a) (y no aparecen en la suma). Multiplicando a
izquierda (D.1) por la isometria parcial u de a, obtenemos la expresién

a=ula|l = Zuk (ex, -yuex.

Observemos que, como u : ranja] — ran(a) es una isometria, la familia {fx} con

fi. = uey es en efecto una base ortonormal de ran(a) y entonces

a= Z uk (a){ex, ) fk. (D.2)

Observacion D.1.2. Los py estdn tinicamente determinados en el siguiente sentido:
si {gk}, {hx} son bases ortonormales de ran|a| y ran(a) respectivamente, y s, > 0 es
una sucesién decreciente tal que

a=) si(g)h,
k

entonces sy = py(a) para todo k. En efecto, como el adjunto de (v,-)w es (w,-}v,

ZS 95,

entonces se tiene

luego

Zs]sk h]ahk 9], Zs Jky - gk)
j,k

k

lo que nos dice que los sk son los autovalores de a*a, que estdn inicamente determi-
nados.
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Observacién D.1.3. Tomando adjuntos en (D.2),

a* =lalu = p(a)(f,-)ex,
k

y como {ey} es una base ortonormal de
ran|al = ker |a|* = ker(a)t = ran(a*),
y {fx} es una base ortonormal de
ran(a) = ker(a*)* = ker|a*|* = ranla*|,

entonces los py(a) también son los niimeros singulares de a*. Es decir

para todo k.

D.1.1.1. Espacios de sucesiones

Denotemos al espacio de sucesiones de numeros complejos que tienden a cero con

0, es decir

c
c® = {{xn}: limxy, = O}.

Dada una sucesién x = {xn} € ¢, consideramos la sucesién x* € c® decreciente de
nimeros positivos que se consigue reordenando los médulos |x,,| de la sucesién origi-
nal, contando multiplicidades. Sea c(®) el espacio de sucesiones de niimeros complejos
con finitos términos no nulos. Una norma ¢ : ¢(®) — R, se dice simétrica si ¢ es
invariante por permutaciones y transformaciones a,, — e'®»a,, de médulo uno. Esto
es si

d(x) = b(Ix) = d(x})

para toda sucesién x € c¢(©),
Diremos que una sucesién infinita x esta en el espacio mazimal s, de ¢ si

d)(X) = T}E)I;OCP(X])XZ)"'axna())O)-")

existe y es finito. No es dificil ver que s¢ es un espacio vectorial, y que ¢ resulta

una norma para S¢, de aqui en mds nos referiremos con s4 a este espacio normado.

0 ¢ s¢ para toda ¢ simétrica, definimos sfbo) C s¢ como la clausura

en sq de ¢(® y lo denominamos espacio minimal de ¢. En el caso que S = sgbo),

diremos que ¢ es regular.

Claramente c!
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Observacién D.1.4. Si consideramos, para p > 1, la funcién

1
o0x) = Ielly = (X hnl?)

es simétrica y regular. Los ideales sq, son los usuales espacios {,. El caso p = oo se
corresponde con la norma

d)(X) = HX”oo = méx |Xn|)

que no es regular puesto que sq, = o, ¥y la sucesién x = (1,1,1,...) no es limite en
{, de ninguna sucesién con finitos términos no nulos.

Un caso mas interesante de norma simétrica no regular es el siguiente: para p > 1,
consideramos la norma de Calderdn

n
_ —1+1 1
bpw (x) = SBLP{TI v Z X5 3
j=1
. . . 1 . .
El espacio maximal asociado es £, ,, = {x : supn?» xh < oo} conocido como espacto
n

{,-débil. El espacio minimal es

(0) D 1 —
Se :{XE()’P*W'JE)%On /Pxk = 0.

Algunas propiedades ttiles de estos espacios las resumimos en el siguiente teorema,
cuya prueba puede hallarse en el libro de ideales de traza de B. Simon [84, Teorema
1.16].

Teorema D.1.5. Sea ¢ una norma simétrica en c'°). Entonces,
1. Sixn — 0, entonces d(x) = d(x).

2. Sixnyyn =0y Yyt <Y1 x! para todo n € N, entonces d(y) < d(x).

o

. St $(1,0,0,...) =c, entonces para todo x € sy se tiene
cllxlleo < (%) < clix]fr-

. Los espacios sd,,s(f) son completos.

[S TR N

. 8154 =8y como conjuntos, entonces ¢ y 1\ son normas equivalentes.

6. Si ¢ no es equivalente a || - ||, entonces s C c°.
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D.1.2. Ideales de operadores compactos

Comenzamos la seccién con algunos resultados debidos a Calkin que caracterizan
ideales bildteros de B(H). Denotemos con K(H) a los operadores compactos y con
B(#)° a los operadores de rango finito. Seguimos de cerca el libro de Simon [84].

Teorema D.1.6. Sea 7 C B(H) un ideal bildtero, con H separable y complejo.
Entonces

1. St existe a € T que es no compacto, entonces T = B(H).
2. S11 es propio entonces T C K(H).

3. St a,b son compactos con b € T y pux(a) < uk(b) para todo k, entonces
ael.

4. a€T sty solosta*eT.
5. 8i T #0 entonces B(H)° C T.

6. St Z es cerrado en la norma uniforme, entonces I es cero, es todo B(H) o
es el 1deal de operadores compactos K(H).

Demostracién. Si a € T es no compacto, también lo es |a| = u*a. Para t > 0, sea
Pt = £[t, OO)

donde ¢ es la medida espectral de |a| (seccién C.1.2). Observemos que a; = |a|P¢+(1—
P;) es un operador acotado e inversible, pues tiene su espectro en [t,c0). Entonces,
como 1 = ata,f], multiplicando por P; a la derecha se tiene

Py = a;1atPt = af1 lalPy € T

para todo t > O por ser Z un ideal bilatero. Por otra parte, existe s > 0 tal que P;
es infinito-dimensional, ya que en caso contrario |a| = lim |a|P; /, €0 morma uniforme
n

y |a| resultaria compacto. Como Ps € 7 es un proyector infinito-dimensional, existe
una isometria V : H — ran(Ps), y entonces

1=V*PsV e,

luego Z = B(H). Se deduce de aqui que si Z es un ideal propio, debe estar dentro de
los operadores compactos. Sean a = ulal, b = v|b| compactos,

jal =Y wila)(en,Jer, o] =Y w(b)(f,)f;,

iel j€]
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con {e;} una base de ran/al y {f;} una base de ran|b|. La hipétesis wi(a) < pi(b)

para todo k presupone que ran|al y ran/b| tienen la misma dimensién, es decir

[ =], luego existe una isometria w : ranja| — ran|b| que se extiende (como cero en
ker(a) = ran|alt) a una isometria parcial w € B(H), podemos incluso suponer que
wey = fx para todo k. Luego

bl = Z wie (b)(wey, -)wey,
K

y multiplicando por w* se tiene

wilbl = pi(b)(wex, -)ex.
k

Por otra parte, en cada & € H se verifica

wiblwé, = Z u (b)(wey, wé)eyx = Z me(a)(w*wey, &) ey
X X

Z u(a)(ex, &)ex,
k

luego

wiblw =) c(b)(er, Jex = ) (ex, Juc(b)ex.
k

k

Consideramos el operador ¢ € B(ran|al) dado por

_ i (a)
u(b)

que es una contraccién, y lo extendemos al complemento ortogonal como cero, obte-

Cey €k,

niéndose asi una contraccién ¢ € B(#). Entonces

cw olw = ) (e, Juk(bleer = Y _(ex,-)ux(a)ex =,
k k
es decir |a] = cw*|blw. Si b € 7 entonces |b| = v*b € Z lo que prueba que |a| € Z, y
de alli a = u|a] € Z. Como i (a) = pux(a*) para todo k, se deduce del item previo
quea€Zsiysélosia*€Z.SiZ #0,sea a=1ulal] €Z con

lal =) uila)(es,-)ei,
iel
y sea {ei}ict U{ej}jcj una base de H = ran|a| @ ker(a). Sib = (es,-)e; con s, 1 € JUI,
entonces 1g(b) =1y pu(b) = 0 para todo k > 1. Multiplicando |a| por un ntdmero
positivo conveniente se tiene . (b) < px(a) para todo k, luego b € Z por el item
previo. Como todo operador de rango finito se escribe como combinacién lineal finita
de operadores elementales del tipo de b, se tiene que B(#)° C Z. El dltimo item
es consecuencia trivial del item anterior y del hecho de que la clausura uniforme de
B(H)° es exactamente KC(H). O
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Definicién D.1.7. Fijemos una base ortonormal {ey} en H. Dado un ideal propio
T C B(H), definimos s(7) como el conjunto de todas las sucesiones x € c° tales que
al reordenarlas forman los valores singulares de algin operador a € Z. Es decir

s(I)={xec’: Zxﬁ(ek, Jex € T}

Reciprocamente, dado un espacio de sucesiones s C ¢, definimos Jj(s) como la familia
de operadores compactos con valores singulares en s, es decir si p(a) denota la sucesién
{ux(a)}, entonces

J(s) ={a € B(H) : ula) € s}

Diremos que s C c® es un espacio de Calkin si, dadas x,y € c® cony € s y

x# < y% para todo n € N implica x € s.

Por el segundo y el sexto item del Teorema D.1.5, dada una norma ¢ : ¢(®) — R,

simétrica, si ¢ no es equivalente a || - ||, entonces s¢,s£b] son espacios de Calkin.

Una norma || - ||z : B(H) — R U{+o0} con la propiedad

Ixyzliz < [Ix[llylz]lzl

para todo x,y,z € B(H) se dice simétrica. En particular toda norma simétrica es
unitariamente invariante, es decir

wyvllz = llyllz
para todo u,v € U(H). Definimos
T ={a e BH): alz < oo},

que resulta ser un ideal bilatero, que denominamos ideal simétricamente norma-
do. Por el teorema de Calkin, este ideal es trivial, es todo o es un ideal propio de
operadores compactos que contiene a todos los operadores de rango finito

B(H)° C I CK(H).
En este ultimo caso, definimos
79 = B(H)° c T,

donde la clausura estd tomada con la norma || - ||z. Diremos que la norma es regular
cuando Z(®© =7. Dada ¢ : c(®) — R, simétrica, definimos

Ip =3(se), Iy =3y
Para a € I, definimos || - ||¢ : K(H) — R U{+o00} como

lalle = d(ula)).
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Reciprocamente, dada una norma simétrica || - ||z : B(H) — R U {4o0}, definimos
¢:c® SR, como
bzr(x) =D xi(ex, ez
El siguiente teorema condensa todas las propiedades que usaremos de los ideales

simétricos normados y su relacién con sucesiones de Calkin y normas simétricas en
sucesiones. Su prueba puede encontrarse en [84, Teoremas 2.5-2.8].

Teorema D.1.8. Sean H un espacio de Hilbert complejo y separable, {ex} una
base ortonormal, T € B(H) un ideal bildtero propio. Entonces

1. 5(Z) es un espacio de Calkin y J(s(Z)) =T.

2. 815 C c° es un espacio de Calkin entonces J(s) es un ideal bildtero y

s(3(s)) =s.

3. Dada ¢ : c'® — R, simétrica, la funcion || - |4 : I — R, es una norma
stmétrica.

4. Los espacios 1y = J(s¢), Ig)) = J(s(f)) son completos con esta morma, y
Igbo) es la clausura en la norma || - ||¢ de los operadores de rango finito.

5. Para todo a =ula| € Ig)), la descomposicion
a= Z ti(a)(ex, -Juex
k

es convergente en la norma || - ||¢.

6. St I es simétricamente normado, y

(bz(X) = ” in<ek) '>ek||I)
entonces ¢ es una norma simétrica en Sucesiones, con
S(I) CS¢pz-
(0)

S1 1 era completo entonces s, C 5(Z) C S¢-

7. Con la notacién del item previo, se tiene ||-||¢, = ||- ||z sobre los operadores
de rango finito y
IcC I¢I.

Si T era completo entonces I(g)oz) CICZ1p,-
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8. Desigualdad de Hélder: sean ¢1,d2, b3 normas simétricas en c'©), con la
proptedad de que st x € s2,Y € s3, entonces Xy = (XnYn)n €S UNG Sucesién
de s1 y ademds

d1(xy) < d2(x)P3(y).
Entonces st a € I, b € I3, se tiene ab € 71 y
lablle, < llall¢.lIblles-

Ademds st a € Iéo) o bien b € 13(0), entonces ab € 13(0)'

D.1.3. Operadores compactos de Schatten

Para p > 1, se definen los ideales p-Schatten, que denotaremos con B, (H) como
Bp(H) = J(ep))

es decir son aquellos operadores compactos cuyos valores singulares estan en la clase
{,, de sucesiones. Denotamos

lallp = lIs(a)llp = K/Zsk(a)v,
k

la norma || - ||, se conoce como norma p de Schatten. El espacio By (H) se conoce
como espacio de operadores de traza o espacio de operadores nucleares.

Fijada una base ortonormal {e, } del espacio H, y para a € B;(#), definimos la
traza de a como

Tr(a) == Z(aen,en>.

n

Veamos que esta cantidad es finita (de hecho, que la serie es absolutamente conver-
gente) y no depende de la base elegida. Si

a= Z sic(a)(fi, yufy
I

es la descomposicién en valores singulares de a = ulal, con {fy} U{f; } base de
H = ran|a|] ® ker(a),
podemos escribir, para cada n € N,

en =) (en,fi)fic+ ) (en, fi)fL.

k k
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Luego

aen = Y (en, fiulalfic+ Y (en,fulalfy = > (en, fi)si(a)ufy +0,
k k k

con lo cual
[{aen, en)l < Zsk (e, i)l [(ufi, en)l.

Sumando sobre n y usando la demgualdad de Cauchy-Schwarz, se deduce que, como
il = [fuficl| =T,

Z |<aen»en>‘ < Zsk(a) Z |<en)fk>‘ |<ufk)en>| < Zsk(a) = HaH1
n k n k

lo que prueba que la suma converge absolutamente, y ademds que
[Tr(a)l < [lall1.

Como la suma converge absolutamente, podemos intercambiar el orden de las sumas
en

D (aen,en) = ZZSk (en, fi) (ufk, en)
Zsk a Z en, fi) (ufy, en)
k n

= Y sila) <U~fk> > (en, fk>en>>
k

n

= Zsk(a)<Ufk)fk>>
X

lo que prueba que la traza no depende de la base ortonormal con la que comenzamos
y que se puede calcular como

a) =) si(a)(ufy, fi).
k
Se tiene entonces que Tr es una funcional lineal acotada en B7(H), es decir Tr €
B1(H)’. Entonces
b) =) sk(b)
k

para b = u|b| compacto con

b= si(b){fy, )ufy,
k

y Tr(b) es finita si y sélo si b € By (H).
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Corolario D.1.9. Sea p > 1. Si a = ula| € B,(H), entonces |alP € Bi(H) y
podemos definir su norma || - ||, como

1
lallp = (Trial?)?.

Demostracion. En primer lugar observemos que a € B, (H) si y sélo si [a| = u*a €
By, (H). Luego, que si
lal = Z sk(a fk)

es la descomposicién en valores singulares de |al, entonces
lalP = E sk(a fk)

puesto que los proyectores i ® fx = (fy, -)fx son disjuntos. Como {sy(a)P} € {1, el
operador |a|P tiene traza finita, es decir |a|? € B;. Por iltimo

TrlalP =) si(a)? =|la|f.
k

D.1.4. Desigualdad de Holder, dualidades, norma Frobenius

Por la desigualdad de Holder para sucesiones y el tltimo item del Teorema D.1.8,
se tiene la desigualdad de Holder para operadores compactos,

labllr < laflp[[bllq-

También aplicando ese resultado y usando la desigualdad clasica de Young para su-
cesiones, se tiene el siguiente corolario.

Corolario D.1.10 (Desigualdad de Young para operadores). S: 1/p+1/q=1/r+1,
yac€By(H),be By(H), entonces ab € B,(H) y ademds

llabllr < [lallp[bllq-
Por otra parte, si a € By y b es sélo acotado
[Tr(ab)] < [lab]ls < [lal1[[b].

A partir de aqui no es dificil probar (Ejercicio D.1), usando las dualidades de espacios
de sucesiones, que la traza realiza las siguientes dualidades: para 1 < p < oo se tiene

By(H) =Bq(H), K(H) =Bi(H), Bi(H) =B(H).
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En particular B, (#) es un espacio de Hilbert con el producto interno
(a,b) = Re Tr(ab*) = 1A[Tr(ab*) + Tr(ba™)],

denominado espacio de operadores de Hilbert-Schmidt. En dimensién finita la nor-
ma
1
lallz =Tr(a"a)?

que proviene del producto interno de la traza se suele denominar norma Frobenius
para matrices.

D.1.5. El teorema de Lidskii y la ciclicidad de la traza

De prueba mucho mas compleja, es el resultado de gran utilidad que dice que Tr
es en efecto una traza:
Tr(ab) = Tr(ba)

para todo a,b € B(H), en el sentido que un lado es finito si y sélo si el otro lo es, y
en ese caso los dos lados son iguales. Una prueba posible pasa por el hecho siguiente,
también de dificil prueba [84, Teorema 3.7]: si Ax(a) son los valores no nulos del
espectro de a contados con multiplicidad, entonces para a € B7(#) la serie de los Ay
es convergente y ademads

Tr(a) = ) A(a).
k

De aqui se deduce la ciclicidad de la traza, pues o(ab) U{0} = o(ba) U{0} y ademads
cada autovalor no nulo tiene la misma multiplicidad si ab, ba son compactos.

D.2. Normas simétricas en algebras C*

Copiando la nocién de norma simétrica en 5(H), y dada una C*-3lgebra, con-
sideramos una norma simétrica || - |z : A — Ry U{oo}, esto es una norma (que
posiblemente toma el valor +oco en elementos de .A) con la propiedad adicional si-
guiente: si

I ={aeA:|alz < oo}

denota el conjunto de elementos con norma finita, entonces

Ixyzliz < [Ix[llylzllzl

paratodo x,z € A,y € Z. Se deduce de aqui (Ejercicio D.11) que Z es un ideal bilatero
en A, y que ||x*||z = ||x||z para todo x € A.
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D.2.1. Algebras con traza finita

Un caso particular que nos concierne es el que sigue. Si T es un estado de A con
la propiedad adicional t(ab) = t(ba) para todo a,b € A, diremos que T es una traza
finita en A. Si para x > 0 y no nulo se verifica t(x) > 0, diremos que la traza es fiel.
Supondremos que T estd normalizado o equivalentemente que t(1) = 1. En presencia
de una traza finita y fiel, podemos introducir anédlogos a las normas p de matrices de
la siguiente manera: para 1 < p < oo consideramos

1
Ix[lp = T(IxIP) 7

para x € A.
Observacién D.2.1. Para todo x € Ay todop > 1,

X[l < [Ix].
En efecto, basta probar el resultado para p = % € Q, y en ese caso
][5 = T(xIP) = T((xIF)%) < [[(xI7)<]| < [lIxI7
y por otro lado como 0 < x| < ||x| ¥ % € [0, 1], se tiene por el Teorema B.3.9
0 < X% < [x||¥

de donde se sigue que [[Ix|¥]| < [x|[*, y ast [x||} < x||".

Veamos ahora la desigualdad de Holder. Como preliminar presentamos un teo-
rema debido a Hadamard conocido como teorema de las tres lineas.

Teorema D.2.2. Sea f:S — X una funcién continua y acotada, con S ={z € C:
0 <Rez <1} y X un espacio de Banach. Supongamos que f es analitica en S° y
que para y € R se verifica

If(iy)l < Mo, (1 +iy)l < My
para ciertas constantes Mo, M1 > 0. Entonces para todo z € S, se verifica
|f(2)| S MéfRelefez.

Demostracién. Dada ¢ € X', consideramos g = ¢ o f que es una funcién continua y
acotada en S, analitica en el sentido usual en S°. Reemplazando f por f(z) Mé*ZM?,
basta probar el caso My = M7 = 1, y aqui tenemos que probar que [f(z)| < 1 en la
banda S; por el teorema de Hahn-Banach, basta probar que |g(z)] < 1 en la banda.
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Si g(z) — 0 cuando z — oo, entonces la conclusién se sigue del principio del médulo
maximo usual para funciones de variable compleja. En caso contrario, consideramos

2
gn(z) = g(z)e* /me /™,

y como g es acotada en S, se sigue que g, — 0 cuando z — oo en la banda, luego

lgn(z)] < 1 para z € S pues |gn| < 1 en el borde. Como esto vale para todo n € N,

. ., ’, . 2 —
se tiene la conclusién tomando limite en n puesto que e* /e~ "/™ — 1 cuando

n — oo. O
Teorema D.2.3 (Desigualdad de Holder). St a,b € A, entonces

lablls < [lallp[Ib]lq
parap>1ylfp+1/4=1.

Demostracion. Basta probar que |ab||; < 1 para |lal|, = [|b]lq = 1. Suponemos A
representada en un espacio de Hilbert. Consideramos la descomposicién polar de a, b
y ab, dada por a = ulal, b =v|b|, ab = w|ab|. Luego

[lab|l1 = tlabl = T(w*ab) = t(w*ula|vb]) = t(la| v]blw*u).
Dado € > 0, sea F. : C — C la funcién entera dada por
Fe(z) = T(le + alP*vie + [b]9]" " 2w*u).
Siz=x41y con 0 < x < 1 entonces

[Fe(z)] |le + lalP1= v[e + [b]9]" —=w*u|

e + lalP1Z ([l + [b[917~=|
e + lalPT*[|[Ile + [b)"]

IAIA

puesto que v, w*, u son isometrias parciales, mientras que (€ + |a/P) > O luego (e +
|a|P)' es unitario para y € R, y lo mismo vale para b. Recordemos que para c € A,
se verifica ¢ < ||c||, luego si s € [0, 1] se tiene ¢* < ||c||® con lo cual

[le +lalPT*[| < [le +laP|I* < (e +[[a]P)* < e+ al?
puesto que e+||al|P > e+ a||p = e+1 > 1. Similarmente ||[e +[b|9]" | < e+ b9,
luego F. es acotada en Rez € [0, 1]. Por otra parte, para y € R se tiene
Fliy)l = [|t(le + |alPTY vie + [b]][e + [b] 9]~ Yw*u)|
< e|lle+ la|P]PV vle + \blq]*iyw*uH
+r(w*ule + [alP]V vie + [b]9]Y[b|9)|
e+t(blY) =€e+1,

IN
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puesto que todos los operadores involucrados salvo |[b|9 son unitarios o isometrias
parciales (en el segundo término usamos |t(c)| < Tlc| para todo ¢ € A, hecho que
dejamos como ejercicio (D.111)). Con un cémputo similar, se tiene

Fe(l+iy)l<e+1,
luego por el teorema de las tres lineas de Hadamard (Teorema D.2.2) se sigue que
Fe(z)| < (T+e)*(1+e) *=T1+e
para todo z tal que 0 < Rez < 1, y en particular
lablly = lim Fe(1/p)<1+c

lo que prueba que |labl|; < 1. O

Dejamos como ejercicio (D.v) la verificacién de que, para p > 1, la norma p
se trata en efecto de una norma en A (es decir que se verifica la desigualdad de
Minkowskz). La misma es consecuencia inmediata de la desigualdad de Holder que
acabamos de probar.

Las normas p resultan normas simétricas: si se tiene x,y,z € A, entonces por
la desigualdad de Young (ejercicio D.1v),

Ixyzlly < [IX[lllyzlle < lIx[lyllp 2]

Una propiedad importante adicional de las normas p de una traza finita es que se
comportan como las normas p de un espacio de medida finita, en el siguiente sentido.

Proposicién D.2.4. St T es una traza finita, entonces para todo x € A y todo
Ix|]| > € >0 se verifican:

1. Eziste e = e* = e € W*(x) tal que |x|e > (||x|| — €)e.
2. el = Jim |1l

Demostracién. Podemos suponer que ||x|| = 1, sea H el espacio de Hilbert asociado
a L, que es la representacién GNS de C*(x) dada por la traza T (Seccién B.3.6).
Esta representacién es fiel y consideramos W*(x) C B(#) la clausura en la topologia
débil de Lc+(x) C B(H). Observemos que T pasa a Lc«(x) de manera natural, pues
T(La) = 7(a) estd bien definido y da una traza fiel y finita. Por otra parte, dado
b=w-— liT:'[Lnbn € W*(x) con b, € C*(x), extendemos la traza T de la siguiente

manera T(b) = lim,, T(b,,). Esta definicién no depende de la sucesién b, pues

T(bn) = t(Le, [1[1]) = (Lo, [1}, [1]) — (Lo (1], [1]) = T(b).
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Sea ¢ : [0,1] — W*(x) la medida espectral de [x| (Seccién C.1.3), definimos e =
e[1 — €, 1]. Entonces e € W*(x) es un proyector autoadjunto y ademds, como

Xi—e,1idpo, 1] = ldp—c,11 = X1—e,17(1 — €),
por el tercer item del Teorema C.1.1 se sigue que
elx| > (1 —e)e.

Respecto de la segunda afirmacién, por el resultado obtenido en la primera y la
desigualdad de Holder, tenemos

(e) (x| — ) < tlixle) < [Ixllpllellq = [x[lpT(e)T,

es decir
1
t(e)? ([[x]| —e) < [Ix[|p-

Tomando limite superior para p — oo, se tiene
X[ — e < limsup x|, < [|x]]
p—00
por la Observacién D.2.1, luego el limite superior coincide con ||x||, y como lo mismo
es cierto para el limite inferior, se sigue que existe el limite y coincide con ||x||. O

Observacién D.2.5. Usualmente estos espacios normados no son completos (salvo en
el caso en el que A tiene dimensién finita). Por la desigualdad de Young, sit > s > 1,
se tiene

Ixlh < [xlls < fIxlle < (x|

luego si L5 = L;(A, 1) denota la completacién de A con la norma s, se verifica
ACLyCLs C L,
y no es dificil ver que la traza implementa las dualidades
L] = A, Lq= L',{,

parap > 1y 1/p+1/q = 1. Estos espacios de Banach, que no son mds dlgebras, se
denominan L, no conmutativos, y en general se considera a un élgebra finita como el
analogo no conmutativo de un espacio de medida finita, por eso se suelen denominar
a estos espacios de medidad no conmutativa.
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D.3. Problemas

D.I. Usando las dualidades de espacios de sucesiones, probar que la traza realiza las
siguientes dualidades: para 1 < p < oo se tiene

By(H) =Bq(H), K(H) =Bi(H), Bi(H) =BH).

DL Si || - ||z es una norma simétrica en una C*-algebra A, probar que 7 es un ideal
bildtero en A, y que ||x*||z = ||x||z para todo x € A. Sugerencia: probar primero que
la norma es unitariamente invariante y luego considerar la descomposicién polar de
X.

D.III. Si T es una traza finita en un 4lgebra C*, probar que para todo x € A, se
verifica |t(x)| < T|x|.

D.IV. Probar la desigualdad de Young, ||ab||, < |al/,|/b|lq parap,q,r > 1 tales que
Vo+1q=1/+1

D.V. Probar la desigualdad de Minkowsk:
la+bllp < lallp + 1Pl

parap > 1y a,b € A (ver el Ejercicio 1.111), con lo cual las normas p son en efecto
normas en A.

D.VI. Probar que para todo x € A y todo p > 1 se verifican
m ||x]|1 = méx{|t(xu)| : u € W*(x) isometria parcial},
v [x[lq = max{[t(xy)|:y € W*(x), [yl < T}

donde como siempre '/, + /4 =1.

D.VII. Probar las afirmaciones de la Observacién D.2.5.
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Adg isomorfismo adjunto. 58

a* adjunto del elemento a. 317, 319
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By, () operadores compactos de Schatten. 367
c(©) sucesiones con finitos términos no nulos. 361

co

sucesiones que tienden a cero. 361

C*(a) &lgebra C* generada por a. 339

C(X) funciones continuas de X en el cuerpo k. 340
C(o(a)) funciones continuas en el espectro de a. 339

D(a) funcionales normizantes de a,ver también S(A). 111, 328
dp distancia inducida por la métrica b. 240

d, distancia inducida por la longitud rectificable £. 230
Df, 6 f,, diferencial de f en v. 6

D, derivada covariante. 161

D/ derivada covariante. 161

Ep(a) energia de la curva suave x. 240

E, proyector con rango T, M. 158, 266

E’ = B(E, k) dual topoldgico de E. 4

€p = 2p — 1 simetria inducida por el proyector p. 124, 267
Gj‘ elementos positivos e inversibles de A. 117

G4 grupo de inversibles del algebra A. 99

a transformada de Gelfand de a. 342

GL(E) operadores lineales inversibles de E. 62

GL(n,C) grupo general lineal. 102

gp métrica Riemanniana computada en p € M. 264
Gri(n) Grassmanniana de dimensién k en R™. 106

Gr(p) Grassmanniana dada por la érbita unitaria del proyector p. 122
‘H espacio de Hilbert. 44

Herm(A) operadores Hermitianos del dlgebra A. 111
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H(o(a)) funciones holomorfas en un entorno del espectro de a. 325
7 ideal bilatero en un algebra de operadores. 363, 365, 370

J(s) ideal de operadores dado por el espacio de sucesiones s. 365
KC(H) operadores compactos en el espacio de Hilbert H. 268, 360
Kill(M, V) campos de Killing, ver también Kill(M, g). 175
Kill(M, g) campos de Killing métricos, ver también Kill(M, V). 298
Ly(x) longitud de la curva suave « respecto de la métrica b. 240
£(y) longitud rectificable de y. 227
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7, = (7tm )« diferencial de la proyeccién al punto base del fibrado TM — M. 132
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P(A) proyectores autoadjuntos del algebra A. 123

f* pull-back de un campo. 173

R tensor de curvatura. 166

R transformacién de curvatura. 166, 275

—p—



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 392 $

392 Indice de simbolos

Rp (1) curvatura seccional del plano 7 en T, M. 301

r(a) radio espectral de a. 321

R espacio de las curvas rectificables. 228

S(A) espacio de estados de A. 347

sec(7) curvatura seccional a lo largo del plano tangente 7t. 301
s¢ espacio maximal de la norma simétrica ¢. 361

sg?) espacio minimal de la norma simétrica ¢. 361

5(Z) espacio de sucesiones que deconstruye el ideal de operadores Z. 365
Y espacio de caracteres, espacio maximal. 340

04(z) espectro de z relativo al 4lgebra A. 100
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descomposicién de Cartan, 123
descomposicién polar, 356, 361
desigualdad
de Holder, 373
de Minkowski, 379
de Young, 379
diferencial
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factorizacién, 67



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 395 $

Indice de simbolos 395
naturalidad de la, 64 del spray métrico del grupo
lineal, 273
férmulas variacionales, 277 en la esfera, 210
fibrado TTM, 135 geodésicas cortas
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en la esfera, 138 métrica Frobenius, 288
en la Grassmanniana, 222 norma simétrica, 292
flip canénico, 142 en la esfera, 286
fibrado vertical VIM y VIM*, 137 en la Grassmanniana, 293
flip candénico, 142 existencia global
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Teorema de, 54 no existencia en dimensién
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analitica, 14 Grassmanniana, 126
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reglada, 10 de matrices, 110
funcional derivada covariante en la, 223
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longitud, 244 exponencial de la, 223
positiva, 352 geodésicas de la, 223
spray métrico en la, 223, 271
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geodésicas general lineal, 103, 106
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de la Grassmanniana, 223 ortogonal, 108
del grupo unitario, 274 simpléctico, 108
del spray, 153 unitario, 107, 117, 118
del spray candnico del grupo grupo lineal, 103
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del spray candnico en operadores del spray candnico, 216
positivos, 219 curvatura
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del spray métrico, 275 isometria, 300
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geodésicas, 214

Jacobi
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272
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subgrupo algebraico del, 112 de un curva, 39
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grupo unitario férmulas de, 70
como superficie de nivel, 217 logaritmos
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Hermitiano, 115
lineal, 3
normal, 341
p-codiagonal, 111
p-diagonal, 111
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derivada covariante, 219
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Teorema

en la esfera, 210
en operadores positivos, 219
traza finita y fiel, 375
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