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Grafos
Colorabilidad


1. Colorabilidad de vertices

En este apunte consideraremos el problema de "pintar" los vertices de un grafo G de forma tal que vertices adyacentes tengan distinto color. Si, con este objeto, k colores son suficientes diremos que G es k-colorable.

Definicion: Llamaremos número cromatico al mínimo numero de colores que se necesitan para pintar los vertices del grafo y lo indicaremos con ((G). Así que ((G) es el mínimo k tal que G es k-colorable.

Ejemplo

Consideremos un "mapa" con 4 regiones de la forma que indica la figura 1. Claramente se necesitan 4 colores para pintarlo de forma que regiones contiguas tengan diferentes colores. El problema se traduce a pintar los vertices del grafo de figura 2. Asi que para este grafo tenemos ((G)=4


Ejemplo

En un deposito deben almacenarse n materiales peligrosos. Dado dos materiales cualesquiera se sabe si los mismos pueden o no almacenarse en el mismo espacio. En cuantos compartimentos debe dividirse el deposito para que se mantengan separados los materiales que no pueden estar juntos?

Ejercicio

a) ((G)=2 sii G es bipartito. 

b) ((Kn)=n

c) Sea G un grafo cíclico, es decir, de la forma u1-u2-...-un-1un-u1. Cual es ((G)?

d) ((T)=2 para un arbol T.

Observación

Si Kn es un subgrafo del grafo G entonces ((G)(n. Si podemos pintar G con n colores entonces ((G)(n. Esta sería una manera de demostrar que ((G)=n

Algoritmo heuristico para colorear vertices

Sea un grafo con n vertices. Ordenemos los vertices de cualquier manera y sean v1,v2,...,vn los vertices así ordenados. Procedemos a colorear los vertices en dicho orden usando colores numerados 1,2,... de la siguiente manera:

Darle a v1 el color 1

Para k=2,...,n

Colorear vk con el mínimo de aquellos numeros de colores no usados en los vertices adyacentes a vk.(
Definición

Indicaremos con ((G) el máximo grado de los vertices de G.

Está claro que el algoritmo da colores distintos a los vertices adyacentes aunque no hay garantia de que sea mínimo.

Ejercicio

Dar un grafo G y un orden de sus vertices tal que el algoritmo use k colores con a) k>((G) y b) k=((G). Para b) demostrar que k es el minimo.

El siguiente lema suministra una cota superior para ((G)

Lema 1

Sea G un grafo cualquiera entonces ((G)( ((G)+1

Demostración: Ejercicio!
Ejercicio

Colorear el siguiente grafo:


Lema 2

Existe una numeración de los vértices que usa ((G) colores al aplicar el algoritmo.

Demostración

El algoritmo no garantiza un coloreado mínimo. Sin embargo existe un orden de los vertices del grafo que resulta en un mínimo numero de colores. Supongamos que los vertices estuvieran numerados de forma tal que todos los vertices con color i precedieran a los vertices con color j (i<j). Si el algoritmo tuviera como input esta secuencia de vertices entonces el numero de colores sera mínimo. Por supuesto, para hallar el orden optimo habría que ensayar las n! permutaciones(
Se puede hallar una acotacion más estricta para ((G) que la de lema 1: 

Teorema (Brooks, 1941)

Sea G conexo y no regular entonces ((G)( ((G).

Demostración

Sea n un vertice cuyo grado es menor que ((G). Generemos un spanning tree a partir de n numerando los vertices en orden decreciente (n=(V(). Apliquemos el algoritmo heuristico a partir del vertice 1. Si 1(k<n, los vertices adyacentes al vértice k son, a lo sumo, ( vertices uno de los cuales es el vertice k+1 que todavía no tiene color. Por lo tanto podemos asignar a k uno de ( colores.

Consideremos finalmente, el caso que debemos decidir el color de k=n. Este tiene a lo sumo (-1 vértices adyacentes cuyos colores han sido decididos. Así que podemos asignar a n uno de ( colores(
Teorema de los 6 colores

Si G es plano ((G)(6

Demostración

Nos apoyamos en siguiente lema: G planar(hay un vertice de grado 5 o menos.

Por induccion: Supongamos que el teorema es cierto para n-1 vertices. Supongamos que G tiene n vertices. Sea v un vertice con 5 o menos ramas. Coloreamos G-v con 6 colores. Reinsertamos v que esta rodeado de 5 vecinos que usan 5 colores. Podemos colorear v con el sexto color(
Teorema de los 5 colores  (Heawood, 1890)

Si G es plano ((G)(5

Demostración

Por induccion: Supongamos que la hipotesis sea cierta para cualquier grafo plano con n-1 vertices. Sea G con n vertices y v un vertice de grado 5 a lo sumo. Podemos colorear G-v con 5 colores.  Supongamos que los vecinos de v son 5 I,II,III,IV,V y tienen los cinco colores 1,2,3,4,5 en el sentido horario. Consideremos el subgrafo G13 de G-v inducido por los vertices con colores 1 y 3. Hay dos posibilidades. 

1) I y III estan en distintas componentes de este subgrafo podemos. Entonces intercambiamos los colores 1 y 3 en los vertices de la componente que contiene a I y de esta manera los vertices I y III tendrán color 3. Ahora volvemos a insertar el vertice v y le damos el color 1. El teorema queda demostrado.

2) hay un camino de I a III en el subgrafo con colores 1 y 3.


Entonces el camino cerrado I,III,v,I separa II de IV. En el subgrafo G24 inducido por los vertices coloreados 2 y 4 de G-e, los vertices II y IV estan en distintas componentes.  Podemos intercambiar los colores 2 y 4 en la componente que contiene a II con lo cual v queda rodeado por los colores 1 4 3 4 5. Podemos darle a v el color II. Esto termina la demostración (
Teorema de los 4 colores  (Appel & Haken, 1976)

Si G es planar ((G)(4. 

Este es un famoso teorema conjeturado en 1852 y probado en 1976. El teorema afirma que 4 colores resultan suficientes para pintar las regiones de un mapa. No suministramos la demostración conocida porque es muy complicada.

En los teorema de los 6 y 5 colores hemos usado el siguiente resultado que derivamos de la formula de Euler del apunte anterior.

Lema

Un grafo plano tiene un vertice de grado 5 o menos.

Demostración

La formula de Euler:

(V(-(E(+(F(=2

Observamos que el perimetro de una cara es (3 y que la suma de los perimetros es = 2(E(. Por lo cual, (F(((2/3)(E(. Usando esta desigualdad n la formula de Euler:
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Además, la suma de los grados de los vertices es = 2(E(:

(v(V gr(v) <6(V( de donde se deduce que para algun v es gr(v)<6. (
2. Colorabilidad de ramas
En esta seccion consideramos el problema de asignar un color a cada rama de G de manera que ramas incidentes en un mismo vertice tengan distinto color.

Definicion

Decimos que G es k-colorable si podemos conseguir el proposito mencionado mas arriba usando k colores. Al mínimo k para un dado grafo G lo denotamos ('(G).
Observación

Esta claro que ('(G)(((G)

Mas abajo se demuestra que ('(G)=((G) o ((G)+1 (teorema de Vizing)

Ejemplo

n alumnos deben tomar examen con uno o mas de m profesores. A cada par profesor-alumno debe asignarsele una hora elegida entre 9-10, 10-11, 11-12, etc. Resolver este problema con un mínimo numero de horas utilizadas. Un mismo profesor no puede simultaneamente examinar 2 alumnos ni un mismo alumno puede ser examinado por dos profesores. Considere el grafo bipartito alumnos-profesores y los "colores" sean las horas 9-10, 10-11, 11-12, etc.

Ejercicio

A que es igual ('(T) para cualquier arbol T?

A que es igual ('(Kn) y ('(Kmn)?

Sea M un matching en G, es decir, un conjunto de ramas con extremos disjuntos. Esta claro que podemos pintar todas ramas de M del mismo color. Por otro lado supongamos  que pintamos las ramas de G entonces las ramas que tienen un mismo color forman un matching. Esta observacion sugiere el siguiente algoritmo heuristico para pintar las ramas de G disponiendo un algoritmo que encuentra un máximo matching en un grafo.

Algoritmo

k(0

loop: Hallar un maximo matching M de G y darle el color k

G(G\M

k(k+1

goto loop

Ejercicio

Defina un algoritmo para colorear ramas con una idea similar al algoritmo para vertices visto en la seccion sobre el coloreado vertices.

Teorema  (Koenig, 1916) 

Sea G un grafo bipartito entonces ('(G)=((G).

Demostracion 

Por induccion en el numero de ramas. El teorema es cierto para m=1. Supongamos el teorema cierto para m-1 ramas. Sea  G un grafo que tiene m ramas. Saquemos la rama e=(v,w) y coloreemos el grafo G-e con ( colores.  Entonces un color menos incide en v y en w y sus grados no superan a (-1. 

a) Si un color (rojo) no aparece en v y rojo no aparece en w entonces podemos colorear (v,w) con rojo y reponerlo en G-e y el teorema queda demostrado. 

b) Supongamos que rojo aparece en v y rojo no aparece en w. Consideremos un camino que parte de v con rama roja y va alternando los colores rojo y otro color (p.ej, azul). Si un tal camino llegara a w su ultima rama sería roja lo que no es posible por hipotesis. Por lo tanto, ese camino no puede pasar por w. Intercambiemos las ramas azules y rojas en el camino y ahora hay no hay rama roja que incide en v (cadena de Kempe, ver mas adelante). Y no hay roja que incide en w por hipotesis. Asi que podemos colorear e de rojo y reponer e en G-e.(
Cadena de Kempe

En b) de la demostración precedente hemos usado una treta que describimos a continuacion y que usaremos tambien en el teorema de Vizing. 

Sea G un grafo cuyas ramas han sido coloreadas con rojo, azul y otros colores. Sea H el subgrafo de G que resulta suprimiendo las ramas de G que no sean rojas y azules. Sea K un camino maximal en una componente conexa de H. Observamos entonces que en K las ramas alternan los colores rojo y azul (el camino K puede ser tambien un circuito). La observacion importante es que si se intercambian los colores de las ramas del camino K en G el coloreado de G sigue siendo válido, es decir, las ramas de G que inciden en un mismo vertice siguen siendo distintas. El camino K en G se llama camino de Kempe.

Teorema  (Vizing, 1963)
Sea G un grafo entonces ('(G)((+1 , es decir, (+1 colores son suficientes.

Nota: observe que esto implica que('(G) tiene solo 2 valores , ( o (+1.

Demostracion

Por induccion. Supongamos que el teorema es cierto para n ramas y supongamos que G tenga n+1 ramas. Sea v0 un vertice de G y v1, v2,... los vertices adyacentes de v0. Coloreamos el grafo G\(v0,v1) usando (+1 colores (hipotesis inductiva). Como el grado de los vertices v0, v1, v2,... no supera a ( las ramas que inciden en cada  vi no usan todos los (+1 colores. Usemos la notacion:

f(vi) = un color ausente en los colores usados en las ramas de G\(v0,v1) que inciden en vi 

Observemos que si fuera f(v0)=f(v1) entonces podriamos pintar (v0,v1) con el color f(v0) y G resultaría coloreado usando (+1 colores y el teorema quedaría demostrado. 

Si no, hay una rama que incide en v0 pintada con el color f(v1). Sin perder generalidad, sea dicha rama (v0,v2) la que está pintada con el color f(v1).

Ahora si f(v0) = f(v2) podemos usar el color f(v1) en lugar de f(v2) en la rama (v0,v2) y pintar (v0,v1) con el color f(v1) y G queda coloreado y el teorema está demostrado.

Generalizando el esquema supongamos que

Caso 1

(v0,v2) este pintada con el color f(v1)

(v0,v3) este pintada con el color f(v2)

...

(v0,vk-1) este pintada con el color f(vk-2)

(v0,vk) este pintada con el color f(vk-1)

Pero no hay rama que incide en v0 que tiene el color f(vk)

En dicho caso,


Pintamos (v0,vk) con el color f(vk)


Pintamos (v0,vk-1)  con el color f(vk-1)


...


Pintamos (v0,v2)   con el color f(v2)


Pintamos (v0,v1)   con el color f(v1)

Asi hemos conseguido pintar (v0,v1) en G y el teorema queda demostrado.

Caso 2

En el caso anterior no hemos contemplado la situacion en donde en la sucesion f(vi) se repite el color. Supongamos que los colores f(v1)... f(vn-1) son distintos pero f(vk)=f(vn) (k<n). Para concretar la idea sea este color repetido el rojo. La situacion es descripta en la siguiente figura.



Algun color no es usado en las ramas que inciden en v0. Sea dicho color f(v0)=azul. Consideremos un camino K de Kempe que parte de vn con rama azul y llega a v0 con rama roja. Hay dos posibilidades: a) K existe o b) K no existe.

a) Si K existe, intercambiemos los colores de K. Entonces la rama (v0,vk+1) se pinta de azul. Podemos pintar con f(vk) (=rojo) la rama (v0,vk), pintar con f(vk-1) la rama (v0,vk-1) ,..., y pintar con f(v1) la rama (v0,v1). Hemos conseguido pintar (v0,v1) en G y queda demostrado el teorema.

b) K puede no existir porque ninguna rama de vn es azul y como ninguna rama de v0 es azul podemos pintar (v0,vn) con azul. Si la primera rama de K es azul, intercambiemos los colores de K. Asi que ahora ninguna rama de vn es azul y como ninguna rama de v0 es azul podemos pintar (v0,vn) con azul. Ahora pintamos:

(v0,vn-1) con el color f(vn-1), (vo ,vn-2) con el color f(vn-2),..., (vo ,v1) con el color f(v1) Hemos conseguido pintar (v0,v1) en G y queda demostrado el teorema.(
Teorema de Vizing  (otra demostracion)

Sea G un grafo simple. Sea k el máximo de los grados de sus vértices. El próposito del teorema es demostrar que k+1 colores son suficientes para pintar las ramas de G de forma que las ramas que concurren a un vertice cualequiera tengan distintos colores.

Si v es un vertice f(v)= un color ausente de los pintados en las ramas que concurren a  v. Observe que hay uno color ausente por hipotesis en cada v. Mostramos el teorema por induccion sobre el número de ramas. Suprimamos una rama de G que llamaremos e=(x,y0) y por inducción pintamos G-e con k+1 colores.

Si f(x)=f(y0) entonces podemos pintar e con el color f(y0) y el teorema esta demostrado. 

Si no, hay una rama de x que tiene el color f(y0). Sea 

(x,y1) tiene color f(y0)

Si f(x)=f(y1) entonces

· pintamos (x,y1) con el color f(y1)

· pintamos (x,y0) con el color de (x,y1) y el teorema queda demostrado.

Continuando de esta manera obtendremos una sucesion y0,y1,... de vertices vecinos de x tal que 

f(y0)=color de (x,y1 )

f(y1)=color de (x,y2)

...

Esta sucesion se detiene cuando se da una de las siguientes condiciones

1. f(yt): ninguna rama de x tiene este color

2. f(yt)= color de (x,ys) para algun s=1,2,...,t-1

Caso 1.

El color f(yt) esta ausente de las ramas de x (f(xt)=f(x))

· Pintamos (x,yt) con el color f(yt).

· Pintamos (x,yt-1) con el color de (x,yt)

· ...

· Pintamos (x,y0) con el color de (x,y1). Y el teorema está demostrado.









Caso 1. Ninguna rama del vertice x tiene el color f(yt) (=f(x))

Disgresion

Definimos un camino de Kempe que tiene la propiedad de que si intercambiamos los colores de sus ramas los vertices afectados del grafo mantienen los colores distintos para sus ramas.

Supongamos que azul fuera un color ausente en x (azul=f(x)) y rojo fuera un color ausente en yt (f(yt)=rojo). En el caso 2. tenemos que, además, (x,ys) esta pintada de rojo.

Sea ahora un camino que parte de yt formado por ramas que alternan del color azul al rojo y cuya primera rama es azul. Imaginamos que este camino es maximo, es decir, que no se puede extender en ninguno de los 2 sentidos. A este camino llamemoslo de Kempe. Para que este camino sea maximo tiene que empezar y terminar en vertices que solo tienen uno de los dos colores. En nuestro caso, el camino existe si el vertice yt tiene una rama azul ya que no puede ser roja. Observemos que dada la rama inicial y su color (azul) el camino queda univocamente determinado. Consideramos dos subcasos excluyentes

a) El camino no existe o, si existe, no termina en x.

b)  El camino termina en x

Caso 2 a

Si el color azul esta ausente de yt (el camino no existe) y como tambien esta ausente de x entonces pintamos (x,yt) de azul.

Si el azul esta presente en yt el camino existe e intercambiamos sus colores azul por rojo. En estas condiciones el azul se vuelve ausente de yt  y tambien pintamos (x,yt) de azul.

Observemos que al intercambiar los colores del camino no se alteran los colores de las ramas de x.

Finalmente,

· pintamos (x,yt-1) con el color f(yt-1)

· pintamos (x,yt-2) con el color f(yt-2)

· ...

· pintamos (x,y0) con el color f(y0) y el teorema queda demostrado.

Caso 2b 

En este caso el camino termina con una rama que incide en x que no puede estar pintada de azul sino de rojo, es decir, la rama (x,ys). Intercambiemos los colores del camino lo que provocara que la rama (x,ys) tome el color azul.

Finalmente,

· pintamos (x,ys-1) con el color f(ys-1)

· pintamos (x,ys-2) con el color f(ys-2)

· ...

-    pintamos (x,y0) con el color f(y0) y el teorema queda demostrado.(
figura 2
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