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Apunte 6a


Conectividad



Conectividad
Consideremos un grafo conexo que representa una red telefonica. Los vertices del grafo son "estaciones" y las ramas "conexiones". Una o mas conexiones pueden fallar o pueden fallar algunas estaciones dejando a la red disconexa. Este apunte trata de la conectividad de un grafo.

Definicion

Sea G=(V,E) un grafo conexo. Decimos que u(V es un vertice de corte si G\u es disconexo. Decimos que e(E es una rama de corte si G\e es disconexo. 

Lema 1

u es un vertice de corte sii existe v y w en G tal que todo camino de v a w pasa por u. 

Demostracion

Si se da la condicion al suprimir u no hay camino entre v y w asi que G se desconecta. Si al suprimir u no se da la candicion eso significa que todo v,w estan unidos por un camino asi que G\u sería conexo.

Ejercicio

e es una rama de corte sii existe v y w tal que todo camino de v a w pasa por e. 

Si no existe un vertice de corte en un G conexo se necesitará suprimir más de un vertice para desconectar G. Si no existe una rama de corte se necesitará suprimir más de una rama para desconectar G. Esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion

Llamamos conectividad  ((G) al mínimo número de vertices que deben suprimirse para desconectar a G o reducirlo a un vertice. 

Ejemplo: Si G tiene un vertice de corte entonces (=1. ((K3)= 2. 

Llamamos (-conectividad  ((G) al minimo numero de ramas que deben suprimirse para desconectar a G. . Por ejemplo si G tiene una rama de corte entonces (=1. ((K3)=2

Llamamos ((G) al mínimo de grad(u) para u(V. Tenemos que ((K3)=2

Ejemplo Consideremos Kn. Si suprimimos un vertice se reduce a Kn-1. Si suprimimos n-1 vertices se reduce a un vertice. Por lo tanto, ((Kn)=n-1. ((Kn)=n-1`porque para aislar un vertice debemos suprimir todas las ramas que inciden en el. Tambien se tiene que ((Kn)=n-1. Concluimos que ((Kn)= ((Kn)= ((Kn)=n-1

Ejemplo de (=2, (=3,(=4




Lema 2

((G)( ((G)( ((G)

Demostración

Consideremos un vertice de grado ((G). Si suprimimos las ramas que inciden en él quedará aislado. Por lo tanto, ((G)( ((G).

Supongamos que e1,...,en desconectan a G donde n=((G). Sean v1,...,vn extremos de las ramas mencionadas. Entonces suprimiendo dichos vertices se desconoceta G. Por lo tanto ((G)(n (
Definicion

Un grafo conexo se dice biconexo si para desconectarlo no alcanza con suprimir un vertice, es decir, si no tiene vértices de corte. O tambien si ((2.

Teorema 3 (Whitney)

Sea G conexo con (V((3. G es biconexo sii para cualq u,v existen dos caminos disjuntos que los unen (sii cualq u,v estan contenidos en un mismo ciclo)

Demostración

Supongamos que exitieran 2 caminos disjuntos pero no fuera biconexo. Entonces hay un vertice de corte u  y dos vertices tal que todo camino de v a w pasa por u. Contradiccion.

Supongamos ahora que G es biconexo: queremos mostrar que hay 2 caminos disjuntos entre dos vertices.

a) Si u y v son adyacentes y no hubiera otro camino entonces la supresion de (u,v) desconectaria a G. Entonces (=1(((2

b) Procedemos por induccion. 

Sea P y Q dos caminos disjuntos desde u a w y w(v. Podemos encontrar un camino R de u a v que no pase por w porque si todos los caminos de u a v pasaran por w entonces suprimiendo w se desconectaria G.

Si R fuera disjunto de P(oQ) entonces es disjunto de P+(w,y) y resultan dos caminos disjuntos de u a v. 

Si R no fuera disjunto de P o Q sea z el ultimo 

vertice de R que es comun a P o Q. Supongamos 

que z(P y R. El subcamino de P de u a z mas el 

subcamino de R de z a v es disjunto del camino 

Q+(w,v), es decir, dos caminos disjuntos de u a v.

Esto demuestra que si G es biconexo entonces existen 2 caminos disjuntos entre cualquier par de vertices.(
Vertices de corte

Sea G un grafo conexo, estamos interesados en identificar los vertices de corte si es que existen. La siguiente propiedad del depth first search (apunte 4) la necesitaremos enseguida.

Lema 4 

Sea G conexo y T un spanning tree generado por el algoritmo depth first search. Si (v,w) no pertenece a T entonces v es descendiente de w o viceversa.

Demostracion  Ejercicio.

Teorema 5

Sea G=(V,T) conexo y  T un spanning tree generado por el algoritmo depth first search. a(V es un vertice de corte sii A) a es la raiz de T y tiene mas de un hijo. B) a no es la raiz y para algun hijo s de a ni s ni ningun descendiente de s esta unido por una rama que no es de T a un antecesor de a.

Demostracion

1) Supongamos que v1 y v2 son dos hijos de r (raiz). Por el lema no hay una rama entre v1 y v2 fuera de T (y tampoco entre sus respectivos descendientes). Por lo tanto, v1,r,v2 es el unico camino que los une. Por lo tanto, r es un vertice de corte. Supongamos que r tuviera un solo hijo r entonces r tiene grado 1 en G y G\r es conexo.

2) Supongamos que se da la condicion B). Sea p el padre de a entonces no hay camino que pase de s a p que no pase por a. Por tanto, a es un vertice de corte. 

Consideremos la inversa. Sea a un vertice de corte que no sea la raiz y queremos mostrar que se cumple B). Por contradiccion, supondremos que para todo hijo s de a hay algun descendiente adyacente a un antecesor de a por una rama que no es del arbol.

Sean u y v otros dos vertices distintos tal que todo camino de u a v pasa por a. Si ni u ni v fueran descendientes de a entonces hay un camino a traves de la raiz que une a u y v y no pasa por a. Por lo tanto u ( o v) desciende de a. Sea s hijo de a y u descendiente de s. (s puede ser=u). Consideramos 2 casos a) v no es descendiente de a  b) v es descendiente de a.

Caso a



    Caso b


Caso a










Hay un descendiente x de a que tiene una rama a un antecesor p de a. El camino 

u - x- p - r - v no pasa por a. Contradiccion.






Caso b





v no desciende s porque u-s-v no pasaría por a. Sea s' otro hijo de a de donde

desciende v. Consideremos una rama de un descendiente x' de s' a un antecesor de q

de a. Entonces el camino u-x-p-q-x'-v no pasa por a. Contradiccion(
Definicion: 

low(w)= minimo
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Vista esta definicion y el enunciado del teorema anterior observamos que si v no es la raiz, v es un vertice corte sii hay un hijo w de v tal que low(w)(df (v). Podemos ahora escribir un algoritmo que detecta los vertices de corte en un grafo.

Algoritmo para detectar los vertices de corte

Hallar un arbol T de G por depth-first search

Si la raiz r tiene mas de un hijo es un vertice de corte. Imprimir la raiz.

Computar low(w) para todo vertice w.

Para cada vertice v que no sea r

Si hay un hijo w de v tal que low(w)( df(v) then v es un vertice de corte. Imprimir v.

Componentes biconexas

Definicion 

Un block es un subgrafo maximal de un grafo G conexo, que no contiene vertices de corte.  Claramente un block es biconexo.

Grafo conexo   



Sus blocks biconexos



Ejercicio

Dos blocks de un grafo G tienen interseccion vacía o tiene solo un vertice en común que es un vertice de corte en G.

El siguiente algoritmo halla los blocks de un grafo conexo.

Algoritmo

Input: Grafo conexo G

Output: Los vertices de los blocks B1,B2,...

Hallar el conjunto C de vertices de corte por el algoritmo anterior.

i=0

Para cada vertice v de C en orden decreciente de df(v)


Para cada hijo w de v



Si low (w) ( df(v)




Sea Tw el subarbol con raíz w




i=i+1




Vi= {v}(Vertices de Tw




T= T\Tw

Teorema de Menger

Definicion

En un grafo (o en un grafo dirigido) un conjunto de vertices (o un conjunto de flechas) S decimos que separa los vertices s y t si no hay un camino (o camino dirigido) de s a t en G\S.

En el apunte 5b habiamos demostrado la siguiente version de un teorema de Menger.

Teorema 6 de Menger  (Version flechas) 
Sea G un grafo dirigido y s,t dos vertices. El maximo numero de caminos dirigidos de s a t cuyas flechas son disjuntas es igual al mínimo número de flechas de G que separan a s de t. (
El siguiente es el teorema original de Menger. Damos 2 demostraciones. La que se incluye aca se deriva de Ford y Fulkerson (apunte 5). En el apunte 6b damos la demostracion directa de Menger.

Teorema 7 (Menger, 1927)

Sea G un grafo y s,t dos vertices no adyacentes. El maximo numero de caminos de s a t cuyos vertices son disjuntos (excepto s y t) es igual al mínimo número de vertices de G que separan a s de t. 

Demostración

A partir del grafo no dirigido G contruiremos un grafo dirigido G" que nos permitirá reducir la demostracion de este teorema al anterior. Sea u un vertice de G distinto de s y t. Reemplazamos cada vertice u por una flecha u'(u". Cada rama que incida en u la reemplazamos por dos flechas opuestas una que entra en u' y otra que sale de u"


Reflexionando (ejercicio) se observa que

a) Todo camino de s a t en G  se corresponde con un camino dirigido de s a t en G".

b) Dos caminos disjuntos por vertices en G se corresponden con 2 caminos disjuntos por flechas (o vertices).en G" 

c) El minimo numero de caminos de ambos tipos es el mismo.

Aplicando a G" el teorema anterior resulta que el numero maximo de caminos de s a t  disjuntos por flechas es igual al mínimo numero de flechas u'(u"que separan a s de t. Este numero es igual al numero de vertices u que separan s de t y por c) queda demostrado el teorema. (
Nos interesa ahora calcular lo que hemos llamado conectividad de un grafo ((G)= numero minimo de vertices que desconectan G. En el teorema anterior hablamos del minimo numero de vertices que desconectan s de t.

Definicion

Sean s y t dos vertices no adyacentes de un grafo. Al minimo numeros de vertices que desconectan s de t lo indicaremos ((s,t)

Ejercicio

((G)= minimo ((s,t)  sobre todo para de vertices no adyacentes.

Calculo de ((G)

Volviendo a la demostracion del teorema anterior. Transformamos G en G", fijamos capacidad 1 a cada rama de G" y calculamos el flujo máximo lo que nos da ((s,t). Repetimos esto para cada posible par (s,t) y el minimo ((s,t) es ((G).

Teorema 8

Sea G un grafo y s,t dos vertices no adyacentes. El maximo numero de caminos de s a t cuyas ramas son disjuntas es igual al mínimo número de ramas de G que separan s de t. 

Demostracion

Ejercicio! Sugerencia: Transforme G en un grafo dirigido G' reemplazando cada rama (u,v) de G por dos flechas u(v y v(u. Aplique a G' el teorema de Ford y Fulkerson.

Ejercicio

Como calcularía la conectividad por ramas ((G)?

Teorema 9 (Whitney, 1932) 

G es k-conexo sii c/par de vertices esta unido por k o mas caminos disjuntos.

Demostración: Ejercicio!
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