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Programacion Dinamica


Programacion Dinamica II

La dificultad de la técnica de la programación dinámica ocurre en el planteo de los problemas. Estos no se presentan usualmente como el de hallar el camino optimo en un grafo como en el ejemplo anterior. Vamos a ilustrar esto con el problema del mochilero resuelto antes por branch and bound. El planteo del mochilero era hallar numeros binarios x1,x2,...,xn que resolvieran el siguiente problema:

maximizar  V= 
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Sujeto a las condiciones: 
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  xi=0,1 para i=1,2,...,n




(3)

Suponemos que pi (i=1,2,...,n) y W0 son números naturales y que (i pi > W0. 

Para ser concretos usaremosel ejemplo de 6 items y una mochila de capacidad W0 = 8 kilos con los siguientes datos de pesos y valores

item
1
2
3
4
5
6

peso
p1 =3
p2 =2
p3 =3
p4 =2
p5 =2
p6 =3

valor
v1
v2
v3
v4
v5
v6



Imaginemos que decidimos secuencialmente los valores (0 o 1) para x1,x2,...,x6 . En el grafico hemos representado el ejemplo  0,1,1,1,0,0. Cada flecha representa una transicion de los puntos de coordenadas (i,W) donde 

i = el numero de item que debe decidirse si ponerlo o no en la mochila y 

W= es la capacidad remanente en la mochila cuando debe tomarse esa decisión.

De cada (i,W) pueden surgir dos flechas 

1) hacia  (i+1,W) : si se decidió no poner el item en la mochila

2) hacia (i+1,W-pi) : se decidio poner el item en la mochila

En el caso 2) la flecha debe ignorarse si W-pi <0 porque agregar el item i superaría el peso disponible en la mochila

Además cada flecha tiene asignado el valor vi si el item i se agrega a la mochila y el valor 0 si no se agrega a la mochila (flecha horizontal)

Asi vemos que el problema (1)(2)(3) se expresa en hallar un camino dirigido de maximo valor desde la raiz (1,W0) en un arbol binario cuyos vertices son los pares (i,W) donde los posibles valores de las variables son i=1,2,...,n+1  y  W=0,1,...,W0. Llamemos

f(i,W)= valor optimo de un camino desde (i,W) hasta a un punto terminal (n+1,W)

x(i,W)= 1 o 0 segun que sea optimo cargar o no al item.

Tenemos que la ecuacion funcional para i=1,2,3,...,n es:

f(i,W)= 
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(4)

x(i,W)= 1 o 0 segun sea "si"o "no" el mayor.

Advertimos que para los puntos terminales (n+1,W) definimos f(n+1,W)=0.

Además la opcion "si" cuando W<pi no es valida así que la prohibimos mediante la definicion f(i,W)= (( si W=0,1,2,...,pi-1.

El algoritmo para resolver el problema consiste en calcular usando (4) la siguiente tabla:

f(6,0)

x(6,0)
f(6,1)

x(6,1)
f(6,2)

x(6,1)
f(6,3)

x(6,3)
f(6,4)

x(6,4)
f(6,5)

x(6,5)
f(6,6)

x(6,6)
f(6,7)

x(6,7)
f(6,8)

x(6,8)

f(5,0)

x(5,0)
f(5,1)

x(5,1)
f(5,2)

x(5,2)
f(5,3)

x(5,3)
f(5,4)

x(5,4)
f(5,5)

x(5,5)
f(5,6)

x(5,6)
f(5,7)

x(5,7)
f(5,8)

x(5,8)

...


...
...
...
...
...
...
...
...

f(2,0)

x(2,0)
f(2,1)

x(2,1)
f(2,2)

x(2,2)
f(2,3)

x(2,3)
f(2,4)

x(2,4)
f(2,5)

x(2,5)
f(2,6)

x(2,6)
f(2,7)

x(2,7)
f(2,8)

x(2,8)









f(1,8)

x(1,8)

En este tabla se calcula la primera fila, luego la segunda en base a la primera, etc. Finalmente se obtiene la solucion al problema de la siguiente manera:

x1 = x(1 , 8)  nos dice si conviene o no cargar el item 1 en la mochila.

x2 = x(2 , 8 - p1x1)  idem para item 2.

x3 = x(3 , 8 - p1x1 - p2x2) idem para item 3

...

x6  = x(6 , 8 - p1x1 - p2x2 – p3x3 – p4x4 – p5x5)

Complejidad

Tomamos como operacion elemental el numero de veces que tenemos que computar f(i,W). Este numero es nW0. Cuando hallamos la solucion de este problema por Branch and Bound lo peor que podía ocurrirnos es que tuvieramos que examinar todos los vertices del arbol, es decir, 2n. Es obvio que el enfoque de programacion dinamica es mas eficiente (a menos que fuera W0=2n ! )

Ejercicio

A principios del año 1 compramos un coche nuevo por C pesos. Durante dicho año gastamos M(0) en mantenimiento del mismo. Durante el año 2 gastamos M(1) a menos que a principios del año 2 cambiaramos el coche por uno nuevo en cuyo caso gastariamos C+M(0). Consideremos un período de N años. Nos preguntamos en cuales años de esos N es conveniente cambiar el coche por uno nuevo. Plantee este problema por programacion dinámica.

Nota: Suponga que el costo de mantenimiento M(j) depende en forma creciente de la antiguedad del coche (j años= 0,1,2,...)
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