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1.   Isomorfismo

Cayley (1870) fue el primero en dedicar tiempo a la noción del grafo llamado arbol a proposito del problema de los isomeros. Isomeros son las sustancias quimicas que tienen la misma formula quimica pero que los atomos estan unidos de manera distinta. Por ejemplo, considere dos isomeros para la formula C4H10.

En cada una de las dos figuras, los 4 vertices negros representan los atomos de carbono que tienen 4 ramas (valencias) que emergen de cada uno y los 10 vertices blancos tienen c/u valencia uno y representan los atomos de hidrogeno. Estas dos configuraciones tienen propiedades quimicas distintas a pesar de la misma formula. Ignorando los colores de los vertices (negro y blanco) estos son 2 grafos que no son isomorfos. 

Hemos definido un grafo simple como un cjto de vertices y un conjunto de pares de vertices. En esta definicion no interesa como llamemos a los vertices ni como representemos a las ramas. Por ejemplo, las dos siguientes son representacion de un mismo grafo que llamamos K4


Definición

Dos grafos simples dados por G=(H,V) y G'=(H',V') son isomorfos si se puede establecer una correspondencia biunívoca entre sus vertices que preserve la adyacencia. Es decir, si existe una función biunivoca f:V(V' tal que (u,v)(E sii (f(u),f(v))(V'.

Observación

No se conoce ningun algoritmo eficiente que determine si dos grafos son isomorfos. Mas adelante precisaremos que queremos decir con "algoritmo eficiente"

2.  Codificación de Huffman

Un alfabeto (={(, (,...} es un conjunto finito de simbolos que llamamos letras. Una sucesion de letras la llamamos palabra. Una sucesion de palabras la llamamos mensaje. Queremos transmitir un mensaje usando solo ceros y unos. Para ello representaremos a cada letra de ( por una sucesion de ceros y unos que llamamos código de la letra. Dos letras distintas deben tener diferente código. Además, ningún codigo debe ser prefijo de otro codigo. Por ejemplo, si el codigo de ((( fuera 101 y el codigo de ( fuera 10 entonces en el mensaje 101... no sabríamos si empieza con ( o con (. Podríamos usar un espacio entre letra y letra pero entonces la codificacion tendría tres elementos: 0,1 y "espacio". 

Además de evitar la condicion de que haya prefijos, queremos minimizar la longitud de los mensajes, es decir, la cantidad de ceros y unos que contienen. Para esto, las letras con mayor frecuencia de aparición deben tener códigos más cortos. Para construir un tal codigo procederemos de la siguiente manera. Por ejemplo, sea ( = {(,(,(,(}. Construímos un arbol binario con 4 hojas que corresponden a las 4 letras. Damos 2 

ejemplos:

Ahora a cada rama del arbol le asignamos un cero si es una rama izquierda y un uno en caso contrario. A cada letra la representamos por los numeros que hay en el camino que conduce desde la raiz del arbol a la hoja. Así resulta la siguiente codificacion de las letras:

Letra  
Codigo I
Codigo II

(
   00

   000

(
   01

   001

(
   10

   01

(
   11

   1

Ambos codigos satisfacen la prohibicion de prefijos por la forma de construccion. Observemos que el codigo I sería conveniente si las 4 letras fueran igualmente frecuentes. En cambio el codigo II sería adecuado si ( fuera muy frecuente, ( fuera frecuente y ( y ( fueran poco frecuentes. Llamemos f(,f( f(  y f(  las frecuencias relativas de las 4 letras en un mensaje tipico. Entonces quisieramos que la codificacion minimice el valor esperado de la longitud de los codigos que aparecen en el mensaje, es decir, es decir, queremos

minimizar f(L( + f(L(+ f(L(+ f(L( 

donde L es la longitud del camino desde la raiz hasta la hoja, es decir, numero de ramas que forman el camino. Tambien llamamos a L la profundidad de la hoja. El siguiente algoritmo arma un arbol que minimiza la profundidad promedio.

Algoritmo

Sea n el número de letras que tiene (. Inicialmente representamos las letras por n arboles cada uno de los cuales solo contiene la raíz y definimos su "peso" por la frecuencia de la letra. En cada iteracion, el algoritmo une dos arboles binarios. La union la hacemos creando una raíz que tiene 2 hijos uno para cada cada arbol. Definimos el peso del arbol por la suma del peso de sus hojas. Al unir dos arboles se forma un arbol cuyo peso es la suma de los pesos de cada uno. Los arboles que seleccionamos para unir en una dada iteración son los que tienen menor peso entre los existentes en tal iteracion. Luego de n-1 iteraciones termina el algoritmo con un solo arbol. 

Ejemplo

Letras
a
b
c
d
e
f
g

Frecuencias
20
5
10
10
25
15
15

Procediendo como indica el algoritmo se obtiene en la ultima iteración el siguiente arbol:


Resulta la siguiente codificación:

Letras
a
b
c
d
e
f
g

Codigos
00
0100
0101
011
10
110
111

Teorema 2.1

La codificacion que obtiene este algoritmo minimiza la longitud esperada del mensaje.

Demostracion: ejercicio!

3.  Codificacion de Gray

Una sucesion de 2n vectores de n componentes binarias (ceros o unos) tal que dos vectores sucesivos difieren entre si en solo una componente se llama un codigo de Gray de orden n. Por ejemplo, para n=2 :

00

01

11

10

Para n=3 agreguemos un 0  y luego un 1 a la sucesion de n=2 , es decir,

000

001

010

011

110

111

100

101

Con estas dos partes podemos formar un codigo de Gray de orden 3 asi: 

100 110 010 000   001 011 111 101

Esta claro entonces como hacer un codigo de orden n+1 a partir de un codigo de orden n.

Un codigo de Gray puede interpretarse como un camino hamiltoniano en un hipercubo. Por ejemplo, en 3 dimensiones consideremos las coordenadas (x,y,z) de los vertices del cubo unitario. La sucesion de Gray se interpreta como recorrer todos los vertices pasando de un vertice a otro adyacente sin repetir ninguno.

Como ejemplo del uso de este codigo, imaginemos que queremos transmitir una fotografía en blanco y negro usando ceros y unos. A cada franja de la gama de grises desde blanco hasta negro le asignamos un codigo de Gray. A las coordenadas de cada punto de la foto le asignamos el codigo del gris del punto. El proposito es que si hay un error en la transmisión que cambie un 0 por 1 en el mensaje, esto no resulte en un importante cambio cuando el receptor de la transmision recomponga la foto.  

4. Branch and Bound
Un mochilero tiene que cargar su mochila con varios de n artículos. El artículo i tiene un peso pi y un valor vi. La mochila admite un peso máximo W0 . El mochilero quiere una carga de máximo valor. Podemos expresar el problema así: sea xi=1 si el articulo i se incluye en la mochila y xi=0 si no. Se trata de hallar un vector binario x=(x1, x2 ,..., xn) tal que

Sea maximo V= 
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Sujeto a las condiciones: 
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(2)

  xi=0,1 para i=1,2,...,n



(3)

Suponemos que x=(1,1,...,1) no satisface (2), es decir, no caben todos los n articulos en la mochila. De cualquier solucion x binaria diremos que es factible si satisface (2).

La dificultad de este problema radica en que los xi deben ser enteros. En cambio es simple la solucion del problema si en lugar de (3) tuvieramos la condicion: 

  0(xi(1 





 (3') 

Decimos que la condicion (3) ha sido relajada.

Ejercicio

El problema relajado (1) (2) y (3') tiene la siguiente solucion. Ordenemos las i de forma que vi/pi sean no crecientes. Asignemos a x1=1, x2=1,...,xk=1, xk+1=(, xk+2=0,...,xn=0 donde 0(((1 y se satisface que p1 x1 + p2 x2 +pk xk  + pk+1( = W0.

Esta claro que  (1)(2)(3') tiene un maximo V  (  que el max V de (1)(2)(3)

El problema (1)(2)(3) lo podriamos resolver por enumeracion testeando cada uno de los  2n vectores binarios que satisfacen (2) y determinando cual es el de maximo V. Pero si n es grande (n(40) el tiempo que tarda la computadora sería impracticable.

No existe un metodo eficiente para este problema pero el siguiente es mejor que la bruta enumeración. 

Llamemos P al problema (1)(2)(3) y considermoslo la raíz de un arbol binario. De P cuelga a la izquierda el subproblema P con la condicion adicional x1=0 y a la derecha el subproblema P con la condicion x1=1, etc  (ver figura). Este arbol tiene n niveles: el primer nivel son los dos hijos de P y el ultimo nivel tiene 2n hojas que significa que se han especificado todos los posibles valores de las n componentes de x.

.................................................

El algoritmo empieza calculando una solucion inicial. Para ello ordenamos las i de forma que vi/pi (i=1,2,...n) sea no creciente. La solucion inicial es x1=1 , x2 =1,...,xk=1, xk+1=0,...,xn=0 donde k es el mayor numero tal que (2) sea satisfecha. Al valor V de esta solucion lo almacenamos en C . Luego a C lo iremos actualizando a medida que el algoritmo encuentre una mejor solucion. Es decir, el algoritmo recorrerá el arbol con una estrategia y cada vez que visita una hoja compara la V de esta hoja con C. Si V>C entonces guarda V en C y guarda la solucion de la hoja.

El algoritmo mantiene un conjunto S de subproblemas pendientes (o vertices a examinar).

Inicialmente S solo contiene a P.  El algoritmo recorre el arbol con la estrategia de examinar primero el hijo derecho. (Esta estrategia se llama depth-first)

Algoritmo

0)   S({P}

1) Si S=( stop 

2) Retirar de S el ultimo subproblema u ingresado S  

3) Examinarlo:

() Determinar cota superior de V. Si cota<C go to 1)

() Si u no es factible go to 1)

() Si u es una hoja actualizar C y go to 1)

() Guardar en S primero el  hijo izquierdo de u y luego el derecho. Go to 2)

Subrutina: Determinar cota superior de V

Cada vez que examinamos un vertice nos encontramos con un subproblema de (1)(2)(3) donde algunas componentes de x han sido definidas (xi=0 o 1) y las restantes no han sido definidas (xi=?).

Determinamos una cota superior para el valor V de todas hojas que se derivan de este subproblema. Consideremos el siguiente:

maximizar V= 
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Sujeto a las condiciones:
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(b)

  xi =0,1  para i no definida




(c)

La situacion es la siguiente. Algunas xi han sido definidas, es decir, se ha decidido poner en la mochila algunos articulos y se ha decidido no poner otros. Lo que resta decidir es la carga de valor máximo con los artículos que aun no han sido decididos. Esto es lo que expresa el planteo (a)(b)(c). En lugar de resolver este problema resolvemos (a)(b) con la condicion 0(xi( 1. El max V de este problema relajado es mayor (o igual) que el V de cualquier hoja que se derive del subproblema de este vertice. Esto nos da un criterio para podar el presente vertice. Si el max V del problema relajado es ( que C podamos este vertice.

5.  Enumeración de grafos

Grafos con vertices distinguibles

Consideremos 3 personas, cualesquiera dos de ellas se conocen o no se conocen. Las posibles configuraciones las podemos representar mediante un grafo con 3 vertices distintos donde una rama significa que las personas se conocen. Hay 8 grafos con 3 vertices distinguibles (pero solo hay 4 que no son isomorfos). Ver figura.








Teorema

El numero de grafos con n vertices distinguibles es 
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Demostracion

Cada una de los 
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 posibles ramas esta presente o no en el grafo(
Ejercicio

Cuantos grafos hay con n vertices distinguibles y m (
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Arboles binarios

Consideremos un arbol binario con raíz. Recordamos que esto significa que cada vertice del arbol tiene 0,1 o 2 hijos. Además distingamos el hijo izquierdo del hijo derecho. Queremos contar cuantos arboles distintos de este tipo hay que tengan n vertices.

Consideremos el ejemplo n=4. Tenemos los siguientes casos:

a) La raiz tiene solo un hijo izquierdo y de el cuelgan todos los arboles con 3 vertices. Advierta en la figura que para n=3 hay 5 arboles distintos.


b) La raíz tiene solo un hijo derecho. Por razones de simetría esto nos da otros 5 casos.

c) La raiz tiene un hijo izquierdo y uno derecho y del hijo izquierdo cuelga un hijo izquierdo o derecho lo que da 2 mas.

d) La raiz tiene un hijo izquierdo y uno derecho y del hijo derecho cuelga un hijo izquierdo o derecho. Por razones de simetría esto nos da 2 mas. 

Concluimos que hay 14 arboles distintos.

Razonemos ahora en general. Si el arbol tiene n vertices sea an al número de los mismos. De la raiz colgaran n-1 vertices y tenemos los siguientes casos:

a) Los n-1 vertices cuelgan a la izquierda y totalizan an-1 subarboles

b) A la izquierda cuelgan n-2 vertices por un total de an-2 subarboles y otro vertice solo a la derecha.

c)  A la izquierda cuelgan n-3 vertices por un total de an-3 subarboles y a la derecha cuelgan 2 vertices que forman a2 subarboles (a2=2). Estos se combina por un total de an-3 a2 arboles

Vemos entonces que el total an puede expresarse por la siguiente relacion de recurrencia:

an= an-1 + an-2+ an-3 a2 + ... + a2 an-3 + an-2 + an-1
Relación valida para n=2,3,4,... si definimos a1=1.

an= an-1 + an-2 a1+ an-3 a2 + ... + a2 an-3 + a1 an-2 + an-1 



(1)

Hallaremos an encontrando la funcion generatriz de las an:

G(x)= 1+a1x+a2x2+...

Advirtamos que [G(x)]2= 1+ (a1+a1)x+ (a2+a1a1+a2)x2+...+ (an-1+an-2 a1+... + a2 an-3+ an-2 +an-1)xn+...

A partir de relacion (1) tenemos:

a1 = 1

a2 = a1+a1

a3 = a2+a1a1+a2
...

a1 = 1

a2x = (a1+a1)x

a3x2= (a2+a1a1+a2)x2

...
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Por el desarrollo de Newton del binomio tenemos:
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(3)

Ejercicio: En (3) se define 
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. Demostrar que
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 (k=1,2,..)
Usando el resultado del ejercicio en (3) y reemplazando en (2)

G(x)= 
[image: image15.wmf]å
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Así el número de arboles binarios con k vertices es 
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  (k=1,2,...)

Ejercicio

Considere una operacion binaria donde ((ab)c) no es necesariamente equivalente a (a(bc)). Calcule el número de maneras distintas de colocar los parentesis al realizar las n operaciones en a1a2...an

Spanning Trees de Kn

Queremos saber cuantos spanning trees hay en Kn donde los vertices estan numerados. La prueba que daremos es de Prüfer y es complicada por lo que la dejamos para el anexo de este apunte. Mostraremos que le numero buscado es nn-2. Por ejemplo para K3 tenemos los siguientes arboles:
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