
TEORIA DE GRAFOSAlgunas orreiones y agregados al Apunte 6a1. La demostrai�on de que �(G) � �(G) en el Lema 2 (p�agina 2) es inorreta. Lademostrai�on orreta es:De�nimos �(G) omo el m��nimo n�umero de v�erties que hay que saar para desonetar aG o reduirlo a un v�ertie. Si G es disonexo o tiene un solo v�ertie de�nimos �(G) = 0.De�nimos �(G) omo el m��nimo n�umero de ramas que hay que saar para desonetar aG. Si G es disonexo o tiene un solo v�ertie de�nimos �(G) = 0.Caso 1: si G es disonexo o tiene un solo v�ertie entones �(G) = 0 y �(G) = 0Caso 2: si �(G) = 1, sea (u; v) una rama que desoneta a G. Si gr u � gr v entones esf�ail ver que suprimiendo u se desoneta G y por lo tanto �(G) = 1.Caso 3: Si � = �(G) � 2: Sean e1; : : : ; e� las � ramas que desonetan a G, on e� = (u; v)Saamos un extremo de e1 que sea distinto de u y de v, on lo ual queda eliminada e1. Siqueda alguna de las ramas e2; : : : ; e��1 saamos un extremo de alguna de esas ramas quesea distinto de u y de v. As�� ontinuamos saando v�erties hasta obtener un grafo G0 queno ontiene a ninguna de las ramas e1; : : : ; e��1 pero que ontiene a e�. Notar que G0 seobtiene de G saando r v�erties para un r � �� 1.Si G0 es disonexo entones �(G) � r < �.Ejeriio: Probar que si G es onexo y e = (u; v) es una rama de G entones e es una ramade orte de G si y s�olo si el �unio amino simple de u a v en G es u �! v.Veamos ahora que si G0 es onexo entones e� es una rama de orte de G0. En efeto, siG0 � fe�g fuese onexo entones habr��a un amino simple de u a v en G0 � fe�g y por lotanto ese ser��a un amino simple de u a v en G� fe1; : : : ; e��1g distinto de u �! v. Peroe� es una rama de orte en G� fe1; : : : ; e��1g. Absurdo.Luego, G0 es onexo y G0�fe�g es disonexo, por lo tanto �(G0) = 1, de donde �(G0) = 1por el aso 2. Entones saando un v�ertie a G0 queda un grafo disonexo o reduido a unv�ertie y en onseuenia, saando r+1 v�erties a G queda un grafo disonexo o reduidoa un v�ertie lo que muestra que �(G) � r + 1 � �.2. En la demostrai�on del Teorema 3 (p�agina 2) falta alarar en qu�e se hae indui�on.Dados dos v�erties distintos u y v de un grafo G onexo, de�nimos d(u; v) omo el n�umerode ramas del amino m�as orto de u a v en G. La indui�on se hae en d(u; v): se pruebaque para todo k 2 IN valeSi u y v son dos v�erties distintos de G tales que d(u; v) = k entones existen dos aminosde u a v en G que son disjuntos por v�erties.En a) se prueba que la a�rmai�on vale para k = 1 y en b) el paso indutivo.1



Teor��a de Grafos Correiones al apunte 6a3. En el Lema 4 (p�agina 2) y en el Teorema 5 (p�agina 3) el algoritmo depth-�rst searhal que se hae referenia es el que se desribe en el ej. 9 de la pr�atia 5.4. Otra demostrai�on del Teorema 5 (p�agina 3): Sea G = (V;E) un grafo onexo y seas 2 V . Sea T = (V;E0) el �arbol dirigido on ra��z s generado por el algoritmo searh.Entones u es un v�ertie de orte de G si y s�olo si u = s y tiene m�as de un hijo o bienu 6= s y existe un hijo h de u tal que ni h ni ninguno de sus desendientes es adyaente aun anteesor de u.Dem: ()) Sea u un v�ertie de orte en G.1) Si u = s: si tuviera un solo hijo entones s ser��a una hoja de T y por lo tanto T � fsgser��a onexo. Luego G� fsg ser��a onexo porque T es un spanning tree de G.2) Si u 6= s: supongamos que para todo hijo h de u valiera que h o alguno de sus desendi-entes fuese adyaente a un anteesor de u. Sean h1; h2; : : : ; hn los hijos de u. Para ada isea Ai = fhig[ fdesendientes de hig y sea vi 2 Ai tal que vi es adyaente a un anteesorwi de u. Como e1 = (w1; v1) es una rama de G que no pertenee a T entones el �arbolT1 = T + e1 � (u; h1) es un spanning tree de G que no ontiene a la rama (u; h1). Comoe2 = (w2; v2) es una rama de G que no pertenee a T1 entones el �arbol T2 = T1+e2�(u; h2)es un spanning tree de G que no ontiene a la ramas (u; h1), (u; h2). Continuando de estamanera obtenemos un spanning tree Tn de G que ontiene una sola rama que inide en u(la rama (p(u); u)). Luego, u es una hoja de Tn y por lo tanto Tn � fug es onexo. LuegoG� fug ser��a onexo.(() Si u = s y tiene un s�olo hijo veremos que s es un v�ertie de orte:Sean h1; h2 dos hijos de s. Basta mostrar que todo amino en G de h1 a h2 pasa por s.Sea A = fh1g [ fdesendientes de h1g. Si C es un amino en G de h1 a h2h1 v1 v2 v3 � � � � � � � � � � � � vn h2Como h1 2 A y h2 =2 A entones existe e = (v; w) 2 C tal que v 2 A y w =2 A. Luego,v es desendiente de w o w es desendiente de v, pero omo w =2 A esto �ultimo no puedeourrir. Por lo tanto, v 2 A y w es un anteesor de v que no pertenee a A de donderesulta que w es un anteesor de h1 y por lo tanto w = s. Luego C pasa por s.Supongamos ahora que u 6= s y existe un hijo h de u tal que ni h ni ninguno de susdesendientes es adyaente a un anteesor de u. Veremos que u es un v�ertie de orte:basta probar que todo amino en G de h a p(u) pasa por u. Consideremos el onjuntoA = fhg [ fdesendientes de hg y sea C un amino en G de h a p(u)h v1 v2 v3 � � � � � � � � � � � � vn p(u)Como h 2 A y p(u) =2 A entones existe e = (v; w) 2 C tal que v 2 A y w =2 A. Luego,v es desendiente de w o w es desendiente de v, pero omo w =2 A esto �ultimo no puede2



Teor��a de Grafos Correiones al apunte 6aourrir. Por lo tanto, v 2 A y w es un anteesor de v que no pertenee a A de donde resultaque w = u o w es un anteesor de u. Pero w no puede ser un anteesor de u pues v 2 A,v es adyaente a w y por hip�otesis ni h ni ninguno de sus desendientes es adyaente a unanteesor de u. Luego w = u y por lo tanto C pasa por u.5. La de�nii�on orreta de low (w) (p�agina 4) eslow (w) = m��n fdf(u) = u = w o u es adyaente en G�E0 a alg�un nodo de A(w)gdonde A(w) = fwg [ fdesendientes de wg y E0 es el onjunto de ramas del �arbol dirigidoon ra��z generado por el searh.6. Modi�ai�on del algoritmo depth-�rst searh que inluye el �alulo de low:1. Iniializar: A = fsg, df(s) = 1, df(v) = 0 8v 6= s, low(s) = 1, k = 12. While A 6= ; do: de todos los v�erties que est�an en A sea u el �ultimo que ingres�o.If 6 9 v adyaente a u tal que df(v) = 0 then A = A� fugElse elegir un nodo v adyaente a u tal que df(v) = 0,k = k + 1df(v) = kp(v) = uA = A [ fvgCalular low(v)Para ada w 2 A= low(w) >low(v), atualizar low(w) =low(v)donde low(v):1. j = 1, low(v) = df(v)2. If j � df(u) then return low(v).Else: sea w = df(w) = j.If (v; w) es una rama de G then low(v) = j and return low(v).Else: j = j + 1, GOTO 2.7. Algoritmo para hallar los bloks de un grafo onexo (p�agina 4).Sea G un grafo onexo on por lo menos dos v�erties. Diremos que B es un blok de G siiB es un subgrafo onexo de G que no tiene ning�un v�ertie de orte y todo subgrafo onexode G que ontiene a B tiene al menos un v�ertie de orte.Si B es un blok de G entones B es � � o B es bionexo.El siguiente algoritmo halla los bloks de G:1. Elegir s 2 V y hallar, usando el algoritmo depth-�rst searhC = fv�erties de orte de GgEl �arbol T que es un �arbol dirigido on ra��z s y un spanning tree de Gdf(v) y low(v), para ada v 2 V3



Teor��a de Grafos Correiones al apunte 6a2. Ordenar C en orden dereiente de df(v) (v 2 C). (Luego C = fv1; : : : ; vkg ondf(vi) � df(vi+1))3. Iniializar i = 0, j = 1, T 0 = T4. Si no existe un hijo w de vj en T 0 tal que low(w) � df(vj) ir a 6.5. Elegir un hijo w de vj en T 0 tal que low(w) � df(vj)i = i+ 1Vi = fvj) [ fv�erties del sub�arbol T 0w de T 0 que uelga de wT 0 = T 0 � T 0wGOTO 4.6. j = j + 17. Si j � k ir a 4.8. If T 0 = ; then m = iElse: m = i+ 1, Vm = fv�erties de T 0g9. Return V1; : : : ; VmEjeriio: Probar que al terminar el algoritmo los bloks de G son los subgrafos induidospor V1; : : : ; Vm8. Teorema de Menger (p�agina 5).Sea G = (V;E) un grafo (respetivamente un grafo dirigido) y sean s y t dos v�erties deG. Diremos que U � E es un onjunto de ramas que desoneta o separa s de t si y enG� U no existe ning�un amino (respetivamente amino dirigido) de s a t.Diremos que dos aminos (respetivamente aminos dirigidos) de s a t son disjuntos porramas si no tienen ninguna rama en om�un. Diremos que k aminos (respetivamenteaminos dirigidos) C1; : : : ; Ck de s a t son disjuntos por ramas si Ci y Cj son disjuntos porramas 8i 6= j.Sea G = (V;E) un grafo (respetivamente un grafo dirigido) y sean s y t dos v�erties noadyaentes de G. Diremos que U � V es un onjunto de v�erties que desoneta o separas de t si s; t =2 U y en G � U no existe ning�un amino (respetivamente amino dirigido)de s a t.Diremos que dos aminos (respetivamente aminos dirigidos) de s a t son disjuntos porv�erties si no tienen ning�un v�ertie en om�un salvo s y t. Diremos que k aminos (respe-tivamente aminos dirigidos) C1; : : : ; Ck de s a t son disjuntos por v�erties si Ci y Cj sondisjuntos por v�erties 8i 6= j.Teorema 1. Sea G = (V;E) un grafo dirigido y sean s y t dos v�erties de G. Entonesel m�aximo n�umero de aminos dirigidos de s a t que son disjuntos por ramas es igual alm��nimo n�umero de ramas que hay que saar para desonetar s de t.4



Teor��a de Grafos Correiones al apunte 6aDem: la hiimos uando vimos las apliaiones de Ford-FulkersonTeorema 2. Sea G = (V;E) un grafo y sean s y t dos v�erties de G. Entones el m�aximon�umero de aminos de s a t que son disjuntos por ramas es igual al m��nimo n�umero deramas que hay que saar para desonetar s de t.Dem: est�a en la pr�atia omo ejeriio.Teorema 3. Sea G = (V;E) un grafo dirigido y sean s y t dos v�erties no adyaentesde G. Entones el m�aximo n�umero de aminos dirigidos de s a t que son disjuntos porv�erties es igual al m��nimo n�umero de v�erties que hay que saar para desonetar s de t.Dem: Sea P el m�aximo n�umero de aminos dirigidos de s a t que son disjuntos por v�ertiesy sea N el m��nimo n�umero de v�erties que hay que saar para desonetar s de t.P � N pues para desonetar s de t neesitamos saar al menos un v�ertie de ada unode los P aminos.A partir de G onstru��mos un grafo dirigido G0 de la siguiente manera:Para ada v�ertie u de G, u 6= s; t, ponemos dos v�erties u0 y u00 en G0 y una rama u0 �! u00Para ada rama u �! v de G ponemos una rama8<: s �! v0 si u = su00 �! t si v = tu00 �! v0 si u 6= s y v 6= tAsignamos apaidad 1 a ada rama de G0 y hallamos el m�aximo ujo x en G0 y suorrespondiente m��nimo orte �A.Luego, los aminos formados por las ramas que tienen ujo 1 se orresponden on jxjaminos dirigidos de s a t en G que son disjuntos por v�erties. En efeto, omo de u0 sales�olo una rama y esa rama tiene apaidad 1 entones a lo sumo puede haber una ramaon ujo 1 que llegue a u0 y omo en u00 entra s�olo una rama y esa rama tiene apaidad1 entones a lo sumo puede haber una rama on ujo 1 que salga de u00.Por lo tanto jxj � P .Adem�as, omo saando las ramas de �A se desoneta s de t en G0 entones saando unextremo que sea distinto de s y t de ada una de esas ramas se desoneta s de t en G0.Por lo tanto saando j�Aj v�erties en G se desoneta s de t en G (si en G0 saamos u0 ou00 entones en G saamos u).Luego, N � j�Aj y omo la apaidad de �A es igual a j�Aj pues las ramas tienen apaidad1 entones se tiene que jxj � P � N � apaidad de �A = jxjde donde P = N . 5



Teor��a de Grafos Correiones al apunte 6aTeorema 4. Sea G = (V;E) un grafo y sean s y t dos v�erties no adyaentes de G.Entones el m�aximo n�umero de aminos de s a t que son disjuntos por v�erties es igual alm��nimo n�umero de v�erties que hay que saar para desonetar s de t.Dem: A partir de G onstru��r el grafo dirigido G0 que resulta de reemplazar ada ramau v de G por dos ramas u �! v y v �! u y apliar a G0 el teorema 3.Nota: El teorema 4 fue demostrado por Menger en 1927, muho antes de que se onoierael algoritmo de Ford y Fulkerson. La demostrai�on original de Menger se enuentra en elApunte 6b.

6


