
Teorema de KuratowskiHemos visto que los grafosK5 yK3;3 no son planares. Pero existen otros grafos no planares,por ejemplo los grafos

ya que si pudi�eramos dibujar estos grafos en el plano de manera que sus ramas no se 
ortenenton
es podr��amos obtener un dibujo plano de K5 o de K3;3.En general, dado un grafo planar G = (V;E) que tiene un v�erti
e v de grado 2, si (u; v)y (v; w) son las dos �uni
as ramas que in
iden en v, enton
es el grafo G que se obtieneeliminando de G el v�erti
e v y las dos ramas que in
iden en �el y agregando la rama (u;w)tambi�en es planar.De�ni
i�on: Diremos que G es homeomorfo a G si G se obtiene apli
ando a G un n�umero�nito de transforma
iones de 
ualquiera de los siguientes tipos:I) eliminar de G un v�erti
e v de grado 2 y reemplazar las dos �uni
as ramas (u; v) y (v; w)que in
iden en v por una rama (u;w). (Si (u;w) fuese una rama de G enton
es no laagregamos.)
u

v

w u

wII) eliminar una rama (u;w) de G y agregar un nuevo v�erti
e v y las ramas (u; v) y (v; w).
u

v

wu

wEs 
laro que si G es homeomorfo a G enton
es G es planar si y s�olo si G lo es. Luego, siun grafo es homeomorfo a K5 o a K3;3 enton
es no es planar.1



TEORIA DE GRAFOS Teorema de KuratowskiAdem�as, 
omo 
ualquier subgrafo de un grafo planar es planar, 
ualquier grafo que 
on-tenga un subgrafo homeomorfo a K5 o a K3;3 no puede ser planar.El teorema de Kuratowski muestra que vale la re
��pro
a.Teorema: (Kuratowski, 1930) Un grafoG es planar si y s�olo si no 
ontiene ning�un subgrafohomeomorfo a K5 ni a K3;3.Para poder demostrar el teorema ne
esitaremos antes algunas de�ni
iones y resultados.Lema 1: Sea G un grafo planar. Si F es una 
ara de un dibujo plano D de G enton
esexiste un dibujo plano de G en el 
ual F es la 
ara exterior.Demostra
i�on: Basta 
opiar D en la esfera unitaria de manera tal que el punto delin�nito sea un punto interior de la 
ara F y luego apli
ar la proye

i�on estereogr�a�
a.Corolario: Sea G un grafo planar. Si x es un v�erti
e de G enton
es existe un dibujo planode G en el 
ual x pertene
e a la 
ara exterior y si e es una rama de G enton
es existe undibujo plano de G en el 
ual e pertene
e a la 
ara exterior.Demostra
i�on: Basta elegir una 
ara F de un dibujo plano D de G que 
ontenga a x oa e y apli
ar el lema 1.Lema 2: Sea G un grafo no planar y sea e = (u; v) una rama de G. Si G� feg es planarenton
es existe un 
amino de u a v en G� feg.Demostra
i�on: Supongamos que no existe un 
amino de u a v en G� feg. Enton
es, siCu es la 
omponente 
onexa de u en G � feg se tiene que v =2 Cu. Como Cu y G� Cu sonsubgrafos de G � feg enton
es son planares. Sea D1 un dibujo plano de Cu y sea D2 undibujo plano de G � Cu. Sea F1 una 
ara de D1 que 
ontiene a u y sea F2 una 
ara deD2 que 
ontiene a v. Por el lema 1, existen dibujos planos de Cu y G� Cu tales que u y vpertene
en a las respe
tivas 
aras exteriores.
u v

Pero enton
es pod��amos agregar la rama (u; v) y obtener as�� un dibujo plano de G.
u v

lo 
ual es absurdo pues G no era planar. 2



TEORIA DE GRAFOS Teorema de KuratowskiDe�niremos ahora la no
i�on de ap�endi
e que utilizaremos en la demostra
i�on del teorema.Sea G = (V;E) un grafo 
onexo, donde hemos �jado un 
i
lo C, y sea � la rela
i�onde equivalen
ia de�nida en el 
onjunto de ramas de G que no pertene
en al 
i
lo en laforma: e1 � e2 () e1 = e2 o existe un 
amino en G que no tiene ning�un v�erti
e interiorpertene
iente a C, 
uya primera rama es e1 y 
uya �ultima rama es e2. Dejamos 
omo tareapara el le
tor veri�
ar que � es una rela
i�on de equivalen
ia.Ejemplo: En el siguiente grafo 
onsideramos el 
i
lo C formado por las ramas negras.Enton
es el 
onjunto de ramas de G que no pertene
en al 
i
lo se parte en 4 
lases deequivalen
ia, 
ada una formada por las ramas de un mismo 
olor.

De�ni
i�on: Diremos que un subgrafo P de G es un ap�endi
e si P es el subgrafo indu
idopor una 
lase de equivalen
ia de � (es de
ir, las ramas de P son una 
lase de equivalen
iade � y los v�erti
es son todos los extremos de esas ramas).En el ejemplo anterior, G tiene 4 ap�endi
es

3



TEORIA DE GRAFOS Teorema de KuratowskiDe�ni
i�on: Sea P un ap�endi
e de G. Diremos que un v�erti
e v de P es un punto de
onta
to (
on el 
i
lo C) si v 2 P \ C.Observa
i�on: Todo ap�endi
e P tiene al menos un punto de 
onta
to. En efe
to, elijamosuna rama e = (u; v) 2 P y un v�erti
e w del 
i
lo C. Si v 2 C enton
es ese es un v�erti
e de
onta
to pues v 2 P . En 
aso 
ontrario v 6= w y, 
omo G es 
onexo, existe un 
amino enG de v a w v = u1 u2 : : : un�1 un = wSea j el primer ��ndi
e tal que uj 2 C (existe pues w 2 C). Enton
es j � 2 y el 
aminou v = u1 u2 : : : uj�1 ujno tiene ning�un v�erti
e interior pertene
iente a C. Luego, la rama (uj�1; uj) es equivalentea e = (u; v) y por lo tanto pertene
e a P . Luego uj 2 P por ser extremo de una rama deP , de donde uj es un v�erti
e de 
onta
to.Lema 3: Si P es un ap�endi
e de G y fv1; v2; : : : ; vkg es el 
onjunto de sus v�erti
es de
onta
to, enton
es P � U es 
onexo para todo U � fv1; v2; : : : ; vkg (podr��a ser U = ;).Demostra
i�on: Sea U un sub
onjunto de fv1; v2; : : : ; vkg y sean u; v 2 P � U . Si (u; v)es una rama de P , enton
es ese es un 
amino de u a v en P � U . Si, en 
ambio, no lo esenton
es existen dos ramas distintas e1 y e2 de P tal que u es un extremo de e1 y v es unextremo de e2. Como e1 y e2 son ramas de P enton
es e1 � e2, de donde existe un 
aminoR en G � e1 � : : : � e2 �tal que ninguno de sus v�erti
es internos pertene
e a C. Luego, R es un 
amino en P ya quetodas las ramas de ese 
amino son equivalentes a e2. Adem�as, 
omo los v�erti
es interioresno pertene
en a C y los elementos de U son v�erti
es de C enton
es ninguno de los v�erti
esinteriores de R pertene
e a U . Luego, 
omo u es un extremo de e1 y v es un extremo dee2, enton
es u puede ser el primer o el segundo v�erti
e y v puede ser el ante�ulitmo o el�ultimo v�erti
e de R pero, sea 
ual sea la situa
i�on, siempre la parte de R que va de u a ves un 
amino en P � U .Por ejemplo, si la situa
i�on es � e1 u� : : : � e2 �venton
es el 
amino que se obtiene quitando el primer v�erti
e y la rama e1 es un 
amino deu a v en P � U .Ejer
i
ios:1. Probar que dos ap�endi
es distintos no tienen ninguna rama en 
om�un y, si tienen v�erti
esen 
om�un, �estos pertene
en al 
i
lo C.2. Probar que si G es planar y P es un ap�endi
e de G enton
es, en 
ualquier dibujo planode G, P es interior al 
i
lo C (toda rama est�a en el interior del 
i
lo) o P es exterior a C(toda rama est�a en el exterior del 
i
lo). 4



TEORIA DE GRAFOS Teorema de Kuratowski3. Sea P es un ap�endi
e de G 
on por lo menos tres puntos de 
onta
to s, s0 y t. Probar queexisten w 2 P�C y tres 
aminos en P disjuntos por v�erti
es de s, s0 y t a w respe
tivamentetales que ninguno de sus v�erti
es interiores pertene
e a C.Ahora estamos en 
ondi
iones de probar el teorema.Teorema: (Kuratowski, 1930) Un grafoG es planar si y s�olo si no 
ontiene ning�un subgrafohomeomorfo a K5 ni a K3;3.Demostra
i�on: ()) Ya vimos que 
ualquier grafo que 
ontenga un subgrafo homeomorfoa K5 o a K3;3 no puede ser planar.(() Supongamos que exista un grafo no planar que no 
ontiene ning�un subgrafo homeo-morfo a K5 ni a K3;3. De todos los grafos no planares que no 
ontienen ning�un subgrafohomeomorfo aK5 ni aK3;3, sea G = (V;E) uno 
on un m��nimo n�umero de ramas. Enton
esvalena) G es 
onexo.Dem: Si G no fuese 
onexo enton
es existir��a al menos una 
omponente 
onexa de G queno es planar y esta 
omponente 
onexa tendr��a menos ramas que G y no 
ontendr��a ning�unsubgrafo homeomorfo a K5 ni a K3;3, lo 
ual no puede o
urrir.b) Si e es una rama de G enton
es G� feg es planar.Dem: G� feg tiene menos ramas que G y no 
ontiene ning�un subgrafo homeomorfo a K5ni a K3;3.
) Todo v�erti
e de G tiene grado mayor o igual que 3.Dem: Como G es 
onexo y no es planar enton
es no 
ontiene v�erti
es de grado 
ero.Supongamos que 9 v 2 V de grado 1. Sea (v; w) la �uni
a rama que in
ide en v. Enton
eseliminando v y (v; w) obtendr��amos un grafo G0 que tiene menos ramas que G y no 
ontienening�un subgrafo homeomorfo a K5 ni a K3;3. Luego, este grafo debe ser planar. Sea D undibujo plano de G0 y sea F una 
ara de D que 
ontiene a w.
wEnton
es podr��amos agregar el v�erti
e v y la rama (v; w) y obtener un dibujo plano de G
wv

5



TEORIA DE GRAFOS Teorema de KuratowskiSupongamos ahora que 9 v 2 V de grado 2. Enton
es, apli
ando una transforma
i�on deltipo I) obtendr��amos un grafo no planar G 
on menos ramas que G que no 
ontiene ning�unsubgrafo homeomorfo a K5 ni a K3;3 (todo subgrafo de G es homeomorfo a un subgrafode G).d) Si x 2 V enton
es G� fxg es 
onexo.Dem: Sea x 2 V y supongamos que G�fxg no es 
onexo. Sea H una 
omponente 
onexade G � fxg y sea K su 
omplemento. Sea G1 el grafo que se obtiene agregando a H elv�erti
e x y todas las ramas (x; y) 2 E tales que y 2 H y sea G2 el grafo que se obtieneagregando a K el v�erti
e x y todas las ramas (x; y) 2 E tales que y 2 K. Enton
es G1 yG2 son subgrafos de G y por lo tanto no 
ontienen ning�un subgrafo homeomorfo a K5 nia K3;3. Adem�as, G1 y G2 tienen menos ramas que G. En efe
to, sean u 2 H y v 2 K.Como G es 
onexo, existe un 
amino de u a v en G y 
omo u y v pertene
en a distinta
omponente 
onexa en G� fxg, ese 
amino debe pasar por xu� � : : : : : : w� x� z� : : : : : : � v�Por lo tanto, si w es el v�erti
e anterior a x en ese 
amino y z es el siguiente, se tiene quew 2 H y z 2 K, de donde (w; x) no es una rama de G2 y (x; z) no es una rama de G1.Luego, G1 y G2 son planares y, por el 
orolario del lema 1, existen un dibujo plano de G1y un dibujo plano de G2 tales que x pertene
e a la 
ara exterior de ambos.
x x

Ahora, \pegando" estos dos dibujos obtendr��amos un dibujo plano de G
x

e) G es 3-
onexo, es de
ir, si u y x son dos v�erti
es de G enton
es G� fu; xg es 
onexo.Dem: Supongamos que 9u; x tales que G � fu; xg no es 
onexo. Sea v 6= u; x tal que(u; v) 2 E (un tal v existe pues el grado de u es mayor o igual que 3). Sea H la 
omponente
onexa de G� fu; xg que 
ontiene a v y sea K su 
omplemento.6



TEORIA DE GRAFOS Teorema de KuratowskiSea G1 el grafo que se obtiene agregando a H los v�erti
es u y x, la rama (u; x) y todaslas ramas (u; y) 2 E y (x; y) 2 E tales que y 2 H. An�alogamente, sea G2 el grafo que seobtiene agregando a K los v�erti
es u y x, la rama (u; x) y todas las ramas (u; y) 2 E y(x; y) 2 E tales que y 2 K. Si (u; x) no fuese una rama de G la agregamos igual tanto aG1 
omo a G2. Notar que enton
es, para probar que G1 y G2 tienen menos ramas que Gdeberemos ver que hay al menos dos ramas de G que no no pertene
en a G1 y al menosdos ramas de G que no pertene
en a G2.Sea y 2 K. Como G� fxg es 
onexo enton
es existe un 
amino de v a y en G�fxg y ese
amino ne
esariamente pasa por u pues v 2 H e y =2 H. Sea h el v�erti
e anterior y w elsiguiente a u en ese 
amino.v� � : : : : : : h� u� w� : : : : : : � y�Enton
es w 2 K pues pertene
e a la misma 
omponente 
onexa de G � fu; xg que y (laparte de este 
amino que va de w a y es un 
amino en G�fu; xg). An�alogamente, h 2 H.Por lo tanto, la rama (u;w) no pertene
e a G1 y la rama (h; u) no pertene
e a G2. Adem�as,la parte de este 
amino que va de v a u es un 
amino en G1 � f(u; x)g y la parte que vade u a y es un 
amino en G2 � f(u; x)g.De la misma manera, 
omo G � fug es 
onexo, existe un 
amino de v a y en G � fug yne
esariamente ese 
amino pasa por x. Sea z el v�erti
e anterior a x en ese 
amino y sea kel siguiente v� � : : : : : : z� x� k� : : : : : : � y�Enton
es z 2 H y k 2 K. Por lo tanto la rama (z; x) no pertene
e a G2 y la rama (x; k)no pertene
e a G1. Adem�as, la parte de este 
amino que va de v a x es un 
amino enG1 � f(u; x)g y la parte que va de x a y es un 
amino en G2 � f(u; x)g.Luego, G1 y G2 tienen menos ramas que G, ya que hay al menos dos ramas de G que nopertene
en a G1 y al menos dos ramas de G que no pertene
en a G2.Veamos ahora que G1 no 
ontiene ning�un subgrafo homeomorfo a K5 ni a K3;3. Si (u; x)es una rama de G enton
es G1 es un subgrafo de G y esto es obvio. Si, en 
ambio, (u; x)no es una rama de G enton
es basta observar que 
omo G1 � f(u; x)g y G2 � f(u; x)g sonsubgrafos de G enton
es G1 es homeomorfo al subgrafo de G que se obtiene reemplazandola rama (u; x) de G1 por un 
amino de u a x en G2 � f(u; x)g (un tal 
amino existe puesen G� f(u; x)g hay un 
amino de u a y y un 
amino de y a x).De la misma manera se ve que G2 no 
ontiene ning�un subgrafo homeomorfo a K5 ni aK3;3. Luego, G1 y G2 son planares y, por el 
orolario del lema 1, existen un dibujo planode G1 y un dibujo plano de G2 tales que la rama (u; x) pertene
e a la 
ara exterior deambos. 7



TEORIA DE GRAFOS Teorema de Kuratowski
x

u

x

u

Ahora, \pegando" estos dos dibujos obtendr��amos un dibujo plano de G
x

u

Probaremos ahora que G 
ontiene un subgrafo homeomorfo a K5 o a K3;3, lo 
ual es una
ontradi

i�on.Sea e = (u; v) una rama de G. Enton
es G � feg es planar. Luego, por el lema 2, existeun 
amino de u a v en G� feg. Por lo tanto, G� feg es 
onexo (ya que G lo es y existeun 
amino de u a v en G�feg). Adem�as, en G�feg los v�erti
es u y v no son adya
entes.Si la m�axima 
antidad de 
aminos de u a v en G�feg que son disjuntos por v�erti
es fuese1 enton
es, por el teorema de Menger, sa
ando 1 v�erti
e se des
one
tar��a u de v, es de
ir,9x 6= u; v tal que u y v pertene
en a distinta 
omponente 
onexa de G�feg�fxg. Comou tiene grado mayor o igual que 3 enton
es 9w 6= v; x tal que (u;w) 2 E.Por otro lado, 
omo G� fu; xg es 
onexo y v; w 2 G � fu; xg, enton
es existe un 
aminoR de w a v en G � fu; xg, luego en G � feg � fxg. Pero 
omo (u;w) es una rama deG� feg � fxg, enton
es agregando a R la rama (u;w) tendr��amos un 
amino de u a v enG� feg � fxg, lo 
ual es una 
ontradi

i�on.Luego, existen al menos dos 
aminos de u a v en G � feg que son disjuntos por v�erti
es.Por lo tanto, hay al menos un 
i
lo en G� feg que 
ontiene a u y a v.Consideremos un dibujo plano de G � feg en el 
ual v pertenez
a a la 
ara exterior. Detodos los 
i
los en G � feg que 
ontienen a u y a v sea C uno tal que la 
antidad deramas 
ontenidas en su interior sea m�axima. Consideremos ahora los ap�endi
es de G�fegdeterminados por C.Re
ordemos que todo ap�endi
e tiene al menos un punto de 
onta
to. Supongamos que xes el �uni
o punto de 
onta
to de un ap�endi
e P . Como x 2 P enton
es x es extremo deuna rama e0 = (x;w) de P y w 2 P � C. Sea z 6= x un v�erti
e del 
i
lo. Como G� fxg es
onexo existe un 
amino de w a z en G � fxg. Sea t el primer v�erti
e de ese 
amino quepertene
e al 
i
lo (podr��a ser t = z).w� � : : : : : : � e00 t� � : : : : : : � z�8



TEORIA DE GRAFOS Teorema de KuratowskiEnton
es, el 
amino x� e0 w� � : : : : : : � e00 t�no 
ontiene ning�un v�erti
e interior que pertenez
a al 
i
lo. Luego, e0 � e00, de dondee00 2 P y por lo tanto t 2 P \ C. Luego t es un punto de 
onta
to y t 6= x, lo que es una
ontradi

i�on. Esto prueba que todo ap�endi
e tiene al menos dos puntos de 
onta
to.Adem�as, si un ap�endi
e P tiene exa
tamente dos puntos de 
onta
to, enton
es P es unarama. En efe
to, sean x e y los dos puntos de 
onta
to de P . Si P tiene dos o m�as ramasenton
es existe w 2 P tal que w 6= x; y. Luego, w =2 C y w es el extremo de alguna ramae0 2 P . Sea z 6= x; y un v�erti
e del 
i
lo. Enton
es z 6= w.Como G�fx; yg es 
onexo existe un 
amino de w a z en G�fx; yg. Sea t el primer v�erti
ede ese 
amino que pertene
e al 
i
lo y 
onsideremos la parte del 
amino que va de w a t.w� e1 � � : : : : : : � e2 t�Notar que t es el �uni
o v�erti
e de este 
amino que pertene
e al 
i
lo.Si e1 = e0 enton
es e2 � e0 y si e1 6= e0 enton
es, el 
amino� e0 w� e1 � : : : : : : � e2 t�no 
ontiene ning�un v�erti
e interior que pertenez
a al 
i
lo y por lo tanto tambi�en resultaque e2 � e0. Luego, 
omo e0 2 P se tiene que e2 2 P , de donde t 2 P \ C y t 6= x; y, 
osaque no puede o
urrir.Como G�feg es planar y estamos 
onsiderando un dibujo plano de G�feg enton
es, porel ejer
i
io 2, un ap�endi
e es exterior al 
i
lo o es interior al 
i
lo.Veamos ahora 
�omo son los ap�endi
es exteriores. Convengamos en que u y v dividen al
i
lo en dos partes, la norte y la sur. Utilizaremos la nota
i�on [u; v℄N o (u; v)N paraindi
ar el 
onjunto de v�erti
es que se en
uentran en la parte norte del 
i
lo, en el primer
aso in
luyendo los v�erti
es u y v y en el segundo no.
u v u v

[u; v℄N (u; v)NAn�alogamente indi
aremos 
on [u; v℄S o (u; v)S la parte sur del 
i
lo, en el primer 
asoin
luyendo los v�erti
es u y v y en el segundo no.9



TEORIA DE GRAFOS Teorema de KuratowskiSea P un ap�endi
e exterior que tiene un punto de 
onta
to (u; v)N y otro (u; v)S. Un talap�endi
e existe pues de lo 
ontrario se podr��a agregar la rama e = (u; v) y obtener undibujo planar de G.Sean x e y los puntos de 
onta
to en (u; v)N y en (u; v)S respe
tivamente que est�an m�as
er
a de u. Si P tuviera un punto de 
onta
to w 6= x; y enton
es este punto estar��a en(u; v)N o en (u; v)S o ser��a igual a u o a v.Supongamos que est�a en (u; v)N . Por el lema 3, existe un 
amino en P de x a w que nopasa por ning�un punto de 
onta
to distinto de x y w y, 
omo v pertene
e a la 
ara exterior,el 
amino es de la forma
u v

w

x

yPero enton
es existir��a un 
i
lo que 
ontiene a u y a v 
on m�as ramas interiores que C.
u v

w

x

yLo mismo su
ede si w = u o si est�a en (u; v)S (ya que tambi�en debe haber un 
amino dey a w que no 
ontiene ning�un punto de 
onta
to distinto de y y w).Veamos ahora que o
urre si w = v. En este 
aso habr��a un 
amino en P de x a v que no
ontiene ning�un punto de 
onta
to salvo x y v. Si fuera de la forma
u v w

x

y

=

tambi�en existir��a un 
i
lo que 
ontiene a u y a v 
on m�as ramas interiores que C.Supongamos enton
es que es de la forma 10



TEORIA DE GRAFOS Teorema de Kuratowski
u v w

x

y

=

Por otra parte, tambi�en debe haber un 
amino en P de y a v que no 
ontiene ning�un puntode 
onta
to salvo y y v. Si ese 
amino es de la forma
u v w

x

y

=

existir��a un 
i
lo que 
ontiene a u y a v 
on m�as ramas interiores que C. Supongamosenton
es que es de la forma
u v w

x

y

=

Enton
es se tienen dos 
aminos que ne
esariamente deben 
ortarse en un v�erti
e puesest�amos 
onsiderando un dibujo plano de G� feg
u v w

x

y

=

Pero enton
es nuevamente existir��a un 
i
lo que 
ontiene a u y a v 
on m�as ramas interioresque C 11



TEORIA DE GRAFOS Teorema de Kuratowski
u v w

x

y

=

Luego, P tiene s�olo dos puntos de 
onta
to, x en (u; v)N e y en (u; v)S, y por lo tanto esuna rama.
u v

x

ySi todos los ap�endi
es exteriores que tienen un punto de 
onta
to en (u; v)N y otro en(u; v)S se pudieran dibujar en el interior del 
i
lo sin interse
ar ninguna rama enton
es,podr��amos agregar la rama e = (u; v) en el exterior y obtener un dibujo planar de G.Luego debe existir un ap�endi
e exterior P 
on un punto de 
onta
to x en (u; v)N y unpunto de 
onta
to y en (u; v)S que no puede dibujarse en el interior del 
i
lo. Por lo quevimos antes, P es una rama. Luego debe darse alguno de los siguientes 
asos:1) Existe un ap�endi
e interior Q que 
ontiene un punto de 
onta
to s en (x; v)N y un puntode 
onta
to t en (u; y)S o existe un ap�endi
e interior Q que 
ontiene un punto de 
onta
to
on s en (u; x)N y un punto de 
onta
to t en (y; v)S. En ambos 
asos, por el lema 3, existeun 
amino en Q de s a t que no 
ontiene ning�un otro punto de 
onta
to.En este 
aso, agregando la rama e = (u; v) resulta que G 
ontiene un subgrafo homemorfoa K3;3:
u v

x

y

s

t

u v

x

y

s

t12
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e interior Q 
uyos �uni
os puntos de 
onta
to son x, y, u y v. Por ellema 3, debe existir un 
amino R en Q de u a v que no 
ontiene ning�un otro punto de
onta
to
u v

x

yPero tambi�en debe existir un 
amino de x a y que no 
ontiene nin�un otro punto de 
onta
toy, ne
esariamente ese 
amino debe tener al menos un v�erti
e en 
om�un 
on R pues estamos
onsiderando un dibujo plano de G � feg. Si estos 
aminos tienen un �uni
o v�erti
e w en
om�un enton
es, agregando la rama e = (u; v) resulta que G tiene un subgrafo homeomorfoa K5
u v

x

y

w

Si, en 
ambio, tienen m�as de un v�erti
e en 
om�un, sean w1 el primero y w2 el �ultimode estos v�erti
es 
omunes, enton
es agregando la rama e = (u; v) resulta que G tiene unsubgrafo homemorfo a K3;3
u v

x

y

w
w

1
2

3) Existe alg�un ap�endi
e interior Q que tiene un punto de 
onta
to s en [u; x)N , un punto13
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onta
to s0 en (x; v)N y un punto de 
onta
to t en [y; v)S. Luego, por el ejer
i
io 3existe w 2 Q�C y tres 
aminos en Q disjuntos por v�erti
es de s, s0 y t a w respe
tivamentetales que ninguno de sus v�erti
es interiores pertene
e al 
i
lo. En este 
aso agregando larama e = (u; v) resulta que G tiene un subgrafo homeomorfo a K3;3
u v

x

y

s
s’

t

w

Lo mismo o
urre si existe alg�un ap�endi
e interior Q que tiene un punto de 
onta
to s en(u; x)N , un punto de 
onta
to s0 en (x; v℄N y un punto de 
onta
to t en (u; y℄S
u v

x

y

s
s’

w

to si existe alg�un ap�endi
e interior Q que tiene un punto de 
onta
to t en [y; v)S, un puntode 
onta
to t0 en (u; y)S y un punto de 
onta
to s en [u; x)N o si existe alg�un ap�endi
einterior Q que tiene un punto de 
onta
to t en (y; v)S, un punto de 
onta
to t0 en (u; y℄Sy un punto de 
onta
to s en (x; v℄N .Tarea: Veri�
ar que estos son todos los 
asos posibles.Luego, en todos los 
asos G 
ontiene un subgrafo homeomorfo a K5 o a K3;3, lo 
ual esuna 
ontradi

i�on.
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