
Teorema de MengerSean u y v dos v�erti
es no adya
entes en un grafo (no dirigido) 
onexo G = (V;E).De�ni
i�on. Sea S un sub
onjunto de V que no 
ontiene a u ni a v. Diremos que S separau de v (o tambi�en que sa
ando S se des
one
ta u de v) si en el grafo G� S los v�erti
es uy v pertene
en a distintas 
omponentes 
onexas.De�ni
i�on. Diremos que dos 
aminos en G que unen u y v son disjuntos por v�erti
es sino tienen ning�un v�erti
e en 
om�un salvo u y v.De ahora en m�as diremos \disjuntos" en lugar de \disjuntos por v�erti
es".Ejemplo. En el grafo
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67el 
onjunto S = f7; 3g separa 1 de 6. Observemos que este no es el 
onjunto de menor
ardinal que separa 1 de 6. En efe
to, S = f4g tambi�en separa 1 de 6. Luego, el m��nimon�umero de v�erti
es que hay que sa
ar para des
one
tar 1 de 6 es uno. Notemos adem�asque dos 
aminos de 1 a 6 nun
a son disjuntos, es de
ir, la m�axima 
antidad de 
aminosdisjuntos de 1 a 6 es tambi�en uno.Veamos ahora qu�e pasa 
uando u = 2 y v = 4. En este 
aso S = f3; 7g separa 2 de 4 yno hay ning�un 
onjunto de menor 
ardinal que separe 2 de 4. Es de
ir, el m��nimo n�umerode v�erti
es que hay que sa
ar para des
one
tar 2 de 4 es dos. Por otra parte, el m�aximon�umero de 
aminos disjuntos que unen 2 y 4 tambi�en es dos.En general, si hay k 
aminos disjuntos de u a v, 
ualquier 
onjunto que separe u de v debe
ontener al menos k v�erti
es (uno de 
ada uno de estos 
aminos).
u

v

Esto muestra que si P es un 
onjunto de 
aminos disjuntos de u a v y S es un 
onjuntoque separa u de v enton
es jP j � jSj.Corolario. El m�aximo n�umero de 
aminos disjuntos de u a v es menor o igual que elm��nimo n�umero de v�erti
es que hay que sa
ar para des
one
tar u de v.El teorema de Menger muestra que vale la igualdad.1



TEORIA DE GRAFOS Teorema de MengerTeorema. (Menger, 1927) Sean u y v dos v�erti
es no adya
entes en un grafo (no dirigido)
onexo G = (V;E). Enton
es el m�aximo n�umero de 
aminos disjuntos de u a v es igual alm��nimo n�umero de v�erti
es que hay que sa
ar para des
one
tar u de v.Demostra
i�on. Por indu

i�on en n = jEj.Si n = 2 el teorema es trivial ya que el grafo es de la forma
u vSupongamos ahora que el teorema es 
ierto para todo grafo 
onexo 
on a lo sumo n � 1ramas (n � 3).Sean u y v dos v�erti
es no adya
entes en un grafo (no dirigido) 
onexo G = (V;E) quetiene n ramas y sea k el m��nimo n�umero de v�erti
es que hay que sa
ar para des
one
taru de v. Por el 
orolario, para probar el teorema basta mostrar que existen al menos k
aminos disjuntos de u a v. Como esto es trivial si k = 1 ya que G es 
onexo, supondremosque k � 2.Primer 
aso: Todo 
onjunto S de 
ardinal k que separa u de v tiene todos sus elementosadya
entes a u o tiene todos sus elementos adya
entes a v.Sea R el 
amino m�as 
orto de u a v en G. Enton
es R es un 
amino simple.Si R tiene por lo menos tres ramas enton
es es de la forma

u v
x x11 22e ey, por ser el 
amino m�as 
orto, x1 no es adya
ente a v y x2 no es adya
ente a u. Notemosque 
omo R es simple, enton
es la parte de R que va de x2 a v no 
ontiene a la rama e2.Adem�as, 
omo k � 2, debe existir al menos un 
amino de u a v en G que no 
ontenga larama e2 (si todo 
amino 
ontiene a e2, sa
ando el v�erti
e x1 se des
one
ta u de v). Luego,existe un 
amino en G � e2 de x1 a x2 pues lo hay de x1 a u, de u a v y de v a x2. Estoprueba que el grafo G� e2 es 
onexo.Sea T un 
onjunto de m��nimo 
ardinal que separa u de v en G � e2. Enton
es T [ fx1gsepara u de v en G. Luego jT [ fx1gj � k de donde jT j � k � 1.Supongamos que jT j = k � 1. Enton
es T [ fx1g es un 
onjunto de 
ardinal k que separau de v en G. Luego, todos sus elementos deben ser adya
entes a u o todos deben seradya
entes a v y 
omo x1 no es adya
ente a v enton
es resulta que todo elemento de Tdebe ser adya
ente a u.Pero T [ fx2g tambi�en separa u de v en G. Luego jT [ fx2gj � k y 
omo jT j = k � 1enton
es T [ fx2g es un 
onjunto de 
ardinal k que separa u de v en G. Luego, todossus elementos deben ser adya
entes a u o todos deben ser adya
entes a v y 
omo x2 no esadya
ente a u enton
es resulta que todo elemento de T tambi�en es adya
ente a v. Peroenton
es, tomando x 2 T (notar que T es no va
��o pues jT j = k � 1 y k � 2) se tiene quex es adya
ente a u y a v. Pero en ese 
aso habr��a un 
amino 
on dos ramas de u a v, lo2
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ual es una 
ontradi

i�on pues estamos suponiendo que el 
amino m�as 
orto de u a v tienepor lo menos tres ramas.Luego debe ser jT j � k y, apli
ando la hip�otesis indu
tiva a G� e2 resulta que existen almenos k 
aminos disjuntos de u a v en G� e2 y por lo tanto en G.Ahora veamos qu�e o
urre si R es de la forma
u v

xComo k � 2 enton
es existe un 
amino de u a v que no 
ontiene a x. Luego, G � x es
onexo. Sea r el m��nimo n�umero de v�erti
es que hay que sa
ar para des
one
tar u de v enG � x. Enton
es, por hip�otesis indu
tiva, existen al menos r 
aminos disjuntos de u a ven G� x.Como sa
ando r v�erti
es y x se des
one
ta u de v en G enton
es r + 1 � k, de donder � k�1 y por lo tanto existen al menos k�1 
aminos disjuntos de u a v en G�x. Luego,existen al menos k 
aminos disjuntos de u a v en G: los k�1 
aminos en G�x y el 
amino
u v

xSegundo 
aso: Existe un 
onjunto W de 
ardinal k, W = fw1; w2; : : : ; wkg, que separa ude v y satisfa
e: alg�un wi no es adya
ente a u y alg�un wj no es adya
ente a v ( i y j none
esariamente distintos).Como W separa u de v en G enton
es u y v pertene
en a distintas 
omponentes 
onexasde G �W . Sean Cu y Cv las 
omponentes 
onexas de u y v en G �W . Luego, Cu y Cvno tienen v�erti
es en 
om�un (y por lo tanto, tampo
o ramas).Sea Gu el grafo que se obtiene agregando a Cu los v�erti
es w1; : : : ; wk y todas las ramasde G que sean de la forma (x;w) 
on x 2 Cu y w 2W = fw1; w2; : : : ; wkg.
u

C u

w
w
w
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kA�rma
i�on 1. Gu es 
onexo y tiene por lo menos k + 1 ramas.Demostra
i�on. Para 
ada w 2 W existe un 
amino de u a v en G que pasa por w y porning�un otro v�erti
e de W , ya que de lo 
ontrario W � fwg separar��a u de v en G. Sea xel v�erti
e anterior a w en ese 
amino y sea P la parte de ese 
amino de u a x.3
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u v

x
P

wenton
es P es un 
amino de u a x en G �W y por lo tanto x 2 Cu y (x;w) es una ramade Gu.Observemos que para algunos w podr��a o
urrir que fuese x = u (en 
uyo 
aso sigue valiendoque x 2 Cu y (x;w) es una rama de Gu) pero no para todos, ya que estamos suponiendoque alg�un wi no es adya
ente a u. Luego, alguno de los 
aminos P tiene una rama e y esarama pertene
e a Cu, de donde e 2 Gu y ning�un extremo de e pertene
e a W .Esto muestra que Gu es 
onexo y tiene al menos k + 1 ramas: una rama (x;w) para 
adaw 2 W (estas son todas distintas pues x =2W ) y la rama e.Sea ahora Gv el grafo que se obtiene agregando a Cv los v�erti
es w1; : : : ; wk y todas lasramas de G que sean de la forma (x;w) 
on x 2 Cv y w 2W = fw1; w2; : : : ; wkg. Enton
esGv es 
onexo y tiene por lo menos k + 1 ramas y, adem�as, Gu y Gv no tienen ningunarama en 
om�un.Ahora 
reamos un nuevo grafo 
onexo Gu agregando a Gu un v�erti
e arti�
ial v� y las kramas (w1; v�), (w2; v�) , : : :, (wk; v�).
u
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An�alogamente 
reamos un grafo 
onexo Gv agregando a Gv otro v�erti
e arti�
ial u� y lask ramas (u�; w1), (u�; w2) , : : :, (u�; wk).Como Gu y Gv son subgrafos de G 
on al menos k+1 ramas 
ada uno y adem�as no tienenninguna rama en 
om�un, enton
esjE(G)j � jE(Gu)j+ jE(Gv)j � jE(Gu)j+ k + 1 = jE(Gu)j+ 1y jE(G)j � jE(Gu)j+ jE(Gv)j � k + 1 + jE(Gv)j = jE(Gv)j+ 1Luego, jE(Gu)j � jE(G)j � 1 = n� 1 y jE(Gv)j � jE(G)j � 1 = n� 1.A�rma
i�on 2. El m��nimo n�umero de v�erti
es que hay que sa
ar para des
one
tar u de v�en Gu es igual a k. 4



TEORIA DE GRAFOS Teorema de MengerSupongamos por un momento que hemos probado la a�rma
i�on 2. Enton
es, apli
ando lahip�otesis indu
tiva a Gu resutla que existen k 
aminos disjuntos de u a v� en Gu. Notemosque 
omo las �uni
as ramas de Gu que in
iden en v� son de la forma (wi; v�), el nodoanterior a v� en 
ada uno de estos 
aminos debe ser un elemento de W y 
omo son k
aminos disjuntos y W tiene k elementos, enton
es estos 
aminos deben ser de la formaP1 seguido de la rama (w1; v�), : : : , Pk seguido de la rama (wk; v�), donde P1; : : : ;Pk sonk 
aminos disjuntos en G de u a w1; : : : ; wk respe
tivamente.
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kDe manera an�aloga se tiene que existen k 
aminos disjuntos de u� a v en Gv y 
omo las�uni
as ramas de Gv que in
iden en u� son de la forma (u�; wi), el nodo siguiente a u� en
ada uno de estos 
aminos debe ser un elemento de W . Enton
es estos 
aminos deben serla rama (u�; w1) seguida de C1,: : : , la rama (u�; wk) seguida de Ck, donde C1; : : : ; Ck son k
aminos disjuntos en G de w1; : : : ; wk a v respe
tivamente.
w

w

w1

2
2

k

∗u

w

1

k

v3
3

C

C

C

C

Ahora 
onstruimos k 
aminos disjuntos de u a v en G \pegando" Pi 
on Ci (1 � i � k).
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CLuego, para 
on
lu��r la demostra
i�on del teorema basta probar la a�rma
i�on 2.5



TEORIA DE GRAFOS Teorema de MengerDemostra
i�on de la a�rma
i�on 2. Es 
laro que W = fw1; : : : ; wkg separa u de v� en Guya que las �uni
as ramas que in
iden en v� son de la forma (wi; v�).Luego, para 
ompletar la demostra
i�on basta probar que si S es un 
onjunto que separa ude v� en Gu enton
es S separa u de v en G.Sea S un 
onjunto que separa u de v� en Gu. Si S no separa u de v en G enton
es, u y vpertenen a la misma 
omponente 
onexa de G � S y por lo tanto existe un 
amino C enG� S de u a v. Como u y v pertene
en a distintas 
omponentes 
onexas en G�W (puesW separa u de v en G) enton
es no existe ning�un 
amino de u a v en G�W . Luego, todo
amino de u a v en G pasa por alg�un w 2W . En parti
ular, C pasa por alg�un elemento deW . Sea wi el primer elemento de W que se en
uentra en C y sea P la parte de ese 
aminode u a wi
u v

wP

i
amino C en G� SNotemos que P es un 
amino de u a wi en Gu. En efe
to, si x es un v�erti
e de P distinto dewi enton
es la parte de P de u a x es un 
amino en G�W (pues wi es el primer elementode W que se en
uentra en C) y por lo tanto x 2 Cu.Enton
es agregando a P la rama (wi; v�) obtenemos un 
amino de u a v� en Gu que no
ontiene ning�un v�erti
e de S, es de
ir, un 
amino en Gu � S lo que es una 
ontradi

i�onpues S separa u de v� en Gu.
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