
Spanning trees de KnQueremos determinar u�antos spanning trees tiene el grafo Kn, es deir, el grafo ompletoon v�erties 1; 2; : : :n. Notemos que un spanning tree de Kn debe tener n� 1 ramas.Por ejemplo, es laro que K2 tiene un �unio spanning tree y que K3 tiene 3. Para n = 4,K4 es el grafo
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34y tiene �63�� 4 = 20� 4 = 16 spanning trees (todas las posibles maneras de elegir 3 ramasde las 6 de K4 menos aquellas que forman un ilo).Pero para n � 5 esto se omplia: para n = 5, a las posibles �104 � maneras de elegir 4ramas de las 10 ramas de K5 debemos restar aquellas eleiones de 4 ramas que produenun grafo que ontiene un ilo. Las posibles maneras de obtener un subgrafo de K5 on 5v�erties y 4 ramas que tenga ilos son:Las �53� = 10 del tipo
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TEORIA DE GRAFOS Spanning trees de Knlas �54� = 5 del tipo
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y las �54� = 5 del tipo
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3Luego, K5 tiene �104 �� (10 + 60 + 5 + 5 + 5) = 210� 85 = 125 spanning trees.Reordemos que si E es subonjunto de n � 1 ramas de Kn y V = f1; 2; : : :ng, entonesson equivalentesi) (V;E) es un spanning tree de Knii) (V;E) es a��lioiii) (V;E) es onexoTeorema: El grafo ompleto on v�erties 1; 2; : : : ; n tiene nn�2 spanning trees.Demostrai�on: (Pr�ufer, 1918) El resultado es obvio para n = 2 de manera que supon-dremos n � 3. Mostraremos una biyei�on f del onjunto de spanning trees de Kn en elonjunto de todas las suesiones de n� 2 t�erminos que se pueden formar on los n�umeros1; 2; : : : ; n. Dado un spanning tree T de Kn, de�nimos f(T ) de la siguiente manera:Sea b1 = minfj = j es una hoja de Tg y sea a1 el �unio v�ertie de T que es adyaente a b1.Ahora osideremos el �arbol T1 que resulta de quitarle a T el v�ertie b1 y la rama (a1; b1).Este �arbol tiene n� 1 v�erties y n� 2 ramas. Sea b2 = minfj = j es una hoja de T1g y seaa2 el �unio v�ertie de T1 que es adyaente a b2.Ahora onsideremos el �arbol T2 que resulta de quitarle a T1 el v�ertie b2 y la rama (a2; b2).Este �arbol tiene n� 2 v�erties y n� 3 ramas. Sea b3 = minfj = j es una hoja de T2g y seaa3 el �unio v�ertie de T2 que es adyaente a b3.Continuamos de esta manera hasta tener el �arbol Tn�3 que resulta de quitarle a Tn�4 elv�ertie bn�3 y la rama (an�3; bn�3) y que tiene 3 v�erties y 2 ramas.Sean bn�2 = minfj = j es una hoja de Tn�3g y sea an�2 el �unio v�ertie de Tn�3 que esadyaente a bn�2.Ahora de�nimos f(T ) = (a1; a2; : : : ; an�2). 2



TEORIA DE GRAFOS Spanning trees de KnNotemos que el �arbol que resulta de eliminar en Tn�3 el v�ertie bn�2 y la rama (an�2; bn�2)tiene una sola rama (u; v). Luego, por la forma en que hemos elegido los ai y los bi se ve quelas ramas de T son (a1; b1), (a2; b2), : : : , (an�2; bn�2) y (u; v) y que b1; b2; : : : ; bn�2; u y vson n v�erties distintos de Kn, de donde resulta que fb1; b2; : : : ; bn�2; u; vg = f1; 2; : : : ; ng.Por ejemplo, dado el spanning tree T de K6
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6alulemos f(T ):Se tiene que b1 = 2, a1 = 1. Como el �arbol T1 que resulta de quitarle a T el v�ertie b1 yla rama (a1; b1) es
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entones, b2 = 4, a2 = 3. Ahora el �arbol T2 que resulta de quitarle a T1 el v�ertie b2 y larama (a2; b2) es
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Luego, b3 = 5, a3 = 3. Finalmente, el �arbol T3 que resulta de quitarle a T2 el v�ertie b3 yla rama (a3; b3) es
1

36Luego, b4 = 3, a4 = 1. Por lo tanto, f(T ) = (1; 3; 3; 1). Notemos que el �arbol que resulta deeliminar en T3 el v�ertie b4 y la rama (a4; b4) tiene una sola rama (u; v) = (1; 6), las ramasde T son (a1; b1) = (1; 2), (a2; b2) = (3; 4), (a3; b3) = (3; 5), (a4; b4) = (1; 3), (u; v) = (1; 6)y b1 = 2; b2 = 4; b3 = 5; b4 = 3; u = 1 y v = 6 son los 6 v�erties distintos de K6.3



TEORIA DE GRAFOS Spanning trees de KnPara mostrar que f es biyetiva, exhibiremos su inversa. Seag : f(a1; a2; : : : ; an�2) = ai = 1; 2; : : : �o ng �! fspanning trees de Kngla funi�on de�nida de la siguiente manera:Dada una suesi�on (a1; a2; : : : ; an�2), donde ada ai es un n�umero natural menor o igualque n, sean b1 = minfj 2 IN = j � n y j 6= a1; a2; : : : ; an�2gb2 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b1; a2; : : : ; an�2gb3 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b1; b2; a3 : : : ; an�2g...bn�2 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b1; b2; : : : ; bn�3; an�2gbn�1 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b1; b2; : : : ; bn�2gy sea an�1 el �unio j 2 IN tal que j � n y j 6= b1; b2; : : : ; bn�2; bn�1 (b1; b2; : : : ; bn�1 sonn� 1 n�umeros naturales distintos entre 1 y n).De�nimos g(a1; a2; : : : ; an�2) omo el subgrafo T de Kn uyos v�erties son 1; 2; : : : ; n yuyas ramas son (a1; b1), (a2; b2), : : :, (an�2; bn�2), (an�1; bn�1) (Notar que esto tienesentido pues ai 6= bi para todo i entre 1 y n� 1).Observemos adem�as que, por onstrui�on, b1; b2; : : : ; bn�1 y an�1 son n n�umeros naturalesdistintos entre 1 y n, de donde resulta que fb1; b2; : : : ; bn�1; an�1g = f1; 2; : : : ; ng.Veamos un ejemplo: para n = 7 alulemos g(3; 1; 6; 1; 4).En este aso, a1 = 3, a2 = 1, a3 = 6, a4 = 1 y a5 = 4. Luego,b1 = minfj 2 IN = j � 7 y j 6= 3; 1; 6; 4g = 2,b2 = minfj 2 IN = j � 7 y j 6= 2; 1; 6; 4g = 3,b3 = minfj 2 IN = j � 7 y j 6= 2; 3; 6; 1; 4g = 5,b4 = minfj 2 IN = j � 7 y j 6= 2; 3; 5; 1; 4g = 6,b5 = minfj 2 IN = j � 7 y j 6= 2; 3; 5; 6; 4g = 1,b6 = minfj 2 IN = j � 7 y j 6= 2; 3; 5; 6; 1g = 4 ya6 = 7. Luego, g(3; 1; 6; 1; 4) es el spanning tree de K7 uyas ramas son (3; 2), (1; 3), (6; 5),(1; 6), (4; 1) y (7; 4)
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TEORIA DE GRAFOS Spanning trees de KnVeamos primero que g est�a bien de�nida, es deir, que T = g(a1; a2; : : : ; an�2) es unspanning tree de Kn.Dejamos omo tarea veri�ar que por la forma en que hemos elegido b1; : : : ; bn�1 y an�1se tiene que (a1; b1), (a2; b2), : : : , (an�2; bn�2), (an�1; bn�1) son todas ramas distintas deKn, por lo tanto T tiene n v�erties y n � 1 ramas. Luego, para ver que es un spanningtree de Kn basta veri�ar que es a��lio.Supongamos que T ontiene un ilo C. Sea k = minfj = (aj; bj) 2 Cg y sea e la otra ramadel ilo C que inide en bk
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kLuego, e = (aj ; bj) para alg�un j > k donde bk = aj o bk = bj .Como b1; b2; : : : ; bn�1; an�1 son todos distintos entones debe ser bk = aj , lo ual es absurdopues por onstrui�on bk 6= ak; ak+1; : : : ; an�2; an�1 , es deir, bk 6= aj para todo j > k.Por lo tanto, T es a��lio omo quer��amos probar.Veamos ahora que f Æ g es la identidad.Dada una suesi�on (a1; a2; : : : ; an�2), donde ada ai es un n�umero natural menor o igualque n, onsideremos el spanning tree T = g(a1; a2; : : : ; an�2) de Kn uyas ramas son(a1; b1); (a2; b2); : : : ; (an�2; bn�2); (an�1; bn�1)donde b1 = minfj 2 IN = j � n y j 6= a1; a2; : : : ; an�2gb2 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b1; a2; : : : ; an�2gb3 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b1; b2; a3 : : : ; an�2g...bn�2 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b1; b2; : : : ; bn�3; an�2gbn�1 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b1; b2; : : : ; bn�2gy an�1 es el �unio j 2 IN tal que j � n y j 6= b1; b2; : : : ; bn�2; bn�1. Probaremos quef(T ) = (a1; a2; : : : ; an�2).Como b1 6= a2; : : : ; an�2; an�1; b2; : : : ; bn�1 entones la �unia rama de T que inide en b1es (a1; b1). Luego, b1 es una hoja de T .Supongamos ahora que v 2 f1; 2; : : : ; ng es una hoja de T .5



TEORIA DE GRAFOS Spanning trees de KnComo fb1; b2; : : : ; bn�1; an�1g = f1; 2; : : : ; ng entones v = an�1 o v = bi para alg�uni = 1; 2; : : : ; n� 1. Veamos que v 6= a1; a2; : : : ; an�2:Como v es una hoja entones hay una �unia rama que inide en v. Si v = an�1 o v = bn�1entones esa rama es (an�1; bn�1) y por lo tanto v 6= a1; a2; : : : ; an�2. Y si v = bi para alg�uni = 1; 2; : : : ; n� 2 entones esa rama es (ai; bi). Luego, v 6= a1; : : : ; ai�1; ai+1; : : : ; an�2 ytambi�en v 6= ai pues bi 6= ai para todo i.Luego, omo b1 = minfj 2 IN = j � n y j 6= a1; a2; : : : ; an�2g debe ser b1 � v.Esto muestra que b1 = minfj = j es una hoja de Tg y por lo tanto el primer elemento dela suesi�on f(T ), que por de�nii�on es el �unio v�ertie en T que es adyaente a b1, es a1.Ahora onsideremos el �arbol T1 que se obtiene eliminando en T el v�ertie b1 y la rama(a1; b1). Las ramas de T1 son (a2; b2), : : : , (an�2; bn�2), (an�1; bn�1) y sus v�erties sonb2; : : : ; bn�1; an�1.Como b2 6= a3; : : : ; an�1; b3; : : : ; bn�1, entones la �unia rama de T1 que inide en b2 es(a2; b2) y por lo tanto b2 es una hoja de T1.Supongamos ahora que v es una hoja de T1. Entones v 6= b1 y v 2 fb2; : : : ; bn�1; an�1g.Luego, omo hay una �unia rama de T1 que inide en v, debe ser v 6= a2; : : : ; an�2 y omob2 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b1; a2; : : : ; an�2g entones debe ser b2 � v.Esto muestra que b2 = minfj = j es una hoja de T1g y por lo tanto el segundo elemento dela suesi�on f(T ), que por de�nii�on es el �unio v�ertie en T1 que es adyaente a b2, es a2.Continuando de esta manera se ve que f(T ) = (a1; a2; : : : ; an�2) y por lo tanto f Æ g es laidentidad.Finalmente, probemos que g Æ f es la identidad. Sea T un spanning tree de Kn. Sif(T ) = (a1; a2; : : : ; an�2) entones las ramas de T son (a1; b1), (a2; b2), : : : , (an�2; bn�2)y (u; v) , dondeb1 = minfj = j es una hoja de Tg y a1 es el �unio v�ertie de T que es adyaente a b1.b2 = minfj = j es una hoja de T1g y sea a2 el �unio v�ertie de T1 que es adyaente a b2,siendo T1 el �arbol que resulta de quitarle a T el v�ertie b1 y la rama (a1; b1).b3 = minfj = j es una hoja de T2g y sea a3 el �unio v�ertie de T2 que es adyaente a b3,siendo T2 el �arbol que resulta de quitarle a T1 el v�ertie b2 y la rama (a2; b2)....bn�2 = minfj = j es una hoja de Tn�3g y an�2 el �unio v�ertie de Tn�3 adyaente a bn�2,siendo Tn�3 el �arbol que resulta de quitarle a Tn�4 el v�ertie bn�3 y la rama (an�3; bn�3)y (u; v) es la �unia rama del �arbol que resulta de eliminar en Tn�3 el v�ertie bn�2 y larama (an�2; bn�2). Reordemos adem�as quefb1; b2; : : : ; bn�2; u; vg = f1; 2; : : : ; ng (1)Sea T 0 = g(f(T )) = g(a1; a2; : : : ; an�2).Entones las ramas de T 0 son (a1; b01), (a2; b02), : : :, (an�2; b0n�2), (an�1; b0n�1), donde6



TEORIA DE GRAFOS Spanning trees de Knb01 = minfj 2 IN = j � n y j 6= a1; a2; : : : ; an�2gb02 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b01; a2; : : : ; an�2gb03 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b01; b02; a3 : : : ; an�2g...b0n�2 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b01; b02; : : : ; b0n�3; an�2gb0n�1 = minfj 2 IN = j � n y j 6= b01; b02; : : : ; b0n�2gy an�1 es el �unio j 2 IN tal que j � n y j 6= b01; b02; : : : ; b0n�2; b0n�1. Reordemos adem�asque fb01; b02; : : : ; b0n�1; an�1g = f1; 2; : : : ; ng (2)Probaremos que bi = b0i para i = 1; 2; : : :n � 2 y que (an�1; b0n�1) = (u; v), de dondeT = T 0 = g(f(T )).Notemos que, por (1) y (2),fb1; b2; : : : ; bn�2; u; vg = f1; 2; : : : ; ng = fb01; b02; : : : ; b0n�1; an�1g (3)Como b1 es una hoja de T entones b1 6= a1; : : : ; an�2. Luego, b01 � b1. Por otra parte,b01 6= a1; : : : ; an�2 y b01 es igual a uno y s�olo uno de los elementos de fb1; b2; : : : ; bn�2; u; vg(ya que pertenee al onjunto por (3) y b1; : : : ; bn�2; u; v son todos distintos).Luego, b01 es una hoja de T . Por lo tanto b1 � b01, de donde b1 = b01.Como b2 es una hoja del �arbol T1 que se obtiene eliminando en T el v�ertie b1 = b01 y larama (a1; b1), entones b2 6= b1; a2; : : : ; an�2 y por lo tanto b02 � b2.Por otra parte, por (3), b02 2 fb1; b2; : : : ; bn�2; u; vg y, por de�nii�on, b02 6= b01 = b1. Luego,b02 2 fb2; : : : ; bn�2; u; vg y omo b2; : : : ; bn�2; u; v son todos distintos entones b02 es iguala uno y s�olo uno de los elementos de fb2; : : : ; bn�2; u; vg. Luego, b02 es una hoja de T1 dedonde resulta que b2 � b02. Por lo tanto, b2 = b02. Continuamos de esta manera hastaprobar que bn�2 = b0n�2.Supongamos ahora que hemos probado que bi = b0i para i = 1; 2; : : : ; n� 2.Por (3), dado que b1 = b01, : : :, bn�2 = b0n�2, resulta que fu; vg = fb0n�1; an�1g. Luego(an�1; b0n�1) = (u; v). Esto muestra que T = T 0 y por lo tanto g Æ f es la identidad.
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