
Polinomios1. Estruturas algebraias.Sea G un onjunto y sea * una operai�on en G, es deir, una funi�on de G �G en G quea ada par de elementos g; h 2 G le asigna un elemento de G al que denotaremos g*h.Diremos que (G; *) es un grupo si se satisfaen:i) g*(h*p) = (g*h)*p 8 g; h; p 2 G (* es asoiativa)ii) Existe g0 2 G tal que h*g0 = g0*h = h para todo h 2 G (hay un elemento neutro)iii) Para todo g 2 G existe h 2 G tal que g*h = h*g = g0 (todo elemento tiene inverso)Es f�ail ver que si (G; *) es un grupo entones el elemento neutro y el inverso de adag 2 G son �unios.Diremos que un grupo (G; *) es abeliano (o onmutativo) si * es onmutativa, es deir,g*h = h*g 8 g; h 2 G.Ejemplos.1) (ZZ;+), (Q;+) (IR;+) y (C;+) son grupos abelianos2) (IN;+) no es un grupo (no hay elemento neutro)3) (IN[f0g;+) no es un grupo (no todo elemento tiene inverso: el �unio elemento inversiblees 0).4) (Q� f0g; :), (IR� f0g; :) y (C� f0g; :) son grupos abelianos5) (ZZ � f0g; :) no es un grupo (no todo elemento tiene inverso: los �unios elementosinversibles son 1 y -1).6) (Gn; :) es un grupo abelianoSea A un onjunto y sean + y : dos operaiones en A. Diremos que (A;+; :) es un anillo(on identidad) si se satisfaen:i) (A;+) es un grupo abelianoii) : es asoiativaiii) : tiene un elemento neutro y 1 6= 0, donde 1 denota el elemento neutro de : y 0 denotael elemento neutro de +iv) a:(b+ ) = a:b+ a: y (a+ b): = a:+ b:, 8 a; b;  2 A (propiedades distributivas)Ejeriio. Sea (A;+; :) un anillo. Probar que a:0 = 0 para todo a 2 A.Diremos que un anillo (A;+; :) es onmutativo si : es onmutativa, es deir, a:b = b:a8a; b 2 A.Ejemplo. Si A es el onjunto de matries de 2�2 on oe�ientes reales y + y : son la sumay el produto de matries respetivamente, entones (A;+; :) es un anillo no onmutativo.1



ALGEBRA I PolinomiosDiremos que un anillo (A;+; :) es ��ntegro si 8a; b 2 A vale: a:b = 0 () a = 0 o b = 0.Notar que esto es equivalente a deir que si a 6= 0 y b 6= 0 entones a:b 6= 0.Sea (A;+; :) un anillo. Diremos que a 2 A es una unidad si a es inversible respeto delproduto, es deir, si existe b 2 A tal que a:b = b:a = 1. Si a es inversible respetodel produto entones el inverso de a es �unio. Denotaremos por U(A) al onjunto delas unidades de A, es deir, al onjunto de todos los elementos de A que son inversiblesrespeto del produto.Si (A;+; :) es un anillo y a 2 A, denotaremos por �a al inverso de a respeto de + y pora�1 al inverso de a respeto de : uando a 2 U(A).Ejemplos. (ZZ;+; :), (Q;+; :) (IR;+; :) y (C;+; :) son anillos onmutativos e ��ntegros. Susunidades son U(ZZ) = f1;�1g, U(Q) = Q� f0g, U(IR) = IR� f0g, y U(C) = C� f0g.Sea n 2 IN, n > 1. Si onsideramos el onjunto de los posibles restos en la divisi�on por nZZn = f0; 1; 2; 3; : : : ; n� 1gy de�nimos la suma +n y el produto :n de dos elementos de ZZn en la formaa+n b = rn(a+ b)a:nb = rn(a:b)entones (ZZn;+n; :n) es un anillo onmutativo.Ejemplos.1) Calulemos las tablas de suma y produto para ZZ4+4 0 1 2 30 0 1 2 31 1 2 3 02 2 3 0 13 3 0 1 2 :4 0 1 2 30 0 0 0 01 0 1 2 32 0 2 0 23 0 3 2 1Como se observa en la tabla del produto, ZZ4 no es ��ntegro. Adem�as, las unidades de ZZ4son U(ZZ4) = f1; 3g.2) Calulemos las tablas de suma y produto para ZZ5+5 0 1 2 3 40 0 1 2 3 41 1 2 3 4 02 2 3 4 0 13 3 4 0 1 24 4 0 1 2 3
:5 0 1 2 3 40 0 0 0 0 01 0 1 2 3 42 0 2 4 1 33 0 3 1 4 24 0 4 3 2 12



ALGEBRA I PolinomiosComo se observa en la tabla del produto, ZZ5 es ��ntegro. Adem�as, las unidades de ZZ5 sonU(ZZ5) = f1; 2; 3; 4g.3) ZZ15 no es ��ntegro pues 3 6= 0, 5 6= 0 y 3:155 = r15(3:5) = 0. Dejamos omo ejeriioveri�ar que U(ZZ15) = f1; 2; 4; 7; 8; 11; 13; 14g.Proposii�on. Sea n un n�umero natural mayor que 1. Entones a 2 ZZn es una unidad siy s�olo si a y n son oprimos, es deir, U(ZZn) = fa 2 ZZn = (a : n) = 1g.Demostrai�on: a 2 U(ZZn) si y s�olo si 9 b 2 ZZn tal que a:nb = 1 si y s�olo si 9 b 2 ZZntal que rn(a:b) = 1 si y s�olo si 9 b 2 ZZn tal que a:b � 1 (n) si y s�olo si la euai�on deongruenia ax � 1 (n) tiene solui�on, si y s�olo si (a : n) j 1 si y s�olo si (a : n) = 1.Sea IK un onjunto y sean + y : dos operaiones en IK. Diremos que (IK;+; :) es un uerposi se satisfaen:i) (IK;+; :) es un anillo onmutativoii) Todo a 2 IK no nulo es inversible respeto del produto, es deir, si U(IK) = IK� f0g.Ejemplos.1) (Q;+; :) (IR;+; :) y (C;+; :) son uerpos2) (ZZ;+; :) no es un uerpoEjeriio. 1) Probar que si (IK;+; :) es un uerpo entones es un anillo ��ntegro.2) Probar que ZZn es ��ntegro si y s�olo si n es primo.3) Probar que ZZn es un uerpo si y s�olo si n es primo.Sea (IK;+; :) un uerpo. Diremos que IK tiene arater��stia ero si 1 + 1 + � � �+ 1| {z }n sumandos 6= 0para todo n 2 IN.Ejemplos.1) (Q;+; :) (IR;+; :) y (C;+; :) son uerpos de arater��stia ero2) (ZZp;+; :) (p primo) no es un uerpo de arater��stia ero pues 1 + 1 + � � �+ 1| {z }p sumandos = 02. El anillo de polinomios.Sea (A;+; :) un anillo onmutativo (por ejemplo, A = ZZ;ZZn;Q; IR o C) y sea X unaindeterminada sobre A, es deir, X satisfaea0 + a1X + � � �+ anXn = b0 + b1X + � � �+ bmXm () a0 = b0; a1 = b1; a2 = b2; : : :(Por ejemplo, si A = Q entones los n�umeros reales e y � satisfaen esta propiedad).3



ALGEBRA I PolinomiosDe�nimos el anillo de polinomios on oe�ientes en A, al que denotaremos por A[X℄, enla forma A[X℄ = fa0 + a1X + � � �+ anXn = n 2 IN0 y ai 2 A (0 � i � n)gon las operaiones + y : de�nidas pornXi=0 aiXi + mXi=0 biXi = maxfn;mgXi=0 (ai + bi)Xi nXi=0 aiXi! : mXi=0 biXi! = n+mXk=0 0� Xi+j=k aibj1AXkdonde ai = 0 para i > n y bi = 0 para i > m y, por onveni�on, X0 = 1.A los elementos de A[X℄ los llamaremos polinomios on oe�ientes en A.Ejeriio. Probar que (A[X℄;+; :) es un anillo onmutativo.Si f 2 A[X℄ es el polinomio f = nXi=0 aiXi, el elemento ai 2 A se llama el oe�iente de Xide f .Observai�on. A � A[X℄ ya que si a 2 A entones a = nXi=0 aiXi donde a0 = a y n = 0.Adem�as, la suma y el produto de elementos de A es la misma vistos omo elementos deA o omo elementos de A[X℄.Observai�on. Sean f; g 2 A[X℄. Si f = nXi=0 aiXi y g = mXi=0 biXi entones f = g si y s�olosi ai = bi para todo i. En partiular, f = 0 si y s�olo si ai = 0 para todo i.Ejemplos.1) Sean f; g 2 ZZ[X℄ los polinomiosf = X4 + 2X3 + 3X2 � 2X + 1g = 3X2 + 5X � 7Entonesf + g = X4 + 2X3 + 6X2 + 3X � 6f:g = 3X6 + (1:5 + 2:3)X5 + (1:(�7) + 2:5 + 3:3)X4 + (2:(�7) + 3:5 + (�2):3)X3++ (3:(�7) + (�2):5 + 1:3)X2 + ((�2):(�7) + 1:5)X + 1:(�7) == 3X6 + 11X5 + 12X4 � 5X3 � 28X2 + 19X � 74



ALGEBRA I Polinomios2) Sean f; g 2 ZZ30[X℄ los polinomiosf = 21X2 + 9g = 20X4 + 10XEntones f:g = 21:3020X6 + 9:3020X4 + 21:3010X3 + 9:3010X == r30(21:20)X6 + r30(9:20)X4 + r30(21:10)X3 + r30(9:10)X == 0X6 + 0X4 + 0X3 + 0X = 0Como vemos, en ZZ30[X℄ el produto de dos polinomios no nulos puede ser el polinomionulo. Luego, ZZ30[X℄ no es ��ntegro.Proposii�on. A[X℄ es ��ntegro si y s�olo si A es ��ntegro.Demostrai�on: (=)) Sean a; b 2 A tales que a 6= 0 y b 6= 0. Como a; b 2 A[X℄ y A[X℄ es��ntegro entones a:b 6= 0.((=) Sean f; g 2 A[X℄ tales que f 6= 0 y g 6= 0. Entones, f = anXn+ � � �+ a1X+ a0 onan 6= 0 y g = bmXm + � � �+ b1X + b0 on bm 6= 0. Como A es ��ntegro entones an:bm 6= 0.Luego f:g = n+mXk=0 0� Xi+j=k aibj1AXk = an:bmXn+m + n+m�1Xk=0 0� Xi+j=k aibj1AXkPor lo tanto, f:g 6= 0 pues el oe�iente de Xn+m es an:bm 6= 0.Corolario. Si A = ZZ;Q; IR;Co ZZp (p primo) y f; g 2 A[X℄ son no nulos entones f:g 6= 0.Ejeriio. Sea A un anillo ��ntegro y sean f; g; h 2 A[X℄. Probar que si f:g = f:h y f 6= 0entones g = h.Sea A un anillo onmutativo y sea f 2 A[X℄. Si f = anXn + an�1Xn�1+ � � �+ a1X + a0,donde an 6= 0 entones deimos que n es el grado de f y esribimos gr f = n. Adem�asdiremos que an es el oe�iente prinipal de f y, diremos que f es m�onio si an = 1.Proposii�on. Sea A un anillo ��ntegro (por ejemplo, A = ZZ;Q; IR;C o ZZp on p primo).Si f; g 2 A[X℄ son no nulos entonesi) f:g 6= 0 y gr (f:g) = gr f + gr g.ii) Para todo k 2 IN vale fk 6= 0 y gr (fk) = k:gr fiii) Si f + g 6= 0 entones gr (f + g) � maxfgr f; gr ggiv) Si gr f 6= gr g entones f + g 6= 0 y gr (f + g) = maxfgr f; gr ggDejamos la demostrai�on omo ejeriio. 5



ALGEBRA I PolinomiosObservai�on. Si A no es ��ntegro entones dados f; g 2 A[X℄ no nulos puede ourrir quef:g = 0 y tambi�en que f:g 6= 0 pero gr (f:g) < gr f + gr g. Por ejemplo, si A = ZZ14 yf; g 2 A[X℄ son los polinomios f = 2X5+3 y g = 7X3+X entones f:g = 2X6+7X3+3X,que tiene grado 6 < 8.Ejemplo. Hallemos todos los f 2 C[X℄ tales que Xf2 �X3 = (2X � 1)f + 1.Sea f 2 C[X℄, tal queXf2�X3 = (2X�1)f+1 y sea n = gr f (notar que f 6= 0). Entones,tomando grado en ambos miembros de la igualdad, gr (Xf2 �X3) = gr ((2X � 1)f + 1).Si n > 1 entones, por i) y ii), gr (Xf2) = grX + 2:gr f = 1 + 2n > 3. Luego, poriv), gr (Xf2 � X3) = 1 + 2n. Adem�as, omo gr ((2X � 1)f) = 1 + n > 0, entonesgr ((2X � 1)f + 1) = gr ((2X + 1)f = 1 + n por iv).Por lo tanto, 1 + 2n = gr (Xf2 � X3) = gr ((2X � 1)f + 1) = 1 + n, pero esto no puedeourrir pues n > 1. Hemos probado entones que gr f � 1, es deir, f = aX + b paraiertos a; b 2 C. Ahora determinemos a y b.Xf2 �X3 = (2X � 1)f + 1() X(aX + b)2 �X3 = (2X � 1)(aX + b) + 1()() (a2 � 1)X3 + 2abX2 + b2X = 2aX2 + (2b� a)X � b+ 1()() a2 � 1 = 0; 2ab = 2a; b2 = 2b� a y � b+ 1 = 0() a = 1 = bLuego, el �unio polinomio que satisfae lo pedido es f = X + 1.Proposii�on. Sea A un anillo ��ntegro (por ejemplo, A = ZZ;Q; IR;C o ZZp on p primo).Entones U(A[X℄) = U(A).Demostrai�on: Es trivial que U(A) � U(A[X℄). Veamos la otra inlusi�on: sea f 2 U(A[X℄).Entones existe g 2 A[X℄ tal que f:g = 1. De esta igualdad resulta que f; g 6= 0 ygr (f:g) = 0. Luego, por la proposii�on anterior, gr f + gr g = 0 de donde resulta quegr f = 0 = gr g. Luego, f; g 2 A y f:g = 1, por lo tanto f 2 U(A).Ejemplos.1) U(ZZ[X℄) = f1;�1g2) Si IK es un uerpo (por ejemplo, IK = Q; IR;C o ZZp) entones U(IK[X℄) = IK� f0g, esdeir, las unidades de IK[X℄ son los polinomios no nulos de grado ero.3) 2Xn+1 2 U(ZZ4[X℄) para todo n 2 IN pues (2Xn+1)(2Xn+1) = 1. Luego, si A = ZZ4entones en A[X℄ hay unidades de grado tan grande omo se quiera. Esto se debe a queA = ZZ4 no es ��ntegro. En general, si A no es ��ntegro, hallar U(A[X℄) no es un problemaf�ail.3. Aritm�etia en IK[X℄.Sea IK un uerpo (por ejemplo, IK = Q; IR;C o ZZp on p primo). Veremos en esta sei�onnoiones de aritm�etia an�alogas a las que vimos para los enteros, que tambi�en puedende�nirse en IK[X℄ tales omo divisibilidad, ongruenia, m�aximo om�un divisor, et.6



ALGEBRA I PolinomiosDivisibilidad. Dados f; g 2 IK[X℄ deimos que f divide a g (y esribimos f j g) si existeh 2 IK[X℄ tal que g = f:h.Ejemplos.1) Si IK = Q entones X � 1 j X3 � 1 pues X3 � 1 = (X � 1)(X2 +X + 1)2) Si IK = Q; IR o C entones 2X2 + 1 j X3 � 2X2 + 12X � 1 puesX3 � 2X2 + 12X � 1 = (2X2 + 1)(12X � 1)3) Si IK = ZZ5 entones 3X2 + 2X + 1 j X5 + 4X4 +X3 +X2 + 3X puesX5 + 4X4 +X3 +X2 + 3X = (3X2 + 2X + 1)(2X3 + 3X)A ontinuai�on veremos que las propiedades de la divisibilidad en IK[X℄ son semejantesa las propiedades de la divisibilidad en ZZ, teniendo en uenta que ahora IK � f0g (lospolinomios no nulos de grado ero) juegan el papel que en ZZ jugaban 1 y �1. Esto se debea que f1;�1g = U(ZZ) y IK� f0g = U(IK[X℄). Adem�as, jaj para a 2 ZZ se tradue en gr fpara f 2 IK[X℄.Propiedades de la divisibilidad.En ZZi) � a j a 8 a 2 ZZii) a j b y b j  =) a j iii) a j b =) a j b: 8  2 ZZiv) a j b y a j  =) a j b+ v) � 1 j a 8a 2 ZZvi) a j �1 =) a = �1vii) a j 0 8 a 2 ZZviii) 0 j a() a = 0ix) Si b 6= 0 y a j b entones jaj � jbjx) a j b y b j a() a = �bxi) a j b() �a j b()() a j �b() �a j �b

En IK[X℄i') :f j f 8 f 2 IK[X℄;  2 IK� f0gii') f j g y g j h =) f j hiii') f j g =) f j g:h 8h 2 IK[X℄iv') f j g y f j h =) f j g + hv')  j f 8 2 IK� f0g; f 2 IK[X℄vi') f j  on  2 IK� f0g =) f 2 IK� f0gvii') f j 0 8 f 2 IK[X℄viii') 0 j f () f = 0ix') Si g 6= 0 y f j g entones gr f � gr gx') f j g y g j f () 9  2 IK� f0g = f = :gxi') f j g () :f j g () f j d:g ()() :f j d:g 8 ; d 2 IK� f0gDejamos las demostraiones omo ejeriio. 7



ALGEBRA I PolinomiosIrreduibles. Sean f; g 2 IK[X℄. Diremos que f y g son asoiados si 9  2 IK � f0g (esdeir, una unidad de IK[X℄) tal que f = :g (notar que si f = :g () g = �1:f , donde�1 2 IK� f0g). Observemos que f y g son asoiados si y s�olo si f j g y g j f .Observai�on. As�� omo todo entero a siempre es divisible por 1, �1, a y �a, todopolinomio en f 2 IK[X℄ siempre es divisible por las unidades de IK[X℄ y por los asoiadosde f (propiedades i') y v')).Sea f 2 IK[X℄. Diremos que f es irreduible si f 6= 0, f no es una unidad y f es divisibles�olo por unidades de IK[X℄ y asoiados de f . Notemos que la noi�on de irreduible enIK[X℄ es an�aloga a la noi�on de primo en ZZ: p 2 ZZ es primo si y s�olo si p 6= 0; 1;�1 y pes divisible s�olo por 1,�1, p y �p.Proposii�on. Sea f 2 IK[X℄, f 6= 0. Si gr f = 1 entones f es irreduible.Demostrai�on: Sabemos que f 6= 0 y, omo gr f = 1 entones f no es una unidad. Veamosu�ales son los divisores de f : sea g 2 IK[X℄ tal que g j f . Entones f = g:h para alg�unh 2 IK[X℄. Ahora, tomando grado en esta igualdad, resulta que 1 = gr f = gr g + grh.Luego gr g = 0 o gr g = 1. Si gr g = 0 entones g es una unidad. Y si gr g = 1 entonesgrh = 0 de donde resulta que h es una unidad y por lo tanto f y g son asoiados ya quef = g:h.Ejeriio. Probar que f es irreduible si y s�olo si se veri�an las dos siguientes ondiiones:i) f 6= 0 y gr f � 1ii) Dado g 2 IK[X℄, si g j f entones gr g = 0 o gr g = gr fReordemos que todo entero a 6= 0; 1;�1 es divisible por alg�un primo. La siguienteproposii�on es el resultado an�alogo para IK[X℄.Proposii�on. Sea f 2 IK[X℄ tal que f 6= 0 y gr f > 0 (es deir, si f no es ero ni unaunidad). Entones existe h 2 IK[X℄ irreduible tal que h j f .Demostrai�on: Notemos que si g j f entones g 6= 0 pues f 6= 0. Por lo tanto, para todo gque divide a f est�a de�nido gr g. SeaS = fgr g = g 2 IK[X℄; g j f y gr g � 1gEntones S es un subonjunto no va��o de IN pues gr f 2 S y por lo tanto, por el prinipiode buena ordenai�on, posee un primer elemento n. Es deir, n 2 S y n � m para todom 2 S.Como n 2 S entones n = grh para alg�un h 2 IK[X℄ tal que h j f y grh � 1. Veremos queh es irreduible.Es trivial que h satisfae la ondii�on i) del ejeriio anterior, veamos que tambi�en satisfaeii). Sea g 2 IK[X℄ tal que g j h. Debemos probar que si gr g 6= 0 entones gr g = grh.Supongamos que gr g 6= 0. Entones, gr g � 1 y omo g j h y h j f entones g j f . Luego,8



ALGEBRA I Polinomiosm = gr g 2 S y por lo tanto grh = n � m = gr g. Pero omo g j h entones gr g � grh, dedonde gr g = grh omo quer��amos probar. Luego, h es irreduible y h j f .Algoritmo de divisi�on. El algoritmo de divisi�on en ZZ die que dados a; b 2 ZZ; b 6= 0,existen �unios q; r 2 ZZ = a = b:q+r y 0 � r < jbj. Teniendo en uenta que el valor absolutode un n�umero entero se tradue para los polinomios en la noi�on de grado, el resultadoan�alogo para IK[X℄ es el siguienteTeorema. Sean f; g 2 IK[X℄, g 6= 0. Entones existen �unios q; r 2 IK[X℄ tales quef = g:q + r y r = 0 o gr r < gr g.Demostrai�on: Existenia: Si g j f entones existe h 2 IK[X℄ tal que f = g:h. En este asobasta tomar q = h y r = 0. Supongamos ahora que g 6 j f . Entones f � g:q 6= 0 para todoq 2 IK[X℄ y por lo tanto est�a de�nido gr (f � g:q) para todo q 2 IK[X℄. SeaS = fgr (f � g:q) = q 2 IK[X℄gEntones S es un subonjunto no va��o de IN0 pues gr f 2 S y por lo tanto posee un primerelemento n (si 0 2 S entones 0 es el primer elemento de S y si 0 =2 S entones S es unsubonjunto no va��o de IN y por lo tanto posee un primer elemento). Luego n 2 S yn � m para todo m 2 S.Como n 2 S entones n = gr(f � g:q) para alg�un q 2 IK[X℄. Luego, tomando r = f � g:qse tiene gr r = n y f = g:q + r. Debemos probar que n < gr g. Sea m = gr g, entonesr = anXn + an�1Xn�1 + � � �+ a1X + a0; on an 6= 0g = bmXm + bm�1Xm�1 + � � �+ b1X + b0; on bm 6= 0Si fuese n � m entones n�m � 0 y tomando r0 = r � anbm�1Xn�m:g se tiene quer0 = r � anbm�1Xn�m:g == anXn + an�1Xn�1 + � � �+ a1X + a0�� anbm�1Xn�m:(bmXm + bm�1Xm�1 + � � �+ b1X + b0) == anXn + an�1Xn�1 + � � �+ a1X + a0 � anXn � anbm�1bm�1Xn�1 � � � ��� anbm�1b1Xn�m+1 � anbm�1b0Xn�m == an�1Xn�1 + � � �+ a1X + a0 � anbm�1bm�1Xn�1 � � � ��� anbm�1b1Xn�m+1 � anbm�1b0Xn�mde donde gr r0 < n. Pero esto no puede ourrir pues n era el primer elemento de S ygr r0 2 S ya quer0 = r � anbm�1Xn�m:g = f � g:q � anbm�1Xn�m:g = f � g:[q + anbm�1Xn�m℄Por lo tanto gr r = n < gr g. 9



ALGEBRA I PolinomiosUniidad: Supongamos que f = g:q1 + r1, on q1; r1 2 IK[X℄ y r1 = 0 o gr r1 < gr g yque f = g:q2 + r2, on q2; r2 2 IK[X℄ y r2 = 0 o gr r2 < gr g. Debemos ver que r1 = r2 yq1 = q2.Si r1 = r2 entones g:q1 = f = g:q2, de donde g(q1 � q2) = 0 y omo g 6= 0 y IK[X℄ es��ntegro entones resulta que q1 � q2 = 0, es deir, q1 = q2.Supongamos ahora que r1 6= r2. Como g:q1+r1 = g:q2+r2 entones g(q1�q2) = r2�r1 6= 0.Luego, tomando grado en esta igualdad, resulta que gr g+gr (q1�q2) = gr (r1�r2). Comogr (q1 � q2) � 0, gr (r1 � r2) � maxfgr r1; gr r2g, gr r1 < gr g y gr r2 < gr g entonesgr g � gr g + gr (q1 � q2) = gr (r1 � r2) � maxfgr r1; gr r2g < gr glo que es una ontradii�on.Observai�on. Si f; g 2 ZZ[X℄, g 6= 0 entones, en partiular, f; g 2 Q[X℄ y por lo tantoexisten q; r 2 Q[X℄ tales que f = g:q + r on r = 0 o gr r < gr g. Pero, en general, q yr no son polinomios on oe�ientes enteros. Por ejemplo, si f = X2 + 3 y g = 2X + 1entones q = 12X � 14 y r = 134 . Pero si g es m�onio (es deir, su oe�iente prinipal esigual a 1) entones resulta que q; r 2 ZZ[X℄. M�as generalmente, si A es un anillo ��ntegro,dados f; g 2 A[X℄, g = bmXm + bm�1Xm�1 + � � � + b1X + b0, on bm 2 U(A) entonespodemos repetir para f y g la demostrai�on del teorema anterior. Por lo tanto podemosonlu��r que dados f; g 2 A[X℄, g 6= 0, si el oe�iente prinipal de g es una unidad de Aentones existen �unios q; r 2 A[X℄ tales que f = g:q + r y r = 0 o gr r < gr g.Los polinomios q y r del teorema anterior se llaman el oiente y el resto de la divisi�onde f por g. Notar que por la uniidad del oiente y el resto, si f = g:q + r on r = 0 ogr r < gr g entones neesariamente q y r son, respetivamente, el oiente y el resto de ladivisi�on de f por g.Ejemplos.1) Sean f; g 2 IR[X℄, f = 2X4 + 3X2 �X + 5 y g = X3 +X2 + 1. Entones el oiente yel resto de la divisi�on de f por g son q = 2X � 2 y r = 5X2 � 3X + 7.2) Sean f; g 2 ZZ7[X℄, f = 2X4 + 3X3 + 2X + 4, g = 3X2 + 5. Entones el oiente y elresto de la divisi�on de f por g son q = 3X2 +X + 2 y r = 4X + 1.Ejeriio. Sea f 2 C[X℄, sea g 2 C[X℄ tal que g 6= 0 y sean q; r 2 C[X℄ el oiente y elresto de la divisi�on de f por g. Probar quei) Si f; g 2 IR[X℄ entones q; r 2 IR[X℄ii) Si f; g 2 Q[X℄ entones q; r 2 Q[X℄Sea f 2 IK[X℄, f = nXi=0 aiXi y sea  2 IK. Llamaremos espeializai�on de f en  alelemento de IK f() = nXi=0 aii10



ALGEBRA I PolinomiosPropiedades de la espeializai�on. Para todo f; g 2 IK[X℄,  2 IK se veri�ani) (f + g)() = f() + g()ii) (f:g)() = f():g()Dejamos la demostrai�on omo ejeriio.Teorema del resto. Sea f 2 IK[X℄ y sea a 2 IK. Entones el resto de la divisi�on de fpor X � a es f(a).Demostrai�on: Por el algoritmo de divisi�on, 9! q; r 2 IK[X℄ tales que f = (X � a):q + r yr = 0 o gr r < 1. Ahora, espeializando en a resulta que f(a) = (a� a):q(a) + r(a) = r(a)y omo r = 0 o gr r = 0 entones r(a) = r. Por lo tanto r = f(a).Ejemplo. Sea f 2 Q[X℄. Sabiendo que f(1) = 2, f(�1) = 1 y f(�2) = �1 podemoshallar el resto de la divisi�on de f por g = (X � 1)(X + 1)(X + 2). Notar que, por elteorema del resto, esto es lo mismo que deir que si onoemos el resto de la divisi�on de fpor X � 1, por X + 1 y por X + 2 entones podemos alular el resto de la divisi�on de fpor g = (X � 1)(X + 1)(X + 2). (>Esto no le reuerda el teorema hino del resto?)Por el algoritmo de divisi�on, f = g:q + r, on r = 0 o gr r < 3. Luego, r = aX2 + bX + donde a; b;  2 Q. Como g(1) = g(�1) = g(�2) = 0 entones, espeializando en 1, �1 y�2 se tienen el sistema de 3 euaiones on 3 in�ognitas2 = a+ b+ 1 = a� b+ �1 =4a� 2b+ uyas soluiones son a = �12 , b = 12 y  = 2. Luego, el resto busado es �12X2 + 12X + 2.Congruenias. Dados f; g; h 2 IK[X℄ deimos que f es ongruente a g m�odulo h, yesribimos f � g (h), si h j g � f . En tal aso esribimos f � g (h)Propiedades de la ongruenia.1) f � f (h) para todo f; h 2 IK[X℄2) f � g (h) =) g � f (h)3) f � g (h) y g � p (h) =) f � p (h)4) f � g (h) =) f + p � g + p (h) para todo p 2 IK[X℄5) f � g (h) =) f:p � g:p (h) para todo p 2 IK[X℄6) f � g (h) y p � q (h) =) f + p � g + q (h) y f:p � g:q (h)7) f � g (h) =) fn � gn (h) para todo n 2 IN8) Si h 6= 0 y r es el resto de la divisi�on de f por h entones f � r (h)9) Si h 6= 0 y f � r (h) donde r = 0 o gr r < grh entones r es el resto de la divisi�on de fpor h10) f � 0 (h)() h j f 11



ALGEBRA I Polinomios11) f � f + hq (h) para todo q 2 IK[X℄12) Sea p 2 IK[X℄. Entones f � g (h)() f:p � g:p (h:p)Dejamos las demostraiones de estas propiedades omo ejeriio.Ejemplo. Sea f 2 Q[X℄, f = 3X101� 15X16� 2X7� 5X4+3X3+2X2+1. Hallemos elresto de la divisi�on de f por X3 + 1Como X3 � �1 (X3 + 1) entonesX101 = (X3)33X2 � (�1)33X2 = �X2 (X3 + 1)X16 = (X3)5X � (�1)5X = �X (X3 + 1)X7 = (X3)2X � (�1)2X = X (X3 + 1)X4 = X3X � �X (X3 + 1)Luego, m�odulo X3 + 1,f = 3X101 � 15X16 � 2X7 � 5X4 + 3X3 + 2X2 + 1 �� �3X2 + 15X � 2X + 5X � 3 + 2X2 + 1 == �X2 + 18X � 2Como f � �X2+18X�2 (X3+1) y gr (�X2+18X� 2) = 2 < 3 = gr (X3+1) entonesel resto de la divisi�on de f por X3 + 1 es �X2 + 18X � 2Proposii�on. Sea f 2 IK[X℄ y sea  2 IK. Entones existen �unios a0; a1; : : : ; an 2 IKtales que f = nXi=0 ai(X � )iNotemos que esta proposii�on es el resultado an�alogo al desarrollo en base s para n�umerosenteros.Observai�on. La proposii�on anterior puede formularse de la siguiente manera: Seaf 2 IK[X℄ y sea  2 IK. Entones existe un �unio g 2 IK[X℄ tal que f = g(X � ).Ejemplo. Esribamos a f = X3 � 11X2 + 19X + 20 2 Q[X℄ en potenias de X � 3, esdeir, hallemos a0; a1; : : : ; an 2 Q tales que f = nXi=0 ai(X � 3)i.Tal omo ha��amos para hallar el desarrollo en base s de un n�umero entero, los ai son losrestos de divisiones suesivas por X � 3X3 � 11X2 + 19X + 20 = (X � 3):(X2 � 8X � 5) + 5X2 � 8X � 5 = (X � 3):(X � 5) + (�20)X � 5 = (X � 3):1 + (�2)12



ALGEBRA I Polinomiosde donde f = X3 � 11X2 + 19X + 20 = (X � 3):(X2 � 8X � 5) + 5 == (X � 3):[(X � 3):(X � 5)� 20℄ + 5 == (X � 3)2:(X � 5)� 20(X � 3) + 5 == (X � 3)2:[(X � 3)� 2℄� 20(X � 3) + 5 == (X � 3)3 � 2(X � 3)2 � 20(X � 3) + 5Luego, tomando a0 = 5, a1 = �20, a2 = �2 y a1 = 1 se tiene que f = nXi=0 ai(X � 3)iObservai�on. Notemos que si f 2 ZZ[X℄ y  2 ZZ entones los oientes y los restos delas suesivas divisiones por X �  son polinomios on oe�ientes enteros ya que X �  esm�onio. Luego, los ai as�� obtenidos son n�umeros enteros.M�aximo om�un divisor. Si a; b 2 ZZ, alguno de ellos no nulo, hab��amos de�nido elm�aximo om�un divisor entre a y b omo el �unio d 2 ZZ tal quei) d 2 INii) d j a y d j biii)  j a y  j b =)  j dSi queremos dar una de�nii�on an�aloga para dos polinomios f; g 2 IK[X℄, est�a laro quelas dos �ultimas ondiiones se traduir�an en2) d j f y d j g3) h j f y h j g =) h j dpero neesitaremos reformular adeuadamente la ondii�on i).Si repasamos la demostrai�on de la existenia y uniidad del m�aximo om�un divisor en ZZobservamos que i) s�olo se usa para demostrar la uniidad: probamos que si d y d0 satisfaenii) y iii) entones d j d0 y d0 j d lo que implia que d = d0 o d = �d0, es deir, d = u:d0donde u 2 U(ZZ). De la misma manera se ve que si d; d0 2 IK[X℄ satisfaen 2) y 3) entonesd j d0 y d0 j d, de donde resulta que 9  2 IK � f0g = U(IK[X℄) tal que d = :d0, es deir, dy d0 son asoiados. Para garantizar la uniidad pediremos entones que d sea m�onio, yaque si d = :d0 y ambos son m�onios entones neesariamente  = 1 y por lo tanto d = d0.Por lo tanto, dados dos polinomios f; g 2 IK[X℄, alguno de ellos no nulo, de�nimos elm�aximo om�un divisor entre f y g omo el �unio d 2 IK[X℄ que es m�onio y satisfae lasondiiones 2) y 3).El siguiente teorema garantiza que un tal d existe y es �unio.Teorema. Sean f; g 2 IK[X℄ tales que f 6= 0 o g 6= 0. Entones 9! d 2 IK[X℄ que satisfae:1) d es m�onio2) d j f y d j g3) h j f y h j g =) h j d 13



ALGEBRA I PolinomiosDejamos la demostrai�on omo ejeriio. Para probar la existenia probar que el onjuntoH = fgr (f:t+ g:s) = t; s 2 IK[X℄ y f:t+ g:s es m�onioges un subonjunto no va��o de IN0 y por lo tanto posee un primer elemento n. Luego, existent; s 2 IK[X℄ tales que n = gr (f:t + g:s) y f:t + g:s es m�onio. Probar que d = f:t + g:ssatisfae 1), 2) y 3).Notai�on. Denotaremos por (f : g) al m�aximo om�un divisor entre f y g, es deir, al�unio d 2 IK[X℄ que satisfae las ondiiones 1), 2) y 3) del teorema.Corolario. Sean f; g 2 IK[X℄ tales que f 6= 0 o g 6= 0. Entones 9 t; s 2 IK[X℄ tales que(f : g) = f:t+ g:s.Observai�on. Los polinomios t y s del orolario no son �unios.Diremos que f y g son oprimos si (f : g) = 1.Ejeriio. Probar que f y g no son oprimos si y s�olo si existe un irreduible m�oniop 2 IK[X℄ tal que p j f y p j g.Los irreduibles m�onios en IK[X℄ son an�alogos a los primos positivos en ZZ.Propiedades del m�aximo om�un divisor. Sean f; g 2 IK[X℄ tales que f 6= 0 o g 6= 0.Entones valen1) (f : g) = (g : f)2) Si f y f 0 son asoiados y g y g0 tambi�en son asoiados entones (f : g) = (f 0 : g0)3) Si p es un irreduible m�onio entones(f : p) = n p si p j f1 en otro aso4) Si f j g entones (f : g) = a�1:f , donde a es el oe�iente prinipal de f . En partiular,(f : 0) = a�1:f , donde a es el oe�iente prinipal de f .5) f y g son oprimos si y s�olo si 9 r; s 2 IK[X℄ tales que 1 = rf + sg6) Si d = (f : g) entones fd ; gd 2 IK[X℄ y � fd : gd� = 17) Sean a; b 2 IK. Si a 6= b entones los polinomios X � a y X � b son oprimos.Dejamos las demostraiones omo ejeriio.Proposii�on. Sean f; g 2 IK[X℄; g 6= 0. Si f = g:q + r, on q; r 2 IK[X℄, entones(f : g) = (g : r).Demostrai�on: Es igual que la de la proposii�on an�aloga para los enteros.Algoritmo de Eulides. Sean f; g 2 Q[X℄, f = X4 + 2X3 �X2 �X + 1 y g = X3 + 1.Veamos �omo alular (f : g) y esribirlo omo ombinai�on lineal de f y g.14



ALGEBRA I Polinomiosf = g(X + 2) + (�X2 � 2X � 1)g = (�X2 � 2X � 1)(�X + 2) + (3X + 3)�X2 � 2X � 1 = (3X + 3)��13X � 13�+ 0Luego, por la proposii�on anterior,(f : g) = (g : �X2 � 2X � 1) = (�X2 � 2X � 1 : 3X + 3) = (3X + 3 : 0) = X + 1En general, si h es el �ultimo resto no nulo y  es el oe�iente prinipal de h entonesd = �1:h. Ahora esribimos a 3X + 3 omo ombinai�on lineal de f y g3X + 3 = g + (�X2 � 2X � 1)(X � 2) = g + [f � g(X + 2)℄(X � 2) == g[1� (X + 2)(X � 2)℄ + f(X � 2) == g(�X2 + 5) + f((X � 2)y �nalmente esribimos a (f : g) = X + 1 omo ombinai�on lineal de f y g en la forma(f : g) = X + 1 = g��13X2 + 53�+ f �13X � 23�Proposii�on. Sean f; g; h 2 IK[X℄. Si f j g:h y (f : g) = 1 entones f j hCorolario. Sean f; g 2 IK[X℄ y sea p 2 IK[X℄ irreduible. Si p j f:g entones p j f o p j g.Ejeriio. Sean a; b 2 IK, a 6= b y sean n;m 2 IN. Probar que ((X � a)n : (X � b)m) = 1.Proposii�on. Sean f; g; h 2 IK[X℄ tales que (f : g) = 1. Si f j h y g j h entones f:g j hTeorema fundamental de la aritm�etia. Reordemos que dado a 2 ZZ, a 6= 0; 1;�1,entones a puede esribirse, de manera �unia, en la formaa = Æ rYi=1 pniidonde p1 < p2 < : : : < pr son primos positivos, n1; n2; : : : ; nr 2 IN y Æ 2 f1;�1g = U(ZZ).El resultado an�alogo para IK[X℄ es el siguienteTeorema. Sea f 2 IK[X℄. Si f 6= 0 y gr f > 0 entones existen p1; p2; : : : ; pr 2 IK[X℄irreduibles m�onios,  2 IK� f0g y n1; n2; : : : ; nr 2 IN tales quef =  rYi=1 pniiAdem�as, esta esritura es �unia salvo el orden de los fatores.15



ALGEBRA I Polinomios4. Ra��es.Sea IK un uerpo (por ejemplo, IK = Q; IR;C o ZZp on p primo). Dado f 2 IK[X℄ diremosque a 2 IK es una ra��z de f si f(a) = 0.El heho de onoer las ra��es en IK de un polinomio f 2 IK[X℄ nos ser�a luego de granutilidad para poder fatorizarlo omo produto de irreduibles.Observai�on. Si f 2 IK[X℄ tal que gr f = 1 entones f tiene una ra��z en IK. En efeto,si f = aX + b, on a; b 2 IK, a 6= 0, entones �a�1b 2 IK es ra��z de f . Pero si gr f > 1entones puede ourrir que f no tenga ninguna ra��z en IK. Por ejemplo, Xn � 3 2 Q[X℄(n � 2) no tiene ninguna ra��z en Q y X2 + 1 2 IR[X℄ no tiene ninguna ra��z en IR.Ejemplos.1) Si f = X3 + 2X2 �X � 2 2 Q[X℄ entones 1, �1 y �2 son ra��es de f2) Si p es primo y f = Xp �X 2 ZZp[X℄ entones a es ra��z de f para todo a 2 ZZp3) Si f = X8 � 1 2 C[X℄ entones w 2 C es ra��z de f si y s�olo si w 2 G84) Si f = X2 + 1 2 C[X℄ entones las ra��es de f en C son i y �i.5) Sea f = X1000 + 4X + 1 2 ZZ5[X℄. Hallemos las ra��es de f en ZZ5.Si a 2 ZZ5 es ra��z de f entones a 6= 0. Luego, a4 = 1 y por lo tanto a1000 = 1. Entonesa 2 ZZ5 es ra��z de f si y s�olo si 1 + 4a+ 1 = 0, si y s�olo si a = 2.Criterio de Gauss. El siguiente teorema nos da un m�etodo para hallar las ra��esraionales de un polinomio on oe�ientes enteros.Teorema. Sea f 2 ZZ[X℄, f = anXn + an�1Xn�1 + � � �+ a1X + a0, on an 6= 0 y seanp 2 ZZ y q 2 IN tales que (p : q) = 1.Si pq es ra��z de f entones p j a0, q j an y p� kq j f(k) para todo k 2 ZZ.Demostrai�on: Si pq es ra��z de f entones0 = f �pq� = an�pq�n + an�1�pq�n�1 + � � �+ a1�pq�+ a0Luego, an pn+an�1 pn�1q+an�2 pn�2q2+ � � �+a1 p qn�1+a0 qn = 0 de donde resulta quea0 qn = �an pn � an�1 pn�1q � an�2 pn�2q2 � � � � � a1 p qn�1y an pn = �an�1 pn�1q � an�2 pn�2q2 � � � � � a1 p qn�1 � a0 qnLuego, p j a0 qn y q j an pn. Por lo tanto, omo p y q son enteros oprimos, p j a0 y q j an.Adem�as, dado k 2 ZZ, 16



ALGEBRA I Polinomiosqn f(k) = qn[ankn + an�1kn�1 + an�2 kn�2 + � � �+ a1k + a0℄ == an qnkn + an�1 qnkn�1 + an�2 qnkn�2 + � � �+ a1qnk + a0 qn == an qnkn + an�1 qnkn�1 + an�2 qnkn�2 + � � �+ a1qnk � an pn � an�1 pn�1q�� an�2 pn�2q2 � � � � � a2 p2qn�2 � a1 p qn�1 == an (qnkn � pn) + an�1 q (qn�1kn�1 � pn�1) + an�2 q2 (qn�2kn�2 � pn�2)++ � � �+ a2 qn�2 (q2k2 � p2) + a1qn�1 (qk � p)y omo p�kq j (qk)j�pj para todo j 2 IN (reordar que si a; b 2 ZZ entones a�b j am�bm8m 2 IN) entones resulta que p � kq j qn f(k). Luego, observando que p � kq y qn sonoprimos pues (p : q) = 1 onlu��mos que p� kq j f(k).Corolario. Sea f 2 ZZ[X℄, f = anXn + an�1Xn�1 + � � �+ a1X + a0, on an 6= 0 y seanp 2 ZZ y q 2 IN tales que (p : q) = 1. Si pq es ra��z de f entones p j a0, q j an, p� q j f(1) yp+ q j f(�1).Ejemplos.1) Hallemos todas las ra��es raionales de f 2 ZZ[X℄, f = 2X4 � 3X3 � 3X � 2Si pq es ra��z de f , on p 2 ZZ, q 2 IN y (p : q) = 1 entones p j 2 y q j 2. Luego,pq = �1;�2;�12 . Veamos u�ales son ra��es de f .f(1) = �6 6= 0f(�1) = 6 6= 0f(2) = 32� 24� 6� 2 = 0f(�2) = 32 + 24 + 6� 2 6= 0f(12 ) = 18 � 38 � 32 � 2 6= 0 yf(�12 ) = 18 + 38 + 32 � 2 = 0Luego, las ra��es raionales de f son 2 y �12 .2) Hallemos todas las ra��es raionales de f 2 Q[X℄, f = 2X6 + 13X5 + 23X4 + 12X � 1Notemos que f =2 ZZ[X℄ pero si onsideramos g = 6f entones f y g tienen las mismasra��es y g = 12X6 + 2X5 + 4X4 + 3X � 6 2 ZZ[X℄. Luego, las ra��es raionales de f sonlas ra��es raionales de g y a �estas las podemos hallar apliando el riterio de Gauss puesg 2 ZZ[X℄.Si pq es ra��z de g, on p 2 ZZ, q 2 IN y (p : q) = 1 entones p j �6 y q j 12. Adem�as,p�q j g(1) y p+q j g(�1). Luego, las posibles ra��es raionales son pq = �1;�2;�3;�6;�12 ,�13 , � 14 , �16 , � 112 , �23 , �32 , �34 , y omo g(1) = 15 y g(�1) = 5 entones 1 y �1 no sonra��es de g, p� q j 15 y p+ q j 5.Por otra parte, notando que si a > 1 entones 12a6+2a5+4a4+3a > 12+2+4+3 resultaque 2; 3; 6y 32 no pueden ser ra��es de g. Veamos qu�e ourre on ada una de las restantes17



ALGEBRA I Polinomiosposibles ra��es: � 3 no satisfae p� q j 15 pues p� q = �4� 6 no satisfae p� q j 15 pues p� q = �712 no satisfae p+ q j 5 pues p+ q = 313 no satisfae p+ q j 5 pues p+ q = 416 no satisfae p+ q j 5 pues p+ q = 7� 13 no satisfae p� q j 15 pues p� q = �4� 16 no satisfae p� q j 15 pues p� q = �734 no satisfae p+ q j 5 pues p+ q = �7� 34 no satisfae p� q j 15 pues p� q = �7112 no satisfae p+ q j 5 pues p+ q = 13� 112 no satisfae p+ q j 5 pues p+ q = 11Luego, falta ver si g(pq ) = 0 para pq = �2;�12 ; 23 ;�23 ;�32 , 14 , �14g(�2) = 12:26 � 2:25 + 4:24 � 3:2� 6 = (12� 1 + 1):26 � 12 = 12(26 � 1) 6= 0g(�12 ) = 12 126 � 2 125 + 4 124 � 32 � 6 = 324 � 124 + 424 � 32 � 6 = 624 � 32 � 6 = 38 � 128 � 6 6= 0g(23) = 122636 + 22535 + 42434 + 323 � 6 = 42635 + 2635 + 32635 + 2� 6 = 82635 � 4 6= 0g(�23 ) = 122636 � 22535 + 42434 � 323 � 6 = 42635 � 2635 + 2634 � 2� 6 = 32635 + 2634 � 8 = 22634 � 8 6= 0g(�32 ) = 123626 �23525 +43424 �332�6 = 273424 �33424 +4 3424 � 92�6 = 283424 � 92�6 = 7344 � 212 6= 0Dejamos omo tarea al letor veri�ar que g(14 ) < 0 y g(�14) < 0. Luego, g (y por lo tantof) no tiene ra��es en Q.Proposii�on. Sean f 2 IR[X℄ y z 2 C. Entones z es ra��z de f si y s�olo si z es ra��z de f .Demostrai�on: Como f 2 IR[X℄ entones f = nXi=0 aiXi donde ai 2 IR. Luego,f(z) = 0 () nXi=0 aizi = 0() nXi=0 aizi = 0() nXi=0 ai zi = 0()() nXi=0 aizi = 0() f(z) = 0ya que ai = ai pues ai 2 IR. 18



ALGEBRA I PolinomiosTeorema fundamental del �algebra. Sea f 2 C[X℄. Si gr f � 1 entones f tiene almenos una ra��z en C.No veremos la demostrai�on de este teorema ya que exede los alanes del urso.Proposii�on. Sea f 2 IK[X℄ y sea a 2 IK. Entones a es ra��z de f si y s�olo si X � a j f .Demostrai�on: Es onseuenia inmediata del teorema del resto.Corolario 1. Sea f 2 IK[X℄ un polinomio no nulo de grado n. Entones f tiene a lo sumon ra��es distintas en IK.Demostrai�on: Sean a1; a2; : : : ; am las ra��es distintas de f en IK. Entones, por laproposii�on anteriror, X � ai j f (1 � i � m) y, omo (X � ai : X � aj) = 1 parai 6= j entones (X � a1)(X � a2) : : : (X � am) j fLuego, m = gr ((X � a1)(X � a2) : : : (X � am)) � gr f = n.Corolario 2. Sea f 2 C[X℄. Entones f es irreduible en C[X℄ si y s�olo si gr f = 1.Demostrai�on: ((=) Vimos antes que esta impliai�on vale.(=)) Si f es irreduible en C[X℄ entones, por el teorema fundamental del �algebra, f tieneuna ra��z a 2 C. Luego, X � a j f y, omo f es irreduible entones f y X � a deben serasoiados, de donde gr f = gr (X � a) = 1.Corolario 3. Sea f 2 C[X℄ tal que gr f � 1. Entones la fatorizai�on de f en C[X℄ es dela forma f = (X � a1)(X � a2) : : : (X � an)donde a1; a2; : : : ; an 2 C (no neesariamente distintos) y  2 C,  6= 0.Demostrai�on: Es onseuenia inmediata del teorema fundamental de la aritm�etia y elorolario 2.Observai�on. Sea f 2 IK[X℄. Si f = (X�a1)(X�a2) : : : (X�an), on a1; a2; : : : ; an 2 IKy  2 IK,  6= 0, entones  es el oe�iente prinipal de f , n = gr f y a1; a2; : : : ; an son lasra��es de f en IK.Ejemplo. Sean a; b;  2 C las ra��es de f = 2X3�X2+3X+4. Hallar a+b+, a2+b2+2,a3 + b3 + 3, a4 + b4 + 4, 1a + 1b + 1 y 1ab + 1b + 1aComo a, b y  son las ra��es de f y el oe�iente prinipal de f es 2 entonesf = 2(X � a)(X � b)(X � ) = 2[X3 � (a+ b+ )X2 + (ab+ b+ a)X � ab℄Luego, 2X3 �X2 + 3X + 4 = 2X3 � 2(a+ b+ )X2 + 2(ab+ b+ a)X � 2ab℄, de donde�1 = �2(a + b + ), 3 = 2(ab + b + a) y 4 = �2ab. Por lo tanto, a + b +  = 12 ,ab+ b+ a = 32 y ab = �2. 19



ALGEBRA I PolinomiosLuego, a+ b+  = 12a2 + b2 + 2 = (a+ b+ )2 � 2(ab+ b+ a) = 14 � 3 = �1141a + 1b + 1 = b+ a+ abab = 32�2 = �34Veamos �omo alular a3 + b3 + 3. Como a, b y  son ra��es de f entones2a3 = a2 � 3a� 42b3 = b2 � 3b� 423 = 2 � 3� 4Por lo tanto 2(a3 + b3 + 3) = a2 + b2 + 2 � 3(a+ b+ )� 12 = �114 � 32 � 12. Dejamosomo ejeriio hallar a4 + b4 + 4. Sugerenia:2a3 = a2 � 3a� 4 =) 2a4 = a3 � 3a2 � 4a2b3 = b2 � 3b� 4 =) 2b4 = b3 � 3b2 � 4b23 = 2 � 3� 4 =) 24 = 3 � 32 � 4de donde 2(a4 + b4 + 4) = a3 + b3 + 3 � 3(a2 + b2 + 2)� 4(a+ b+ ).Finalmente, alulemos 1ab + 1b + 1a = +a+bab = 12�2 = �14Corolario 4. Sea f 2 IR[X℄. Si gr f es impar entones f tiene al menos una ra��z en IR.Demostrai�on: Sea n = gr f . Entones n = 2k � 1 para alg�un k 2 IN. Demostraremos elorolario por indui�on en k.Si k = 1 entones gr f = 1. Luego f = aX + b, on a; b 2 IR, a 6= 0. En este aso�a�1b 2 IR es ra��z de f .Supongamos ahora que el orolario vale para k y sea f 2 IR[X℄ un polinomio de grado2(k + 1) � 1 = 2k + 1. Sea z 2 C una ra��z de f (teorema fundamental del �algebra). Siz 2 IR entones f tiene una ra��z real. Supongamos entones que z =2 IR. Entones, omof 2 IR[X℄, z es ra��z de f y z 6= z. Luego, X � z j f , X � z j f y (X � z : X � z) = 1. Porlo tanto (X � z)(X � z) j f , es deir, existe h 2 C[X℄ tal que f = (X � z)(X � z):h. Peroomo f 2 IR[X℄ y (x � z)(X � z) = X2 � (z + z)X + z z = X2 � 2Re(z) + jzj2 2 IR[X℄,entones h 2 IR[X℄.Usando ahora la hip�otesis indutiva para h, que tiene grado 2k�1, resulta que h tiene unara��z a 2 IR, y por lo tanto f tiene una ra��z en IR pues f(a) = (a� z)(a� z):h(a) = 0.Corolario 5. Sea f 2 IK[X℄ tal que gr f � 2. Si f es irreduible en IK[X℄ entones f notiene ra��es en IK. 20



ALGEBRA I PolinomiosDemostrai�on: Sea f irreduible en IK[X℄ y supongamos que f tiene una ra��z a 2 IK.Luego, X�a j f en IK[X℄ y, omo f es irreduible entones f y X�a deben ser asoiados,de donde gr f = gr (X � a) = 1. Luego esto no puede ourrir uando gr f � 2.Observai�on. El polinomio f = (X2 + 1)(X4 + 3) 2 IR[X℄ no tiene ra��es en IR pero noes irreduible en IR[X℄.Proposii�on. Sea f 2 IK[X℄. Si gr f = 2 o 3 entones f es irreduible en IK[X℄ si y s�olosi f no tiene ra��es en IK.Demostrai�on: (=)) Ya vimos que esta impliai�on vale (orolario 5).((=) Supongamos que f no tiene ra��es en IK. Sea g 2 IK[X℄ tal que g j f . Entonesgr g � gr f y f = g:h para alg�un h 2 IK[X℄.Supongamos primero que gr f = 2. Entones gr g = 0; 1; 2. Si gr g = 0 entones g es unaunidad, si gr g = 1 entones g (y por lo tanto f = g:h) tendr��a una ra��z en IK, lo ual nopuede ourrir y si gr g = 2 entones grh = 0 y por lo tanto h es una unidad. Luego, f y gson asoiados.Supongamos ahora que gr f = 3. Entones gr g = 0; 1; 2; 3. Si gr g = 0 entones g es unaunidad y si gr g = 3 entones f y g son asoiados. Veamos que los asos gr g = 1; 2 nopueden ourrir. Si gr g = 1 entones g, y por lo tanto f , tendr��a una ra��z en IK. Finalmente,si gr g = 2, omo f = g:h entones grh = 1 de donde h, y por lo tanto f , tendr��a una ra��zen IK.Corolario. Sea f 2 IR[X℄. Entones f es irreduible en IR[X℄ si y s�olo si gr f = 1 ogr f = 2 y f no tiene ra��es reales.Demostrai�on: Ya vimos que los polinomios de grado 1 son irreduibles y la proposii�onanterior garantiza que si gr f = 2 entones f es irreduible en IR[X℄ si y s�olo si f no tienera��es reales.Veamos ahora que no puede haber polinomios de grado mayor que 2 en IR[X℄ que seanirreduibles.Supongamos que f es irreduible en IR[X℄. Sea z 2 C una ra��z de f . Si z 2 IR entonesX � z j f en IR[X℄ y omo f es irreduible entones gr f = 1. Y si z =2 IR entones existeh 2 IR[X℄ tal que f = (X2� 2Re(z)X � jzj2):h (ver demostrai�on del orolario 4). Luego,X2 � 2Re(z)X � jzj2 2 IR[X℄ y divide a f . Como f es irreduible en IR[X℄ entones f yX2 � 2Re(z)X � jzj2 deben ser asoiados y por lo tanto gr f = 2.Observai�on. El orolario anterior no vale para Q[X℄. En Q[X℄ hay polinomios irre-duibles de grado tan grande omo se desee, por ejemplo el polinomio Xn�2 es irreduibleen Q[X℄ para todo n 2 IN. No veremos la demostrai�on de este heho ya que exede losalanes de este urso. 21



ALGEBRA I PolinomiosEjemplos.1) Fatoriemos en Q[X℄, IR[X℄ y C[X℄ el polinomio f = 2X5+3X4�X2�2X+1 sabiendoque �12 � p32 i es ra��z de f .Sea z = �12 � p32 i. Como f 2 IR[X℄ y z es ra��z de f entones z es ra��z de f . Luego,X2 +X + 1 = X2 � 2Re(z)X � jzj2 j f . Dividiendo f por X2 +X + 1 (uyas ra��es son�12 � p32 i) se tiene que f = (X2 +X + 1)(2X3 +X2 � 3X + 1)Ahora busamos las restantes ra��es de f que son las ra��es de g = 2X3 + X2 � 3X + 1.Como g 2 ZZ[X℄, apliando el riterio de Gauss vemos que 12 es ra��z de g. Luego, X� 12 j g.Dividimos ahora g por X � 12 :2X3 +X2 � 3X + 1 = g = (X � 12)(2X2 + 2X � 2)Ahora busamos las ra��es de 2X2 + 2X � 2 que son �12 � p52 .Por lo tanto las ra��es de f en C son �12 � p32 i; 12 y �12 � p52 y la fatorizai�on de f enC[X℄ esf = 2(X � (�12 � p32 i))(X � (�12 + p32 i))(X � 12)(X � (�12 + p52 ))(X � (�12 � p52 ))Los fatores son irreduibles en C[X℄ porque tienen grado 1. La fatorizai�on de f en IR[X℄es f = 2(X2 +X + 1)(X � 12)(X � (�12 + p52 ))(X � (�12 � p52 ))Los fatores son irreduibles en IR[X℄ por ser polinomios de grado 1 o polinomios de grado2 que no tienen ra��es reales. La fatorizai�on en Q[X℄ esf = 2(X2 +X + 1)(X � 12)(X2 +X � 1)Los fatores son irreduibles en Q[X℄ por ser polinomios de grado 1 o polinomios de grado2 que no tienen ra��es raionales.2) Fatoriemos en Q[X℄, IR[X℄ y C[X℄ el polinomio f = X4 � 3.Las ra��es de f en C son los z 2 C tales que z4 = 3, es deir, las ra��es uartas de 3 queson 4p3, � 4p3, 4p3 i y � 4p3 i. Luego, la fatorizai�on de f en C[X℄ esf = (X � 4p3)(X + 4p3)(X � 4p3 i)(X + 4p3 i)Los fatores son irreduibles en C[X℄ porque tienen grado 1. La fatorizai�on de f enIR[X℄ es f = (X � 4p3)(X + 4p3)(X2+p3). Los fatores son irreduibles en IR[X℄ por ser22



ALGEBRA I Polinomiospolinomios de grado 1 o polinomios de grado 2 que no tienen ra��es reales. La fatorizai�onen Q[X℄ es f = X4�3. Veamos que el polinomioX4�3 es irreduible en Q[X℄. Supongamosque existe g 2 Q[X℄ tal que g j X4 � 3, on gr g = 1, 2 o 3. Entones X4 � 3 = g:h paraalg�un h 2 Q[X℄. Si gr g = 1 entones g, y por lo tanto X4 � 3, tendr��a una ra��z en Q ysi gr g = 3 entones grh = 1 y por lo tanto h, y en onseuenia X4 � 3, tendr��a una ra��zen Q. Luego, gr g = 2 = grh, g; h 2 IR[X℄ y f = X4 � 3 = g:h. Pero omo X2 + p3 esirreduible en IR[X℄ y divide a f entones, en IR[X℄, X2 +p3 j g o X2 +p3 j h. Luego,omo todos tienen grado 2, X2+p3 y g son asoiados o X2+p3 y h lo son. Por lo tanto,(X2 +p3) = g 2 Q[X℄ para alg�un  2 IR no nulo o (X2 + p3) = h 2 Q[X℄ para alg�un 2 IR no nulo. Luego debe ser  2 Q y p3 2 Q, lo que implia que p3 2 Q, osa que noes verdadera.Como se ve en el ejemplo anterior, probar que un polinomio f 2 Q[X℄ es irreduible no essenillo.Proposii�on. Sean f; g 2 IK[X℄ y sea a 2 IK. Entones a es ra��z de f y de g si y s�olo si aes ra��z de (f : g).Demostrai�on: Sea d = (f : g). Dado a 2 IK, a es ra��z de f y de g si y s�olo si X � a j f yX � a j g si y s�olo si X � a j d si y s�olo si a es ra��z de d.Corolario. Sean f; g 2 C[X℄. Entones f y g no tienen ra��es omunes en C si y s�olo si(f : g) = 1.Demostrai�on: (=)) Sea d = (f : g). Si d 6= 1 entones gr d � 1. Luego, d tiene una ra��za 2 C y por lo tanto a es ra��z de f y de g.((=) Si (f : g) = 1 entones existen s; t 2 C[X℄ tales que 1 = fs + tg y por lo tanto nopuede existir a 2 C tal que f(a) = 0 = g(a).Teorema de Wilson. Sea p 2 ZZ un primo positivo. Entones (p� 1)! � �1 (p).Demostrai�on: Consideremos el polinomio f = Xp�1 � 1 2 ZZp[X℄. Por el teorema deFermat, 1; 2; 3; : : : ; p� 1 2 ZZp son p� 1 ra��es distintas de f .Luego, (X � 1)(X � 2)(X � 3) : : : (X � (p� 1)) j f en ZZp[X℄ y, omo f tiene grado p� 1y es m�onio entones f = (X � 1)(X � 2)(X � 3) : : : (X � (p� 1))Por lo tanto, espeializando en ero y multipliando ambos miembros por (�1)p�1 se tieneque, en ZZp (�1)p = (�1)p�1f(0) = 1:2:3 : : : (p� 1) = (p� 1)!es deir, (p � 1)! � (�1)p (p). Notando que uando p = 2 entones (�1)p = 1 � �1(p) yque uando p 6= 2 entones (�1)p = �1 pues p es impar, resulta que (p� 1)! � �1 (p).23



ALGEBRA I Polinomios5. Polinomio derivado y multipliidad de ra��es.Sea IK un uerpo. Dado n 2 IN, podemos ver a n omo el elemento de IK que se obtienesumando n vees el elemento neutro del produto, es deir, el elemento 1 + 1 + � � �+ 1| {z }n sumandos 2 IK.Sea f 2 IK[X℄, f = anXn+ an�1Xn�1+ � � �+ a2X2+ a1X + a0. De�nimos el derivado def , al que denotaremos por f 0, omo el polinomio en IK[X℄f 0 = n anXn�1 + (n� 1) an�1Xn�2 + � � �+ 2 a2X + a1Ejemplos.1) Sea f 2 Q[X℄, f = 2X11 � 14X8 + 35X6 + 5X2 � 23 . Entones el derivado de f esf 0 = 22X10 � 2X7 + 185 X5 + 10X.2) Sea f = 4X9 + 3X7 +X5 + 5X4 + 4X2 + 6X + 3 2 ZZ7[X℄. Entones el derivado de fes f 0 = X8 + 5X4 + 6X3 +X + 6.Propiedades del derivado. Sean f; g 2 IK[X℄. Entones se veri�ani) (f + g)0 = f 0 + g0ii) (f:g)0 = f 0:g + f:g0Proposii�on. Sea IK un uerpo de arater��stia ero, es deir, tal que 1 + 1 + � � �+ 1| {z }n sumandos 6= 0para todo n 2 IN (por ejemplo, IK = Q, IR o C) y sea f 2 IK[X℄.Entones se veri�ani) f 0 = 0 si y s�olo si f =  para alg�un  2 IKii) Si f 0 6= 0 entones gr f 0 = gr f � 1Dejamos la demostrai�on omo ejeriio. Observemos que la hip�otesis de que IK tengaarater��stia ero es esenial. En efeto, si f 2 ZZp[X℄ es el polinomio f = Xp � 1entones f 0 = 0 (es deir, no se satisfae i)) y si f 2 ZZp[X℄ es el polinomio f = Xp+X+1entones f 0 = 1 (es deir, no se satisfae ii)).Sea IK un uerpo (por ejemplo, IK = Q, IR, C o ZZp) y sea f 2 IK[X℄. Diremos que a 2 IKes ra��z de f de multipliidad m si existe g 2 IK[X℄ tal que f = (X � a)m:g y g(a) 6= 0, esdeir, si (X � a)m j f y (X � a)m+1 6 j f . En tal aso esribimos m = mult(a; f).Diremos que a 2 IK es ra��z simple de f si mult(a; f) = 1, doble si mult(a; f) = 2 y triple simult(a; f) = 3. Diremos que a 2 IK es ra��z m�ultiple de f si mult(a; f) � 2.Ejemplo. Si f 2 ZZ5[X℄, f = X6 �X entones 0 es ra��z simple de f y 1 es ra��z m�ultiplede f . M�as a�un, mult(1; f) = 5 ya que f = X (X � 1)524



ALGEBRA I PolinomiosObservai�on. Sea f 2 IK[X℄ un polinomio de grado n > 0. Si a1; a2; : : : ; ar son las ra��esde f en IK y mi = mult(ai; f) entones (X�ai)mi j f (1 � i � r). Luego, omo (X�ai)miy (X � aj)mj son oprimos para todo i 6= j, se tiene querYi=1(X � ai)mi j fy por lo tanto m1 +m2 + � � �+mr � gr f = n. Es deir, un polinomio f 2 IK[X℄ de gradon tiene a lo sumo n ra��es en IK, ontadas on multipliidad.En partiular, si IK = C, dado f 2 C[X℄ polinomio de grado n > 0 uyas ra��es en C sona1; a2; : : : ; ar y mi = mult(ai; f) entonesrYi=1(X � ai)mi j fPor lo tanto, f = g: rYi=1(X � ai)miy g(ai) 6= 0 (1 � i � r) ya que (X � ai)mi+1 6 j f . Luego debe ser gr g = 0 pues si gr g � 1entones g (y en onseuenia f) tendr��a una ra��z a 2 C, on a 6= a1; a2; : : : ; ar. Luego, lafatorizai�on de f en C[X℄ es f = : rYi=1(X � ai)mia1; a2; : : : ; ar son las ra��es de f en C, mi = mult(ai; f) y  2 C es el oe�iente prinipalde f .Sea f 2 IK[X℄ y sea n 2 IN0. De�nimos el derivado n-�esimo de f , al que denotaremos porf (n), indutivamente en la formaf (n) = � f si n = 0(f (n�1))0 si n � 1Proposii�on. Sea IK un uerpo de arater��stia ero (por ejemplo, IK = Q, IR o C), seaf 2 IK[X℄ y sea a 2 IK. Entones, dado m 2 IN, m � 2 se veri�a:a es ra��z de f de multipliidad m () f(a) = 0 y a es ra��z de f 0 de multipliidad m� 1Demostrai�on: (=)) f = (X � a)m:g, on g 2 IK[X℄ tal que g(a) 6= 0. Luego, f(a) = 0 yf 0 = m(X � a)m�1:g + (X � a)m:g0 = (X � a)m�1(mg + (X � a)g0)Por lo tanto f(a) = 0 y f 0 = (X � a)m�1 h, donde h = mg + (X � a)g0 2 IK[X℄ yh(a) = m:g(a) 6= 0. 25



ALGEBRA I Polinomios((=) Supongamos que f(a) = 0 y f 0 = (X � a)m�1:h, donde h(a) 6= 0.Por el algoritmo de divisi�on, existen q; r 2 IK[X℄ tales que f = (X � a)m:q + r y r = 0 ogr r < m. Probaremos que r = 0 y que q(a) 6= 0.Utilizando las propiedades del derivado se tiene quef 0 = m(X � a)m�1q + (X � a)mq0 + r0 = (X � a)m�1(mq + (X � a)q0) + r0y, omo IK tiene arater��stia ero, r0 = 0 o gr r0 = gr r�1 < m�1. Como (X�a)m�1 j f 0entones (X � a)m�1 j r0. Luego debe ser r0 = 0, de donde resulta que r =  para alg�un 2 IK. Por lo tanto (X � a)m�1:h = f 0 = (X � a)m�1(mq + (X � a)q0) de donde resultaque h = mq + (X � a)q0 y, en onseuenia, q(a) 6= 0 pues h(a) 6= 0.Luego, f = (X � a)m:q + , on  2 IK y q 2 IK[X℄ tal que q(a) 6= 0. Finalmente,espeializando en a y teniendo en uenta que f(a) = 0, se tiene que  = 0.Proposii�on. Sea IK un uerpo de arater��stia ero (por ejemplo, IK = Q, IR o C), seaf 2 IK[X℄ y sea a 2 IK. Entones, dado m 2 IN, se veri�a:a es ra��z de f de multipliidad m () f (k)(a) = 0 8 0 � k � m� 1 y f (m)(a) 6= 0Demostrai�on: Por indui�on en m. Veamos primero que vale para m = 1, es deir,debemos probar que a es ra��z simple de f si y s�olo si f(a) = 0 y f 0(a) 6= 0.Por el teorema del resto, f = (X � a)g + f(a). Luego, f 0 = g + (X � a)g0 y por lo tantof 0(a) = g(a). Entones a es ra��z simple de f si y s�olo si f = (X � a) g y g(a) 6= 0 si y s�olosi f(a) = 0 y f 0(a) 6= 0.Supongamos ahora que la proposii�on vale para m y veamos que vale para m + 1. Por laproposii�on anterior, a es ra��z de f de multipliidad m+ 1 () f(a) = 0 y a es ra��z de f 0de multipliidad mAhora, usando la hip�otesis indutiva para f 0, resulta que a es ra��z de f de multipliidadm + 1 () f(a) = 0, (f 0)(k)(a) = 0 8 0 � k � m � 1 y (f 0)(m)(a) 6= 0 () f (k)(a) = 08 0 � k � m y f (m+1)(a) 6= 0.Corolario 1. Sea IK un uerpo de arater��stia ero (por ejemplo, IK = Q, IR o C), seaf 2 IK[X℄ y sea a 2 IK. Entones a es ra��z m�ultiple de f si y s�olo si a es ra��z de f y de f 0.Corolario 2. Sea IK un uerpo de arater��stia ero (por ejemplo, IK = Q, IR o C) ysea f 2 IK[X℄. Entones f tiene todas sus ra��es simples si y s�olo si f y f 0 son oprimos.Dejamos la demostrai�on omo ejeriio.Corolario 3. Sea f 2 Q[X℄. Si f es irreduible en Q[X℄ todas ra��es de f en Cson simples.Demostrai�on: Como f es irreduible entones (f : f 0) 6= 1 si y s�olo si f j f 0. Pero omogr f 0 = gr f � 1 < gr f entones no puede ourrir que f divida a f 0. Luego, (f : f 0) = 1.Por lo tanto, por el orolario 2, resulta que todas las ra��es de f en C son simples.26



ALGEBRA I PolinomiosEjemplos.1) El polinomio f = X7 �X + 2 tiene todas sus ra��es simples.En efeto, supongamos que a 2 C es una ra��z m�ultiple de f . Entones, por el orolario 1,a es ra��z de f y de f 0. Por lo tanto, omo f 0 = 7X6 � 1 entones 0 = f(a) = a7 � a+ 2 y0 = f 0(a) = 7a6 � 1. Luego, a6 = 17 y0 = a7 � a+ 2 = a6 a� a+ 2 = 17a� a+ 2 = �67a+ 2Por lo tanto a6 = 17 y a = 73 , lo que es absurdo.2) Sea f = �X5 + aX4 + X3 � 5X2 + (a2 � 3a + 6)X � (a2 � 2a + 1). Hallar todos losa 2 C tales que 1 es ra��z doble de fDebemos hallar los a 2 C tales que f(1) = 0, f 0(1) = 0 y f 00(1) 6= 0.Calulemos f 0 y f 00. f 0 = �5X4 + 4aX3 + 3X2 � 10X + a2 � 3a+ 6f 00 = �20X3 + 12aX2 + 6X � 10Luego, f(1) = �1 + a+ 1� 5 + a2 � 3a+ 6� (a2 � 2a+ 1) = 0f 0(1) = �5 + 4a+ 3� 10 + a2 � 3a+ 6 = a2 + a� 6f 00(1) = �20 + 12a+ 6� 10 = �24 + 12aentones f(1) = 0 para todo a y f 0(1) = 0 () a = 2 o a = �3 y omo debe valerf 00(1) 6= 0 entones el �unio a 2 C que satisfae lo pedido es a = �3.

27


