Conjuntos, relaciones y funciones

1. Repaso sobre la teoria de conjuntos.

Denotaremos por IN al conjunto de los niimeros naturales y por Z al de los enteros.

Dados dos conjuntos A y B decimos que A estd contenido en B o también que A es
un subconjunto de B si cada elemento de A es también un elemento de B, es decir, si
r € A = z € B. En tal caso escribimos A C B.

Decimos que los conjuntos A y B son iguales si A C By B C A. En tal caso escribimos
A = B. Decimos que A estd contenido estrictamente en B si AC By B ¢ A, es decir, si
AC By A+# B. En ese caso escribimos A C B.

Ejemplos.

i) A=1{1,2,3,5,7}, B=1{1,2,3,4,5,6,7,8}

En este caso A C B pero no vale que B C Apues4 € By 4 ¢ A. Luego, A esta contenido
estrictamente en B.

ii) A={a,b,{3},2}, B=1{a,b,3,2}

En este caso A Z B pues {3} € Ay {3} ¢ B. Ademés, BZ Apues3€ By 3¢ A.

iii) ) C A cualquiera sea el conjunto A, donde ) denota el conjunto vacio.

iv) A ={a,b,c,d}, B={b,d,c,a}. En este caso A = B.

Operaciones con conjuntos. Sean A y B dos subconjuntos de un conjunto dado V/,
al que llamaremos conjunto referencial. Definimos la unién, interseccion, complemento,
diferencia y diferencia simétrica de la siguiente manera:

AUB={zeV /xzeAoxec B} (unién)
ANB={zeV /ze€Ayx e B} (interseccién)

A={zxeV/z¢ A} (complemento respecto del conjunto referencial V')
A-B={zxeV / zecAyux¢ B} (diferencia)
AAB=(AUB)—-(ANB) (diferencia simétrica)

Grafiquemos estos conjuntos en un diagrama de Venn:

v v

AUB ANB
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sy T,

AAB

Observemos que, de estos conjuntos, el inico que realmente depende del conjunto refe-
rencial V' es A’. En general, cuando trabajemos con conjuntos, siempre supondremos
que todos los conjuntos considerados son subconjuntos de un conjunto referencial y sélo
aclararemos cudl es ese conjunto referencial cuando sea necesario.

Ejercicio. Probar que A—B=ANB ={rec A/x ¢ B}.
Diremos que los conjuntos A y B son disjuntos si AN B = ().

Ejemplo. Dado el conjunto referencial V' = {a,b, ¢, d,2,{2},3,{3},7} sean A, By C los
subconjuntos de V' definidos por:

A={a,b2,{3)} B=1{a,b23} C={2,37}

se tiene que
AUB ={a,b,2,3,{3}}, AN B ={a,b,2}, B—-C =/{a,b}

ANC ={a,b,{3},3,7}, (ANB)—-(AAC)={2}, (AnB) ={cd, {2},{3},3,7}
Ademsds, B —C'y (AN B)’ son disjuntos.
Ejercicio. Sean A, By C'los conjuntos del ejemplo anterior. Hallar todos los subconjuntos
de B U C que sean disjuntos con A.
Ejercicio. Sean A = {1,0,a,7} y B = {{1},a,b,4}, C = {3,6,b,a}. (Cudles de las
siguientes afirmaciones son verdaderas?
i)le AUB
ii)le ANB
i) C A
iv) ) C C
v) 7€ (AUuC)N(AAB)
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Propiedades de las operaciones. Sean A, B y C subconjuntos de un conjunto referen-
cial V. Entonces valen:

i) AUB=BUA, ANB=BNAy AAB=BAA
i) AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(AnB)NCy AA(BAC) = (AAB)AC
i) ACByBC(C = ACC

iv ) ACByACC = ACBNC

vy ANBCAyANBCB

vij ACCyBCC = AUBCC

vi) ACAUBy BC AUB

vili) (A = A, ANA =0y AUA =V

ix) AAB=(A—-B)U(B—-A)

x) (ANB)UC =(AuC)Nn(BUC)

xi) (AUB)NC =(ANnC)u(BNC(C)

xii) (AUB) =A'NnB’

xiii) (AN B) = A'U B’

Demostracién: Sélo demostraremos iv), vi), viii) y xi) y dejamos como ejercicio la de-
mostracion de las restantes propiedades.

Demostracién de iv): Sabemos que A C By que A C C. Debemos probar que A C BNC:
Seaxz € A. Como AC Byxz € Aentonces z € Bycomo AC Cyaxe Aentonces x € C.
Luego resulta que x € By x € C, es decir, x € BN C.

Demostracién de vi): Sabemos que A C C'y que B C C. Debemos probar que AUB C C:
Sea x € AU B. Entonces x € Ao x € B.

Si z € A entonces, como A C C resulta que x € C. Si z € B entonces, como B C C
resulta que x € C.

Hemos probado entonces que x € C.

Demostracién de viii): Sélo probaremos que AN A’ = () y dejamos el resto como ejercicio.
Queremos ver que Ax /x € AN A’. Supondremos que si y llegaremos a una contradiccion.
Supongamos que existe z € AN A’. Entonces z € Ayx € A = {z/x ¢ A}. Luego
resultaria que x € Ay x ¢ A, lo que es una contradiccién.

Demostracién de xi): Debemos probar que (AUB)NC = (ANC)U(BNC), es decir, que
(AUB)NCC(ANnC)u(BNnC)y (AnC)u(BNnC)C(AuB)nC

Primero probemos que (AUB)NC C (ANC)U(BNC). Seax € (AU B)NC. Entonces
re€AUByxze (. Luego, zx € Ao x € B,y ademas x € C. Entonces debemos examinar
dos casos:

Siz € Aentoncesz € Ay x € C de donde z € ANC y por lo tanto z € (ANC)U(BNC).
Siz € Bentonces v € By x € C de donde z € BNC'y por lo tanto z € (ANC)U(BNC).
Luego, cualquiera sea el caso, x € (ANC) U (BN C) como querfamos probar.
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Ahora probemos que (ANC)U (BNC) C (AUB)NC. Por la propiedad v), ANC C A
y, por vii), A C AU B. Luego, usando iii) resulta que ANC C AU B.

Por otra parte, por v), ANC C C. Por lo tanto se tiene que ANC C AUBy ANC CC.
Ahora, usando iv) se tiene que ANC C (AUB)NC.

Anélogamente se demuestra que BN C C (AU B) N C. Luego, usando ahora la propiedad
vi) resulta que (ANC)U(BNC)C (AUB)NC. o

Diagramas de Venn. Supongamos que queremos determinar si la siguiente afirmacién
es clerta:

Cualesquiera sean los conjuntos A, B y C se verifica que AU (B —-C)=(AUB) —C.
Graficamos ambos miembros de esa igualdad en un diagrama de Venn

AU(B - C) (AUB) - C

Como se ve, los conjuntos no parecen ser iguales: el primero contiene los elementos que
pertenecen a ANC'y el segundo no. Probemos entonces que la afirmacién es falsa: debemos
mostrar conjuntos A, B y C tales que AU (B — C) # (AU B) — C. Notar que de los
diagramas se deduce que para lograr eso debemos elegir A, B y C de tal manera que ANC
no sea vacio. Por ejemplo, elegimos A = {1,2,3}, B ={2,5,9,0} y C = {1,4,5}. Entonces
AU(B-C)={1,2,3}U{2,9,0} ={1,2,3,9,0} y (AUB)—-C = {1,2,3,5,9,0} —{1,4,5} =
{2,3,9,0}, y por lo tanto no son iguales.

Los diagramas de Venn nos ayudan a intuir si la afirmacién es verdadera o no. Luego, si
pensamos que es verdadera debemos dar una demostracién y si sospechamos que es falsa

exhibir un contraejemplo.

Conjunto de partes. Dado un conjunto A definimos el conjunto de partes de A como el

conjunto

P(A) = {B/BC A}

es decir, el conjunto formado por todos los subconjuntos de A.

Ejemplo. Si A = {a,b, c} entonces su conjunto de partes es

P(A) = {0, {a},{b},{c}, {a, b}, {a, c}, {b,c}, {a,b,c}}
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2. Logica proposicional y su relacién con la teoria de conjuntos.

Una proposicion es una afirmacién que s6lo puede tomar dos valores de verdad: VER-
DADERA o FALSA. Por ejemplo, la afirmacion “18 es divisible por 3” es una proposicion.
También lo son la afirmaciones “todos los niimeros naturales son pares” y "no existe en
el plano ninguna recta que pase por el origen”. La primera proposicién es verdadera, la
segunda y la tercera son falsas.

Si p y q son proposiciones, podemos construir nuevas proposiciones a partir de ellas usando
los conectivos légicos A, V y =, donde —p es la negacién de p. La proposicién p A q es
verdadera si y sélo si p y ¢ lo son, la proposicién p V q es verdadera si y sélo si p es
verdadera o ¢ lo es y la proposicion —p es verdadera si y solo si p es falsa. Por ejemplo,
dadas las proposiciones p: 18 es divisible por 3, ¢: todos los niimeros naturales son mayores
que 7 y r: un numero entero menor que 8 nunca es divisible por 11, entonces p A q es la
proposicién “18 es divisible por 3 y todos los nimeros naturales son mayores que 77, pV r
es la proposicién “18 es divisible por 3 o un nimero entero menor que 8 nunca es divisible
por 11”7 y —r es la proposicién “existe un nimero entero menor que 8 que es divisible por
117. Ademas p A q es falsa pues ¢ es falsa, p V r es verdadera pues p es verdadera y —r es
verdadera pues r es falsa.

En resumen, los valores de verdad de pAq, pV q y —p estan dados por las tablas de verdad

P | g | pAhg p | ¢ | pVyg

1|1 1 1|1 1 p | P
1] o0 0 1 ] 0 1 1 0
0 | 1 0 0 | 1 1 0 1
0] 0 0 0] 0 0

donde 1 significa VERDADERO y 0 significa FALSO
Una proposicion importante es —p V ¢, veamos su tabla de verdad

p | ¢ | p | “pVg
1 |1 0 1
1 | 0 0 0
0 | 1 1 1
010 1 1

Observemos que —p V q es verdadera cuando la validez de p implica la validez de ¢: para
que sea verdadera —p V q debe ocurrir que cuando p es verdadera entonces g también debe
serlo (en cambio, cuando p es falsa, no importa si ¢ es verdadera o no). Debido a esto
decimos que p tmplica ¢ cuando —p V ¢ es verdadera. En tal caso escribimos p = q.
Otra proposicién importante es (—p V q) A (—q V p), que es verdadera cuando p = q y
q = p. En tal caso decimos que p y q son equivalentes y escribimos p <= q. Dejamos
como ejercicio verificar que su tabla de verdad es
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p | a4 | py
T | 1 1
1|0 0
0 | 1 0
0 [ 0 1

Luego, dos proposiciones son equivalentes cuando ambas son verdaderas o ambas son fal-
sas. Dejamos como ejercicio demostrar que las proposiciones p =—> ¢ y -¢ = —p son
equivalentes.

Sea X un conjunto. Si para cada x € X tenemos una proposicién p(x) decimos que p es
una funcién proposicional predicable sobre X. Por ejemplo, p(n) : n(n 4+ 1) < 2" es una
funcién proposicional predicable sobre IN.

Si p y ¢ son funciones proposicionales predicables sobre un conjunto V' podemos considerar
el subconjunto A de V' cuyos elementos son los z € V tales que p(z) es verdadera y el
subconjunto B de V formado por los x € V tales que g(x) es verdadera. Por ejemplo,
si V = IR, dadas las funciones proposicionales p(z) : = < V2 y q(z) : 22 = 2 — 7
entonces A = {x € R/z < vV2} y B = {o € R/2%2 = x — 7}. En general se tiene
que A={z eV /px)} y B={x €V /q(x)}. Es ficil ver que:

i) A C B siy sélo si p(x) = ¢q(x) para todo z € V

ii) A= B siy sélo si p(z) <= q(x) para todo z € V

i) ANB={zxeV /plx)Aq(x)}

iv) AUB={xz €V /p(z)Vq(x)}

V) A =z eV /-plo)}

Veamos ahora cémo podemos probar que (ANB)" = A’UB’, donde A y B son subconjuntos
de un conjunto referencial V. Para cada x € V definimos las proposiciones p(z): x € Ay
q(x): x € B. Entonces se tiene que A={z €V /p(x)} y B={z €V /q(x)}.

Ahora, (ANB) ={x €V /=(p(x)ANq(z))} y AUB ={x €V /-p(x)V q(z)}. Por
lo tanto, para probar la igualdad de conjuntos nos basta mostrar que las proposiciones
—(p(z) A q(x)) y =p(x) V —¢(z) son equivalentes.

Como dos proposiciones son equivalentes si tienen la misma tabla de verdad (cada una es
verdadera si y sélo si la otra lo es), basta entonces hallar las tablas de verdad de cada una
de estas proposiciones y ver que son iguales.

p | g | prhg | —(phg) Pl a | » | ~q | pV—g
1 [ 1 1 0 1 | 1 0 0 0
110 0 1 1 0] 0 1 1
0 | 1 0 1 0 | 1 1 0 1
0] 0] 0 1 0] 0 1 1 1

Esta es otra manera de probar las igualdades de conjuntos.
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3. Relaciones.

Si Ay, Ag, ..., A, son conjuntos, definimos el producto cartesiano de Ay, As, ..., A, en la
forma

A1><A2><...><An:{(al,ag,...,an)/aieAi‘v’i(1§i§n)}

En particular, si A y B son conjuntos, el producto cartesiano de A por B es
Ax B={(a,b)/ac ANbe B}
Ejemplo. Si A= {1,2} y B ={1,3,a} entonces

Ax B=1{(1,1),(1,3),(1,a),(2,1),(2,3),(2,a)}

Decimos que R es una relacion de A en B si R es un subconjunto de A x B. Decimos que
R es una relacion en A si R es una relacion de A en A, es decir, un subconjunto de A x A.
Si R es una relaciéon de A en B también escribiremos a R b en lugar de (a,b) € R.
Ejemplos.

i) Sea A =Ny sea B ={1,2,—1,0}. Las siguientes son relaciones de A en B:

a) Ri = {(1,0),(2,-1)}

b) Rz =0

c) R3 ={(n,2) € N x B/n es impar}

i) R ={(a,b) € Z xZ /a+b> 0} es una relacién en 7Z

iii) R = {(n,a) € N x Z /2n = a*} es una relacién de IN en 7

Sea R una relacién en un conjunto A. Decimos que R es

reflexiva sii aRa para todo a € A
stmétrica  sii aRb=—=bRa
antisimétrica sii aRbANORa=—a=0>
transitiva sii aRbAbBRc=— aRc

Ejemplo. Dado A = {1, 2,3}, consideremos la relacién en A

R = {(17 1)? (17 2)? (17 3)? (27 3)7 (37 2)}

Esta relacién no es reflexiva: (2,2) ¢ Rq.

Tampoco es simétrica: (1,2) € Ry pero (2,1) ¢ Ry ni es antisimétrica: (3,2) € Ry y
(2,3) € Ry pero 2 # 3.

Por tltimo, no es transitiva: (3,2) € Ry y (2,3) € Ry pero (3,3) ¢ R4.

En cambio, si definimos en el mismo conjunto A la relacién

Ra = {(17 1)? (27 2)? (37 3)}
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resulta que es reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva.

Y si ahora consideramos en A la relacion R3 = (), vemos que no es reflexiva, pero es
simétrica, antisimétrica y transitiva. Dejamos como ejercicio verificar estas afirmaciones.

Finalmente, la relacion R4 en A definida por

Ry = {(17 1)? (27 2)? (37 3)7 (17 2)7 (27 1)}

es reflexiva, simétrica y transitiva pero no es antisimétrica.

Relaciones de orden y relaciones de equivalencia. Dada una relacién R en un
conjunto A decimos que

R es una relacién de orden si y sélo si R es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

R es una relacién de equivalencia si y solo si R es reflexiva, simétrica y transitiva.
Ejemplos.

i) La relacién en A = IR definida por a R b sii @ < b es una relaciéon de orden.

ii) Cualquiera sea el conjunto A, la relacién en A definida por a R b sii @ = b es una relacién
de equivalencia.

iii) Sea X un conjunto. La relacién en A = P(X) definida por AR B sii A C B es una
relacién de orden.

iv) En A = {1,2,3,4}. definimos las siguientes relaciones
R1={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(1,4),(2,3)}
Rz ={(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4)}

Dejamos como ejercicio verificar que Rq es una relaciéon de orden y R es una relacién de
equivalencia.

Sea R una relaciéon de equivalencia en un conjunto A. Si aRb decimos que a y b son
equivalentes.

Ejercicio. Sea A = {1,2,3,4,5,6}.

i) Definir una relacién de orden R en A tal que (6,5) € Ry (1,5) ¢ R

ii) Determinar si existe una relacién de equivalencia R tal que (6,2) € R, (2,3) € Ry
(3,6) ¢ R. Justificar.

iii) Determinar si existe una relacién de orden R tal que (6,2) € R, (2,3) € Ry (3,6) € R.
Justificar.

iv) jExiste alguna relacién de orden en A que sea también de equivalencia?

Relaciones de equivalencia y particiones. Sea A = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Dada la
relacién de equivalencia en A

Ri={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5),(6,6),(7,7),(8,8),(1,2), (2, 1),
(1,3),(3,1),(2,3),(3,2), (4,5), (5,4), (6,8),(8,6)}
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graficamos la relacion poniendo un punto por cada elemento de A y una flecha de a a b
para cada a,b € A tal que (a,b) € Rq.

e R

2
@"NQ ® o
(] o ()
10) ® ®
Como se observa en el grifico, podemos partir al conjunto A en cuatro subconjuntos

disjuntos dos a dos, no vacios, cada uno de ellos formado por todos los elementos de A que
estan relacionados entre si:

{17273}7 {47 5}7 {7}7 {678}
Reciprocamente, dada la particién de A en los subconjuntos disjuntos dos a dos, no vacios
{1,4,5}, {2,7}, {3,6,8}

poniendo ahora un punto por cada elemento de A y una flecha de a a b para los a,b € A
que pertenecen a un mismo subconjunto se tiene

)

Gor—. (. Ci\?)
N\ )
©
de donde obtenemos la relaciéon de equivalencia

R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (5,5), (6,6),(7,7),(8,8),(1,4),(4,1), (1,5), (5, 1),
(4,5),(5,4),(2,7),(7,2),(3,6), (6,3), (6,8),(8,6),(3,8),(8,3)}
Notemos ademés que si construimos la relaciéon de equivalencia correspondiente a la par-
ticion
{{1.2,3}, {45}, {7}, {6,8}}
volvemos a obtener la relacion R; y si construimos la particion correspondiente a Ro
volvemos a obtener la particién

{{1,4,5}, {2,7}, {3,6,8}}

Es decir, estas construcciones son reciprocas. Para hacer esto en general, veamos cémo
hallamos la particién de A usando Rq: {1, 2,3} es el subconjunto de A formado por todos



ALGEBRA 1 Conjuntos, relaciones y funciones
los elementos de A que son equivalentes a 1, {4,5} es el subconjunto de A formado por
todos los elementos de A que son equivalentes a 4, {7} es el subconjunto de A formado por
todos los elementos de A que son equivalentes a 7 y {6, 8} es el subconjunto de A formado
por todos los elementos de A que son equivalentes a 6. Para cada a € A consideremos el
subconjunto de todos los elementos de A que son equivalentes a a, C, = {b € A/bR;a},
al que llamaremos clase de equivalencia de a. Entonces resulta que los conjuntos disjuntos
dos a dos y no vacios que forman la particién de A son las clases de equivalencia de los
elementos 1, 4, 7y 6. {1,2,3} =Cy, {4,5} =C4, {7} =C7 y {6,8} = Cs.

Notar que C; = C; = C3, C4 = C5 y C¢ = Cg. Esto se debe a que R es una relacién de
equivalencia. En general, si R es una relacion de equivalencia en un conjunto A entonces
se verifican:

i) a € C, para todo a € A

ii) C, = Cp siy solosi (a,b) € R

iii) C, NCp = 0 si y sblo si (a,b) ¢ R

Probaremos esto mas adelante.

Reciprocamente, dada la particién {{1,4,5}, {2,7}, {3,6,8}} habiamos construido la
relacién de equivalencia

Ra ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5), (6,6),(7,7),(8,8), (1,4), (4,1), (1,5), (5, 1),

Notemos que esta relacion Ro queda definida por
(a,b) € Ry siysdlosi ay bpertenecen al mismo subconjunto de la particién

En un momento veremos que la relacion asi obtenida es de equivalencia pues los conjuntos
que forman la particion son disjuntos dos a dos, no vacios y su unién es A.

Veamos ahora el caso general, pero primero definamos el concepto de particién: sea A un
conjunto y sea P un conjunto formado por subconjuntos de A. Decimos que P es una
particion de A si se verifican:

1) P # () para todo P € P (los elementos de la particién son no vacios)

2) Dados P,Q € P, si P # @ entonces PN Q = () (dos elementos distintos de la particién
son disjuntos)

3)Vae AIP € P /ae€ P (todo elemento de A pertenece a algtin elemento de la particién
0, lo que es lo mismo, A es la unién de todos los elementos de la particion)

Ejemplo. Sea A =1{1,2,3,4,5,a,b,c,d}. Entonces

P ={{1,a,c}, {2,3,4,5}, {b,d}}

es una particion de A pero no son particiones de A

10
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{{5,b,c}, {2,3,4,1}, {d}} ni {{l,a,c}, {2,3,4,5}, {b,d,1}}

pues en el primer caso no se verifica 3) y en el segundo no se verifica 2).
Importante: no confundir el concepto de particién de un conjunto A con el conjunto de
partes de A.

Cuando una relacién es de equivalencia también suele denotarsela por ~ en lugar de R.
Sea ~ una relacién de equivalencia en un conjunto A. Definimos la clase de equivalencia
de a como el subconjunto de A formado por todos los elementos que son equivalentes a a:

Co={beA/b~a}

A veces diremos simplemente la clase de a en lugar de la clase de equivalencia de a.

Ejemplo. Consideremos la relacion ~ en 7 definida por a ~ b si y solo si b—a es divisible
por 4. Dejamos como ejercicio verificar que es una relacién de equivalencia. En este caso
hay 4 clases de equivalencia:

Co={a€Z/a=4k/ para algin k € Z}

Ci={a€Z/a=4k+ 1/ paraalgin k € Z}
Co={a€Z/a=4k+2/ paraalgin k € Z}
Cs={a€Z/a=4k+ 3/ para algin k € Z}

Es facil verificar que la clase de equivalencia de cualquier a € Z es igual a alguna de éstas.

Ejercicio. Sea =~ la relacién de equivalencia en el conjunto de matrices de n x n con
coeficientes 0 y 1 definida por

A ~ Bsiysoélosi Ay B tienen la misma cantidad de unos
i) Determinar cuéntas clases de equivalencia distintas hay.
1
1
1

1 1
ii) Para n = 3, determinar la clase de equivalencia de la matriz 0 1
1 1
Proposicion. Sea ~ una relacion de equivalencia en un conjunto A. Entonces se verifican:
i) a € C, para todo a € A
i) C, =Cpsiysolosia~b
iii) C, NCp =0 si y s6lo sia #b
Demostracion: i) Sea a € A. Como =~ es reflexiva entonces a ~ a. Luego, a € C,.

ii) (=) Si C, = Cp, como a € C, por i), entonces a € Cp, de donde a ~ b.
ii) («<=) Supongamos que a ~ b. Debemos probar que C, = Cp:
C:SiceC, entonces c >~ ay como a ~ by =~ es transitiva entonces ¢ ~ b de donde ¢ € C
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D: Sic € Cy entonces ¢ ~ b. Como a ~ by ~ es simétrica entonces b ~ a. Luego, c>~ by
b ~ a. Usando ahora la transitividad resulta que ¢ ~ a de donde ¢ € C,.

iii) (=) Supongamos que C, N Cp = (). Queremos ver que a % b. Supongamos que si,
entonces por ii) se tiene que C, = Cp, de donde C, = C, N C, = 0 lo cual contradice 1).

iii) («<=) Supongamos que a % b. Queremos ver que C, NC, = (). Supongamos que no,
entonces sea ¢ € C, N Cp. Luego, ¢ >~ a y ¢ ~ b pero esto implica, usando ii), que C. = C,
y C. = Cp. Por lo tanto, C, = C, de donde por ii) nuevamente resulta que a ~ b, una
contradiccién. o

Ejercicio. Sea ~ una relacion de equivalencia en un conjunto A y sean a,b € A. Probar
que C, NCy # 0 siy sélo siCp =Cp

Corolario. Sea ~ una relacion de equivalencia en un conjunto A y sean a,b € A. Entonces
a~bsiysélosidee A/a,beC,

Demostracion: (=) Si a ~ b entonces a € C,. Ademds, por i) de la proposicién se tiene
que b € C, de donde a,b € Cp

(<) Si a,b € C,. para algin ¢ € A entonces, por i), a € C, NC. y por lo tanto C, NC. # 0.
Entonces, por el ejercicio anterior, C, = C.. Del mismo modo se ve que C, = C.. Luego
Co = Cp de donde, por ii) de la proposicién, resulta que a ~ b o

Teorema. Sea A un conjunto. Se verifican:

i) Si ~ es una relacién de equivalencia en A entonces P = {C, /a € A} es una particién
de A.
ii) Si P es una particién de A entonces la relaciéon ~ en A definida por

a~bsiysoélosiIP € P/a,be P}

es de equivalencia.
iii) Las construcciones precedentes son reciprocas.

Demostracion: i) Sea ~ una relacién de equivalencia en A. Veamos que P = {C, /a € A}
es una particion de A. Para ello debemos ver que se cumplen los items 1), 2) y 3) de la
definiciéon de particién.

1) Cada elemento de la particién es no vacio pues, por la proposicién anterior, parte i), se
tiene que a € C, para todo a € A

2) Dos elementos distintos de la particién son disjuntos ya que si C, # Cp entonces, por la
proposicién anterior, parte ii), a 22 b de donde resulta, por iii), que C, NCp = 0

3) Todo elemento de A pertenece a algiin elemento de la particién porque, por i) de la
proposicién, dado a € A se tiene que a € C,

ii) Sea P una particiéon de A. Debemos probar que la relacién ~ en A definida por

a~bsiysélosidIP € P /a,bec P}
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es de equivalencia.

~ es reflexiva pues dado a € A, como todo elemento de A pertenece a algin elemento de
la particion, se tiene que 3P € P /a € P. Luego, a ~ a

Es obvio que ~ es simétrica. Veamos que es transitiva. Sean a,b,c € A tales que a ~ by
b~ c. Entonces AP € P /a,be Py 3Q € P /b,c € Q. Sifuese P # () entonces se tendria
que PN Q = () ya que dos elementos distintos de la particién deben ser disjuntos. Pero
eso no ocurre pues b € PN Q, por lo tanto debe ser P = () de donde resulta que a,c € P
y por lo tanto a ~ ¢

iii) Sea R una relacién de equivalencia en A y sea P = {C./c € A} la particién de A

construida a partir de R. Si ahora definimos la relacién R’ correspondiente a la particién
P en la forma

(a,b) € R' siysélosi AP € P/a,be P}

debemos ver que R = R/, es decir, que (a,b) € R siy sblo si (a,b) € R':
Por el corolario, (a,b) e R <= Jc€ A/a,beC. <= IP € P/a,be P <= (a,b) e R

Finalmente, sea P una particién cualquiera de A y sea R la relacion de equivalencia en A
definida por

(a,b) € R siysélosi IP € P /a,b € P}

Si ahora construimos la particién de A correspondiente a la relacién R
P ={C./ce A}

donde C. = {b € A/ bR c}, debemos probar que P = P’. Para ello utilizaremos el siguiente
resultado

Afirmacion: Si P € Py a € P entonces P = C,.

Demostremos esta afirmaciéon: Sea P € P y sea a € P. Debemos probar que P = C,. Para
ello veamos las dos inclusiones:

C: si b € P entonces, como a € P, entonces b,a € P. Luego, (b,a) € R y por lo tanto
becC,

D: Sib e C, entonces (b,a) € R. Luego 3Q € P /b,a € Q y como a € P N Q entonces
resulta que PNQ # (). Pero P es una particién de A, por lo tanto debe ser P = (). Luego,
be P.

Ahora finalmente probemos que P = P’:

C: sea P € Pyseaac P (existe a pues P # (). Luego, por la afirmacién, P = C, y por
lo tanto P € P'.

D: sea C, € P'. Como a € Ay P es una particion de A entonces existe P € P tal que
a € P. Luego, por la afirmacién, P = C, y por lo tanto C, € P o
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4. Repaso sobre funciones.

Sean A y B conjuntos. Diremos que una relacién f de A en B es una funcidn si para cada
a € A existe un unico b € B tal que (a,b) € f. Escribiremos f : A — B para indicar que
f es una funcién de A en B y denotaremos por f(a) al inico b € B tal que (a,b) € f.

Si f:A— Byg:A— B son funciones entonces f = g si y sélo si f(a) = g(a) para
todo a € A.

Si f: A— B es una funcién llamaremos imagen de f al subconjunto de B definido por

Im(f)={be B/ f(a) =0 para algin a € A}

Si f: A — B es una funcién y S es un subconjunto de B denotaremos por f~1(S) al
subconjunto de A

f7HS)={a€ A/ f(a) € S}

Ejemplos.

i) Sean A = {1,2,3,4} y B = {0,2,6}. Entonces f1 = {(1,0),(2,2),(3,6)} no es una
funcién pues 7Ab € B tal que (4,b) € f;

fo={(1,0),(2,0),(3,2),(4,6),(1,2)} no es una funcién pues (1,0) € fo y (1,2) € f5

fs = {(1,0),(2,0),(3,6),(4,0)} es una funcién. En este caso se tiene que f3(1) = 0,
f3(2) =0, f3(3) =6, f3(4) = 0 y la imagen de f3 es Im(f3) = {0,6}.

ii) Sean A = IN y B = IR. Entonces f = {(a,b) € IN x IR /a — 4b = 3} es la funcién
f:IN— TR, f(a) = %2. En este caso

-2 -1 1 2 3

I S | W A

mD=t e

iii) Si A es un conjunto, ig : A — A, isa(a) = a es una funcién, llamada la funcion
identidad del conjunto A, y su imagen es A.

iv) Sea f: IR — IR, f(x) = 22

Entonces I'm (f) = Rso vy f~1({3,16, —2}) = {V/3, —/3,4, —4}.

Diremos que una funciéon f: A — B es

inyectiva si vale: f(a) = f(a') = a=4d’

suryectiva o sobreyectivasi Vb € B Ja € A/ f(a) = b (es decir, si Im (f) = B)

biyectiva si Vb € B Fla € A/ f(a) = b (es decir, si es inyectiva y suryectiva)

Ejemplos. i) f: IR — R, f(z) = 22

Esta funcién no es inyectiva pues f(2) = f(—2). Tampoco es suryectiva pues —5 ¢ Im (f)
ii) f: IN — IN, f(n) =n?

Esta funcién es inyectiva: f(n) = f(m) = n?> =m? = n=m on = —m. Pero como
n, m > 0 entonces debe ser n = m
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Esta funcién no es suryectiva pues 3 ¢ I'm (f).
7 sin=1

iii)f:m—>11\1,f(n>={n_1 sin>2

Esta funcién no es inyectiva pues f(8) = f(1). Veamos que es suryectiva: dado m € IN,
sean =m+ 1. Luego n € IN y, como n > 2 pues m € IN, entonces f(n) =n—1=m

Composicién de funciones. Si f: A — By g: B — C, definimos la composicion de
g con f como la funcién go f: A — C, (go f)(a) = g(f(a))

Ejercicio. Probar quesi f: A— B,g: B— C y h: C — D son funciones entonces
ho(gof)=(hog)of

Funcién inversa. Dada una funcién f : A — B decimos que f es inversible si existe

una funciéon g : B — A tal que go f =i4y fog =1ip. En tal caso g es unica, se llama

la funcion inversa de f y se denota por f~!'. Ademss, si g = f~! entonces f = g~

Proposicion. Sea f : A — B una funcién. Entonces f es inversible si y sélo si f es
biyectiva.
Demostracion: (=) Sea f~! la funcién inversa de f. Veamos que f es inyectiva y
sobreyectiva.
f es inyectiva: Supongamos que f(a) = f(a’). Entonces

a=isla) = (f"1of)la)=fH(fla)) = fTH(f(a") = (f o f)(d)) =iala) =d
Luego, a = a’.
f es sobreyectiva: Sea b € B. Debemos hallar a € A tal que f(a) = b.
Sea a = f~1(b) € A. Entonces f(a) = f(f71(b)) = (fo f~H(b) =in(b) = 0.
(«<=) Supongamos ahora que f es biyectiva. Entonces, para cada b € B existe un tnico
a € A tal que f(a) =b. Definimos g : B — A en la forma:

g(b) = a siy sblo si a es el Gnico elemento de A tal que f(a) =b
Dejamos como ejercicio probar que la funcién g asi definida es la inversa de f. o

Ejemplo. La funcién f: IR — IR, f(x) = 223 — 1 es biyectiva. Encontremos su inversa:
dado y € IR, f~1(y) es el tinico z tal que f(x) =y. Como

1 1
f(55>:y<:>2$3—1=y<:>2:c3:y—|—1<:>x3:%<:>3;: s/y+1
entonces la funcion inversa de f es

2
_ _ sjy+1
7w = {5

Ejercicio. Sea f: IR — IR la funcién definida por

f(ac):{_g2 stz 20

T siz <O

Determinar si f es biyectiva y en tal caso calcular su inversa.
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