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- Ecuacion de las ondas:
82
mf—Agb =0 en 2x(0,7T)
¢ =0 en 00 x (0,7
mas condiciones iniciales.

Por ejemplo, si {2 C R2, esta es la ecuacién
que modela la deformacion de una membrana
elastica que ocupa la region ()

S1 buscamos soluciones periodicas:
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d(x, 1) = u(w)e™

reemplazando en la ecuacion obtenemos

_w2u<x) wi Au( ) wt __ 0

0 sea, queda el problema de autovalores

“Au = wu en )
u =0 en Of)

Este problema tiene infinitas soluciones wy, wo, ...

llamadas “Frecuencias propias de vibracion”
de la membrana.

Por otra parte, si actiia una fuerza periodica
f(t) = cos(wt), o sea,

0%

52 — A¢ = cos(wt)



Cuando w es cercana a alguna de las frecuen-
clas propias wj, la amplitud de la solucion
crece con el tiempo. En la practica esto puede
producir grandes oscilaciones.

Un ejemplo clasico es el del “Tacoma narrows
bridge” que se cayo en 1940 debido a las grandes
oscilaciones.

Los autovalores interesan en numerosas apli-
caclones.

EJEMPLOS:

-Esstructuras

-Actstica (diseno de instrumentos y de salas
de concierto).



METODOS NUMERICOS
PROBLEMA MODELO

—Au = \u en )
u = 0 en Of)

lullop =1

Solutions: (Aj,u;),0 <A <0< Ay <L

u; € H(Q)

r = 1if Qis convex and r < 7 (with w being
the largest inner angle of €2) otherwise.

APROXIMACION POR ELEMENTOS FINITOS

Se basa en la forma débil:

LVu-Vo=2X[uv Yoe H} Q)
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El método se basa en reemplazar el espacio
H} () por un subespacio de dimensién finita.

Por ejemplo: Espacio de tunciones lineales a
trozos ( “poligonales”) asociadas a una triangu-
lacion 7y, (h indica el tamano de la particion):

Vi, = {v, € H}(Q) : vp|lp € P1 VT €Ty}

Si{¢;} esuna base de V}, (por ejemplo la base
de Lagrange), la solucion buscada uy, se escribe
en esa base:

N
up, = ¥ U;@;
h]’:1~7¢]

y el problema se reduce a uno de autovalores
generalizados:

AU = A\BU




donde A, B € RV estan dadas por
ajj = o Vi Vo,

bij = k) @i ©;

Si los coeficientes de B se calculan con inte-
oracion numeérica interpolando el integrando
en los vértices, o sea,

bij ~ bij = foy In(; &)
donde v es la tuncion lineal a trozos que co-

incide con v en los nodos.

Obtenemos el problema

AU = \BU

donde la matriz B es diagonal.



Este procedimiento es usual y se llama “con-
densacion de masa” (“mass lumping”).

OBSERVACION: En mallas uniformes coin-

cide con Diferencias Finitas

ESTIMACIONES DE ERROR

Se dividen en dos clases:

ESTIMACIONES A PRIORI
OBJETIVOS:

- Demostrar convergencia y dar el orden del
eITOr.

- Decir de que depende el error.

Tipicamente son de la forma

lerror|| < Ch%||Jull

En el caso de problemas de autovalores hay
una teoria general que dice que si



\T = Thpll — 0

FEntonces, “el espectro de T}, converge al de
T??

A partir de la teoria general, en el caso de
elementos finitos se obtiene,

lu — up||1 = O(h")
lu — upllo = O(h*")

A= Ap| = O(r™)
r = 1if Qis convex and r = . (with w being

the largest inner angle of €2) otherwise.

ESTIMACIONES A POSTERIORI
OBJETIVOS:

- Obtener informacion cuantitativa.

- Generacion automatica de mallas adaptadas.
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En el caso de autovalores tenemos (DPR):
Estimador de error:

1/2

2
>
i)

Donde las contribuciones locales np son:

’]7:

1/2

1
RCITI: )
WA llug| 0.7+ 5 = hellJello F

FeFr
siendo Jg el salto de la derivada normal:

nr =

)

Ir =V (0hlg,,,) - ne =V (wnlr, ) -

Los dos teoremas que siguen muestran que el
error es equivalente al estimador salvo términos
de mayor orden.

Theorem 1: Hay una constante C' que de-
pende so6lo del angulo minimo de la triangu-



lacion tal que:

)—\

2
I el

Obs.: El segundo término es de mayor orden.

Theorem 2: Sea T* la union de T y los
vecinos T" que comparten un lado con 7. Hay
una constante C' que depende sélo del angulo
minimo de la triangulacion tal que:

nr < C(lely o + hplldu — Ayupllo )

Obs.: Nuevamente el segundo término es de
mayor orden.

Resultados similares se prueban para el esti-
mador:

) | 1/2

= |- v hp|Jp|? |
=g e, FllJrlo. P

10



es decir que la parte del residuo “volumétrico”

puede eliminarse del estimador. Este estimador
resulta equivalente al Z7 usado habitualmente
por los ingenieros.
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